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Kapitel V: Bilineare Raume

5.1 Kapitel (V.1): Bilinearformen
5.1.1 Vorbemerkungen

Bilineare Riume sind Riume mit einer Bilinearform.
Objekt = (Vektorraum, Bilnearform)
Hauptbeispiele (kennen wir bereits): (R?, Skalarprodukt), (R3, Skalarptrodukt)

Bekannt: Das Skalarprodukt im R": le -y1 mifst den Abstand zweier Punkte.
i=1

Fiir den Euklidischen Abstand gilt: d (P,Q) = <P-Q’, P-c§>

Das Skalarprodukt ist ein Beispiel fiir eine lineare Abbildung. (-): R* x R” - R
(i) linear in jedem Argument
(ii) symmetrisch: (z,y) = (y,z)

Uns ist zudem eine multilineare Abbildung bekannt:

K'xK"x...xK" —K: det(-) als Funktion der Spaltenvektoren

n-mal
Wir haben bereits gezeigt:
(i) Die Determinate ist linear in jedem Element

(ii) nicht symmetrisch, sondern alternierend. Fiir i # j:

T 7 T 7
det UZU] :7det ’UJ/UZ
1 1 1 1
Behauptung: Sei 0 € S,,. Dann:
det (%(1)7 Vg (2), - - - ,vg(n)) =sgn (o) - det (v1,ve,...,0,)
Beweisskizze: det (vg(l),va(g), . ,va(n)) =a(o) a(r)- det (v1,vs,...,v2).
Wir wissen: a (o) a(7) =a(or) =a(r) - a(c), a(Transposition) = —1

= S,, = (Transpositionen) = Behauptung.

5.1.2 Definition (V.5.a): Bilinearform

V, W seien K-Vektorridume.

Dann heifst s : V x W — K bilineare Abbildung beziehungsweise Bilinearform, wenn
folgendes gilt:

(i) Linearitdt im ersten Argument: Vo,o’ € K, Vv, v' € V, Yw € W gilt:
sla-v+ad v, w)=a-s(v,w)+a s, w)

(ii) Linearitdt im zweiten Argument. V(3,5 € K, Yv € V, Vw, v’ € W gilt:
s(o,B-w+p -w)=p0-s5,w)+ 6" s(v, w)

Als alternative Formulierung, obiger Eigenschaften, hier eine Kurzfassung:
Vw: s (-, w): V — K linear, Vou: s(v,-): W — K linear.
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Seite V-2 Lineare Algebra I - Vorlesung

5.1.3 Beispiele fiir Bilinearformen
(a) Der Dualraum: V, W = V* = Homg (V,K). Zur Erinnerung:

VxVv® — K
(,\) — A(x)

Um zu zeigen, dafi der Dualraum eine Bilinearform ist miissen wir die Linearitidt im
ersten und zweiten Argument nachweisen:

Zu (i): (-, ) linear nach Definition von V* (siehe Definition Dualraum (3.1.9))

Zu (ii): A+— A(z) linear in )\ nach Definition der Vektorraumstruktur auf V*

(b) Ein Beispiel aus der Analysis: V =C([a,b], R) = {f : [a,b] = R stetig}
Behauptung: V ist ein R-Vektorraum:
Aus f, g stetig folgt: o - f fiir o € R beziehungsweise f o g stetig (siehe Analysis)
Behauptung: dimg (V) = oo (Nicht endlich dimensional)
Zum Beispiel: R[X] < C([a,b],R) fiir a <b.

I ‘[a,b]

Nun definieren wir ein Skalarprodukt fiir Funktionen:

b
V xV =R, (f,g)H/f(t)'g(t) dt

Die Linearitit im ersten und zweiten Argument ist leicht zu zeigen:
Addition:

b

b b b
(f+f’,g)H/(f+f’)~gdt:/(f-g+f’~g) dt:/f‘gdH/f’-gdt:(f7g)+(f’,g)

a

Skalare Multiplikation:

b

(a'f,g)H/b(a-f)-gdt/a-(f~9)dta-/bf‘gdta‘(f,g)

a

Anmerkung (wird in der Analysis behandelt, daher hier nicht von so grofer Bedeu-
tung): C([a,b], R) liefert einen wichtigen metrischen Raum:

b

d(f,9):= /(f—g)2 dt

a

Der Abstand zweier Funktionen ist Null, wenn sie identisch sind. Ein anderes Beispiel
fiir zwei Funktionen mit Abstand Null ist:

f=c QZ{C T 7 20 fiir c#£d
0

Fiir © # z¢ sind die Funktionen identisch, ansonsten (x = () unterscheiden sie sich
nur in einem Punkt.
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(c) Sei A € M, (K), K* x K® — K. Es sei gegeben:
Y1

n
(@y) — 2" Ay=(v1,m)- A || = (@nwa) [ Y ey
Yn =t

n
Fiir die i-te Stelle von z gilt nun: z;,- A -y =x; - Zaij -y; | - Damit erhalten wir:
j=1

n n n
(17731)'—’2%" Zaij'yj :Zaij'zi'yj
i=1 j=1

ij=1

(d) Nun wollen wir einen Spezialfall von (c) betrachten: Sei A = E,. Es folgt:
(wy) =2 y=> zi-y
i=1

Wir erhalten das aus der Schule bekannte Skalarprodukt. Das Skalarprodukt ist
unsere “Standard”-Bilinearform auf dem K".
Wir wollen nun (c¢) ebenfalls als Skalarprodukt interpretieren und vereinbaren die
folgende Notation:
_J K'"xK" =K
= e =y

Eigenschaften einer Bilinearform iiber einen Endomorphismus
5.1.4 Definition (V.1.b): symmetrische, alternierende Bilinearfom

V, W seien K-Vektorrdume und sei V = W (Bilinearform iiber einem Endomorphis-
mus). Dann definieren wir:

(i) Eine Form heif#t symmetrische Bilinearform, wenn gilt:
Yo,w eV : s(v,w) =s(w,v)
(ii) Eine Form heifft alternierende Bilinearform, wenn gilt:
YoeV:s(v,v)=0
Falls char (K) # 2 kdnnen wir eine dquivalente Bedingung formulieren:

YVoeV:s(wv)=0 <& WYo,weV:s(,w) =-—s(w,v)

5.1.5 Definition (V.1l.c): positiv-definiet beziehungsweise positiv-semidefiniet
Sei K =R und V, W seien K-Vektorriume.
(i) Eine Bilinearform ist positiv-definiet, wenn Vv € V gilt: s (v,v) =0

(ii) Eine Bilinearform ist positiv-semidefiniet, wenn Vv € V gilt: s(v,v) >0
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5.1.6 Beispiele fiir symmetrische, alternierende beziehungsweise positiv-definiete,
positiv-semidefiniete Bilinearformen

Wir werden einige der Beispiele aus (5.1.3) weiter untersuchen:

Zu b) Leicht zu sehen: Bilinearform ist symmterisch und positiv-semidefiniet

b
= s(f7f)=/f2dtzo

Behauptung: Obige Billinearform ist auch positiv-definiet.
b
Zu Zeigen: Sei f stetig und /f2 dt=0 = [f=0

Beweis:

ﬁ/\fﬂzo
a b

Abbildung V-1: Skizze

Sei etwa f?(c) > 0 mit c € [a,b].
b cte
= f2(d)>0auf (c—c,cte) = /f2dt2/detz(min)(fQ)-25>O
c—e,cte

a CcC—E&
Es folgt die Behauptung.
Zu d) Fiir K = R ist diese Bilinearform symmetrisch und positiv-definiet (gezeigt in
(1.3.2) Norm eines Vektors).

Eine symmetrische positiv definiete Bilinearform wird als Skalarprodukt bezeichnet.
Standardskalarprodukt:

(w,y>=Z$i-yi, <LL’,$>:Z$12

i=1

Zu c) Sei n =2 und A gegeben mit A = ( (1) 7(1) ) Nun gilt:

ca={(2 (3 )

Die Bilinearform ist also symmetrisch. Ist sie auch positiv-semidefiniet. Nein, denn
(e, Aes) = —1. Damit kann die Bilinearform natiirlich auch nicht positiv definiet sein.
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5.1.7 Zur Erinnerung: Orthogonalitit und Skalarprodukt

Im R?, R3, (). Esgilt: u Lv &  (u,v) =0.

Den Winkel zwischen v und v kénnen wir folgendermafien bestimmen:

{u, v)

cos £ (u,v) = Tl ol wobei ||z|| = v/ (z,x)

(Als Erinnerung an (1.3.1))

5.1.8 Definition (V.1.d): Orthogonalitit (verallgemeinert)
Sei s: V X W — R eine Bilinearform. Wir definieren:
vlw & sw) =0

In diesem Fall sind © und v orthogonal zueinander.

5.1.9 Definition (V.1.e): linkes und rechtes Radikal 1-Rad (s), r-Rad (s)

Gegeben s: V x W — K Bilinearform. Wir definieren:

(i) FRad (s) :={veV[v LW} & s(w)=0 YweW
(ii) r-Rad (s) :={w e W|V Lw} & s(vw)=0 YveV

Anmerkung: Ist die Bilinearform symmetrisch, dann: 1-Rad (s) = r-Rad (s)

5.1.10 Definition (V.1.f): ausgeartete Bilinearform

s heift nicht ausgeartet, wenn 1-Rad (s) = r-Rad (s) = {0}
Bemerkung: Oy € 1-Rad (s), Ow € r-Rad (s), denn s (0,w) = 0Vw € W, s(v,0) =0Vv € V.

5.1.11 Beispiele zu linken und rechtem Radikal

Zu (5.1.3) a) V x V*, (z,A) — (),
Behauptung:
I-Rad = {z|VA € V*: X (z) =0} = {0},

denn zu jedem z # 03\ : V - K mit A (z) = 1.

Beweis: Ergéinze r = v, zu einer Basis v1,v2,...,v, von V. Definiere \ wie folgt:

x— 1, V2, V3, ..., Uy — irgendwohin, [)\ <Z aivi> = Z ;A (vl)]
i=1 i=1

Es gilt geméfs der Definition der Nullabbildung:

r-Rad ={A e V*|Vz e V: A(z) =0} = {0}

Letzte Anderung: 27. Juli 2001 §1: Bilinearformen



Seite V-6 Lineare Algebra I - Vorlesung

b
Zu (5.1.3) b) (f,9) — / f-gdt
Da diese Bilinearform symmetrisch ist gilt: 1-Rad = r-Rad. Weiter:

b
l-Rad:{fEC([a,b},R)Wg: g stetig: g:[a,b] — R gilt: / f-gdtzO}:{O}

b
denn insbesondere muf} gelten: / f?dt = 0. Bereits in (5.1.7) gezeigt: = =0

Nun noch ein zusétzliches Beispiel:

Z1 Y1
(e) Sei s gegeben mit: R3 x R? - R, s zo |, | v =21 -y + T2 Y2
Zs3 Ys
Es gilt:
X1 0
1-Rad = r-Rad = To YYy1,Y2,Ys : X1 -Yy1+x2-y2 =0 p = 0 z3 € R 3 = Rej
T3 zs3

Bei dieser Punktmenge handelt es sich um die z-Achse.

5.1.12 Beschreibung durch Matrizen: s: V xV — K
Hinfiihrung:

(a) ¢ : V- W, Matrizen iiber Basisauswahl: ¢ (v;) = Zaij - w;
i=1

(b) V xV — K, Wihle Basis 2 von V: v = Z «; - v;. Dann:

i=1

Anmerkung: (%) folgt aus der Bilinearitdt von s.

5.1.13 Definition (V.1.g): Matrix von s beziiglich Basis 2

Sei 2 Basis von V und s eine Bilinearform: V x V — K. Dann definieren wir
1\/_[Ql (5) = (S (vi7vj)i,j:1,...,n € Mn (K))

als die Matrix von s beziiglich der Basis 2.

5.1.14 Vorbemerkungen: M? (s) legt s fest
Es gilt (wie oben):
s(v,w) = Z o - By - s (v, v5)

ij=1

Hier dieselbe Aussage als Matrizentheoretische Formulierung;

n n
U:in'vi = (xla"'v'rn)’ w:Zyj"Uj = (yla---ayn)
i=1 J=1
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Dann gilt:

Y1
s(v,w) = (z1,...,2,) - M>*(s) - :
Yn
Beweis:
n n n
s(v,w) = Z xi - yj - s (v, v5) = le . Zs(vi,vj) - Y
i,j=1 i=1 j=1

i-te Koordinate

n Y1 Y1
=t g ) /), Yn

5.1.15 Satz (V.1.1) Symmetriesitze

Sei dim (V) = n und sei 2 eine Basis von V. Dann gelten folgende Aussagen:

(i) Die Zuordnung s — M? ist eine Bijektion zwischen der Menge der Bilinearformen

auf V und M, (K)
(ii) s symmetrisch < M? (s) symmetrisch ((:) M2 (s) = (M* (s))T)
(iii) Wenn s symmetrisch, dann

X1 0
M*(s)| : | =0=

Ty 0

—~
*
~

I-Rad (s) =r-Rad (s) = ¢ Y ;- v;
=1

Im Ubertragenen Sinn: 1-Rad (s) = r-Rad (s) <> Kern (M?® (s)) (Zu (): Mit der 0
wird klarerweise ein Vektor beschrieben)

(iv) s ist nicht ausgeartet < M? (s) ist regulir
Beweise:
Zu (i): Sei A = (aij;) . € M, (K) beliebig.

Zu zeigen: Es existiert eine Bilinearform s auf V mit M* (s) = A (Surjektivitit) und
s ist durch A eindeutig bestimmt (Injektivitét).

i,j=1,...,

Eindeutigkeit: Notwendig gilt:
Y1

n n
S <Z$i'viazyi'vi) = (3?17---71’71)'14'
i=1 i=1

()

Also ist s eindeutigt bestimmt, weil zu jedem v € V, eindeutig bestimmte z; € K mit
v=ux1-v1+...+ T, v, existieren, also ist s injektiv.

Yn
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Existenz: Zu zeigen ist: die durch (%) definierte Abbildung ist wirklich eine Bilinear-
form:

(i) Bild(s) C K klar

(ii) Linearitit im ersten und zweiten Argument:

Seien v,v',w,w’ € V, A\, u € K wobei

n

n n n
/ / / /
UZE Li * Vi, UZE Lj * Vi, UJZE Yi - Vi, U):E Yi - Vi
i=1 i=1 i=1

i=1

Dann ist:

Def. Y1
s(A-v+vw) = A (@1, ) + (2], 2)) - A
Yn
Distr. n Y1
- A (xlv ,IL'n)A +(l’/1, ,ZE:I) A
Yn Yn
Def.

= A-s(v,w) + s (v, w)
Analog zeigen wir die Linearitdt im zweiten Argument:
s(o,p-w+w)=p-sv,w)+s(v,w)
Also ist s surjektiv und somit bijektiv (die Injektivitit haben wir zuvor gezeigt).
Zu (i1):
“=” Sei s symmetrisch = s(v;,v;) = s(vj,v;) Vi, j
= (M* (5))1'3' = (M* (s))ji Vi,j = M?(s) ist symmetrisch.

“<” Sei M? (s) symmetrisch

n n A0
= S(szvlvzylv’L) = (9317---,%)'1\/[91(5)' :
i=1 i=1 Un
cK
T

Y1
- (Ila 7$n) Mm (5) E
Yn

:1:1 n n

= (y1,...,yn) - M*(5) S<Zyi'vi,z$i'vi>
I i=1 i=1

= s ist symmetrisch.
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Zu (iii): Es gilt:

Y1
Rad(s) = {UeVs(v,w)OV eKkK"
Yn
n n n hn
= levl s(Zwi-vi,Zyi-vi> =0V | : e K"
i=1 i=1 i=1
Yn
n Y1 Y1
= szvz (xl,,xn)Mm(s) =0V e K"
=t Yn Yn
= {Zwi-vi (xl,...,mn)~Mm(s):(0,...,0)}
i=1
n X1 0
=1 Tn 0

Anmerkung: () folgt aus der Symmetrie von s
Zu (iv): Es gilt:

1-Rad (s) = {sz (xl,...,zn)~Mm(s)(0,...,0)}

n L1
= Z Ti v € Kern (Mgl (s))
i=1 2z,
Analog:
n n
r-Rad (s) = Z Yi - Vi € Kern (M* (s))
i=1

Yn

s nicht ausgeartet <« 1-Rad (s) =r-Rad (s) = {0}
=0

< Kern (M? (s)) = Kern (M* (s))T & M2 (s) ist regulir.

Letzte Anderung: 27. Juli 2001 §1: Bilinearformen
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5.1.16 Bemerkung zu Satz (V.1.1)

Der Satz besagt unter anderem, daff man den allgemeinen Fall einer Bilinearform s
auf einem n-dimensionalen K-Vektorraum mit Basis 2l reduzieren kann. V = K", fiir
§: K" x K" — K erhalten wir:

Vergleiche dazu die Theorie der linearen Abbildungen: Seien V, W n beziehungs-
weise m-dimensionale K-Vektorrdume mit 2% = (vy,...,v,) als Basis von V und B =
(w1, ..., w,) als Basis von W. Dann:

n
oo K" —>V @m(vl,...,vn):inwi
i=1
m
o K™ - W goq;(wl,...,wm):z:yi~vi
i=1

Sei f: V — W lineare Abbildung. Dann existiert genau eine Matrix
M3, (f) € M (K)

so daf} folgendes Diagramm kommutativ ist:

\Y W
%T y Tso%
Kn Km

M (f)

Abbildung V-2: Kommutatives Diagramm

5.1.17 Satz (V.1.2): Basiswechsel fiir Bilinearformen

Seien 2, B Basen von V und sei s eine Bilinearform auf V und T = M}, die Transfor-
mationsmatrix. Dann gilt:

M? (s) =TT - M® (s)- T
Vergleiche: Sei f € End (V). Alaso:
M3 (f) = MY (id) - Mg (f) - Mg (id)
N——
(%)
wobei () = (M2 (id)) ™'
Beweis: Sei A = (v1,...,v,) und B = (wy,...,wy,). Es gilt:

und

8
_

8
a
<
—
<
=

=T. und =T.

!
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Damit:
n n Y1
i=1 i=1 /
Yn
T
Tl Y1
= [T M?® (s)- |T :
Tn Yn
U1
- (.’171, 7'rn)TTM%()T 5
Yn
'A% n n
= (T1,...,2p) (TT -MP (s)- T) - s(in-vi,Zyi~wi>
i=1 i=1
Yn

Aus der Eindeutigkeit von M? (s) folgt: M? (s) = T -M?® (s)- T

5.1.18 Definition (V.1.h): Kongruenz zweier Matrizen

Seien A, B € M, (K)
Zwei Matrizen A, B € Sym (n,K) heilen kongruent, wenn ein S € GL (n,K) existiert
mit
B=s8"-A-8
Bahauptung: Die Kongruenz zweier Matrizen ist eine Aquivalenzrelation.

Beweis: Wir miissen folgende Eigenschaften nachweise:

(i) Reflexivitit

(ii) Symmetrie
(iii) Transitivitat
Zu (i): Setze S=E,, = Behauptung.
Zu (ii): Sei S € GL (n,K) mit B=S7-A-S. Dann:

Ty~ 1 -1 -1\T -1
A=(8") -B-S'=(s") -B-S

Wir wissen: S7! € GL(n,K) =  Behauptung.
Zu (iii): Seien S;,S; € GL (n,K) mit B=S7-4-S; und C =SI . B-S,. Dann:

C=8T-(ST-A-8,)-8,=(ST-8T) - A-(S;-S5) = (S1-S5)" - A-(S1-Ss)

Wir wissen: (S;-S;3) € GL (n,K), da GL (n,K) Gruppe = Behauptung.

Letzte Anderung: 27. Juli 2001 §1: Bilinearformen
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5.2 Kapitel (V.2): Orthogonalbasen

5.2.1 Zur Erinnerung

Skalarprodukt im R3: (-} : R? x R? = R, (z,y) = le -y
i=1
Zwei Vektoren im R? stehen senkrecht aufeinander, wenn gilt:

<‘T7y> =0

Die Verallgemeinerung des Skalarproduktes auf symmetrische Bilinearformen iiber
einem Vektorraum V liefert damit die folgende Definition:

5.2.2 Definition (V.2.a): Orthogonalitit, Orthogonalraum
Sei s symmetrische Bilinearform auf V, U <V und u,v € V. Wir definieren:
(i) v L v (in Worten: u orthogonal zu v), wenn gilt s (u,v) =0

(ii) Ut ={v e V|s(u,v) =0 Vu € U}

Bemerkungen:
(a) Ut <V, U! = Rad (s) wobei

Ut ={veV|s(w,v)=0VweV}

(b) U L U ist moéglich. Zum Beispiel:
Sei V =K? und s ((z1,72), (¥1,92)) = T1 - y1 — T2 - Y2.

o i (1)) = ((1)) oo

SN, (WL y) =Xy —Aya=0 & y =y (yl)e<<})> fiir \ # 0

s (1))

s(N0), (y,)) =Xy =0 & y=0 < <y1)€<<(1)>> fiir \ £ 0

Y2

5.2.3 Definition (V.2.b): Orthogonale Zerlegung

Sei s symmetris che Bilinearform auf V. Wir definieren:

V=U; LU;l... LU, ist eine Zerlegung von V als direkte Summe
V=U;oUyp...4U,

mit der zusétzlichen Eigenschaft s (U;, U;) =0 fiir i # j - Kurzfassung: U, L Uj.

Letzte Anderung: 27. Juli 2001 §2: Othogonalitéit
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5.2.4 Beispiel fiir eine orthogonale Zerlegung

Sei V =K? und sei s symmetrische Bilinearform mit

s((z1,22), (Y1,92)) =1 - y1 — T2 - Y2

<( >> (1)) e ((0) (1)) = 00

Zudem: s((\,0 )=0V\peK

5.2.5 Satz (V.2.1): Abspaltung des Radikals

Sei s eine symmetrische Bilinearform auf V und U sei ein Komplement von Rad (s),

das heifft V = Rad (s) @ U. Dann gilt:

(i) V=Rad(s) LU

(ii) s|y ist nicht ausgeartet

Beweis: Siehe Aufgabe (35 — LinAII)

5.2.6 Definition (V.2.c): Orthogonalbasis

V sei ein n-dimensionaler K-Vektorraum (mit char(K # 2) und s eine symmetrische
Bilinearform auf V. Eine Basis 2 = (v1,...,v,) von V heiftt Orthogonalbasis, wenn
gilt: v; L v; fiir ¢ # j.

Mit anderen Worten: V = (v;) L (v5) L ... L (v,)

5.2.7 Satz (V.2.2): Existenz von Orthogonalbasen

Sei V ein n-dimensionaler K-Vektorraum mit char (K) # 2 und sei s eine symmetrische
Bilinearform auf V.

Dann besitzt V eine Orthogonalbasis.

Zum Beweis benétigen wir das folgende Abspaltungslemma.

5.2.8 Lemma (V.2.3): Abspaltungslemma
Sei dim (V) =n < 00, U <V und dim (U) = r. Dann gilt:
(i) dim(U*t) >n—r

(ii) Ist s|; nicht ausgeartet, so gilt: V = U lut
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Beweis:
Zu (i): Sei 2y = (v1,...,v,) Basis von U. Wir ergéinzen 2; zu einer Basis
A= (v1,...,UpyUpg1,...,0) von V
Nun gilt:
Ut = {veV|s(uv)=0vuec U}
= {Zfﬂz‘-vi s (iwi-wai%'%> =0V (y1,---,yr) GKT}
i=1 i=1
y.l
= Zzlvz (z1,...,2,) - M>*(s) - %’ =0V (y1,-..,yn) € K"
0

(21, 2n) - M (5) = (0,...,0,%,...,%)

= {Zmi-vi
_ {in.vi

= dim (UJ‘) >n—r
Zu (ii): Es ist UN U+ = Rad (s|y;) = {0}. Mit (i) folgt die Behauptung.

J
(z1,... ,xn)T € Kern (NIQl (5)”) =1 }

5.2.9 Beweis zu Satz (V.2.2)

Beweis erfolgt durch vollstindige Induktion nach n.
Induktionsanfang: n = 1: klar

Induktionsschluf3: (n —1) ~n

Wir untersuchen zwei Fille:

1. Fall: Sei s Nullabbildung = Behauptung (trivial)

2. Fall: Sei s nicht Nullabbildung. Dann existiert ein v; € V mit s(v1,v;) # 0, denn es
existieren v, w € V mit s (v, w) # 0. Ist s(v,v) = s (w,w) =0, so ist

s(vtw,v+w) = s,v)+s(w,w)+2-s(v,w)
= 2-s(v,w)#0 falls char (K) # 2
d.h. s|<vi> ist nicht ausgeartet. Nach dem Abspaltungslemma (V.2.3) gilt also:
V = (v1) L (v1)™.
Nach Induktionsvoraussetzung ist (v1)" = (vo) L ... L (v,).
Also: V = (vy) L (vo) L ... L (vy)

Bemerkungen:

(a) Der Beweis von Satz (V.2.2) gibt an, wie man die Orthogonalbasis konstruiert.

(b) Ist 2 eine Orthogonalbasis von V, so hat M? (s) Diagonalgestalt.
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5.2.10 Satz (V.2.4)

Uber einem Korper mit Carakteristik # 2 ist jede symmetrische Matrix kongruent zu
einer Diagonalmatrix.

Beweis: Sei A € Sym (n,K), s definiert durch s (z,y) = 27 - Ay ist symmetrische Biline-
arform auf dem K”. Nach Satz (V.2.2) existiert eine Orthogonalbasis 2 = (v1,...,v,)
von K" beziiglich s:

M? (5) = Diagonalmatrix = (M% (id))T - A (M% (id))

M?™ (s)
T T
Zur Erinnerung: M% id)=1 v1 - vy
! !

5.2.11 Beispiel fiir Konstruktion einer Orthogonalbasis

0 1 2
SeiA=| 1 0 3 | € Sym(3,R) und sei s gegeben mit s (z,y) =27 - A-y.
2 30
Da s(e1,e1) = s(ez,e2) = s(e3, e3) = 0 miissen wir einen anderen Vektor wihlen.
Es gilt:
s(e1 +ez,e1+e) =2 -s(ej,es) =2 (siehe Satz (V.2.2))
1 1\\©
Also widhle v; ;= [ 1 |. Nun wollen wir < 1 > bestimmen. Es gilt:
0 0
0 1 2
1,1,00- [ 1 0 3 |=(,15)
230
1 ) 1
Also: < 1 > =Kern(1,1,5) = < 0o |, -1 > =:U;
0 0
)
Sei 2, = 0 . Nun betrachte s| . Es gilt:
-1
0 1 2 1
<i) _(1) _é) 103 |- o -1 <__22 :;L>MQ‘1(5|U1):A
2 30 -1 0
a1 # 0, wihle vy = 0 |. Es folgt analog zu oben:

e ( = ) — (=20, ~4) = (5,1)

Nun bestimmen wir den Kern und erhaltenm vs:

Kern(5,1)<<é)> = <v2>¢mU1< _i +5- _i >< —% >
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Setzen wir nun ein, so folgt:

0 0
-20 -4 -1
() ()] mcnm (72 ) ()

1 1
Damit:
1 5 0\ /1 5 0 s (v1,v1) 0 0 2 0 0
1 0 =5 |-Al1 0 -5 |= 0 s(va,00) 0 =0 —20 o0
0 -1 1 0 -1 1 0 0 s (vs, v3) 0 0 —30

Noch leichter geht es durch simultane Zeilen- und Spaltenumformungen. Jede Spalte-
numformung entspricht der Multiplikation einer invertierbaren Matrix S; von rechts.
Jede Zeilenumformungentspricht einer Multiplikation mit S{ von links.

Fiihrt man simtliche Spaltenumformungen an der Einheitsmatrix durch, so erhilt
man die Transformationmatrix:

01 2 1 15 2 1 5

103 ]~1103]~1]10 3

2 30 2 30 5 3 0
2 1 5 2 0 0 2 0 0
0 =5 3 |~|0 -3 3 ]~[0-F 0
0§ -¥ 0§ -¥ 0 0 -%

Analog wenden wir die Operationen auf E; an.
Um zu zeigen, daf char (K) # 2 sein muf hier ein Gegenbeispiel:

01

Sei char (K) =2, A= ( 1 0

> und eine symmetrische Bilinearform s gegeben mit

s(z,y) = (v1,22) - A - ( o ) = (z1,22) - ( ;’2 ) =21 22 =0

] 1

Wire also A kongruent zu einer Diagonalmatrix B, so wire B = ( 8 8 )

5.2.12 Satz (V.2.2)': Satz (V.2.2) fiir char (K) = 2

Sei char (K) = 2, V ein n-dimensionaler K-Vektorraum und sei s eine symmetrische
Bilinearform auf V.

Dann besitzt V eine orthogonale Zerlegung:
v=u,L..lulw, L. 1w,

mit dim (U;) = 1 und dim (W) =2 Vi, j. Ist W; = (u,v), so ist s(u,u) = s(v,v) =0 und
s(u,v) = 1.

5.2.13 Satz (V.2.4)/: Satz (V.2.4) fiir char (K) =2

Sei char (K) =2, A € Sym (n,K).
Dann: A ist kongruent zu einer Matrix B mit

B = . wobei B; = («;) oder Bi:<(1) (1))

B
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5.2.14 Definition (V.2.d): quadratische Form

Sei s eine symmetrische Bilinearform auf einem n-dimensionalen Vektorraum V.
Dann wird die Abbildung ¢: V — R, ¢ (v) = s(v,v) als die dazugehérige quadratische
Form bezeichnet. Es gilt:

g\ -v) =2 s(v,v)  fiir A € K.

5.2.15 Symmetrischer Gauf3-Jordan Algorithmus (symmetrische Umformungen)

a) Wir wissen: Die GL (n,K) wird erzeugt von Umformungsmatrizen:
S=U;-U;y-...-U, wobei U; Umformungsmatrizen
b) Einsetzen liefert:
ST.4.8 = (U;-Uy-...-U)" -4 (U;-Uy-...-U,)
= Uulf.....ul.ul.4Uu,-U,-.... U,
= Uf-...- (U] (U] - 4-U;) - Uy)-...- 1,
Basisoperationen: Umformungsmatrizen: A ~ U7 - A.-U

Sei U < Addition des a-fachen einer Zeile beziehungsweise Spalte zu einer anderen
Zeile beziehungsweise Spalte. Sei U gegeben mit

1 0 1 «
U=| a 1 0 = UT=|10 1 0
0 E 0 E
Fiir die Multiplikation folgt:
1 « 1 0
UT AU = 0 1 0 . ( Qg ) . a 1 0
0 E 0 E

Zur Vereinfachung rechnen wir mit symmetrischen (2 x 2)-Matrizen:

1 « [ a b . 1 0 at+ab b+ ad . 1 0
0 1 b d a 1 b d a 1
a+2ab+a’d b+ ad
b+ ad d

b
Wihlen wir nun o = — fiir d # 0, so erhalten wir Diagonalgestalt:

(o 7 )- (o) ()= (7 2)

Ist nun d = 0, so formen wir die Matrix um:
Sei V; » < Vertauschung der ersten und zweiten Spalte beziehungsweise Zeile.

T
In diesem Fall gilt fiir die Transformationsmatrix: S = ( 01 ) = ( 0 1 )

10 10

Fiir eine (2 x 2)-Matrix erhalten wir:
01\ (fa b)) (0 1Y) (c dy) 1Yy (d ¢
10 c d 10/ \a b 0/) \b a
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5.2.16 Satz (V.2.5): Gram-Schmidt

Situation: Sei (V,s) bilinearer Raum, (vy,...,v,) Basis mit s, , nicht ausgeartet

fiir k=1,...,n (Das heif3t: (det (s (vi7vj))i,j§k) #0 fiir alle k=1,...,n).

Dann existiert eine Orthogonalbasis wy, ..., w, mit
k

(0, o) = (wn,w), det (s (vn0), <) = [ s (wirwy)

i=1

Konsequenz:

A
(s (Ui,Uj))ij<k = wobei D) der k —te Hauptminor ist

Wir kénnen den k-ten Hauptminoren im diesem Fall folgendermafien berechnen:
s(vy,v1) -+ s(v1,vk)
Dk =det . .
s(vg,v1) -+ s (vk, k)

Dy,
Dy 1

Die Voraussetzung bedeutet: Alle Hauptminoren # 0 und s (wy,wy) =

Matrizentheoretische Bedeutung:

Sei A symmterisch, A = ( Q5 ) und seien alle Hauptminoren # 0

b,

= A kongruent zu Dy

Dy,
D1

Beweis:
A liefert s : K" x K* - K, (2,y) — 2T - A -y, € ={ey,...,e,}, M (s4) = A. Satz (V.2.2)
liefert Orthogonalbasis (ws,...,w,) mit den obigen Eigenschaften.

Ui = (v1,...,0) € Ugs1, dim (Uy) = k, dim (Ui41) = k+ 1. Nach Voraussetzung sind
Uy, U1 nicht ausgeartet.
Abspaltungslemma angewandt auf Uy, s, Uy liefert:

Uk+1 = UkJ_ <w>

wobei (w) eindimensional nach Voraussetzungen ist.

w € (ug,...,urs1), also

W= UL o U F Qg1 Uk = B1 w1+ B W+ Qg1 - Ukt
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Es gilt: s(w,w;) =0 fiiri=1,...,k und

k+1

k
s (w,up41) = (Z a - Ui7Uk+1> = i 5 (Vi vk1) + Qkp -5 (Vkg 1, Vir)
i=1 i=1

ap+1 # 0, da sonst w € Ug. OE a1 = 1. Weitere Rechnungen liefern:

k
. 8 (wi, V1)
1) W= Vg41 — — - w;, setze w4 =W
() + ; S(wq;,wq;) 9 +
(V,s) hat Orthogonalbasis (wy,...,w,).
Sei etwa s (w;,w;) =0,i=1,...,r, s(w;,w;) #0,j=r+1,...,n.
Wihle v; =w; fiiri=1,...,r, v; = qyw; fiir j =r+1,...,n mit a?s(vj,vj) =1

(Quadratwurzel existiert in C!)
k k

Nun ist: (vy,...,0641) = (V1,...,0%) +(w) OFE w =041 + Zaivi = VUpt1 + Zﬁiwi
1 1

k
Fiir i =1,...,k: 0=s(w,w;) = s (vg41,w;) + Zﬁjs (wj, w;) = 8 (Vg+1, wi) + Bss (wi, w;)
j=1
—8 (Vkt1, W;) s (Vkt1,Vkt1)
= ﬁi:7; wk+1:wzvk+1+z— i
s (w;, w;) - s (w;, w;)
k k
Basis von (v1,...,041) : VUl,..., Uk, Wgt1 = Vg1 + Z QV; = V41 + Zﬁzwz
3 % 1 1
k+1

Dy
ii det w;)) =D = =
(ii) il_ll et (s (w;, w;)) k1 s (wg, wi) D

(wichtiges Ergebnis)
k-1

5.2.17 Beispiel zu Gram-Schmidt

3 3 9
Sei A € M3 (R) und A gegeben mit A=| 3 9 21 |. Zuerst wollen wir die Haupt-
9 21 61
minoren berechnen. Es gilt:
3 3
D, =13] =3, Dg_’?) 9‘_18

Die Berechnung des dritten Hauptminor ist nun ein wenig mehr Arbeit:

3 3 9 3 3 9 3 3 9
Ds3=({3 9 21 |=|0 6 12 |=]0 6 12 |=180
9 21 61 0 12 34 0 0 10
Das bedeutet:
Dy 0 3 0
A ist kongruent zu g—f = 6
D. 0 10
0 &
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Frage: Ist die Voraussetzung, daff alle Hauptminoren # 0 sehr einschrinkend?

Zunichst ist eine Hauptminor = 0 sicherlich eine Einschrinkung, wir kénnen diese
Einschrinkung aber geschickt umgehen.

0 1
1 3

Damit wir einen erste Hauptminor # 0 erhalten, wenden wir eine symmetrische Gaufi-

? (1) ) wobei D; =3 und Dy, = —1.

Sei A nun gegeben mit A = ( ) Offensichtliches Problem: D; = 0.

Jordan Umformung an und erhalten A’ mit A’ = (

Damit wissen wir:
Dy 0 30
A’ ist kongruent zu Dy, | = .
0 D, 0 —3
1

Da auch A kongruent zu A’ ist und die Kongruenz von Matrizen eine Aquivalenzre-
lation ist (siehe (IV.3.a)), folgt:

A ist kongruent zu = ( 3 0 )

Tatsache: Erfiillt die symmetrische Matrix A mit det (4) # 0 noch nicht die Voraus-
setzung des Gram-Schmidschen Orthogonalisierungsverfahren, und ist zum Beispiel
K =Q,R,C, so liefert eine zufillige symmetrische Gaufi-Jordan-Transformation eine
zu A kongruente Matrix A’, welche die Bedingung erfiillt.

Begrﬁndung:
4 = J ‘h]obel der -te [—]a]] '1[]]1“)]‘ =
i k p i Dk O

Gesucht: t;; € R mit det (¢;;) # 0

T
<> CA- <) hat alle Hauptminoren # 0. Falls dies nicht erfiillt ist, dann

formen wir um:

A’( P (ti1, .. tan) ) mit Dk‘ Pos (t11y - stan) || = Pr (t115- - s ton)

Die P (t11,...,tnn) sind die Minoren. Man erhiilt, bei ungiinstigen Matrizen, Glei-
chungen: P;(...,t;;,...)=0oder ... oder P, (... tij,...) =0 & Hﬁj (A)=0

Hier ein konkretes Beispiel fiir (2 x 2)-Matrizen:
T

t11 ti2 (e b\ [t ti2
tor  t22 c d to1  to2

_ tin tor \ (a b\ [ tn ti2
tiz ta2 c d o1 t22

_ tin-a+ta-c tii-bt+tor-d \ [ i1 tiz
tig-a+ta-c t12-b+122-d to1 to2

_ t%l ca+tiitor (b + C) + t%l -d ti1tio - a + to1tia - ¢+ t11tio - b+ tortos - d
t12t11 ca—+ t22t11 c+ t12t21 -b + t22t21 -d t%2 -a+ t12t22 . (b + C) + t§2 -d

_ ( Py (t11,t12,t21) E(tn,t127t217t22))

Ps (t11,t12, to1, to2) Py (t12,t21,t22)

Also: P, =0oder P, - P,—P,-P;=0
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Hier eine weiteres Beispiel mit konkreten Zahlen: Sei A € Sym (3,R) gegeben mit

0 0 2
A=10 1 0
2 0 6
Fiir die Hauptminoren gilt: D; = 0, Dy = 0 und D3 = —4. Nun wihlen wir eine
zufillige Matrix S:
2 3 5 2 4 1
S=|4 0 -2 = ST=(3 0 12
1 12 13 5 =2 13

Nun fiihren wir eine symmetrische Gauft-Jordan-Transformation durch und erhalten:

2 4 1 00 2 2 3 5
sT. 4.8 = 3 0 12 1]-[o 10 4 0 -2
5 —2 13 2 0 6 1 12 13
2 4 10 2 3 5
= 24 0 78 |- 4 0 -2
26 —2 88 1 12 13
30 126 132
= 126 1008 1121 | = A’

132 1121 1278
Nun gilt fiir die Hauptminoren von A’:

30 126 132

D, =130 =30, Ds= ‘ 122 1(1)(2)2 ’ = 12364, Dj3=| 126 1008 1121 | = 39911532
132 1121 1278
Satz (V.2.5) sagt aus:
00 2 Dy 0 30 0
010 ist kongruent zu % = 412%
2 0 6 0 D 0 3228 35S

Bemerkung: In der Literatur oft Gram-Schmidt nur fiir Riume iiber R (hermitische
Réiume iiber C) In dieser Allgemeinheit gezeigt von Woértmann, einem ehemaligen
Studenten der Universitidt Dortmund.

5.2.18 Konsequenz von Satz (V.2.5), Satz von Cauchy

Sei M eine symmetrische Matrix mit char (K) # 2 und seien alle Hauptminoren

D1, Ds, ..., D, # 0, so ist M kongruent zu einer Diagonalmatrix
Dy 0
b
D1 .
0

Klassifikation von symmetrischen Bilinearformen iiber C (bzw. Matrizen iiber C)
a1 0
diag (a,...,ap) =
0 o,
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5.2.19 Satz (V.2.6): Spezielle Rdume iiber R und C

Jeder symmetrische Bilinearraum iiber C hat eine OB v1,...,v, mit s(vi,v1) = ... =
$(Up,vr) =0y 8(Vpg1,Vpg1) = ... = 8 (Vn,vpn) =1, r ist durch s eindeutig festgelegt.

Matrizentheoretisch: Jede symmetrische Matrix A € M, (C) ist kongruent zu einer
Diagonalmatrix:

U = diag( 0,...,0,1,...,1)
.. —— N —

-4
‘1 r n—r

r ist eindeutig durch A bestimmt: r = dim (Rad (s)) = dim (Kern (A)) = n—rg(A4). Zwei
symmetrische Matrizen iiber C sind genau dann kongruent, wenn sie denselben Rang

haben.

Basiswechsel:

dann M?® (s) = sT. Mm% (s)-S

Bilden wir nun die Determinante, so folgt:
det (M® (s)) = det (S”)-det (M?(s))-det(S)=det(S)* det (M (s))
= det (Mgl (s)) = det ((s (vs, Uj))i,jgk—H)

Wir erhalten eine neue Matrix von s beziiglich Basis B:

s(vi,wg+1) =0

% . -
M™ (s) = 8 (vi, wy+1) =0
0 - e 0 ‘ 8 (Wk+1, We+1)
Da M? (s) Blockgestalt hat folgt:
k

det (M% (s)) = det (s (v;, vj))i,jgk - 8 (Wht 1, Wit1) = H s (Wi, w;) - 8 (W41, Wht1)
1

Also: gewiinschte Bilinearform. r ist eindeutig durch s bestimmt, denn r = dim (Rad (s)),
mit Rad (s) = {z| s (z,v) =0} = (v1,...,0,).
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Symmetrische Bilinearformen (Matrizen) iiber R
5.2.20 Satz (V.2.7): Sylvesterscher Trigheitssatz

(i) Eine symmetrische Bilinearform besitzt eine Orthogonalbasis vy, ...,v, der fol-
genden Form:

s(vi,v;) = 0 fir i=1,...,r
$(Vpiky Upgr) = 1 fir k=1,...,ry
S(UT+T++17UT+T++Z) = -1 fiir = 1,...,7',

Dabei gilt: r+r. +7r_ = n, und die Werte r,r,,r_ sind eindeutig bestimmt (tréige
/ invariant) gegeniiber der Wahl einer OB mit s (w;, w;) = 0,+1,—1).

(ii) Jede symmetrische Matrix € Sym (n,R) ist kongruent zu genau einer Diagonal-
form der Art:

diag( 0,...,0 , +1,...,+1, —1,...,—1)
——
T Ty r_

Beweise:
Zu (i):
Existenz: Wihle OB vf,...,v,,, OE s (v{,v) =0 fiiri=1,...,r und s(v},v;) =0 sonst.

1 v, = QU] firi=r+1,...,n

W) = a2s (vl 0] W R i@ = q; SRR

[s (avl, ) = ags (v], vz)} Wihle ¢; r (UQ,UZ'-H’ setze { v = fiir i=1,.. 7

Dann ist vy, ...v, eine gewiinschte OB.

Eindeutigkeit:

Ist wy,...,w, eine weitere Basis mit s (w;,w;) fiir i = 1,...,7" : s(wy,...,w) =0, i =
e SN O A S (ww+1, . ,wrz+rf+) =+1, s (w;,w;) = —1 sonst.
r =r’: Da “Zahl der Nullen in einer OB” = dim (Rad (s)) Betrachte U = (v1,..., 4y, ),
s>0 i
r+ry r+ry Ty
U = <wr,+rl++1, . ,wn>, da s <Z @;v;, Z aivi> = Z a?s (vi,v;) >0
1 1 1

s<0
Folgerung: UNU’'={0} = dimU)+dimU')=(r+ry)+(n—r—7r})<n
= rpy <7, und 7, <ry = ry=r,
Daraus folgt auch: r_ =+' ,dar+r  +r_=n=1"+7/ +7_
Zu (ii): Folgt aus der Eindeutigkeit

5.2.21 Definition (V.2.e): Signatur - sign (A)

Sei s symmetrische Bilinearform auf R und sei A symmetrische Matrix, wobei A
kongruent zu
diag( 0,...,0 , +1,...,41 , —1,...,—-1)
——
r Ty r_

Dann definieren wir die Signatur: sign (A) =ry —7r_.
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5.2.22 Urspriingliche Bedeutung des Trigheitssatzes

(siehe Knebusch-Schneider: Einfiihrung in die reelle Algebra)
Thematik: Anzahl reelle Nullstellen f =0, f € R[X]
Sturmsche Ketten (1839): [a,b], fi=f, fo= [, ..., [ € R[X]
fi(a), f2(a),..., fx (@) ~ Anzahl Vorzeichenwechsel =V (a)

fi (), f2(b),..., fr (b) ~ Anzahl Vorzeichenwechsel = V' (b)

Aus V(a) =V (b) = Anzahl reeller Nullstellen auf [a,b].
fo=X?+aX +1~ M(f,) Sylvestermatrix aus

Xf._af(; — isk Lk , M(fa) — ( Sit+j—2 )

k=0

—_——
Potenzreihengestalt

Nun: Anzahl der reellen Nullstellen von f,: sign (M (f.))

Symmetrische Bilinearformen auf R. V 143t sich zerlegen:

V=Rad(s) LV, LV_

wobei V. = <v1, e ,vr+> Orthogonalbasis, s (v;,v;) > 0 bezichungsweise V_ = <w1, e

Orthogonalbasis, s (w;,w;) < 0. Hierbei sind r;, r_ eindeutig bestimmt.
(Vi) s(v,v) 20, s(v,0) =0 = v=0 = s|y, ist positiv definit.
(V_,s): s(w,w) <0, s(w,w)=0 = w=0 = 5|, ist negativ definit.
Matrizentheoretische Formulierung:

Sei A € Sym (n,R). Dann

. 0

A kongruent zu E,

Anmerkungen:

(i) r, r+ und r_ sind eindeutig bestimmt

(ii) r, 4 und r_ sind ein vollstindiges Invariantensystem der Kongruenzklasse.
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5.2.23 Satz (V.2.8): “Zihler reelle Nullstellen”

Zu einem Polynom f € R[X] gibt es eine symmetrische Matrix M (f) mit folgenden
Eigenschaften:

(i) #{z€C[f(2) =0} =rg(M(f))
(ii) #{z € R[f(2) = 0} = sign (M (f))

M (f) = Sylvestermatrix von f (mit grad (f) =n) = < Sitj—2 ) , Sp = Zaf,
1,7=1,..n i

n

wobeif:c-H(X—ai) in C[X]
1

Bedeutung der si, die alle reell sind:

X & XL 1 B
! _ZXfozi_zl:lfainl_

1

n

i=1 k=0 k=0 \i=1

iaf){_k :i (iaf) Xk :kijost_k

5.2.24 Beispiele:

(@): f=X3-3X2+2, f'=3X2-6X n=3,2n—-2=4 s, 81, 52, 83, 54

X !
)? =3X?—6X7: X®—3X?4+2=3+3X""4+9X 7 +21X P 4+61X "+ ...
Also sind sp =3, 51 =3, 59 =9, s3 =21, s4 =61 und
3 3 9
M(f)=13 9 21 |, rg(M(f)=3
9 21 61
3 0
Das heifst (nach (5.2.17)): M (f) ist kongruent zu 6 ,ymitr=0,ry =3, 7_ =0
0 10

= Anzahl verschiedener komplexer NS = 3 und Anzahl verschiedener reellen NS = 3
NS: z=1
=322 +2 =a3—2?-2(2*-1) =22 —-1)-2(@—-1)(z+1)
=(z—1)(2? — 22— 2)

NS = {1,1+ 3}

(b): f=X?-a,a€R, f' =2z

Xf 2X7 1 i
)‘(f = X721 _ax=2 :zi:(aX_Q) :2-(1+aX_2...). Alsosind s =2, 51 =0, s5 =
2a und
(2 0 |2 fiira#0
= (o g ) mworm={ 7 HeZy
2 fiira>0
sign(M(f))=¢ 1 fiira=0, ry=r_=1
0 fiira<0

a>0 2 reelle Losungen
Das heifst fiir 22 —a = 0: a=0 1 reelle Losung
a <0 keine reelle Losung
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5.3 Kapitel (IV.3): Hermitesche Formen
5.3.1 Motivation

Spezialfall: C =~ R?
Sei z=u+i-veC. Norm ||z|| = Vz -z = VuZ +v2 = /{(u,v), (u,0))
Wir wollen folgende Abbildungen studieren:

(C"><<C"—>(C:((zl,...,zm),(wl,...,wm))»—>Zz_i-wi
i=1

5.3.2 Definition (V.3.a): hermitesche Form

Sei V ein C-Vektorraum. Dann heifst 2 : V XV — C eine hermitesche Form, wenn gilt:

(i) Vve Vist h(v,-): V — C linear
(ii) Yv,w € Vi h(v,w) = h(w,v)
Folgerungen:

a) h(v+v,w)="h@w)+h@,w), denn

h(v+v,w)=h(w,v+v)=hw,v)+h@,w)=h@w)+h{@, w)

Also ist eine hermitesche Form additiv im ersten Argument.
b) Behauptung: h(«-v,w) =a-h(v,w). Es gilt:

ha-v,w)=h(w,a-v)=a-h(w,v)=a-h(w,v)=a-h(v,w)

5.3.3 Definition (V.3.b): Hermitesche Matrix

A € M, (C) heift hermitisch, fall A’ = A. Das heift:
< aji >< Qi ) fiir alle 7,5=1,...,n

5.3.4 Beispiele fiir hermitesche Formen

1 4 2

a) Sei A gegebenmit A= —i 6i 3 |. A ist nicht hermitisch, denn fiir hermitische
2 3 6

Matrizen gilt: a;; = a@;;, also a;; € R

b) Sei B gegeben mit B = ( 9 iz 2 —; ‘ ) B ist hermitische Matrix, da a;; = a;;-
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5.3.5 Definition (V.3.c): H, (C) = {hermitische n x n Matrizen}
Bemerkung: A reell, A hermitesch = A symmetrisch:

A symmetrisch

H, (C) } =  H,(C)NM, (R) = Sym (n,R)

5.3.6 Satz (V.3.1): Beschreibung von hermiteschen Formen durch Matrizen

Bei fester Basis 2 = {v1,...,v,} ist die Zuordnung

hHMQ‘(h)::< h (vi, v;) )

eine Bijektion zwischen der Menge der hermiteschen Formen und der Menge der
hermiteschen Matrizen H,, (C).

Weiterhin gilt:

Ist v = sz cv; und w = Zyj -vj, dann folgt:

i=1 j=1

n Y1
h(v,w):Zac_i-yj-h(vi,vj):(m_l,...,ﬂ)~Mm(h)~ :
Yn
Beweis:

n

h(v,w) = h le : vi,Zyj -, i linear Z h(z; - vi,y; - v5)
i=1 j=1 ij=1

n Y

Y w ey hw) @@ m) MR- |

hi=1 Yn

Zu (#): herausziehen der skalaren Faktoren (siehe (V.3.c)-Folgerung b)

Zu (x): selber nachrechnen

Konsequenz: V = C", 2 = {ey,...,e,}, dann sind durch (z,y) — 7% - A-y, A € H, (C),

alle hermitischen Formen auf dem C" gegeben.

5.3.7 Definition (V.3.d): Radikal einer hermiteschen Form

Sei h Hermitesche Form.

Wir definieren: Rad (h) :={v € V|h (v, V) =0} (wird als Radikal von h bezeichnet.)
Bemerkung: v ¢ Rad(h) < h(V,v)=0

Beweis: h (v,w) = h(w,v). Es folgt die Behauptung.
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5.3.8 Satz (V.3.2)

Bei fester Basis 2 = {v1,...,v,} und v = sz - vy, gilt:
i=1
n T
v:in-viERad(h) & M (h)- =0

i=1 T

Beweis: analog zum Beweis des Satzes fiir die symmeterische Bilinearform (V.1.1).

5.3.9 Korollar (V.3.3)

Sei h Hermitesche Form.

Dann: h nicht ausgeartet, d.h.: Rad(h) = {0} < Kern(h(v,V)) = {0}, also hat
M? (h) Vollrang << M?(h) ist regulir.

5.3.10 Satz (V.3.4): Basiswechsel fiir hermitesche Formen

Basiswechsel von 2 nach B, S = M3 (id)
Dann: M? (h) = SRV s (h)-S

Beweis: Selber nachrechnen

5.3.11 Definition (V.3.e): Kongruenz vom Hermiteschen Matrizen

A, B € H, (C) heiflen kongruent, wenn es eine S € GL (n,C) gibt mit
B=5 -A-S

Bemerkung: Seien S € GL (n,C), A € H,, (C). Ist nun ST-A-S € H, (C)?

Dann miifite gelten: mT =8T.A.8.
Es gilt:

ST.A.S=ST.4.5=§ -4.S
daA-B=7A-Bund ST =5 .
Auf der anderen Seite:

(m)T: (s_T.z.g)ngT.zT.s_TT:gT.A.g

da (A-B)" = BT . AT und A" = A nach Definition.
Im allgemeinen falsch: S". 4.5 #* S".A-S fiir Se GL (n,C)
Wohldefiniertheit: Dagegen

_ \T
<§T.A.s) —(s".A.8)" =§".2".s-5". 4.8

.\ T
Also: (gT-A-S) € H(C)
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5.3.12 Definition (V.3.f): Orthogonalbasis einer hermiteschen Form

Sei h eine hermitesche Form auf V, 2% = {vy,...,v,} heift Orthogonalbasis von 2 wenn
gilt:
h(vi,vj)zo fﬁl‘l;ﬁ]

Matrizentheoretische Formulierung:
(€3]
2l ist Orthogonalbasis < M (h) = mit «o; € R
aT
Beweis:

“=" generell gilt: h(v,v) € R, denn h (v,v) = h(v,v)
“<” klar nach Definition

5.3.13 Satz (V.3.5) Sylvestescher Trigheitssatz fiir hermitesche Formen

(i) Sei (V,h) ein C-Vektorraum mit hermitescher Form. Dann gibt es eine orthogonale
Zerlegung fiir V:
V=Rad(h)+V,+V_
mitveVy = h(v,v)>0. Falls h(v,v) =0 = v=0
beziehungsweise w € V_ = h(w,w) <0. Falls h (w,w)=0 = w=0
(ii) Sei A € H,, (C). Dann gibt es S € GL (n,C) mit

E, 0

+

Dabei sind r;, r_ eindeutig bestimmt.

Bewelis zu (i):

aip aiz -+ Qin
. a2 a2 -+ d2p .
Sei A = . .. . € H, (C) wobei a;; € R und a@;; = a;;
apl  Ap2 - Apn

Zur Vereinfachung der Rechnung sei nun n = 2.

Damit ist A:(% g),mita,ﬁERund beC

Fall 1: a # 0. Wir formen mit einem symmetrischen Gauft-Jordan Verfahren um.

1 -t
Sei S = < a ) Dann:

0 1
_r /1 b\ a b
7. 4.5 (0 la).(gﬁ).
0
) (5 5.
o 0
B (o ﬁ—@>
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Wie erhalten wir nun +1 fiir die Eintrige?

a # 0 nach Voraussetzung. Sei nun 3 = 3 — b-b (B ist Reell). Es gilt:
a

GO GGy -GGGy
(575

Falls o > 0: Setze z := L Falls o < 0: Setze z := L

Va V-a

& 0 +1 0
s S la _
Damit erhalten wir: A ~~ ( 0 g ) = ( 0 B )

x
0
a .

jal 2 ), wobei * = —1,0, +1.

2. Fall: Sei nun o = 0. Wir unterscheiden nun zwei weitere Fille:

Wir verfahren analog fiir /' und erhalten <

Sei # # 0. Dann tauschen wir die 0 und ( durch eine symmetrische Gaufi-Jordan-
Transformation:

S
(_) b - 0 1 . (_) b (0 1) _ [_3 b
b A 1 0 b g 10/) \b O
Nun kdénnen wir den ersten Fall anwenden.
Sei nun § = 0. Dann erhalten wir:
T

GG G-t

Falls b+ b # 0, dann setze b :=r - i und wende den vorherigen Fall an.

Falls b+ b = 0, dann wihle ein v € C, so daR 7-b+ v -b # 0 und wende obigen Fall an.

5.3.14 Schema der Diagonalisierung (von Matrizen)

Grundoperationen: symmetrische Bilinearformen: s". A8

Symmetrischer Gaufi-Jordan-Prozefs: Sei a € C:

S S'. A A-S
Multiplikation mit Skalar a | i-te Zeile mit @ multipliziert | i-te Spalte mit a multipliziert
Vertauschung i-te und j-te Zeile vertauscht | i-te und j-te Spalte vertauscht
Addition eines Vielfachen a Addition des a-fachen der Addition des a-fachen der
j-ten Zeile zur i-ten Zeile j-ten Spalte zur i-ten Spalte

Abbildung V-3: Grundoperationen

(5] 0

Schlieflich erhalten wir: §T-A~S = < ) . A liefert hermitesche Form h,: C"x

0 'ozn
C" —=C, (z,y)— T -A-y
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h 4-Orthogonalbasis sind die Spaltenvektoren von S:

T 7 T 7
S=| v1 -+ v, = A-S=| A-vy --- A-vy,
! ! ! !
Daher die Matrizenmultiplikation in neuer Perspektive:
: by ++- by | = (ai, b)
— an — J/ \l« i,j

wobei (-,-) das Standardskalarprodukt ist. Damit folgt:

S .A-S= v—iT.A.vj
,J
Wir folgern: 7;7 - A- vj =05 - 0y
5.3.15 Rekursive Konstruktion von S
S ist Produkt von Umformungsmatrizen: S=S;-S,-...-S,_1-S,

Dann: S=E-S{-So-...-S,_1-S,
(dieselbe Ketten von Umformungsmatrizen auf E angewandt). Nun wenden wir fol-
gendes Schema an:

<N < (031 0

0 o,

E - E-S;1-S2-...-8, =S

Wie findet man die S, (= Umformungen)?

Gegeben A € H, (C): Zuerst betrachten wir a;1:

Anmerkung: a;; € R, da eine hermitsche Matrix nur reelle Werte auf der Diagonalen
hat.

Nun unterscheiden wir zwei Fille:

1. Fall a;; #0 = durch Spaltenumformungen und simultane Zeilenumformungen
erhalten wir A’ mit

Die Matrix B ist in diesem Fall wieder hermitsche Matrix: ET = B.
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. =T 61 0
Sei Sy -B-Syp= . Dann
0 Bn-1

n—

T
1 0-ee--- 0 a1 Q-ee--- 0 1
0 0 0
0 0 0

2. Fall: a1; =0

Nun unterscheiden wir zwei weitere Fille:

0
"

a) 3a1; #0 =  passende Spalten- beziehungsweise Zeilenadditionen liefern

b) Alle a;; =0 = alle Eintréige in der ersten Spalte sind Null, da a;; = @;. Wir

erhalten damit:

5.3.16 Gram-Schmidtsches Orthogonalisierungsverfahren

Sei h: V x V — C hermitsche Form mit M* (h) = <

h(vi’vj> )

h(v1,v1) h(v1,vk)
Voraussetzung: Alle Hauptminoren D, = : #0
h (vg,v1) h (vi, vg)
k
Aus vy, ...,v, erhilt man die Orthogonalbasis: w; = vy, Wiy = Vgpy1 + Zaj Wy
j=1
(Das heiftt: (vy,...,v5) = (w1,...,wg) und wkHJ_ (v1,...,Vk)
Nun stellt sich die Frage, wie man die «; berechnet? Es gilt:
h ()
O:h(wi,warl):h(wi,vk+1)+ai~h(wi,wi) =4 o = }fl(uwivkuj;)
k
S . . D11
Zusitzliche Eigenschaften: Dy = H h (w;, w;), damit: h (wgy1, Wrt1) = D
k

i=1
Anders ausgedriickt:

D,
M? (h) ist kongruent zu < ep )

Dy

Obige Aussage wird auch als Satz von Cauchy bezeichnet.

Letzte Anderung: 27. Juli 2001
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5.4 Kapitel (V.4): Euklidsche bzw. unitire Vektorrdume
5.4.1 Vorbemerkung
Hier: K =R oder C, betrachte K-Vektorrdume zusammen mit

(a) K =R: symmetrische Bilinearform

(b) K =C: hermitesche Form

In beiden Fillen bezeichnen wir die Form mit h

Anmerkung: eine hermitesche Form eingeschrinkt auf die reellen Zahlen degeneriert
zu einer symmetrischen Bilinearform.

5.4.2 Definition (V.4.a): Skalarprodukt (-,-)
(-,): VxV = K ist eine positiv definite
(a) K =DR: symmetrische Bilinearform
(b) K= C: hermitesche Form
Das bedeutet, daft zusétzlich gilt: Yv: h(v,v) >0, Yo #0: h(v,v) 20

5.4.3 Beispiele fiir das Skalarprodukt
(a) Standardskalarprodukt: C" x C" — C. Es gilt:

(1 s ) s (01, w)) 1 (s 20) s (01, w)) = S50y
Positive Definitheit:

(21020 20) (21 2n)) = D Firzi= |zl >0
Falls > |z°=0 = |5|=0Yi = z=0Yi = 2z=0
=1

(b) Einschrinkung von (a) auf R" x R” — R: ((1,...,2Zn), (Y1, Yn)) = le Y
i=1
(c) C(X,R) xC(X,R) —» R mit X = [a,]
b
Skalarprodukt mit Gewicht: (f,g) — / f@)-g) - wt)dt

w (t) ist eine stetige Gewichtsfunktion, wobei g (t) > 0 auf X
Dieses Beispiel ist positiv definit, da

b b
/(f(t))Q-w(t)dtzo /(f(t))Q-w(t)dtzo = f=0 auf [q,b

Schon gezeigt bei der Definition von Definitheit.
(d) Einschrinkung von (c) endlich dimensionale Teilrdume
Der Raum der Polynome ist endlich dimensional:

Py ([a,b]) ={f : [a,0] = R, f Polynom vom Grad < k}

b
Es gilt: dim (P;) =k + 1. Auf Py, ist (f,g) — / f - g-wdt ein Skalarprodukt.
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5.4.4 Definition (V.4.b): euklidische und unitirer Vektorraum

Ab jetzt als Konvention: V ist ein K-Vektorraum und (-,-) ein Skalarprodukt auf V.
Fiir K = R sprechen wir von einem euklidischen Vektorraum.

Fiir K = C sprechen wir von einem unitiren Vektorraum.

5.4.5 Satz (V.4.1)

Jeder Untervektorraum eines euklidischen beziehungsweise unitiren Vektorraum ist
nicht ausgeartet.

Das heifit: Das Gram-Schmidt Verfahren ist universell anwendbar und liefert (nach
Normierung) eine Orthonormalbasis (ONB).

5.4.6 Definition (V.4.c): Orthonormalraum

Es gilt: (v;,v;) =0 fiir ¢ # j und (v;,v;) =1

5.4.7 Beweis zu Satz (V.4.1)

Sei U<V und ()| =: &' (Einschrinkung der Form auf den Unterraum)

Fiir das Radikal gilt: Rad (h/) = {u € U|Vu' € U: K/ (u,u') = 0}.

Insbesondere wihle v’ = u. Das heifst: h'(u,u) = (u,u) = 0. Nach Definition des
Skalarproduktes folgt: uv =0

Also gilt fiir das Radikal: (-,-)|; = 0 fiir alle Unterrdume.

Zu Gram-Schmidt: vq,...,v,, Ug:= (v1,...,08), (- ->‘Uk- Die beschreibende Matrix ist:

( (vi, v5) )
i<k

Wir wissen: Rad (h) = Kern (M? (h))

Damit: Rad (<7>|Uk) =0 = det < (vs, v5) ) #0
i<k

Aus vy,...,v, gewinnt man Orthogonalbasis w1,...,w,, alle h (w;,w;) =0
Nun wollen wir «; bestimmen, so daf3 h (o - w;,a - w;) = 1.
1
Nach Definition: h(«-w;,a-w;) =@ a-h(w;,w;). Wihlen wir nun &« = ———, so
h (wi, wl)
.1 . . 1 1
erhalten wir die gewiinschte Orthonormalbasis | ——w1,..., ———wy |-
h (wy,w) h (wy, w,)
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5.4.8 Beispiele fiir die Berechnung einer Orthonormalbasis

Sei V =R? und (-,-) das Standardskalarprodukt.
Nun seien v;, v gegeben mit v; = (1,1) und v = (2,3). Nach Gram-Schmidt folgt:
wy = (1,1), W = V2 + Q1 - Wy
Wenn wir nun ws; berechnen, so nutzen wir aus, dafl w; | ws. Das heifdt:
0 = (wy,wa) = (wi,v2 + a1 - wy1) = (v1,v2) + aq - {v1,v1)
. . 5 ) 11
Einsetzen liefert: 0=5+a1-2 = a3 = —3 =  wy=(2,3)— 3 (1,1) = (—5, 5)
"33
Um eine Orthonormalbasis zu erhalten miissen wir nun die Orthogonalbasis normie-
ren. Wir erhalten:

11
Wir erhalten damit folgendeOrthogonalbasis: (1,1), ( )

1 1
_'(171)7 E'(flvl)

S

Abbildung V-4: Geometrische Interpretation der Orthonormalbasisvektoren

Alle Orthonormalbasen des R?:
|lv]] = (v,v) = Linge von v = Abstand vom Nullpunkt

Allgemein gilt fiir den Winkel zwischen zwei Vektoren (vergleiche (1.3.5))
cos () = _{v,u)
l[oll - [lull

Die Othonormalbasen des R? sind zwei Vektoren der Linge Eins, die senkrecht auf-
einander stehen.

5.4.9 Metrik und Skalarprodukt

Das Skalarprodukt liefert “Abstéinde”, das heiit Metrik (vergleiche Analysis)
V sei euklidischer beziehungsweise unitérer Vektorraum und (-, -) sei Skalarprodukt.

5.4.10 Definition (V.4.d): Norm, Metrik

Wir definieren die Norm auf einem Vektorraum V iiber das Skalarprodukt:
o]l := (v, v)
Seien v, w € V. Wir definieren eine Metrik auf V iiber die Norm:

d(v,w) :=|v—wl|:=(v—w,v—w)
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5.4.11 Satz (V.4.2): Eigenschaften der Norm

Sei V euklidischer beziehungsweise unitdrer Vektorraum.
Es gelten die folgenden Eigenschaften:

@) [jv] =0V eV

(ii) [jv]| =0 = wv=0
(iii) fla- o]l = Ja] - Jloll Yo € V Va € K

(iv) Dreiecksungleichung: |[v+ w| < ||v| + |Jw]]

5.4.12 Satz (V.4.3): Ungleichung von Cauchy-Schwarz
Ist V ein euklidischer oder unitirer Vektorraum, so gilt fiir alle u,v € V:
[(w, 0)[ < [lufl - (o]

Gleichheit gilt genau dann, wenn v und v linear abhéngig sind.
Beweis Wir nehmen eine Fallunterscheidung vor:

1. Fall: (u,v) =0 =  Behauptung

2. Fall: (u,v) # 0. Fiir alle A € K gilt:

0< (w+Av,ut+dw) = Jull® + X (v,u) + A (u,v) + A - Jo]?
2 2 2
= Jlull” +2R(A) - (w, 0) + [A]” - [Jo]
[(u, 0)*
Da (u,v) # 0 ist insbesondere v # 0. Nun setze \ := —W. Setzen wir X in die
v]|* - {u,v
obige Formel ein, so erhalten wir:
0 < Jul® +2R () - (o) + A - ol
2 2 2
2 [(w,0)|” | [, 0)] 2 [{u,v)]
= luf” -2 > 5 = llull” = >
[[o] [0 [[o]
Damit erhalten wir:
2
|(u, v)]

2 2 2 2
0 < lull” - [{w, 0™ < lul[ - o]

2
o]l

Aufgrund der Monotonie der Wurzel folgt: |(u,v)| < ||ul| - ||v]
Gleichheit:
“<": Seien v und v linear abhingig. OE v = ;- v. Dann folgt:

(- v, 0)] = [l - (v, 0) = || - o]

2
“=» Gleichheit < u=-)\-v= |(u, v)]

= —5——— +v. Damit sind v und v linear abhingig.
[l - Cu, v)
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5.4.13 Beweis zu Satz (V.4.2): Eigenschaften der Norm

Zu (1) und (2): Da (-,-) positiv definiet ist (u,v) >0 und (u,v) =0 <& u=0
= (u,v) = 0 mit Gleichheit < u=0
Zu (3): Nach Definition folgt:
loc-ull = Vo w0 u) = Va-a-(u,u) = Va2 (u,u) = |af - /{u,u) = |a] - |lul]
Zu (4): Nach Definition folgt:

lutol® = (@tov,u+v)= (uu)+2R((u,0)+ (@©,0)
(%)

Nun schitzen wir zuerst den Realteil ab und anschlieffend mit der Ungleichung von
Cuachy-Schwarz:

csu , ,
() <(uu) +2- [(w,0)| + {v,0) < ul|” + 2 Jlull - ol + [[o]|" = (lull + vl

Aufgrund der Monotonie der Wurzel folgt: ||u+ v| < |lu]| + ||v]|

5.4.14 Folgerung aus Satz (V.4.2): Definition der Metrik

d (u,v) := ||u — v|| definiert eine Metrik auf V
Beweis: Man rechne die Eigenschaften einer Metrik nach:

reiroman
(i) d(u,v) >0 und d(u,v)=0 <& wu=vw
(ii) d (u,v) =d (v,u) (Symmetrie)

(iii) d (u,v) <d(u,w)+d (w,v) Yw €V

Hauptachsentransformation

Es folgen drei Fassungen des Satzes iiber Hauptachsentransformation

5.4.15 Satz (V.4.4.a): 1.Version Hauptachsentransformation

Sei (V (-,-)) euklidischer beziehungsweise unitérer Vektorraum, h eine symmetrische
beziehungsweise hermitesche Form auf V.

Dann existiert eine Orthonormalbasis von V, die Orthogonalbasis fiir h ist.

5.4.16 Definition (V.4.d): Orthogonale Gruppe

Wir definieren: O (n) := { A € GL (n,R)| AT - A=A. AT = E,} ist die orthogonale Grup-
pe. Thre Elemente heiflen orthogonale Matrizen, sie ist Gruppe unter der Matrizen-
multiplikation.

5.4.17 Definition (V.4.e): Unitire Gruppe

Wir definieren: U (n) := {A € GL (n,(C)|ZT A=AA = En} ist die unitidre Gruppe.
Ihre Elemente heiffen unitire Matrizen,sie ist Gruppe unter der Matrizenmultiplika-
tion.
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5.4.18 Interpretation

(i) S € O(n) bezichungsweise U (n) <« Spaltenvektoren bilden Orthonormalbasis
fiir das Skalarprodukt

(ii) Diagonalisierbarkeit von symmetrischen beziehungsweise hermiteschen Matri-
. . < T .
zen (wegen S~! = ST beziehungsweise S™' = S’ ) beziiglich “ausgezeichneter”
Transformationsmatrizen und mit rellen Eigenwerten.

5.4.19 Bemerkungen

a) Die Spalten einer orthogonalen beziehungsweise unitéire Matrix bilden eine Ortho-
normalbasis des R" beziehungsweise C" beziiglich des Standardskalarproduktes (folgt
aus Definition).

Die Umkehrung gilt ebenfalls:

Eine Matrix A € M,, (K) (K =R bzw. C) ist genau dann orthogonal, wenn die Spalten
von A eine Orthonormalbasis des R" bzw C" beziiglich des Standardskalarproduktes
bilden.

b) Aus der Definition folgt ebenfalls: A=At

5.4.20 Satz (V.4.4.b): 2.Version Hauptachsentransformation

Sei A € Sym (n,R) beziehungsweise A € H (n,C). Dann gibt es ein S € O (n) bezie-
hungsweise S € U (n) mit

- A1 0 _r A1 0
S'-A-S= bzw. S -A-S=
0 An 0 An

wobei die )\; die Eigenwerte von A sind. Die Eigenwerte von A sind reell und es gilt:

(i) rg(A) = {Anzahl i|\; # 0}
(ii) sign(A) = Z sgn (\;)

(iii) i-te Spalte von S ist Eigenvektor zum Eigenwert \;

5.4.21 Satz (V.4.5)

Sei (V,{-,-)) ein endlich dimensionaler euklidischer beziehungsweise unitirer Vektor-
raum und sei f € End (V). Zu f existiert genau ein Endomorphismus f2¢ auf V mit
<fad (u) ,v> = (u, f (v)) Vu,v € V. Dieser Endomorhpismus heifst der zu f adjungierte
Endomorphismus.

5.4.22 Definition (V.4.f): Selbstadjungierter Endomorphismus

f € End (V) heifit selbstadjungierend, wenn f2d = f.

§4: Euklidsche bzw. unitire Vektorrdume http://fsmath.mathematik.uni-dortmund.de/script



Kapitel V: Bilineare Raume Seite V-41

5.4.23 Bemerkung

(a) Sei A = (v1,...,v,) eine Orthonormalbasis. Es gilt:

M (F) = ME ()

Denn:

<i$i'viaf<iyi'vi)> = - MI(f)-y) =G -MI(f)y
= (3 = (M) e)

Damit folgt die Behauptung. Anmerkung zu (x): Standardskalarprodukt (z,y) = 27 -y.

(b) f selbstadjungierter < M3 (f) ist symmterisch beziehungsweise hermitesch,
denn

—=T
M3 (f°9) = M

5.4.24 Satz (V.4.4.c): 3.Version Hauptachsentransformation

Sei (V, (-,-)) endlich dimensionaler euklidischer beziehungsweise unitirer Vektorraum.
Zu jedem selbstadjungierenden Endomorphismus f auf V existiert eine Orthonormal-
basis bestehehend aus den Eigenvektoren von f. Die Eigenwerte sind reell.

Aquivalenz der Hauptachsentransformationssitze:
5.4.25 (V.dda) = (V.44b)

Angenommen Satz (V.4.4.a) gilt:

Sei A € Sym,, (R) beziehungsweise A € H,, (C). Zu A gehért eine symmetrische bezie-
hungsweise hermitesche Form s4 auf R" beziehungsweise C".

Nach Satz (V.4.4.a) existiert eine Orthonormalbasis A beziiglich des Standardskalar-
produkt, die gleichzeitig Orthogonalbasis fiir s, ist.

A1 0
= M (SA) = T,
0 An
Es ist:
T
M2 (s,4) = (M% (id)) - A- M (id)
T
= (MF ) M3 (s4) - M3 (id)
wobei B die Standardbasis sei. Da 2 Orthogonalbasis ist, ist M3 (id) orthogonal
T _
beziehungsweise unitdr. Deshalb ist (M% (id)) = (M3 (id)) 1, Aly..., A, sind also

Eigenwerte von A. Nach Aufgabe (44.b) sind diese Eigenwerte reell. Die restlichen
Eigenschaften (i) bis (ii7) folgen.
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5.4.26 Beweis zu Satz (V.4.5): adjungierten Abbildungen

f: V=V, V euklidicher bezichungsweise unitdrer Vektorraum.
f2d: V — V definiert durch

<fad (u) 7U> =(u, f(v)) fr alle u,veV

Existenz (in Stichworten): Sei 2 Orthogonalbasis von V:

ME () = M3 (/)

Eindeutigkeit:
Angenommen man hétte (f (u),v) = (u, f (v)) fiir alle u,v € V. Dann folgt:

Def.
(F @) = 24 (w) ,0) = (F (w),v) = (29 (), v) = (u,f(w)—{uf(u)=0
Das gilt fiir alle v € V, (-,-) nicht ausgeartet = f(u)— 24 (u) =0 < f(u) = f29 (u)
Laut Ubungsaufgabe 44 / LinATl, Standardskalarprodukt (-,-), A:

Cr ' = A"

5.4.27 Beweis (V.44b) = (V..4.c)

Wihle 2 = (v1,...,v,) eine Orthonormalbasis. Setze A := M} (f). Da f selbstadjun-
giert, ist A symmetrisch beziehungsweise hermitesch. Nach (V.4.4.b) existiert S € O (n)
beziehungsweise S € U (n) mit

— A 0
§T.a.s=( .
0 An

Dann liefert die Spalten von S eine Basis 8 von V:

w; = E Sij " U furj:l,...,n
i

Nachrechnen liefert, dafy % Orthonormalbasis ist.

Kalkiil des Basiswechsels:
_ A1 0
M%(f)=s—1-A-sst-A.S=( N )
0 n

Also: ‘B ist Orthonormalbasis aus Eigenvektoren.
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5.4.28 Lemma (V.4.6)

Diese Lemma werden wir im nichsten Beweis brauchen.

In der Situation von (V.4.4.a) gilt: Es existiert f: V— V, f = fad: h(u,v) = (u, f (v))
Beweis:

Voriiberlegung zur Gestalt von f (wenn es f gibe, so sihe es folgendermafen aus):
Wihle dazu Orthonormalbasis 2 = (v1,...,v,) mit

M%(f)( i ) f(vj):Zaijwi

Dann folgt: (v;, f (v;)) = a;;, weil 2 eine Orthonormalbasis ist. Nach Annahme ist
(vi, f (vj)) = h(v;,v;). Daher: Falls f mit der gewiinschten Eigenschaft existiert, so

muf M3 (f) = h (vi, vj) = M?> (h) sein, insbesondere ist f eindeutig bestimmt.

Existenz:
Wir definieren f: V — V durch MY (f) := M* (h). Dann folgt aus der Definition:
(i, f (v5)) = h(v,v;) fiiri,j=1,...,n

Zu zeigen: (u, f (v)) = h(u,v) Yu,v € V. Nachweis durch Darstellung von u,v in der Ba-
sis (v1,...,v,) durch Verwendung von (v;, f (vj)) = h (v;,v;), f = f24, weil h symmetrisch
beziehungsweise hermitesch.

5.4.29 Beweis (V.44.c) = (V.d4da)

Wir wissen jetzt: h(u,v) = (u, f (v)), f = f2d. Nach (V.4.4.c) existiert Orthonormalbasis
(’Ul,. ..,Un) mit f(l)z) = /\Z * Uy mit )\1 eR

Behauptung: Diese Orthonormalbasis ist Orthogonalbasis fiir h, denn

h(vi,v;) = (i, f(v5)) = (vi, Aj - v5) = Aj (Vi v5) = Aj - 6ij

5.4.30 Absoluter Beweis der Hauptachsentransformation (V.4.4)

Wir werden die Fassung (V.4.4.b) beweisen
Zuerst: Analyse der Aussage

Angenommen es sei schon bewiesen, dall A eine Orthonormalbasis (vi,...,v,) aus
Eigenvektoren mit reellen Eigenwerten \{,..., A, hat. Sei \; < )y <... < \,. Nun gilt:

(x, Az) = <zn:acz cv, A <zn:mz -Ui>> = <ia@Z -Ui,zn:xi -\ -Ui> = i)‘i -2
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

Da wir die Eigenwerte schon der Gréfie nach sortiert haben kénnen wir die Summe
mit dem kleinsten Eigenwert \; abschétzen:

n

i)\i'l’fZzn:)\1-$?=)\1-2$§=)\1-<x7x>

i=1 i=1 i=1
n n n

[ Nebenrechnung: E T; - Vg, E T v ) = E x?, weil v1,...,v, Orthonormalbasis ist |
i=1 i=1 i=1
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Daher Va: (x, Az) > Amin - (%, x), Gleichheit fiir x = v;. Daher:

Amin = min (z, Az)
20 (x,)
——

()

(¥) wir als Rayleigh-Quotient bezeichnet und hat Bedeutung in der Numerik bei der
Eigenwertberechnung.

Ansatz zum Beweis

A o1, AUT
(1) Beweise: es existiert min (z, Az) = <vi _vl> =
z#0 <LL’, a?) <’U1, ’U1>

A eER

(2) Zeige, daR eine Minimalitdt impliziert A 77 = Ay - U7

(3) Setze vy := Hvtl”, Ergiinze vy, ...,v, zu einere Orthonormalbasis. S™! Matrix des
U1

Basiswechsels, S € O (n) beziehungsweise S € U/ (n) und:
ST A S=u| O

B symmetrisch beziehungsweise hermitesch. Durch Rekursion folgt die Behaup-
tung.

Bemerkung: (1) und (2) implizieren: A hat Eigenvektor zu reellen Eigenwerten.
Alternativer Beweis: Fundamentalsatz der Algebra und Aufgabe 44 / LinA II

- : <x7Aa:><x x> wH
Zu (1): Fiir z #0 L= — A — d|—| =1.
u (1): Fiir z #0 ist .2) Tk I un Tzl

Das heifit: {% T # O} = {(z, Az)| ||1]| = 0}

In R™: ’

R™ 2 {z|[lz]| =1} = {w

Beispiel fiir Sphiren:

fo = 1} =:8""! ((n — 1)-dimensionale Sphiire)
i=1

S1

Abbildung V-5: St

Fiir n = 2 erhalten wir die Punkte auf dem Einheitskreis, fiir n = 3 erhalten wir die
Punkte auf der Kugeloberfliche.

S"~! ist kompakt, das heifst: Jede Folge in S”~! hat eine in S"~! konvergente Teilfolge.
Nach Heine-Borel folgt: S"~! ist beschriinkt und abgeschlossen.
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In C":

c" 2 {z(zl,...,zn)

=1

n
k=1

In beiden Féllen sind S* = {||z| = 1} kompakte Teilmenge des R™ beziehungsweise C".

Nun betrachten wir Abbildung S* — R, = — (x, Az) ist stetig, da es sich um quadrati-
sche Polynome in den Koordinaten handelt.

Bilanz: In (1) haben wir damit gezeigt:
(i) Vo € K" gilt: (z,Az) > A (x,z) fir A€ R
(i) Fov: (v, Av) = A, ||| =1
Zu (2): K* = (K-v) LU beziiglich des Standardskalarprodukts
Zu zeigen: A-UCU, A-v=\-v (= Schritt (3))
Beweis: Vu € U:
(W+u, Av+ Au) > X (v+u,v+u) =X ((v,0) + (u,u))

Analog zum Beweis von Cauchy-Schwarz, = A.-v=X-v, A-UCU

Bemerkung: Dieser Beweis zeigt die Existenz von n (reellen) Nullstellen von X 4. Wir
haben damit einen Spezialfall des Fundamentalsatzes der linearen Algebra bewiesen.
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5.5 Kapitel (V.5): Moore-Penrose-Inverse
5.5.1 Problemstellung

Das Gleichungssystem Az = b sei zu 16sen, bei unsicheren Daten (zum Beispiel aus
einem physikalischen Experiment). Da in einem Rechner zum Groftteil FlieRkomma-
zahlen benutzt werden, treten hiufig folgende Probleme auf:

1072000 0 0 0 0 0
0 1 0 = 0 1 0
0 0 1 0 0 1
rg() =3 rg () =2

Damit ist in unserem Beispiel die Ldsbarkeit nicht mehr gegeben.

Im Allgemeinen ist Az = b bei unsicherer Datenlage nicht losbar! Stattdessen suchen
wir ein z, so dafl Ar moglichst nahe an b liegt. Solche Ldsungen sind Approximati-
onslésungen.

Man nehme die euklidische Metrik auf R"”. Dann:
|Az — b = myin Ay — b

Frage: Gibt es ausgezeichnete approximative Losungen?

Die Antwort ist natiirlich Ja: MP (A) (b). Diese Problemstellung wird in tieferem
Detail in der Numerik behandelt.

5.5.2 Allgemeiner Rahmen

Sei f: V- W, wobei V, W euklidische beziehungsweise unitire Vektrorriume seien.
Zerlegung XYPic

Behauptung: fj ist bijektiv. (Zusatzaufgabe 13: Unter anderem iiber Dimensionsfor-
meln zu beweisen) = g Bild(f) — (Kern (f))L, go=f'

g:=MP (f): W = V, w=uy +us, u; € (Bild (f))*, uy € Bild (f)
g(w) =go(u2) = fg ' (uz) €V

5.5.3 Satz (V.5.1): Moore-Penrose-Inverse
(i) Seibe V. MP (f)(b) ist eine approximative Lésung von f (z) = b, daR heifit:
I (MP (£) (b)) — bl| = min || f (z) - ]

Insbesondere: Falls f (z) = b 16sbar ist, so ist + = MP (f) (b) eine Lésung.

(ii) MP (f)(b) ist die (es gibt nur eine) approximative Lésung mit kleinster Abwei-
chung iiber die Norm (beziiglich (-, ) von V) gemessen.

Hier kein Beweis.

Tip: Beweis erfolgt iiber den Satz des Pythagoras:
2 2 2
ulv = Jutof”=u]”+ v

da [lu+o]” = {utv,u+v) = {u,u) + (0,0) = [ul” + o]
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5.5.4 Praktische Anwendung

Es gibt numerisch stabile und instabile Lésungsverfahren:

(1) Numerisch stabile Berechnung erfolgt iiber Singularitdtswertzerlegung von A
(hier nicht behandelt, sondern in der Numerik)

(2) Numerisch instabile Berechnung iiber lineare Gleichungssysteme.

Wir wollen nun nur (2) betrachten:
Sei A ¢ M,, , (K), A: K" — K™,
(I) Wir wissen: K" = Kern (A) L (Kern(A))L. Das heifit, man bestimmt eine Basis

des Lésungsraumes von Ax = 0: v,,vp-1,...,0,+1, Wobei rg(A) = r. Man erhilt eine
Basis vy, ...,v, von (Kern (A))J‘ durch das Gleichungssystem:
(T, vn) = (T, 0p—1) = ... = (X, 0p41) =0

(IT) Laut Theorie: Avy,...,Av, ist eine Basis von Bild(A). Bestimme die Basis
Wyi1,...,w, von (Bild (A))" durch das Gleichungssystem:

(y, Av1)y = (y, Ava) = ... (y, Av,) =0

Dann ist w,41,...,w,, Avy, ..., Av, eine Basis von W.

(IIT) Es gilt:

Die darstellende Matrix hat nun die folgenden Eigenschaften:

7 T T 7 7 T 1 T
B. Wrp1 -+ W Avp -+ Av, =1 0---0 vy -+ v,
! ! ! ! ! Ll !

=S

wobei wir (m — r) Spalten mit Nullen erhalten. Zudem ist S eine regulidre Matrix, da
es sich bei den Spaltenvektoren um eine Basis handelt. Losen wir nun nach B auf, so
erhalten wir:

T T 1
B=MPA)=|0---0 v -+ v, |-S7*
l 1ol l

Bemerkungen:

(i) Az =blésbar = MP (A4)(b) ist eine Lésung
(ii) A invertierbar = MP (A)=A""!
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