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Kapitel I: Der n-dimensionale Raum R"” - eine Einfiihrung

1.1 Kapitel (I.1): Definitionen

Charakter dieser Einfiihrung:

e Riickgriff auf Kenntnisse aus der Schule

Weiterfithrung auf den R", Ausblicke

Beispiele fiir spitere Definitionen

e noch keine Systematik

1.1.1 Ziele

In diesem Abschnitt wollen wir den R" einmal als Punktmenge und einmal als Vek-
torraum definieren.

1.1.2 Vorbereitung: Mengenbegriff nach Cantor

Eine Menge ist eine Zusammenfassung von bestimmten wohlverschiedenen Objekten
(genannt “Elemente”) unseres Denkens oder unserer Anschauung zu einem Ganzen.

Notation fiir Mengen: Grofie Buchstaben, oft M, N, .. ..
Lies “a € M” als “qa ist Element von M”.
Lies “M > o” als “M enthilt o”.
Beispiele fiir Mengen:
N7 Za Q7 R7 (C7 {a} ) ¢
Der Menge ¢ kommt eine Sonderrolle zu, es handelt sich um die leere Menge. Die
leere Menge enthilt offensichtlich keine Elemente.
Schreibweise:

{z € M|z hat Eigenschaft}

Hier nun ein Beispiel fiir die Schreibweise:

Ry ={zeR|z >0}

1.1.3 Definition (I.1.a): Teilmenge

M ist Teilmenge von N wenn fiir jedes m € M gilt: m € N.
Schreibweise: M C NoderM C N
Falls M # N ist wird auch folgende Schreibweise benutzt: M G N

Letzte Anderung: 27. Juli 2001 §1: Definitionen
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Der R" als Punktmenge

1.1.4 Fiir n = 1: R! - die Zahlengerade

Die iiblichen Rechengesetze (Addition, Multiplikation, etc.) gelten. Zum Beispiel das
Distributivgesetz: a- (b+c¢)=a-b+a-c

Diese Operationen sind allerdings noch nicht fiir die Punktmenge definiert. Diese
Definitionen kommen erst spéter.

Wir konnen uns den R! geometrisch als Zahlenstrahl veranschaulichen:

| | | | | -
\ \ \ \ \

-2 -1 0 +1 42

Abbildung I-1: Die geometrische Veranschaulichung des R*

1.1.5 Fiir n = 2: R? - die Ebene

Wir kénnen uns den R? geometrisch als Ebene veranschaulichen:

<

Abbildung I-2: Die geometrische Veranschaulichung des R?

Der R? ist definiert als R? = {(z,y) | 7,y € R}. Dabei wird (z,y) als Paar bezeichnet.

1.1.6 Fiir n = 3: R? - der Raum

Wir kénnen uns den R? geometrisch als Raum veranschaulichen:

\J
<

T

Abbildung I-3: Die geometrische Veranschaulichung des R3

Der R? ist definiert als R® = {(z,y, 2) | 7,9,z € R}, (z,y, 2) wird als Tripel bezeichnet.
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1.1.7 Definition (I.1.b): R”
Der R" ist definiert als:
R™ = {(xl,xg,...,mn) \xl,xg,...,mn ER}

(x1,29,...,2,) wird als n-Tupel bezeichnet. (manchmal auch als geordnetes n-Tupel).

Zwei n-Tupel sind gleich wenn gilt:
(1,2, ) = (Y1, Y2y -« -, Yn) S T1 =Y1,T2 = Y2y, Tn = Yn

Lies “:<” als “per Definitionem” oder “genau dann wenn”.

1.1.8 Motivation fiir die Einfiihrung des R"
e n=1,2,3: Gerade, Ebene und Raum (aus der Anschauung heraus).
e n = 4: Raum-Zeit-Kontinuum in der Physik.

e 1 beliebig: siehe Beispiele weiter unten

1.1.9 Beispiele fiir die Nutzung des R"”, n > 4

1. Beispiel: Lager mit n Artikeln A; ... A,. z; sei die Mafieinheit des Artikels A; auf
Lager. Die moglichen Lagerzustinde kdnnen nun folgendermafien aussehen:

{(@1,...,2,) €R|0 < 2; <150 fiir i = 1,2,...,6 oder 0 < z; <60 fiir i =7,8,...,10}
2. Beispiel: Lineare Gleichungssysteme: Es sei folgendes Gleichungssystem gegeben:

(%) 1+ 22 +3r3+ x4+ 25 —x6+ax7+28 = 1
£E1+$271’371’471’5 = 0

Fiir die Losungsmenge L von (x) gilt nun allgemein:
L = {(z1,...,25) €R® ’ (21,...,28) erfiillt (x)}

Es ist relativ einfach zu sehen, dafi L # ¢, da triviale Lésungen wie x1,...,27 =0 und
rgs = 1 existieren.

Subtrahieren wir nun die beiden Gleichungen voneinander, so erhalten wir:
To +4x3 +2x4 + 225 —x6+ 27 +283 = 1
Losen wir die Gleichung nach -, auf, so erhalten wir:
To = —dx3—2x4—2x5+ x5 —2T7 —28+1
Laut der zweiten Gleichung von (x) gilt:
14+ T —23—2T4—25=0 <& 2x1=-—-To+T3+T4+T5
Setzen wir nun z, ein, so ergibt sich:

rKE = —Xy+T3+ x4+ 25

= —(—dws—2x4—225+a6—x7—2s+1)+x3+ T4+ 25
4rs +2x4 + 225 —x6 +x7 + 28 — 1+ T3 + T4 + 5
= b5r3+3r4+3r5 —wg+x7+18—1

Letzte Anderung: 27. Juli 2001 §1: Definitionen



Seite I-4 Lineare Algebra I - Vorlesung

Somit ist (z1,...,25) Losung von (x). Es gilt:
() 1 = bra+3x4+3ws —x6+a7+285—1
To = —4x3—2x4—2x5+2x5 — 27 —28+1
Umgekehrt: Sind z3,..., x5 beliebig gewihlte reelle Zahlen und berechnet man z; und
xo gemaR (xx), so ist (z1,...,zs) eine Lésung von (x).
Beweis: Einsetzen und ausrechnen.
Also gilt fiir die L6sungsmenge:
L = {(x1 =5x3+3x4+ 325 — w6+ 27+ 25 — 1,
To = —4x3 — 214 — 225 + x5 — T7 — X8 + 1,
$3,...,$8) €R8}
Eine wichtige Eigenschaft von L:L C R3
Allgemeines Gleichungssystem aus m Gleichungen und n Unbekannten:

a1y + ...+ A1nTn = b1
ags1x1 + ...+ A2nTn = bQ
AmiZi + ... + amnTn = bm

aij,bs ERmiti=1...mund j=1...n.
Fiir die Losungsmenge L gilt im allgemeinen:

L={(x1,...,2n) € R"|(21,...,2,) erfiilllt (xxx)}
Zudem gilt allgemein: L. C R"

R"™ als Vektorraum
Auf dem R” sind Addition und skalare Multiplikation definiert.

1.1.10 Addition und Multiplikation im R!

Addition im R':

| | | |

\ \ \ =
0 a b a+b

Abbildung I-4: Addition im R!

Multiplikation im R':

| | |
-

0 a 3-a
Abbildung I-5: Multiplikation im R!

Die Addition erfolgt mittels gerichteten Strecken. Die Multiplikation 1&#3t sich auf die
Addition von gerichteten Strecken zuriickfiihren. Fiir die Addition und Multiplikation
gelten die iiblichen Rechengesetze.
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1.1.11 Addition und Multiplikation im R?
Ein Vektor ist eine gerichtete Strecke P—C)Q fiir P,Q € R?
P

\P'é

‘ N
Q

\j

Abbildung I-6: Ein Vektor im R?

Wichtig: Vektoren haben eine Richtung und eine Linge.

— — — —
Fundamental: PQ) = RS :< P(@ und RS haben die gleiche Richtung und Léinge.
Behauptung: Seien P = (a1,b1),Q = (az,b2),R = (c1,d1),S = (c2,d>) € R? dann gilt:

— —
PQZRS = (ag—al,bg—bl):(02—01,d2—d1)

Wir wollen nun obige Behauptung beweisen. Da es sich um eine Aquivalenz handelt
beweisen wir erst von links nach rechts und dann von rechts nach links.

“=": Zuerst fertigen wir eine Skizze an:

\j

Abbildung I-7: Skizze der Vektoren

Nun erginzen wir die Vektoren zu rechtwinkligen Dreiecken und benennen die neuen
Eckpunkte:

Abbildung I-8: Skizze nach Ergénzung der Vektoren zu Dreiecken
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PV
Durch Parallelverschiebung ergibt sich: APQQ; — ARSS;
Damit sind die Lingen von PQ und RS identisch.
Zudem gilt: PQ1 =as—a; und RS|1=c3—0c
Setzen wir ein, so erhalten wir: as —a; =c3 — 3.
Analog wird fiir b, — by = ds — d; verfahren.
“e" ag —ap = ¢ — ciundby — by = do — di. Betrachte wieder Dreiecke: APQQ1 lﬂ
ARSS;. Nach Voraussetzung gilt: PQ; und RS; sind gleich lang, sowie QQ; und 55,
sind auch gleich lang. Zudem sind die von P(Q); und Q@); beziehungsweise RS; und

SS, eingeschlossenen Winkel gleich grofs (90°). Also gilt nach Pythagoras: PQ hat die
gleiche Linge wie RS. Aus der Kongruenz der Dreiecke folgt: PQ und RS haben die

gleiche Orientierung. Also: P—Q —RS. O

Bisheriges Ergebnis: Die Vektoren in der Ebene lassen sich durch die Elemente des

R? beschreiben. Wir schreiben z = (a,b). In unserem Beispiel P-Cj = (ag —a1,ba — b1)

1.1.12 Vektoren im R?

Vektoren im R? sind gerichtete Strecken zwischen zwei Punkten. Zwei Vektoren sind
gleich, falls deren Linge und Richtung identisch ist.

Vektoren im R? lassen sich durch Elemente des R? beschreiben:
_ Q
?Q

V2

P
U1

Abbildung I-9: Vektoren im R?
—_— —_—
Fiir PQ gilt: PQ = (v1,v2)

Interpretation von Vektoraddition und skalarer Multiplikation
Addition:

Abbildung I-10: Kommutativitdt der Vektoraddition

Vektoraddition mittels Addition der Komponenten:

a+c

Abbildung I-11: komponentenweise Addition von Vektoren
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Es sei u = (a,b), v =(c,d). Es gilt: u+v = (a,b)+ (¢,d) = (a+ ¢, b+ d)
Skalare Multiplikation ) -« mit A € R.
Wir nehmen eine Fallunterscheidung vor:

e A >0 : \u hat dieselbe Orientierung wie v und hat die Linge ist \-Linge von u.
e A < 0 : Au hat die entgegengesetzte Orientierung von u und hat die Linge
|A| ‘Linge u.
Sei u = (a,b) € R?, A € R.
Behauptung: A -u=(\-a,\-b).
Beweis: Wir unterscheiden zwei Fille:
1.Fall: Strahlensétze oder Trigonometrie verwenden:

Abbildung I-12: Strahlensatz fir A > 0

2. Fall: Strahlensitze oder Trigonometrie verwenden:
2
o
4 ] A

-~

Aa a

Abbildung I-13: Strahlensatz fiir A < 0

1.1.13 Definition (I.1.c): Der n-dimensionale Vektorraum R”

e Der n-dimensionale Vektorraum iiber R ist der R" versehen mit der Addition
und der skalaren Multiplikation.

e Addition: (z1,...,2n) + (Y1, Yn) := (@1 + Y1, -, Tn + Yn)-
e Skalare Multiplikation: A - (21,...,2,) := (A 21,..., A zp)

fiir alle A e R, (21,..., %), (y1,.--,Yn) ER™.

Betrachtet man den R" zusammen mit diesen Operatoren (= Verkniipfungen), so
nennt man die Elemente des R" auch Vektoren.

Bemerkungen:
o R = {(21,.-,2n) |1, ., 2n ER}

— als n-dimensionaler Punktraum in Verallgemeinerung von Zahlengrade, Ebe-
ne und Raum.

— als Raum von Vektoren.

e Verwendung von “+” und “-” in der Definition nicht einheitlich.
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1.1.14 Rechenregeln fiir Addition und skalare Multiplikation im R"
Es gilt:
e Assoziativitit der Addition: Vu,v,w € R gilt:
(u+v)+w = u+ (v+w)

e Neutrales Element: Fiir den Nullvektor 0 := (0,...,0) € R™ und fiir jedes v € R"

gilt:
O+v=v4+0=v
e Inverses Element: Fiir alle v = (v1,...,v,) € R” und sein Inverses —v = (—v1,...,—v,) €
R™ gilt:

v+ (—v)=(—v)+0v=0

Kommutativitit: Fiir alle v,w € R" gilt:

v+w = w-+ov

e DistributivitdtFiir alle v,w € R" und A, p gilt:
A+p)-v = XNv+p-v
A-(v+w) = Av+Aw

e Assoziativitit der Multiplikation:

A(p-v) = (A-p)-v

l-v = w

Beweise: hier kein Durchfiihrung, dem interessierten Studenten iiberlassen.

Wichtige Notationen: Yv,w € R": v —w = v+ (—w)

Geometrisch sieht die Subtraktion folgendermafien aus:

SN

v —w

Abbildung I-14: Vektor und sein inverser Vektor. Subtraktion zweier Vektoren

§1: Definitionen http://fsmath.mathematik.uni-dortmund.de/script



Kapitel I: Der n-dimensionale Raum R" - eine Einfiihrung Seite I-9

1.2 Kapitel (I.2): Geraden und Ebenen im R"
1.2.1 geometrische Konstruktion einer Geraden
Die geometrische Konstruktion einer Geraden:

P+v
=
P
Abbildung I-15: geometrische Konstruktion einer Geraden

Analytisch: P+ (x1,...,2,).
Idee fiir eine Gerade v # 0: g,

P
Abbildung I-16: Idee fiir eine Gerade

Die Schreibweise g, beschreibt eine Gerade durch den Punkt P mit dem Richtungs-
vektor v.

Liegt nun ein Punkt ) auf der Geraden, so gilt:

Qegp, © PQ=X\v

Fiir P und Q@ soll gelten:

P = (z(l), ,x%)
Q = (xla- 7-rn)
—
Nun gilt fiir PQ:
PQ = (x1-2a%... @, —a0)

Zudem gilt fiir den Richtungsvektor v der Geraden:

vo= (vlv"'vvn)

Damit ergibt sich fiir die Gerade g, folgende Definition:

Ipypw = {($?+AI1,,$2+)\IH)|>\€R}
= {P+A-v|AeR)
= P+Rv
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1.2.2 Satz (1.2.1)

Durch je zwei Punkte P, Q € R" mit P # () geht genau eine Gerade.

Wir wollen nun diesen Satz beweisen. Wir werden folgendermafien vorgehen:

e zuerst weisen wir die Existenz nach.

e anschlieffend zeigen wir die Eindeutigkeit.

Existenz der Gerade: Wie betrachten die Gerade 9p. 50" Es gilt:

® 9p.5G 2 P fiir A =0, da P der Ortsvektor der Geraden ist.

® 9p.50 > Q fiir A\=1,da P-Cj der Richtungsvektor der Geraden ist; und die Summe
des Ortsvektor zu P und des Richtungsvektors P-Cj den Vektor zu @ ergibt.

Eindeutigkeit der Geraden: Angenommen es gibt eine weitere Gerade IR # 9p.56
mit P,Q € IRsoe Also gibt es \g, o € R mit Ay # pg. Da P,Q € IRew sind muf fiir diese
beiden Punkte gelten: P= R+ )\ - v, Q = R+ po - v. Bilden wir nun die Differenz der
beiden Gleichungen, so erhalten wir:

P—Q = R+X-v—[R+ po-v]
P-Q = R—R+X - -v—po-v
P—Q = X-v—po-v

P—-Q = (Ao—po) v

Nun ist laut Voraussetzung \g # . Also kdnnen wir ohne Beschrinkung der Allge-
meinheit nach v auflésen:

1
v )\0*#0.(]3_@

— — —
Eine Aquivalente Schreibweise fiir P — @) ist nun QP. Zudem gilt: QP = —PQ. Wir
setzen ein und erhalten fiir v:

v = . = . — = - = .
Ao — Ho Ao — o — (Ao — po) Ho — Ao

v ist also von P-Q> linear abhingig. Also sind die Richtungsvektoren der beiden Ge-
raden gleich. Nun miissen wir noch nachweisen, dafs die beiden Geraden mindestens
einen Punkt gemeinsam haben (Damit haben die beiden Geraden natiirlich alle Punk-
te gemeinsam und sind identisch).

Weiter gilt fiir alle \ € R:
R+X-v=R+X-v+0=R+X-v+ A-v—X-v =R+X-v+(A=Xg) v
N——
=0
Nun gilt fiir P laut Voraussetzung: R+ \y-v =P
Wir setzen ein und erhalten: R+ A-v=P+ (A—X) v

Nun setzen wir noch unser Ergebnis fiir v ein und es ergibt sich:

)\—)\0 —_—=

PO
Ho — Ao

R+)\-v:P+(>\—)\0)~[ -P'Q’}:P+

Ho — Ao

Also: g, = 9p. 50" Wir erhalten also einen Widerspruch zu den Voraussetzungen.
Die beiden Geraden g, und g, 53 sind identisch.
5V P3PQ
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1.2.3 Satz (1.2.2): Eindeutige Beschreibung einer Geraden im R?: az +b=c

Sei ¢ C R?. Dann ist ¢ Gerade genau dann wenn es a,b,c € R gibt mit:

e (a,b) # (0,0)
° g=— {(x,y) €R2|a9:+by:c}
Genau dann wenn impliziert, dafi wir beide Richtungen beweisen miissen.

Beweis: “=”

g sei Gerade. Sei g = Ips Wie finden wir nun a, b, c? Ansatz: Notwendige Bedingung
ableiten. Alle Punkte von g sollen die Gleichung az + by = ¢ erfiillen. Fiir P und v
gilt:P = (p1,p2), v = (v1,v2)

Fiir alle \€ Rgilt: ar +by=c < a-(p1+A-v1)+b-(p2+A-1m)=c

Waihlen wir A\ = 0 so ergibt sich:

a-(pr+0-v1)+b-(p2+0-v2)=c & a-pi+bp=c (¥
Wihlen wir A =1 so ergibt sich:
a-(pr+1-v1)+b-(p2+1-v2)=c & a-prt+a-vi+b-pa+b-va=c (xx)
Nun bilden wir die Differenz von (xx) und (x):
a-prta-vi+b-per+b-vo—la-pi+b-pl=c—c < a-vi+b-vy=0

Nun miissen wir eine Fallunterscheidung vornehmen:
1. Fall: v; =0,v2 #0

Situation: Der Richtungsvektor v der Geraden ist in diesem Fall:

v = (0,v9)

Abbildung I-17: Richtungsvektor v = (0, v3)

Das heifdt, fiir alle Q = (z,y) gilt:

Qeg & Q=@E1+A-0p2+A-v2)=pLp2+A12) & z=p
Es ergibt sich eine Gleichung der Form az +by =cmit a =1, b =0, ¢ = p;.
Also: 1-2+0-y=p1 & x=p
2. Fall: v; #0

Zuerst noch einmal die aus den notwendigen Bedingungen abgeleiteten Gleichungen:
a-p1+b-pr=c a-vy+b-vo=0
Nun nehmen wir die zweite Gleichung und teilen durch v;, da v; # 0 laut Vorausset-

zung:

V2
a-v1+b-vy=0 & a-vi=-b-vy & a=-b-—
U1
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Jetzt setzen wir das Ergebnis in die erste Gleichung ein:

v v
a-pr+b-pp=c & [—b-—Q] ‘p1+b-pp=c & —b-pl-—2+b-p2:c
U1 U1

Anschliefend wihlen wir b := v;. Es ergibt sich: a = —v; - 5—? = —vy

Nun nehmen wir die erste Gleichung der notwendigen Bedingungen und es ergibt
sich fiir c:

c=a-p1+b-ps=—vy-p1+v1-p2
Bisher haben wir herausgefunden: (z,y) €g = az+ by = ¢ existiert.

Umkehrung: Sei (z,y) € R? mit az + by = c. Nun setzen wir a,b und c ein und es gilt:
V2T +V1Y = —U2-p1+UL-P2

Nun l6sen wir nach y auf und erhalten:

v1rYy = —U2:p1+U1-p2t+U-T
V2 U1 V2
y = ——pt+t—pt—-z
U1 U1 U1
U2 U2
Yy = —prtp2t+—-7 (% *)
U1 U1
Nun wollen wir zeigen, dalt der Punkt P auf der Geraden g liegt:
(z,y) = (p,p2) = (z—p1,y—p2)
Nun setzen wir y aus (x % *) ein und es gilt:
V2 V2
(x —pr,y—p2) = (l’—ph—— pLtp2t — -w—pz)
U1 U1

( (] (]
(x'—Plv—E%'Pl*-;?'$) = (w'—lh,;?'(—P14-$))

V2 r—p1 T —Pp1
($plva'(xpl))(v1' 01 , U2+ 01 )

T —P1
U1

“(v1,v2)

Damit ist die Differenz eines beliebigen Punktes auf der Geraden g und eines Punktes
P ein vielfaches des Richtungsvektors v der Geraden. Also liegt P auf der Geraden g.
“<:”:

g= {(x, y) € R? ‘ ar + by = c} mit (a,b) # (0,0). Nun ist zu zeigen: g ist eine Gerade.
Nun sei b # 0 o BdA (ohne Beschrinkung der Allgemeinheit). (Wéihlen wir a # 0
miissen wir das folgende Argument umdrehen). Nun 16sen wir nach y auf:

a-x+b-y=c & by=c—a-zx & yzg—%-x (A)

Sei (z0,y0) Losung der Gleichung, dann gilt: (z,y) — (20,%0) = (x — z0,y — Yo)
Nun miissen y und y, die Gleichung (A) erfiillen. Es gilt: y = ¢ — ¢ -2, yo = — ¢ - 2o
Wir setzen ein und erhalten:

C a C a

R e e NS RO

. :L'fl‘(). o Tr — X :IL'fl‘(). .
(bb,a<b>) 3 (b,—a)

Also ist (z,y) € Yo, yo)s(b, —a)® also eine Gerade.

Umgekehrt liefert Yo, yo)s(b, —a) wie im ersten Fall eine Gleichung und zwar ax + by = ¢

Hierzu setzen wir folgende Werte ein: z¢g = p1, yo = p2, b =v1 und —a = v
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1.2.4 Zusammenfassung: R" als Punktmenge und Vektorraum
Es existieren zwei Interpretationen fiir dasselbe Symbol R":

R - Punktemenge
" | Vektorraum: Vektoren,+ \-v

Wir werden Vektoren nicht als ¥ bezeichnen. Stattdessen:

e Vektoren als kleine lateinische Buchstaben.
e Skalare als kleine griechische Buchstaben.

e Punkte als grofie lateinische Buchstaben

Obige Notation gilt in der Regel. Wie immer wird es Ausnahmen geben.

1.2.5 An- beziehungsweise Abtragen von Vektoren

P
Abbildung I-18: Ein Punkt P und ein Vektor v

Um den Vektor v am Punkt P abzutragen verschieben wir ihn:

Abbildung I-19: Vektor v abgetragen am Punkt P

Formelmiiflig:
P+v = (p1,..-,pn) + (vi,...,0n)
= (p1+v15"'7pn+vn)
P ist ein Punkt, v ist ein Vektor, (p1 + v1,...,pn + v,) ist wiederum ein Punkt.

Fiir den R" ist auch folgende Schreibweise moglich:
Z1
R* = 5 r; €R

Tn

Diese Variante wird auch als Spaltenraum bezeichnet. Der Spaltenraum hat dieselbe
Bedeutung wie der Zeilenraum und ist nur eine schreibtechnische Variante.
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1.2.6 Geraden im R"

Sei v # 0. Fiir die Gerade in der Parameterdastellung gilt:

Ip, = {PtA-v[AeR}=P+Ro
43'4P+/\~v
v
44‘P

Abbildung I-20: Eine Gerade im R"

1.2.7 Satz (1.2.3): Durch P,Q, P # (Q geht genau eine Gerade.

Beweis: Analog zum Beweis von (1.2.5).

1.2.8 Satz (1.2.4)
g C R? ist eine Gerade genau dann, wenn es a,b,c € R, (a,b) # (0,0) gibt mit
g = {(z,y) ER2|am+by:c}

Obige Geradengleichung wird als “Gleichungsform” bezeichnet.

Beweis: Analog zum Beweis von (1.2.6).

1.2.9 Anmerkung zur Notation von Mengen

A C B: Jedes a € A ist auch in B enthalten = A ist eine Teilmenge von B.

A C B hat zwei Bedeutungen: Teilmenge beziehungsweise echte Teilmenge: A C
B,A+B
Aufgrund dieser Doppelbedeutung werden wir die Notation A C B nicht verwenden.

Fiir eine echte Teilmenge schreiben wir: A ; B.

1.2.10 Ebenen im R"

Intuitiv: Eine Ebene bendtigt zwei unabhingige Richtungsvektoren:

P+'uv ................ P+ u+p-v
v
P u «"P—i—)\ U

Abbildung I-21: Eine Ebene im R"
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1.2.11 Definition (I.2.a): Ebene
Gegeben P € R", linear unabhingige Vektoren u,v. Dann heifst
Ep,o={P+Xutp vlpAe R} =P+Ru+Rov

die Ebene welche durch u und v aufgespannt wird.

1.2.12 Definition (I.2.b): Die triviale Darstellung der Null

Die triviale Darstellung der Null lautet: 0-u; +...+0-ux =0

1.2.13 Definiton (I.2.c): Begriff der linearen und nicht linearen Abhingigkeit

Begriff der linearen Abhingigkeit: uy,...,u; € R” heiffen linear unabhingig, wenn aus
einer Relation a1 -u1+...+ai-ur =0, a; e Rfiir i =1,..., k stets folgt: a1 =... = a; = 0.

1. Definition: Gegeben u,v € R".

1. u,v sind linear unabhingig (lin. unabh.) & u # 0,0 # 0 und fiir alle A € R, A #0
gilt v # X - u.

2. Bessere Definition: u,v sind linear unabhiingig :< aus o -u + - v = 0 folgt stets
a=06=0.

Nun wollen wir die Aquivalenz dieser beiden Definitionen beweisen. Da wird die
Aquivalenz zeigen wollen gehen wir folgendermafRen vor:

e Aus 1. Definition = 2. Definition. Aus 2. Definition = 1. Definition.

e = (1. Definition < 2. Definition).

“1. Definition = 2. Definition”:

Zu zeigen: sind Vektoren nach der 1. Definition linear unabhingig, so sind sie auch
nach der 2. Definition linear unabhingig:

Seien u,v linear unabhingig gem&fy 1. Definition, sei o -u+ - v = 0. Zu zeigen:
a=06=0.

Wir fiihren nun einen Beweis durch Widerspruch: Annahme: nicht o« = § = 0, also
a # 0 oder G #0.

Sei @ # 0 und «-u+ [ - v =0. Daraus folgt:

B
«

a-ut+p-v=0 & au=-F-10 & u=-——-v

Falls 0 = 0 folgt: © =0 = Widerspruch zur 1. Definition.

Falls 3 # 0 folgt: u = fg -v = Widerspruch zur 1. Definition.
Also bleibt der Fall « = 0,5 # 0. Dann folgt: 5-v=0 = 0v=0
Situation: v = 0. = Widerspruch zur 1. Definition.

“2. Definition = 1. Definition”: Selbst oder nie.

2. Definition: Gegeben: uj,...,u; € R™. wuy,...,u; heilen linear unabhingig, wenn aus
(einer Relation) oy - uj +... 4+ ay - up = 0 stets folgt: oy = ... = o =0.
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3. Definition: ui,...,u; sind linear abhiingig <& es existieren «g,...,a, nicht alle
a; = 0 mit
a1 ur+...4+ap-u, = 0
(0 ist nicht-trivial darstellbar als Linear Kombination von ug,...,us).
(%)
< es gibt ¢ mit u; ist LK (Linearkombination) der Vektoren uy,...,u;—1,%it1,. .., Uk.

Beweis von (). Beweis der Aquivalenzaussage durch A = B, B = A.
“:”:
Nach Voraussetzung: a; -u; + ...+ oy - upy = 0 und ein «; # 0. Nun gilt:

0 = a1 -ur+...+oi-1 U—1+ 0 - Ui + Qg1 - Uigp1 + ... F O - Uk
a; Uy = —01-U]p — 0. —O3—1 " Uj—1 — Aj41 " U1 — .. — O - U
o aq Q51 Q41 Qg
(7 = —_— Uy — ... — cUj—1 — U1 — e — T S U
&%) &%) Q; %)
u; ist also eine LK der Vektoren ui,...,u;—1,u;+1,u;. = Behauptung.
“<:”:
Nach Voraussetzung gibt es u;, so dafy u; LK von wuq,...,u;—1,u;y1,ur. Also:
U; = a1~u1+...+ai,1~ui,1+o¢i+1~ui+1+...ak~uk

Addition von (—u;) auf beiden Seiten ergibt:
0 = ar-ur+...+ai—1 w1+ (—u1) + Qg1 Uig1 +...0f - ug

Der Koeffizient a; = —1 # 0. Das heifst: Null ist nicht trivial dargestellt. = Behaup-
tung.

1.2.14 Beispiel: lineare Unabhiingigkeit und Abhingigkeit von Vektoren
Gegeben seien u; = (1,2),us = (2,4) ,usz = (1,5).
Fragen:

1. Sind wj,us linear unabhingig?

2. Sind uj,us linear abhéngig?

zu 1) Sei a-uy + B -uz = (0,0). Also: («,2a)+ (5,56) = (0,0). Das heifit:

a+p =0

20+ 56 = 0
Man hat die Losungen dieses Gleichungssystems zu untersuchen. Die erste Gleichung
liefert: « = —(. Einsetzen der Losung der ersten Gleichung in die zweite Gleichung

liefert: —23 + 58 = 0 = 30 = 0. Also folgt aus dem Gleichungssystem: o = 0,0 =
0. Das Gleichungssystem hat also nur die triviale Losung. Damit sind u;,us linear
unabhingig.
zu 2) Es gilt: o - (1,2) + (- (2,4) = (0,0). Dies ergibt folgendes Gleichungssystem:
a+28 = 0
20+46 = 0
Das Gleichungssystem hat nicht triviale Lésungen. Beispiel o = -2, 5= 1.
Nun wollen wir noch einmal Ebenen genauer betrachten:

E:Ep;u,v:PJrRquRv

Jetzt wollen wir wie in Satz (1.2.3) und (I.2.4) fiir die Gerade analoge Aussagen fiir
die Ebene beweisen.
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1.2.15 Satz (1.2.5)

Durch drei nicht kollineare Punkte gibt es genau eine Ebene.

1.2.16 Satz (1.2.6)

E C R? ist Ebene genau dann, wenn es a,b,c,d € R gibt mit

(i) (a,b,c) #(0,0,0)
(ii) E = {(z,y,2)|ax + by + cz = d}

1.2.17 Satz (1.2.6)’

g CR3 ist Gerade genau dann, wenn es a,b,c,d € R und o/,V’,c,d’ € R gibt mit:
(i) (a,b,¢) #(0,0,0) und (a’,¥’, ) # (0,0,0).
1) g =(r,y,2)|ax +by+cz=dad,a’x+0y—+cz=
ii b d,a’'z +b '2=d

Wir werden Satz (I.2.6") nicht beweisen. Eine Gerade im Raum wir durch zwei sich
schneidende Ebenen definiert, die nicht parallel oder identisch sein diirfen.

1.2.18 Theorie zur linearen Unabhingigkeit von Basen

Vorbereitung: a,b,c,d € R. Die Determinante einer 2 x 2-Matrix ist definiert als:

a b
. d‘ = a-d—b-¢c

Behauptung:

(i) (a,b),(c,d) € R? sind linear unabhingig < Z ‘ =a-d—b-c#0

a
c
(ii) (a1,...,an),(b1,...,b,) € R" sind linear unabhingig < Ji,j mit i #j:

a; aj

b; b

:ai~bjfaj~bi7é0

Beweis zu (i):
“<:”
Sei a - (a,b) + 8- (¢,d) = (0,0) Nun kénnen wir folgendes Gleichungssystem aufstellen:

I: a-a+pB-c = 0
II: a-b+p-d = 0

Nun multiplizieren wir [ mit b und /7 mit ¢ und erhalten:

I: a-a+p-c =
II: a-b+p-d =
S a-ab+B-be =
AN a-ab+f-ad =

o O oo
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Nun bilden wir die Differenz der beiden Gleichung:

= a-ab+ 0 -bc— (a- ab+ﬂ ad) = 0-0
& B-(bc—ad) = 0
= (—1)- ~(be—ad) = (-1)-0
= B-(ad—bc) = 0
Laut Voraussetzung ist 0= p3=0.
Fiir o gehen wir nun analog vor:
Nun multiplizieren wir I mit d und /I mit ¢ und erhalten:
I: a-a+fB-c = 0 |d
II: a-b+p8-d = 0 |c
& arad+fred = 0
A a-bc+f-ed = 0
Nun bilden wir die Differenz der beiden Gleichung:
= a-ad+pf-cd—(a-bc+f-cd) = 0-0
& a-(ad—bc) = 0

Laut Voraussetzung ist ’ (é Z ‘ #0=a=0.

Das Gleichungssystem hat nur eine triviale Lésung.
“=" (mittels Widerspruchbeweis)

Angenommen a-d—b-c= 0. Hieraus ist ein Widerspruch zu den Voraussetzungen zu
zeigen.

Nach der Voraussetzung gilt: (a,b) # (0,0),(¢,d) # (0,0). Nun nehmen wir eine Fall-
unterscheidung vor:

e Fall ¢ # 0. Nun gilt fiir d:
b
a-d=b-c=0 & d=--c
a

Nun setzen wir das d in den Vektor (c¢,d) ein und erhalten:

(c,d) = (C,S-C) —c- (12) :2-(a,b)

Also sind die Vektoren linear abhiingig. Widerspruch zur Voraussetzung.

e Fall b # 0. Dito (Nach c auflésen).

Beweis zu (ii):

“<:”

Gegeben sei o - (a1,...,a,) + 8- (b1,...,b,) = 0. Nun betrachten wir die i-te und j-te
Position der Vektoren:

a-a; + - b;
[ a]— + ﬂ . bj =
Wir erhalten: « - (a;,a;) + 5 (bi,b;) =0
Nach (i) gilt: a =3 =0.
“:”
selbst, oder in den Ubungen und Tutorien.
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1.2.19 Beispiele fiir lineare Unabhéingigkeit

Seii=2,j=10. Also | 92 %10 | £
ba  bio
(n—1
Insgesamt gibt es ( ; ) = % verschiedene 2 x 2 Determinanten.

Beispiel: o5 - (1,2,3) + a2 - (0,6,7) + a3 - (6,1,4) = 0= (0,0,0)
Bemerkung: Aus dem Kontext heraus wird klar, daft mit der “0” ein Vektor gemeint
ist.

Wir erhalten ein Gleichungssystem:

l-o1+0-a9+6-a3 = 0
2-a01+6-a0+1-aa35 = 0
3~a1+7-a2+4~a3 = O

Man hat nun das Gleichungssystem zu untersuchen; fiir lineare Unabhéingigkeit ist
zu zeigen, dafl das Gleichungssystem nur eine triviale Lésung hat.

1.2.20 Definition (I.2.d): Basen im R”

Basen: u,v Basen im R? :&

(i) u,v sind linear unabhingig

(ii) jedes w € R? ist LK von u,v, das heifdt es existieren o, € R mit w =a-u+ 3 v.

Beispiel: Seien u =e; = (1,0) und v =e3 = (0,1).

Fiir einen beliebigen Vektor (a,b) € R? gilt: (a,b) =a-e; +b-es.

Behauptung: Aus (i) folgt (i7).

Gegeben: linear unabhiingige Vektoren u,v mit v = (a,b), v = (¢,d). Zudem sei ein
Vektor w gegeben mit w = (r, s).

Zu finden sind o, € R mit w = o -u+ - v gegeben.

Das heifst: Das Gleichungssystem

a-a+p-c = r
a-b+p-d = s
ist nach o, 3 auflésbar unter der Voraussetzung, dafs ‘ (Cl Z } # 0. Zuerst formen wir

das Gleichungssystem um:

I: a-a+pf-c = r |d
1I: a-b+p-d = s |c
S a-ad+B-ed = rd

A a-bc+pB-cd = sc

Nun subtrahieren wir die Gleichungen voneinander und erhalten:

= a-ad+f-cd—(a-be+f-cd) = rd—sc
& a - (ad — be) rd — sc

Nun schreiben wir die Terme als Determinanten um:

a

a-(ad—bc)=rd—sc < «a- c

IS~
|
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r s
. o e c d . a b
Fiir a ergibt sich:a = et wobei laut Voraussetzung e d # 0.
c d
Wir verfahren analog fiir 3:
I: a-a+fB-¢c = r |b
II: a-b+p-d = s |a
& a-ab+pG-be = br
AN a-ab+B-ad = as

Nun subtrahieren wir die Gleichungen voneinander und erhalten:

= a-ab+f-bc—(a-ab+P-ad) = br—as
= B-(bc—ad) = br—as
= B-(ad—bc) = as—br

Nun schreiben wir die Terme als Determinanten um:

a b a
< f-(ad—bc)=as—br < (- c d‘_’T ’
a b
. . . ros . a b
Fiir 3 ergibt sich: 3 = PR wobei laut Voraussetzung ‘ ¢ d ’ # 0.
c d

Bisher: Gibt es eine Loésung o, von w = a - u+ (- v, so sind «, 3 eindeutig.
Durch nachrechnen ergibt sich, daff die angegebenen o, 5 die Losung sind.
u,v,w Basen im R? :&

(i) u,v,w sind linear unabhingig

(ii) jedes z € R? ist LK von u,v,w, das heifit es existieren «, 3,7 € R mit

z=a-u+p-v+vy-w

Beispiel: Seien v =e; = (1,0,0), v =e3 =(0,1,0) und w =e3 = (0,0,1)
Fiir einen beliebigen Vektor (a,b,c) € R? gilt: (a,b,c)=a-e; +b-e2+c-e3.

Behauptung: Aus (i) folgt (ii) (Ohne Beweis = spiter in allgemeiner Form).
Zusatz: z=a-u+ [ -v+7v-w, a,,v sind eindeutig.

1.2.21 Basiserginzung im R?

Seien u, v linear unabhiingig, dann gibt es w € R3, so da® u,v,w eine Basis bilden.

Beweis: Zur Verdeutlichung eine Illustration:

Abbildung I-22: u, v, w bilden eine Basis

Fiir w muf$ gelten: w ¢ Ey, .

Spéter werden wir noch systematisch an die Basiserginzung herangehen - dieses Bei-
spiel ist nur ein Vorgeschmackt.
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1.2.22 Beweis von Satz (1.2.5)

Zur Erinnerung: Durch 3 nicht kollineare Punkte P,Q, R geht genau eine Ebene F
mit:

Beweis:

Abbildung 1-23: P, Q, R sind nicht kollinear

P,Q, R sind nicht kollinear = P—Q>, PR sind linear unabhingig. Damit ist Ep. 56,58
eine Ebene, die die Punkte P, @, R enthilt.

Die Eindeutigkeit der Ebene zeigt man ungefihr so wie bei der Gerade (Aufgabe auf
Ubungsblatt 3, Aufgabe 2).

1.2.23 Beweis von Satz (I1.2.6)
Zur Erinnerung: Die Ebene ist in Gleichungsform gegeben durch:
ar+by+cz = d mit (a,b,¢)#(0,0,0)

Beweis: Zuerst iiberfithren wir die Gleichung in die Parameterdarstellung.

Da (a,b,c) # (0,0,0) laut Voraussetzung sei OE (Ohne Einschrinkung) a # 0. Ldsen
wir die Ebenengleichung nach z auf, so erhalten wir:

d b c
ar+by+cz=d <& r=—-———-y——-z
a a a

Nun Setzen wir z fiir den Punkt P = (z,y, ) ein. Es gilt:

d b c
($7yaz) = _—_'y—a'%y,z

Il
7N\
=
o
~
+
QI
—
<
e
o
=
+
|
7
o
=)

IS
a2

y und z sind beliebig. Daher erfiillt P die Gleichung:

P e B 00)5(-b,a,0),(~c,0,a)

Notation: das Semikolon hinter dem Stiitzvektor trennt diesen von den Richtungs-
vektoren.
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1.2.24 'Wandlung der Parameterdarstellung einer Ebene in eine Gleichung
Es gibt mehrere Moglichkeiten:

e Determinantengleichungen (spiter)
¢ Kreuzprodukt, Hesse Normalform ((1.3.2))

e unter Verwendung von Satz (1.2.6)

Gegeben sei F = E,

.u,n und seien u, v linear unabhéngig.

Erginze u,v zu einer Basis im R?. Das heiftt fiir jeden Vektor z:

z = a-u+p-v+vy-w
—>
Ist Qe = PQ=a-u+p-v+v-w,dannQeFE & yo=0.
—
Sei P = (p1,p2,p3), Q@ = (q1,92,¢3). Nun gilt fiir PQ:
—
PQ = Q-P

= (¢1 —p1,92 — P2,q3 — p3)
= (q1—p1)-e1+(g2—p2)-e2+ (g3 —p3)-es3

Nun setzen wir fiir die Basen e, €5, 3 folgendes ein:

eg = ap-ut+pfr-vt+y-w
e = ay-u+fo-v+y2-w
e3 = a3 u+fB3-vt+yz-w
Es ergibt sich:
PQ = (g1 —p1)-e1+ (g2 —p2)-e2+ (g3 —p3) -e3

= (gg—p1) (1 -u+pBr-v+vy-w)+ (g2 —p2) (2 -u+Po-v+v2 w)
+ (g3 —p3)-(a3-u+pPs-v+v3-w)

Nun multiplizieren wir aus und erhalten:
—_—
PQ = a-ut+pB-v+ [(@n—p1) 7+ (q2—p2) 2+ (g —ps3) sl w

7Q

QeE&vy=0.
Unbekannt sind ¢1, ¢2, q3. Es gilt:

G-t q-v2+q-v3 = pr-vi+p2-v2+DP3-73

1.2.25 Definition (I.2.e): k-dimensionaler affinen Unterraum
Wir definieren einen k-dimensionaler affinen Unterraum als
P+Ru;+...+Rur wobei wui,...,u; linear unabhingig sind
Die beiden einfachsten Fille sind uns schon unter anderen Namen bekannt:
e 1-dimensional: Gerade: P + Ru, u # 0 (< u linear unabhingig).

e 2-dimensional: Ebene: P + Ru + Rv, u,v linear unabhingig.
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1.3 Kapitel (I.3): Skalarprodukt im R"

1.3.1 Definition (I.3.a): Das Skalarprodukt zweier Vektoren

n
Seien z,y € R": (z,y) ::in-yi dabei z = (z1,...,2n), Y= (Y1, -, Yn)
i=1

1.3.2 Definition (I.3.b): Norm eines Vektors

Die Norm eines Vektors = definieren wir mit Hilfe des Skalarproduktes: |z| := \/(z,z)

Seien z,7’,y,7’ € R", a € R. Eigenschaften der Norm:

(1) (z,y) = (y, )
(i) (z,y+9y") = (z,y) + (2,¢) und (z +2",y) = (z,y) + (2',y)
(i) (a-2,9) =a- (z,5) und (z,0-y) = a- (z,y)
(iv) Ungleichung von Cauchy-Schwartz:
Kz, <zl - [yl

Zusatz: Gleichheit gilt in der Cauchy-Schwartzschen Ungleichung (CSU) falls

die Vektoren linear abhingig sind.
V) lzl=0 < =0
(vi) fla-all = fa - ]
(vii) Dreiecksungleichung: ||z + y|| < ||z] + ||y||

Die Beweise fiir (i)-(iii) erfolgten auf dem Ubungsblatt 1.
Zu (iv): Beweis der Cauchy-Schwartzschen Ungleichung. Behauptung

((z,), @y )] =z -2’ +y-y| < Ve +2 (@) + (y)
Zuerst wollen wir einfach mal ein paar Werte ausprobieren:
Wihle 2 = (2,7), y = (1,—4). Einsetzen liefert:

1(2,7),(1,—4))| = |2 — 28] = 26 < V53 - V17T = /22 + 72 - /11 + (—4)°

In diesem Fall ist die Ungleichung erfiillt.

Hier nun der allgemeine Beweis:

Wir nehmen zuerst eine Fallunterscheidung vor:
1. Fall y =0 (0 ist Vektor!):

[, 0)] < Jl[| - o] & Y w-0<[z]-0 & 0<0
=1

2. Fally#0 = |y||#0
Nun berechnen wir folgendes Skalarprodukt:
(i)
0<{(xz+Ay,x+ \y) = (x,z) + (x, \y) + (x, Ay) + (\y, Ay)
(#i1)
= {z,2) +2X-(z,y) + 2% (y,)
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)\ ist beliebig. Wir erhalten eine Gleichung, die grofe Ahnlichkeit zu einer quadrati-
schen Gleichung aufweist. Wir nehmen nun eine quadratische Ergéinzung vor:

(2 + 20 (2, y) + X - {y,0)

— . 2 . <I,y> T. T
= e[ +22 S (o.a)
_ . 2 <I7y> <I,y> 27 <I,y> ? Tz
Y _/\ 2 <y,y>+<(y,y>> ((y,y>> * @)
_ e oy @w) (@] (@)
Y _/\ 2 <y,y>+<(y,y>> & =) <(y7y>)
_ Ty, @]’ oy )
= W _A+<y,y>] ) = )
_ Ty, @]’ @) wy) - (@)’
= W _A+<y,y>] " (,v)
Nun wihlen wir A mit A = — (z,y) . Wir setzen ein und erhalten:
(y,9)

(@, 7) - (y,y) = (w,)°
(y,9)

& 0 <(na)-(yy - ()’

& Az <zl vl

< Kyl <=zl -yl

& 0

Anmerkung: Eine Norm ist immer positiv. Daher kénnen wir den Betrag weglassen.
Noch zu zeigen: “Gleichheit” < z,y sind linear abhingig.

“<” (Leicht)

Wihle z = 0. Einsetzen liefert:

O, < 0l -llyll & > 0.y <0yl & 0<0
i=1

Wihle z # 0. Dann folgt aufgrund der linearen Abhingigkeit: y = o -z mit a € R.
Einsetzen liefert:

gl < ]l - [lyll
& ozl < ] - lo-2f
& Ja(z,o) < 2] [ol-
& al-[(z,2)] < af-[|2] - ||z
s ozl < lal- )

“:>”
Wir nehmen eine Fallunterscheidung vor:

1. Fall y=0 = z,y sind linear abhingig nach Definition der linearen Abhingig-
keit.
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2. Fall y # 0. Zudem wird Gleichheit angenommen. Nach (x) folgt (Wurzel ziehen!):

(z,9)
z4+ Myl =yl [A +
I I [yl w.0)
2 2 2 2
Anmerkung: ‘22 Wy = @y)" _ 2l lyl” = {z.y)
Ist nun die Gleichheit von ||z|*-|jy||*> = (z,1)> & ||z||- || = |(z,y)| angenommen, so gilt:

2 2 2
2l” - Nyl = (. y)

= 0
(v, )
A ist beliebig.Wir setzen )\ = % und erhalten:
Y,y
(%yq { (z,y) (w7y>]
T+ Ny = . {A + = e + =0
[l + Ayll = llyll 1) [yl oy W
=0

Wir haben (v), (vi), da diese direkt aus den Definitionen folgen.
Zu (vii) folgt aus der CSU. Idee:

lz+yll* = (@ +y,2+y) = (@,2) + 2 (z,y) + (1, y)

Ergebnis der obigen Umformung in die C'SU einsetzen.

Praktische Bedeutung des Skalarproduktes und der Norm
1.3.3 Abstand von P,Q € R"

Hier am Beispiel fiir n = 2:

Yo —yp

T —ITp
Abbildung I-24: Abstand zweier Punkte im R?

In diesem Fall gilt fiir den Abstand von P und @Q (nach Pythagoras):

d(P.Q) =/ (wg ~=r)’ + (yq — yr)* = | PO
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1.3.4 Winkel zwischen zwei Vektoren im R?, R3: £ (u,v)

Es gilt: (u,v) = |lu]| - ||v] - cos £ (u,v)

u
Abbildung I-25: Winkel zwischen v und v

(gilt laut Schule)
Nun Ausdehnung auf den R”: Nach C'SU gilt:

@l _

(@ o) < [l2[ - llyll <
]l -yl

Nun definieren wir:

— =)l wobei U, v ™
cos (£ (u,v)) := Tl T b £ (u,v) € [0, 7]

1.8.5 Satz (I.3.1): Der Cosinussatz c? = a® + b*> — 2ab - cosy

(&
Abbildung I-26: Der Cosinussatz im R?

Beweis fiir den R":

c
A

Abbildung I-27: Der Cosinussatz im R"

Nun gilt:

% &l
I
Al
+
Q
sy

= a2+b2+2-ab~cosi(A—)C7C—B))
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Betrachtung des Winkels:

A
Abbildung I-28: 8 = £ (AC,CB)

Es gilt (cosa = —cos (1 — a)):
—_— —
cos £ (A , B)
Wir setzen ein und erhalten:

2 = a®>+b>—2-ab-cosy

1.3.6 Orthogonalitéit von Vektoren

Seien u,v # 0. Nun gilt: (u,v) =0 <& wulo.

Grundaufgabe: Zu gegebenen u,v,... finde z mit ulz,vlz,...

1.3.7 Definition (I.3.c): Kreuzprodukt in R?

Das Kreuzprodukt ist nur im R3 definiert. Gegeben seien = = (a1, a2, a3), y = (b1, b2, b3).
Das Kreuzprodukt zweier Vektoren ist definiert als:

xxy<

Wir gehen bei den Determinanten zyklisch vor. Beachte die zweite Position.

ag as
ba b3

az Qi
bs b

ay as
by b2
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1.3.8 Satz (1.3.2):

Seien z,y linear unabhiingig. Dann gilt:
(i) vlr,y < wv=a-(xxy)fireinack
(ii) [lz < y[l = [l - lyll - sin (£ (2, 3))

Die geometrische Bedeutung von (ii): Die Fliche des Parallelogramms, das durch x
und y aufgespannt wird:

- T AN \\\\\\\\\\\ """

Abbildung I-29: ||z| - |ly|| - sin £ (z,y)

1.3.9 Hessesche Normalenform der Ebene

Betrachtung der Ebene gegeben in Parameterdarstellung:

P u
Abbildung I-30: Parameterform der Ebene: E=P+R-u+R-v

Idee: Wir ersetzen u und v durch einen auf ihnen senkrecht stehenden Vektor:

n

Abbildung I-31: Hessesche Normalform der Ebene: E : (x,n) =d

Der Normalenvektor der Ebene np steht senkrecht auf u,v: nlu,v . Das heifst:
nya-u+p-v)y=a-{nu)+ G- (n,v)y=0

Eine Méglichkeit np zu berechnen ist n = u x v.
Nun betrachten wir einen Punkt Q = (z,y, z). Fiir P gilt: P (a,b,¢). Nun gilt:

RQelF & P_C)QJ_n & <n,P_Q)>:O

Man erhilt die Hessesche Normalform der Ebene:

<TL, P> = <’I'L, Q> And <TL, (aa b, C)> = <n7 (l’, Y, Z)>
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Kapitel II: Algebraische Strukturen
Wir werden in diesem Kapitel folgende algebraische Strukturen betrachten:

e Gruppen
¢ Ringe und Koérper

o Vektorraume.

2.1 Kapitel (II.1): Gruppen

2.1.1 Definition (II.1.a): Verkniipfungen

Sei M eine nicht leere Menge, (sei M x M = {(a,b)|a,b € M}). Eine Verkniipfung
(Komposition) auf M ist eine Abbildung f: M x M — M.

Beispiele:
(@) +:QxQ—Q,(a,b) —a+b

(b) -:QxQ—Q,(a,b) —~a-b

(c) fi:NxN=N,(a,b) — a’

(d) max: N x N — N, (a,b) — max {a, b}
(e) min: N x N — N, (a,b) — min {a, b}
(f) geT:N x N — N, (a,b) — ggT {a,b}
(g) kgV : Nx N — N, (a,b) — kgV {a, b}

2.1.2 Definition (II.1.b): Abbildungen Abb (M, M)

Wir definieren: Abb (M, M) ={f: M — M} (Menge der Abbildungen von M nach M)
Hier ein Beispiel fiir Verkniipfungen:

M LN % P liefert gof:M— P,mw— g(f(m)).

Lies “g o f als “Verkniipfung von f, ¢”’, “Komposition von f, ¢’ oder als “Hintereinan-
derausfiihrung von f, g”.

Standardverkniipfung auf Abb (M, M):
Abb (M, M) x Abb (M, M) — Abb (M, M)
(f,9) = gof
Beispiel: Sei M =R und f: R — R,z +— 23 und g: R — R,z +— (z+1)°
Nun gilt:
(gof) (@) = g(f@)=g(") = ("+1)°
(fo)@) = flg(@)=Ff(a®+1)=(*+1)°

Wie man leicht sieht spielt die Reihenfolge eine Rolle.
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2.1.3 Definition (II.1.c): Assoziativitit
Eine Verkniipfung auf M heifdt assoziativ, wenn gilt:
Va,b,c € M : (ab) c = a (bc)

Anmerkung: Wir verwenden keine Operatoren im allgemeinen Fall, es gilt: (a,b) — ab.
Beispiel fiir Assoziativitdt: +:(a+b)+c=a+ (b+¢).

Sei f; gegeben mit fi (z,y) = a¥

Nun wollen wir f; auf Assoziativitit untersuchen. Allgemein ergibt sich:

o fiir die linke Seite: f; (fi (a,b),c) = (ab)c.

e fiir die rechte Seite: f; (a, fi (b,¢)) =a’".
Wir vermuten, daff die Assoziativitéit nicht gegeben ist. Deshalb probieren wir aus:
(25" = 4096
23" = 281~ 10038 & 10242 3> 4096

Wir haben ein Gegenbeispiel fiir eine Aussage gefunden die allgemein giiltig sein soll.
Also ist f; nicht assoziativ.

Wichtig: Verkniipfungen auf Abb (M, M) sind assoziativ.
Gegeben: M LN ph Q. Nun gilt: ho(go f)=(hog)o f.
Beweis: Auf der linken Seite:

Def. Def.
ho(gof)(m) = h((gof)(m)) = h(g(f(m)))

Auf der rechten Seite ergibt sich:

(hog)of)(m) = (hog)(F(m) = h(g(f(m))

2.1.4 Definition (II.1.d): Symmetrische Gruppe S,,, Permutation
Wir definieren die Gruppe S,, als:
S, = {invertierbare Abb ({1,...,n},{1,...,n}),0}

1 2 3 ... n
21 iQ ig o g
in der unteren Zeile die Bilder. o ist invertierbar :& 3 Umkehrabbildung (& o ist
bijektiv).

Ist eine Abbildung bijektiv, so ist diese injektiv und surjektiv:

Es gilt: 0 = , dabei stehen in der oberen Zeile die Elemente und

f:M — N :surjektiv & VyeNIreM:y=f(x)
f:M — N :injektiv & Vmi,me € M :mq #mo = f(m1) # f(me)

o bijektiv < alle i; sind paarweise verschieden < “2. Zeile ist eine Permutation der
1. Zeile”.
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Definition und Notation:

S, = ({o:{1,...,n} = {1,...,n},obijektiv} o)
S, nennt man die symmetrische Gruppe von n Ziffern. Elemente von S, werden als
Permutationen bezeichnet.
Man benétigt fiir die Definition der symmetrischen Gruppe 5, folgende Tatsache: f,g
bijektiv = f o g bijektiv.

Genereller Sachverhalt:

f,ginjektiv = f o ginjektiv
f,gsurjektiv = f o gsurjektiv
Anmerkung: Bei einer Komposition von Abbildungen zuerst immer die letzte An-
wenden.
Beweis:
MLNLPp
Zuerst die Injektivitdt: Vmi,me € M @ my # mao = g(my1) # g(m2) = f(g(m1)) #

f(g(m2)) & (fog)(m1) # (fog)(ms2). Die erste Folgerung beruht auf der Injektivitit
von g, die zweite Folgerung beruht auf der Injektivitit von f.

Nun die Surjektivitit: Zu zeigen: Vp € PIm € M :p=(fog)(m).
Sei p € P gegeben, dann gibt es wegen der Surjektivitit von f ein n € N: p = f(n).
Weil ¢ surjektiv ist 3m € M : n = g(m). Einsetzen liefert:

Def.
p=f(g(m)) = (fog)(m)

4\ (12 34
2/  \a b c d

Beispiel fiir S,,, n = 4:
1 2 3 4 . 1 2 3
2 1 4 3 4 1 3
g (]
a, b, c,d ergeben sich nun folgendermafien:

154%3-0 2L1%0=p 3L3%4—¢ 4t 0%1-94g

2.1.5 Definition (II.1.e): Halbgruppe, Neutrales Element

(i) Eine Menge mit assoziativer Verkniipfung heifst Halbgruppe.

(ii) Gegeben (M, o). e € M heifdt neutrales Element (Einselement, Nullelement, etc),
wenn gilt: Va e M : a-e=e-a=a.

Anmerkung: Bei “0” handelt es sich um eine Verkniipfung und nicht um die Multi-
plikation im Speziellen.

Beispiele:
e (Q,4), (Z,+): neutrales Element 0.

e (Q* =Q\ {0}, ): neutrales Element 1.
e (Abb (M, M),0): neutrales Element e: M — M, eo f= foe=f=1idy

id), ist die Identitit. Sie besitzt folgende niitzliche Eigenschaft:id,, (m) =mVYm e M
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Verkniipfung: f: M x M — M.
Abstrakt: (a,b) — ab. Konkret fiir die Multiplikation: (a,b) — a - b.
Eigenschaften einer Halbgruppe:

(i) Assoziativitdt: (ab)c = a (bc). Beispiel: max (max (a,b),c) = max (a, max (b, c)).
(ii) neutrales Element e (auch “Nullelement” oder “Einselement”) Va : ea = ae = a.
Beispiele fiir Halbgruppen:

(a) (Z,+) ist assoziativ, 0 ist neutrales Element.
(b) (N,.) ist assoziativ, 1 ist neutrales Element.
(c) (Abb(X,X),0) ist assoziativ, idy ist neutrales Element.

(d) S, = (o:{1,...,n} = {1,...,n}| o bijektiv ,o) ist assoziativ, id ist das neutrale
Element.

Spezielle Notation fiir o:

o = ( 1 2 R > wird als Permutation bezeichnet
11 12 7%

Beispiel: M = {n e N|n>2}. (M, ) und (M,+) sind assoziativ, enthalten aber kein
neutrales Element.

2.1.6 Satz (II.1.1): Eindeutigkeit des neutralen Elements in einer Halbgruppe

In einer Halbgruppe gibt es héchstens ein neutrales Element.
Beweis: Seinen ¢, e’ neutrale Elemente in der Halbgruppe H.
Zu zeigen: ¢ =¢'.

Es ist:

Anmerkung: (x): ¢’ ist neutrales Element, (xx) : ¢ ist neutrales Element.

2.1.7 Definition (II.1.f): Monoid, Invertierbarkeit

Definitionen:

(i) Monoid := Halbgruppe mit neutralem Element.

(ii) Invertierbarkeit: Sei H eine Halbgruppe mit neutralem Element e. Dann heifit
a € H invertierbar, wenn es b € H gibt mit ab = ba = e.

Beispiele:

(a) Gegeben sei (N,:). a ist invertierbar (beziiglich der Multiplikation)
< FeN:a-b=b-a=1 (in Nist a =1 das einzig invertierbare Element).

(b) Gegeben sei (R,-). a ist invertierbar
< dbeR:a-b=b-a=1 < a#0.

(¢) Gegeben sei (Abb(X,X),0). f: X — X ist invertierbar
& dg: X — X mit fog=idx und go f =idx.
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Behauptung: f ist invertierbar < f ist bijektiv.
Beweis:
o,
f ist bijektiv = Es existiert die Umkehrfunktion f~!: X — X, f(v) — .
Def. !

Setze g:= f~1: (fog)(z) = (fo ffl) (x) = f (ffl (:17)) = z.
Zum Beweis: Setze 1 := f (a) fiir ein o € X (f ist surjektiv), da f~! (f(a)) = a.
Weiter: f(f~'(z)) = f(f~'(f(a) = f (a) =z
Nun betrachten wir (go f) (z):

(%)
(gof) (@)= (ftof)(x)=f'(f(z)) = x. Wir verwenden bei (x) die Eigenschaften
der Definition der Umkehrfunktion.

Insgesamt haben wir bisher gezeigt: fo f~! =id und f~'o f =id.
="
Zu zeigen: fog=1id g f surjektive, go f=id @ finjektive,
Beweis fiir (1):
Sei y € X. Zu zeigen: Jz € X : f(z) =y.
Es ist y =idx (y) = fog(y) = [ (9 (v))-
Also mit g (y) = x ergibt sich: f(g(y)) = f(x) =y.
Beweis fiir (2):
Zu zeigen: x # 2’ = f(z) # f(2).
Kontraposition: (A= B) <& (=B = -A).
In diesem Fall zu zeigen: f(z) = f(2') =z =2a'.
Sei f (1) = £ (') = g (f (1)) = g (f (2"))-
Das heifst nach Definition: (go f) (z) = (go f) (z/).
Nach Voraussetzung gilt: (go f) =idx. Daher:
idy (z) = idx (2/)

/
x - x

2.1.8 Satz (I1.1.2)
Sei H eine Halbgruppe mit neutralem Element. Dann gilt:
ab=ab' =ba=ba=e=b="b

Umgangssprachlich: Das Inverse ist eindeutig.

Beweis:
(No) Vor. (Ao) Vor. (No)
b = boe = bo(acl)) = (boa)ob = eob = ¥
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2.1.9 Definition (I1.1.g): Das inverse Element

ab = ba = e. Wir bezeichnen b als das Inverse zu a.

Notation: b=a""l.

Beispiele:
(@) R\{0},")at=a""=_.
(b) (Abb (X, X),0). f~! ist das Inverse (f~! ist die Umkehrfunktion).
(c) (Z,+). Das Inverse zu a ist —a, da a + (—a) = 0.

(d) o €S, o ist bijektiv, also existiert o~!

Beispiel fiir 0,07 ! € S5 :

. 1
7 = \3
ot = <i’

Um o~ ! zu erhalten haben wir die Werte und Bilder vertauscht und abschliefRend die
neuen Werte der Grofie nach sortiert.

DO DD
W = =W
e OT O e
N Ot
S~—

1

2.1.10 Definition (IL.1.h): Gruppe

Eine Gruppe G ist eine Halbgruppe mit neutralem Element, in der jedes Element
invertierbar ist. Mit Quantoren:

(i) Assoziativitdt: Va,b,c € G : (ab) c = a (bc).
(ii) Neutrales Element: Je € GVa € G : ae = ea = a.

(iii) Inverses Element: Va € GIb € G:ab=ba =¢
Beispiele:

(a) (Z,+),(Q,+),(R,+) sind Gruppen. Hier e =0, Inverses Element —a.

(b) (@*=Q\{0},),(R* =R\ {0},-) sind Gruppen. Hier ¢ = 1.
Inverses Element: ¢! = l
a

(c¢) ({-1,1},.) ist eine Gruppe mit zwei Elementen.

(d) ({0},+) ist eine Gruppe mit einem Element.
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2.1.11 Satz (IL1.3)

S, ist eine Gruppe mit n! Elementen.

Beweis: S,, ist Halbgruppe mit neutralem Element. Bereits bewiesen: jedes Element
in S, ist invertierbar weil die Elemente von S,, bijektiv sind.

Behauptung: |S,| =n! (|S,| := Anzahl der Elemente in S,.)
Méglichkeiten fiir die Bilder einer Permutation: o = ( Z.l 1'2 Zn )
1 %2 ... ip
Fiir den ersten Wert gibt es n Moglichkeiten fiir die Position von i;.
Bei gewihltem i; gibt es (n — 1) Moglichkeiten fiir die Position von iz. (o injektiv
=iy =0(2)#0(1) =1i1).
Bei gewihlten i1,i5 gibt es (n — 2) Méglichkeiten fiir die Position von i3.
Weiter so bis wir alle i; durchlaufen haben.

Insgesamt: n-(n—1)-(n—2)-...-1=n! verschiedene Méglichkeiten der Anordnung.

2.1.12 Notation: r-Zyklen

Es gilt: Sn{<1 2 n>}7 |Sn| =nl!
11 12 2

Spezielle Permutationen: r-Zyklen (haben r Ziffern):
o = (i1 19 ... i,.)
Dies bedeutet:
(X) i1 —dgr o ey > iy o 0y
(I1) k#i1,...,i, = 0o (k) =k.

Man kann sich dies auch anhand eines Kreises vorstellen:

Abbildung II-1: ein r-Zyklus an einem Kreis

Hier nun ein Beispiel:

1 2 3 4 5 6
"_(1345)(324516>
) 1 23456
o’ = 0002(4 5 5 1 3 6 =(1 4)(3 5)
3 2 3 45 6\
03 = gococooc=c00? < 9 1 3 4 6 f(l 5 4 3)
4 S 1 2 3 4 5 6 —id
ot = cococooc=0c00° 1 234056/~
Generell gilt: ( 1 ... iy )T = id. Nun gilt:

_ 1885 .
gL = IS (1) 1 _ ;1885

o0 OO0 =0
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2.1.13 Satz (I1.1.4): Rechengesetze in Gruppen

In jeder Gruppe sind bei gegebenen a,b € G die folgenden Gleichungen eindeutig
16sbar:

I:a-2=b Il:y-a=b und zwar I:z=a"'-b Il:y=b-a '

Beweis fiir Gleichung I:
Wir miissen sowohl die Existenz als auch die Eindeutigkeit der Lésung zeigen.

Existenz: Wir setzen unsere Vermutung in die linke Seite ein und erhalten:

Ass. Inv.

a-x:a~(a71-b) = (a-ail)-b = e-b=b

Wir erhalten die rechte Seite.

Eindeutigkeit der L6ésung: Sei x € G, das heifdt a - © = b. Nun multiplizieren wir mit
a~! auf beiden Seiten von links und erhalten: ' (a-z) =a~!-b

Das heifit (Assoziativgesetz): (a™'-a)-z=a"'-b
Das heift (Neutrales Element): ez =a"'-b & z=a"1-b

1

Der Beweis fiir II erfolgt analog, wobei mir ¢~ von rechts multipliziert wird.

2.1.14 Definition (IL.1.i): Kommutative Verkniipfung
Eine Verkniipfung heifft kommutativ (abelsch) wenn gilt:
Va,b: ab = ba
Beispiele:
(a) (z,+),(Z,"),...,(R,4+),(R,-) sind kommutativ.
(b) u,v € R:u,v+— u x v ist nicht kommutativ.
(¢) Si, S2 sind kommutativ .

(d) S,, n > 3 sind nicht kommutativ.

Behauptung: u xv=—-v Xxu

Beweis: u = (a1, a2,a3), v = (b1, ba, b3).

o az as a3 aj ar  ag
uxv = ( by by |'| bs b || b1 b >

_ [ | b2 b3z | | b3 b bi b2

- az as ’ az ai ’ ay ag

_ (] b2 b3 by b bi b2

- az as ’ a3z aj ’ ay ag

= —vXu

Behauptung: S, fuer n > 3 ist nicht kommutativ.

Das es sich um eine Aussage fiir alle handelt reicht ein Gegenbeispiel um zu zeigen,
dafs S,,n > 3 nicht kommutativ ist.

saosesaa=(12)- (12 1), amt1a)(12Y)

Nun gilt: cor=(2 3)#(1 3 )=7100
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2.1.15 Mehrfache Produkte von Gruppen (Halbgruppen)

Eine Verkniipfung ist bindr. Das heifit: es kdnnen nur zwei Elemente auf einmal
verkniipft werden.

Gegeben seien drei Elemente: a,b,c € G. Nun gibt es mehrere Moéglichkeiten diese
Elemente zu verkniipfen: (ab)c, a (bc), (ba)c, ...

Gegeben seien a;,...,a, € G. Nun gilt: Hai =(..((a1-a2) as)...-an-1) - an
i=1

1 n+1 n
Als rekursiven Definition: Hai =a; und H a; = <H al-) S

i=1 i=1 i=1
Wir wollen nun den Fall fiir n = 4 betrachten: ﬁ a; = ((a1 - a2) - a3z) - aq
Es ist aber auch eine andere Klammerung mﬁgilziih: (a1 - a2) - (as - aq).
Behauptung: In einer Halbgruppe gilt: f[ a; = (a1 - az) - (as - aq)
i=1

A
Beweis: ((a1-a2 )+ a3 )+ as = (a1-a2 )-( az - ag )
SN—— N—— ~~ ~~
x Y z x Y z
Zudem gelten nach dem Assoziativgesetz auch:
A A A A
((a1-az)-az)-as = (a1-az2)(az-as) = ar-(az-(az-as)) = a1-((az-a3) as) = (a1-(a2-a3))as

2.1.16 Satz (I1.1.5): Allgemeines Assoziativgesetz

Gegeben: H sei Halbgruppe, mit a4,...,a,,an41,0, € H. Dann gilt:

n+m

n m
[[eir [Tanes = Il
i=1 j=1 i=1

Beweis nun per vollstindiger Induktion nach n + m.

Induktionsverankerung: n +m = 2. Das heifst n =m =1, da n,m € N.
1 1

Betrachtung der linken Seite: H a; - H Qpyj = Q1 - a2
i=1 j=1

2
Betrachtung der rechten Seite: Hai =ajy-as
i=1
(n+1)4+m

Induktionsschlufi: Es gibt zwei Moglichkeiten: n+m ~n+m+1= { n+ (m+1)

Hier wollen wir nur den unteren Fall betrachten:
n+m~n+ (m+1): Wir starten auf der linken Seite:

n m—+1 n m+1 Def. n m
i=1 7j=1 i=1 7j=1 i=1 7j=1

Ass.

n m TIA n+m Def. n+m+1
= H a; - H An+j | * Gntm+1 = H a; | - Anym4+1 = H a;
i=1 7j=1 i=1 i=1
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2.1.17 Satz (I1.1.6): Allgemeines Kommutativgesetz
Gegeben: H sei kommutative Halbgruppe, mit a4,...,a, € H, 0 € S,,. Dann gilt:
ay-az - ... ap = aa(1)~aa(2)~...~aa(n)

Hier kein Beweis. Es wird auf die Literatur verwiesen (Im Prinzip wie Beweis des
allgemeinen Assoziativgesetz).

2.1.18 Anwendung: Potenzgesetze in Gruppen
n

Sei G eine Gruppe, a € G,n € N " := Hai fiir a, =a a’=e
i=1

-1
Fiir n € Z gilt: n > 0: siehe oben, n < 0: " = (a‘”‘)

2.1.19 Satz (I1.1.7): Potenzgesetze

Sei G Gruppe, a,b € G,n,m € Z. Dann gilt:

(i) Multiplikation:

v = afle "2 amare
1=1 =1 =1
m
(an)m _ Han:an an_azjzln_anm,
Jj=1
Beispiel:
_ -1 _ _ _ _ —1
A% a7 = g0 (@) = g7l.a7lal a7l g - (a1)
_ 10
_ _ _ _ -1 _ _ _ _
= alaloatoaml oM (@) =alat et a7t e
—_— ——
=€

(ii) Das Inverse Element einer Produktes: (ab)™' =b"1a~!
Zu zeigen: (ab) (a='b71) = (b~'a™") (ab) = e.
Nun gilt fiir die linke Seite: (ab) (a7'07') = (abb™')a™' = (ae)a ' =aa"' =e
Auf der rechten Seite gilt: (b='a"!) (ab) =b7' (a7'ab) =b"'(eb) =b"b=¢

Damit ist (b_la_l) das inverse Element zu (ab).

Kom.

(iii) G abelsch: (ab)" =[] (@) = []a-

i=1 =1 7

b=a"b"
1

n
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2.1.20 Definition (II.1.j): Aquivalenzrelation auf einer Menge M:
(i) Yz € M : z ~ z (Eigenschaft der Reflexivitit)
(ii) Vz,y € M; x ~y = y ~ x (Eigenschaft der Symmetrie)

(iii) Vz,y,z: 2 ~y,y ~ z = x ~ z (Eigenschaft der Transitivitit)

Die Aquivalenzrelation ist eine Abschwichung der Identititsrelation.
Definition: Aquivalenzklasse: [z] := {y € M|y ~ z}
Es gilt: M = U verschiedene Aquivalenzklassen

e

Abbildung II-2: Skizze fiir M

Definition: Menge der Aquivalenzklassen wird als M /~ bezeichnet. Die Elemente der
Menge sind wiederum Mengen.

2.1.21 Definition (II.1.k): Kongruenzrelation mod n auf Z.

Lies “modulo n auf 7Z”. Fiir a,b € Z und ein festes n € N gilt:a = bmodn < nla —
bBemerkungen:

e n € N, Division mit Rest: a=¢-n+r mit 0 <r <n-—1.

e a =bmod n < a,b lassen bei Division mit Rest durch n denselben Rest.

Definition fiir Teiler: z|y < 3z: 2 -2z =y.

2.1.22 Satz (I1.1.8): = mod n ist eine Aquivalentrelation

Beweis:

Reflexivitit: a = a|n, denn nla —a = 0.

Symmetrie: Sei a = b mod n, Zu zeigen: b = a mod n. Das heifst n|b — a.

Nach Voraussetzung gilt: nla—b<a—-b=k-n < b—a=(-k)'n & b—a=Iln
Transitivitdt: Sei a = b mod n und b = ¢ mod n.

Zu zeigen: a =bmodn, b=cmodn = a=cmodn.

Esgilt: a—c=(a—-b)+(b—c)=k-n+l-n=(k+1)-n

2.1.23 Definition (IL.1.1): @

a =Kongruenzklasse von a = {b € Z|a =bmod n} = {b € Z| (n|Ja — b)}.

Die Kongruenzklasse ist eigentlich eine Aquivalenzklasse.

2.1.24 Definition (IL.1.m): Restklassenringe Z/,,z

Z/nz :=Menge der Kongruenzklassen modn = {a|a € Z}.

Letzte Anderung: 27. Juli 2001 §1: Gruppen
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2.1.25 Satz (I1.1.9):

Es gilt:

(i) a=a+n-Z={a,a+n,a—n,a+2n,a—2n,...}

(ii) Es gibt genau |n| verschiedene Kongruenzklassen fiir n # 0.

Beweise:
Def.

zu (i): bea & a=bmodn & Jke€Z:a—-b=k-n

& Jke€Z:b=a+ (k) nelecZ:b=a+l-n

Def.

zu (ii): n=0:a=bmod0 < Ola—beIkecZ:0-k=a—-bsa=h
Also: = mod0 ist die Identitédt. Das heifst @ = a.
n # 0: Division mit Rest beziiglichn:b=¢-n+r fiir 0 <r <|n| -1

Intervall der Liange |n|

-
— - — - — - ... - |
[ [ [ [ [ [ [ [ C
=3[n| =2[n| =[n] 0 |n| 2[n[ 3n] kln| (k+1)[n]|

Abbildung I1I-3: Skizze fiir n <0

Das heifdt: b=rmodn mit 0 <7 < |n|—1=b=7 fiir ein r € Ny mit 0 <r < |n| — 1.

Es gibt also |n| viele Klassen.

Noch zu zeigen: Die Klassen 7 fiir 0 < r < |n| — 1 sind paarweise verschieden.

Sei 7=3mit 0 <s<|n|—1. Das hei’t r=smodn&nls—r<s—r=k-n=|s—r|=0
oder s —r| > |n|. Weil ;s € [0, |n| — 1] sind kann nur gelten: |s—r|=0=s=r C.

Beispiele:
(a)y n=2: 7/ = {@T}. Es gilt:
0 = {z€Z]| 2]z —0)} = {alle geraden Zahlen}
1 = {z€Z]|(2lz—1)} = {alle ungeraden Zahlen}
(b) n=3: Z/3z = {0,1,2}. Es gilt:t

0 = {z€Z|B|lzr-0)}
{alle durch drei teilbaren Zahlen}

1 = {z€Z|Blz—-1)}
= {Zahlen, die bei Division durch 3 Rest 1 zuriicklassen}
2 = {z€Z|Blz—-2)}

= {Zahlen, die bei Division durch 3 Rest 2 zuriicklassen}

() neN: Z/pz ={0,1,2,...,n -1}
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2.1.26 Rechengesetze auf Z/,7:
L4 (Z/nZv+7’)
o Fiir n #£0: Z/z ={0,1,...,n—1} = {7|z € Z}.

Gleichheit: T=7 < nlzr —y < =y modn
Addition: T+7 =z +y
Multiplikation: T-y =7 -y

Wohldefiniertheit: Ziel: “Klassen” zu addieren und multiplizieren.
Gegeben seinen K7, Ks. Nun:

(a) Wahle z1,22 mit K; =77 und Ky =73
(b) Addiere z; + a2
(c) Definiere K; + K5 := 11 + 2

Nun stellt sich das Problem der Wohldefiniertheit: Zeige, dafi der Wert K; + Ko
unabhingig von der Auswahl der x; mit i = 1,2 ist.

Vor dem allgemeinen Beweis zuerst ein Beispiel:

Sei n = 15. Nun gilt: 1 = 46 und —6 = 84 (In beiden Féllen handelt es sich um
Reprisentanten derselben Kongruenzklasse). Fiihren wie eine Addition durch, so
ergibt sich:

14+ (—6)=-5=10=130=46+ 84
Die Auswahl spielt also in diesem Beispiel keine Rolle.
Allgemeiner Beweis: Sei 77 = «} und 73 = 5.
Zu zeigen: 17 + 12 = 7 + 25,. Das heifit: n| (v1 + z2) — (2] + 25)

=A

Bemerkung: In diesem Fall ist alles womit wir arbeiten kénnen n|z; — 2} und n|zy — 5.
Nun gilt fiir A:

Vor.
A=(z1+a)— (i +25) = n-li+n-la=n-(1+1)

Also ist n ein Teiler von A.
Weiter ist zu zeigen: 77 - 73 = 7} - 5. Das heifit n| z; - x5 — 2} - 25
—_————
=9
Nun gilt fiir §:
§ = @1 w2—) -wh =121 70 —T) -T2+ 2] -1y — )T
=0

= (z1—2)) 22+ (va—a))=n-li -2+ -n-lo=n-(l1 -2+ 13- 7))

Also ist n ein Teiler von §.

Beispiele: Sei n = 10:

©e6-9=54=14
e 4.5=20=0
« 7 =313=3
o P30T _ (52)171730 g (—)171730 G—39

Letzte Anderung: 27. Juli 2001 §1: Gruppen
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2.1.27 Satz (I1.1.10)
Es gilt:

(i) (Z/nz,+) ist abelsche Gruppe mit neutralem Element 0. Das additive Inverse zu
a ist —a.

(ii) (Z/nz,) ist eine kommutative Halbgruppe mit neutralem Element 1.

Beweis:
zu (i): Assoziativitit. Zu zeigen: (@ +b) +c=a+ (b+¢).

Def. Def.
Linke Seite: (a+b)+¢ = a+b+c = (a+b)+ec.

Def. Def.

Rechte Seite: a+ (b+¢) = a+b+c = a+(b+c).
Da die Addition in Z assoziativ ist folgt, daff die linke und die rechten Seite dquivalent
sind.

Betrachtung des neutralen Elements: a +0=a+0=a=0+a=0+a
Z
Betrachtung der Kommutativitit: a+b=a+b = b+a=b+a
Def. Z
Betrachtung des inversen Elements: a+—-a = a+(—a) =0

zu (ii): Beweis erfolgt analog.

2.1.28 Eigenschaften von Z/,7:
e (Z/nz,+) ist abelsche Gruppe

— Neutrales Element: 0 =7 = —2n=...

— Inverses Element: — (@) = —a=n—a=...

e (Z/nz,-) ist kommutative Halbgruppe

— Neutrales Element: 1=n+1=—6n+1=...
— Keine Gruppe, da 0-7=0-2 =0 # 1 (Es existiert kein inverses Element fiir
In| >1)

Eine Anmerkung zur Notation: @ —b=a + (—_b) =a —b.

2.1.29 Rechenbeispiele fiir Kongruenzklassen

Sei n = 10. Berechnen Sie 16° — 2" + 22. Nun gilt:

22=2

Setzen wir nun ein, so erhalten wir: 16 -2° +
Sei n = 10. Was ist 9°?

Der schlechte, da aufwendige Weg: 9" = o,
Der gute Weg: 9" = —1". Nun gilt:

{ 1 k gerade

—1 kungerade

—_"

§1: Gruppen http://fsmath.mathematik.uni-dortmund.de/script



Kapitel II: Algebraische Strukturen Seite II-15

2.1.30 Invertierbarkeit von Z/gz

@ ist invertierbar in (Z/,7,-) < 3b€Z/yz:a-b=b-a=1
Sind die Klassen in Z/gz invertierbar?
Element: 0 1 2 3 4 5 6 7
Dazugehériges inverses Element — 1 — 3 — 5 7

Die ungeraden Elemente sind leicht zu berechnen.

Warum gibt es keine inverses Element fiir 2?

Es gilt: 2.7 = 27 = . 7 miifite nun 1 sein. Aber 7 ist gerade, weil 8|y — 2z. Daher
existiert fiir 2 kein inverses Element. Das Argument lif3t sich analog auf alle anderen
geraden Kongruenzklassen in Z/g; anwenden.

2.1.31 Der ggT (a,b)

ggT (a,b) = groRte natiirliche Zahl, die a und b teilt.
Welche Inputs sind méglich: a,b € Z, (a,b) # (0,0).
Definition Teiler: z|ly < Jk =k -x = y.

Anmerkung zur Null:

e 2|0, denn 0 -z = 0, wobei die erste Null £ ist und die zweite Null y.

e Olz=2=0.
Wichtige Eigenschaften des ggT (a,b):

(i) ggT (a,b) =ggT (a,b—a-q) mit a #0,q € Z.
(ii) ggT (a,0) = |al
(iii) ggT (a,b) = ggT (b,a)

Beweise:
Zu (iii): Klar, da a und b symmetrisch in die Definition eingehen.
Zu (ii): Klar, da alle Zahlen Null teilen. Der gréfite Teiler von ¢ und Null ist |a|
Zu (i): Sei d = ggT (a,b), e =ggT (a,b—q-a). dla,b.
Das heift a=z-dund b=y-d=dla,(b—a-q=y-d—(z-d)-g=(y—x-q) - d).
Def.
Das heiftt: dja,a—b-q = d<e.
Nun bleibt zu zeigen: ¢ < d (dann folgt e = d).
Esistb=(b—a-q)+a-gq=(b—-a-q¢)—a-(—q). Also b=>b"—a- (—q).

Hier noch einmal eine Verdeutlichung:

a,b — ab — ab
d < e < d

Division mit Rest: a 20, b=a-q+rmit 0<r <|a|]—1. r=b—a-q.
Nach Eigenschaft (i) folgt: ggT (a,b) = ggT (a,r).

Letzte Anderung: 27. Juli 2001 §1: Gruppen
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2.1.32 Euklidscher Algorithmus

Berechnen Sie den ggT (196,217). Nun gilt:

geT (196,217) = ggT (196,7) ? . 217=196-1+21
=  ggT(196,217) = ggT (196,21)=ggT(21,?) ? : 196=21-9+7
= ggT (196,21) = ggT (21,7) =ggT(7,7) ? 21=7-34+0
= geT (7,21) = ggT(7,0)=7]=7
ggT (a,b) liefert den gréfiten gemeinesamen Teiler von ¢ und b.
Seien a,b € N:
ap ="b-q1 +az 0<a<b—-1
b=az-q2+as 0<az<az—1
az =az-qs+aq 0<as<az—1
ag=as-qa+tas O0<as<as—1
ai—1 = a; - q; +aiy1 0<aiy1<a;—1 a1 #0

a; = Git+1 - ¢iy1 +0
Dann ist a;1 der ggT (a,b).
Der Euklidische Algorithmus liefert =,y € Z mit ggT (a,b) =z -a+y-b.

2.1.33 Beispiel: Berechnung von ggT (471,113)

Es gilt:

471 = 113-4+19

113 = 19-5418

19 = 18-1+1

18 = 1-1840

= ggT (471,113) = 19-18-1

= 19-(113-19-5)-1
= 19-6-113-1

Damit ergibt sich: ggT (471,113) =1

(471 - 113-4) -6 — 1131
471-6 —113-25

=471-6—-113-25

2.1.34 Satz (I1.1.11): Invertierbarkeit in(Z/,z, ')

Sei @ € Z/,z gegeben. Dann besitzt @ ein (multiplikatives) Inverses genau dann, wenn
ggT (a,n) = 1. Aus der Darstellung 1 =z -a + y - n ergibt sich:

Nicht vollstindiger Beweis:

@

T

l=z-at+y-n = 1=z aty n=%-a+ yn =2-a
~—
=0
Also: 1=7-a.
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2.1.35 Erweiterter Euklidscher Algorithmus

ggT (a,b), a1 =a,aa =b. Fiir i > 2:a;,_1 = a; - ¢; + ai1+1 mit 0 < a;41 < |a;| — 1.
STOP: a;11 =0. OUTPUT: ggT (a,b) = a;.
In der i-ten Schleife: ggT (a;—1,a;) = ggT (a;t1,a;). Eventuell: ggT (a,0) = |al.

Hier nun der erweiterte euklidische Algorithmus:

ap = az2-q2+as

a2 = az-q3+aq
ai—3 = G;—2-¢i—2+aij—1
Ai—2 = G;j—1°Qi—1 +a;

ai-1 = a;-¢+0
Aus der vorletzten Zeile folgt:
d=a;=a;—2+ai1-(—qi-1)
Aus der drittletzten Zeile folgt:

d = ai—2+ (ai—s +ai—2- (—¢i=2)) - (—qi—1)
ai—3+ai—2- (1+¢qi—2-qi—1)

Eventuell erhalten wir:

d = a1-r+az-y
= a-z+b-y

Noch eine Anmerkung zur Effizienz des erweiterten Euklidischen Algorithmus

a,b < N = dann l4ft sich der ggT (a,b) in hochstens 2-In N Runden berechnen. Eine
Runde ist dabei eine Division mit Rest.

Annahme N = 10'%°, Nun miissen wir nur noch 2-1n10'%° berechnen um die maximale
Anzahl der Runden zu erhalten:

2-1n10'%° =100-2-1n2 =~ 200 - 2.3 = 460

Man braucht also maximal 460 Divisionen mit Rest um den ggT zweier 100-stelliger
Zahlen zu berechnen.

Behauptung: @-b =1 ggT(a,n) =1
“e l=ax+ny=a-b=1.
“= g.b=1=a-b=1+1-n fiir ein . dla,n = d|l =d = 1.

Letzte Anderung: 27. Juli 2001 §1: Gruppen
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2.1.36 (Z/,z)" ist Gruppe beziiglich der Multiplikation

(IL1.11)
Es gilt: (Z/,z,-) 2 {a|aist invertierbar} = {a|ggT (a,n) = 1}
Nun definieren wir: (Z/,7)" :={@ € Z/,z|@ ist invertierbar}

Beweis:
e Assoziativitit: klar, denn die Multiplikation in Z/,7 ist assoziativ.
e neutrales Element: 1€ (Z/,7)", 1-a=a-1=a.

e Inverses Element in (Z/,7)": Zu @ ist ein b zu finden mit @ - b=b-a=1.
Nach Definition (7 ist invertierbar) 3b mit a-b=0-a = 1.
Nach Definition der Invertierbarkeit ist auch b invertierbar.

e Noch zu zeigen: Multiplikation liefert Verkniipfung auf (Z/,z)" .

(%)

Zu zeigen: a,b sind invertierbar = a-b ist invertierbar.

Beweis von (). Zu zeigen 3¢ mit (6 : 5) -c=c- (6 : 5) =1.

[Uns steht zur Verfiigung: @,b sind invertierbar: @-a7 =a7-@ =1 und E~E:E-E:1]
Es folgt:

@) (@R = @ () =11-1

(a—la)(ag) — (a—l.a).(a.g)zl.lzl

Also = (a7 - b1) = (by - @1).

Bemerkungen:

(i) (Z/.z)" ist eine abelsche Gruppe
(ii) [(Z/nz)"| =: ¢ (n). ¢ (n) ist die Eulersche -Funktion.

2.1.37 Eulersche p-Funktion

Fiir die Eulersche ¢-Funktion gilt:

pm)=][r*>"(0—1) bei n=]]p™
pln

pln

2.1.38 Zusammenfassung von Kapitel (I1.1)
e (Z,+),(Q,+),(R,+) sind abelsch.
e S, mit |S,| =n! ist nicht abelsch fiir n > 3.
o (Z/nz,+) mit |(Z/nz,+)| = n ist abelsch.
o (Z/nz)" mit |(Z/nz)"| = ¢ (n) ist abelsch.
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2.2 Kapitel (II.2): Ringe und Korper
2.2.1 Definition (II.2.a): Ring

Eine Menge (R, +, ) mit zwei Verkniipfungen (“+”: Addition genannt, “”: Multipli-
kation genannt) heifdt Ring, wenn sie folgende Axiome erfiillt sind:

e (R,+) ist abelsche Gruppe
e (R,) ist Halbgruppe
e Die Distributivgesetze gelten: Va,b,c € R:
a(b+c)=ab+ac (a+b)c=ac+be
(ausdriicklich: Nichtkommutativitit von “.”)

Anmerkungen zur Notation:
e Neutrales Element beziiglich der Addition: 0, Nullelement mit
O+a=a+0=a
e Inverses Element beziiglich der Addition: (—a) mit
(—a)+a=a+(-a)=0
e Die Subtraktion ist die Addition des inversen Elements beziiglich der Addition:
a—b:=a+ (-b)

e Neutrales Element beziiglich der Multiplikation (falls vorhanden): 1, Einsele-
ment mit:
l-a=a-1=a

2.2.2 Beispiele fiir Ringe

o (Z,+,),(Q,+,),(R,+,) (aus der Schule bekannt)
e (Z/nz,+,-) (aus der Vorlesung bekannt)

Nachweis, daR (Z/,z,+,) ein Ring ist:
e Additive Gruppe: schon erledigt.

e Multiplikative Halbgruppe: schon erledigt.

e Untersuchung ob die Distributivgesetze gelten:

1. Distributivgesetz:

a-(b+¢)=a-(b+c)=a-(b+c)=abtac=ab+ac=a-b+a-c
Der Trick: Wir fiihren Operationen in Z/,7 auf Operationen in Z zuriick.

2. Distributivgesetz: Das 2. Distributivgesetz gilt, da die Multiplikation in Z kom-
mutativ ist und das 1. Distributivgesetz gilt. [

Einselemet: 1 ist das Einselement in (Z/,7, +,-):

l-a=1-a=a=a- :aT

Letzte Anderung: 27. Juli 2001 §2: Ringe und Korper
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2.2.3 Definition (II.2.b): kommutativer Ring mit 1

(R, +, ) heift kommutativer Ring mit 1 (Einselement) falls gilt:

e (R,+,) ist ein Ring.
e Die Multiplikation ist kommutativ.

e 11 (Es existiert ein Einselement)

Es existiert aber ein kleines Problem: additive und multiplikative “Vielfachheit” eines
Elements:

Sei (H,-) eine Halbgruppe:
Multiplikative Vielfachheit: a" := n-fache Verkniipfung von a mit sich selbst fiir n > 1.
Additive Vielfachheit:

e FirneNa+...4+a =n-a
——
n — mal

oen=0: 0-a=0
€7 eR

encZ,n<0:n-a:=|nl-(—a)= (—a)+...+(—a)

|n|-mal

Es gelten die Vielfachengesetze (friiher: Potenzgesetze siehe (I1.1.7)) in Gruppen fiir
n,m € 7z

n-a+m-a = (n+m)-a
(

n-m)-a

)
—(-a) = a
) = (—a)+(=b)
) = nm-a+n-b, falls a+b=b+a
Die Vielfachengesetze beziiglich der Multiplikation mibt n € N:

a":= a-...-a mit n>1ad°, =1 falls 1e R
N——

n-mal

Es gelten die altbekannten Potenzgesetze beziiglich der Multiplikation:

2.2.4 Satz (I1.2.1): Rechenregeln auf Ringen
Sei (R, +,:) Ring, a,b,c € R. Nun gilt:

(i) a-0=0-a=0

(ii) a-(=b) = (=a)-b=—(a-b), (-a)-(=b) =a-b

(iii) (a—b)-c=a-c—b-c,a-(b—c)=a-b—a-c
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Beweise:
Zu (i): Esgilt : 0-a4+0-a=(0+0)-a=0-a. Nun addieren wir — (0-a) auf beiden
Seiten der Gleichung und erhalten:

0-a+ 0-a+(—(0-a)) = 0-a+(—(0-a))
=0 =0
a-0 = 0

Wir verfahren analog fiir a -0 = 0.
Zu (ii): Es gilt:

a-(=b)+a-(b) = a- ((-b)+b) =a-0=0
=0
a-(b)+a-(=b) = a- (b+(-b) =a-0=0
———

=—a-b.
Wenden wir nun die obige Regel an, so erhalten wir fiir (—a) - (—b):

(~a) - (-b) = [ (~a)] b=a -
Wir nutzen die Tatsache aus, daR — (—a) = a ist. (Siehe Vielfachengesetze).
Zu (iii): Es gilt:

Also folgt: a-(—b) = —a-b. Wir verfahren analog fiir (—a) - b

(a=b)-c=(a+(-b)-c=a-c+(-b)-c=a-c+(-b-c)=a-c—b-c

Wir verfahren analog fiir a- (b—c¢)=a-b—a-c.

2.2.5 Definition (II.2.c): Korper

Bemerkung: R sei Ring mit 1. x € R sei invertierbar wenn gilt: 3y c R:z-y =y-2 = 1.
Voraussetzung: 1 # 0. Die Null ist nicht invertierbar, denn 0-z =0 # 1.
= {z € R|z ist invertierbar} C R\ {0}.

Definition: Eine kommutativer Ring mit 1 # 0 heil’st Kérper, wenn jedes Element in
R\ {0} invertierbar ist (beziiglich der Multiplikation).

Bemerkung (der pathologische Fall): Eine Ring mit 1 =0 < R = {0}.

Beweis:

=" r=x-1=2-0=0

“e” R={0}:04+0=0,0-0=0 ist Ring mit 1 =0.

Von nun an soll fiir alle betrachteten Ringe gelten 1 # 0.

2.2.6 Beispiele fiir Koérper
Beispiele:

(a) (Z,+,-) ist kein Korper, da es inverse Elemente gibt, die nicht in Z enthalten
sind.

(b) (Q,+,) ist ein Kérper. Es ist der kleinste Korper D Z.
(¢) R,+,-),(C,+,-) sind Kérper.
(d) (Z/pz,+,) ist Kérper, wenn p Primzahl ist Beweis siehe (I1.2.2).
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2.2.7 Satz(I1.2.2): (Z/nz,+,-) ist Kérper < n ist Primzahl.

“=” Sein=r-5,1<r,s<n. Esfolgt: n=7-5. Also 7-5=0. Es ist 7 # 0.
Wire T invertierbar, so 3f : -7 = 1. Es folgt: - 6 = {7 -5=1-35 Also: n|s =
:6 =1

Widerspruch zur Annahme 7 =7 -35. Also ist n eine Primzahl.

“<" Schon frither bewiesen: @ ist invertierbar < ggT (a,n) = 1. Betrachtung der
Elemente in Z/,7 = {G,T,...,n— 1}. Fiir a = 1,2,...,n — 1 ist der ggT (a,n) = 1, da n
eine Primzahl ist. Damit ist jedes Element in 7/, \ {0} invertierbar.

2.2.8 Definition (II.2.c): Alternative Definition fiir Kérper

(R, +, ) heiftt Korper :&

(i) (R,+) ist abelsche Gruppe (0 ist neutrales Element)
(ii) (R\ {0},-) ist abelsche Gruppe

(iii) VYa,b,ceR: a-(b+c) =ab+ac

Bemerkung: 1. Definition < 2. Definition

Beweis:

“=" Noch zu zeigen:

(a) Ya,b € R\ {0}: a-b+#0 (Wohldefiniertheit)
(b) Assoziativitit
(c) Einselement

(d) Invertierbarkeit

Zu (a): Angenommen: a-b=0,a # 0. Multiplikation von links mit a~! ergibt:

al-(a-b) = at-0

(™' -a)-
1.

o O O 2

)
b
b =
b

Aber: b =0 ist ein Widerspruch zur Voraussetzung.

Zu (b): klar, weil (R, ") assoziativ.

Zu (c): 1#0,also 1e R\{0}: 1-a=a=a-1

Zu (d): a #0. Zu zeigen: Ib#0mit a-b=1

3b mit a - b =1 nach der 1. Definition. b # 0, sonst a-b=a-0=0# 1.
“<": Selbst oder nie.
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Der Korper C

2.2.9 Griinde fiir ein Studium weiterer Korper:

(a) Q—R:
e Gleichungen l8sen wie zum Beispiel: 22 —2 = 0.
e Lingen in der Geometrie: Nach den Vorstellungen der Griechen sind al-
le Strecken kommensummerable (haben ein rationales Streckenverhiltnis).

Nach Pythagoras ist aber die Hypothenuse eines rechtewinkligen Dreiecks
mit den Katheten der Linge Eins nicht kommensummerable, da die Hypo-

thenuse die Linge V2 hat.
e Kreisumfang: 7. Es gibt keine algebraische Gleichung der Form

ﬂ'k—l—al -ﬂk_l—l—...—&—ak =0
mit o; € Q. Eine andere transzendentale Zahl ist zum Beispiel e.
(b) Endliche Kérper:

e Teilbarkeitslehre (= Kongruenzrelation)
¢ Kodierungstheorie
e Kryptographie

(c) R—C:

e Studium weiterer Gleichungen. Zum Beispiel:

2?41 = 0
2 +4x+9 = 0
227+ 222 4+ 2% — 1 0

2.2.10 Herleitung von C

Angenommen KO R,3i:i2+1=0. RCK = a+ibcKVabeR.
Gleichheit zweier Elemente:
Behauptung: a +bi =a’ + Vi mit a,a’,0,0 eR=a=d',b=1V.

Beweis:
(a—a") = (b —0b)-i | quadrieren
2

Dabher: (a’—a)2:O/\(b'—b)Qz()éa:a’/\

Multiplikation zweier Elemente:

(a+bi)- (c+ di) = a-(c+di)+bi-(c+ di)

[~}

ac + adi + bic + bidi

A+ K

I+

ac + adi + bei + bdi?

A+ K

I+

(ac — bd) +i - (ad + be)
Aus der Annahme R C K, Kérper, i +1=0,i € K folgt: KD {a + bi|a,b € R} ist Ring.
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Behauptung: a + bi # 0 = a + bi ist invertierbar.

Ohne dies jetzt im Detail herzuleiten glauben wir:

N—1 a b .
(a+bi) " = (a2+62_a2+b2 'l>

Beweis:

a b z) _ (a+ bi)-(a—bi) a2 —(bi)° a®+b?

— . = = =1
(12+b2 a2+62 a2+b2 (12+b2 a2+62

o)

= K D {a+ bi|a,b € R} ist sogar Koérper.

2.2.11 Konstruktion von C

C=(R?%+,)
Addition: (a,b) + (¢,d) = (a + ¢,b+ d) (komponentenweise)
Multiplikation: (a,b) - (¢,d) = (ac — bd, ad + bc)

2.2.12 Satz (I1.2.3)
C ist ein Korper:
e Nullelement: (0,0)

e Einselement: (1,0)

e Inverses Element fiir (a,b) # (0,0):

-1 a _ b
(a,0) _(a2+b2’ a2+62)

Beweise: Nachrechnen. Beispiele dazu:

Assoziativitit beziiglich der Multiplikation: Seinen a,b,c,d, e, f € R:
Behauptung: [(a,b) - (¢,d)] - (e,d) = (a,b) - [(¢,d) - (e, f)].

Auf der linken Seite ergibt sich:

[(a,b) - (¢,d)] - (e,d) = (ac—bd,ad+bc)- (e, f)
((ac —bd) - e — (ad + be) - f,(ac —bd) - f + (ad + bc) - €)
= (ace — bde — adf — bef,acf — bdf + ade + bee)
Auf der rechten Seite ergibt sich:
(aa b) : [(Ca d) : (67 f)] = (a7 b) : (ce - df’ Cf + de)
= (a-(ce—df)—b-(cf+de),a-(cf +de)+b-(ce—df))
= (ace —adf — bef — bde, acf + ade + bce — bdf)

Da in R Addition und Multiplikation kommutativ sind, erhalten wir dasselbe Ergebnis
fiir die linke und rechte Seite.

Neutrales Element:

(1,0)-(a,b)=(1-a—0-b,1-b4+0-a) = (a,b)
(a,0)-(1,0)=(a-1-b-0,a-0+b-1) = (a,b)
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Inverses Element:

(ab)-(i ;b) = (a-L—b- b a- b +p. 2 )
’ a2+ 02 a2 + b2 a2 + b2 2+ 02 22 a2 + b2
a’?+b> —a-b+a-b
= (a2+b2’ a2 + b2 )
= (170)
(aQ;jer’ainLbe)'(a’b) B (aQibQ'a_a2+bb2'b’a21b2lb+a2+b52.a>
a’+b> a-b—a-b
= (a2+b2’ a2 + b2 )

= (170)

Nun wollen wir die Lésung der Gleichung: z? + 1 = 0 untersuchen.
Genauer: 3 (a,b) mit (a,b)” + (1,0) = (0,0)?
Das heift: (a> —b>+1,2a-b) = (0,0). Wir erhalten also ein Gleichungssystem in R:

a2-v’+1 = 0
A 2ab

Die zweite Gleichung liefert: a =0 oder b= 0.

Fiir a = 0 ergibt sich: —b> +1=0= b= =+1.

Fiir b = 0 ergibt sich: a? + 1 = 0. Diese Gleichung hat keine Losung in R.
Falls eine Losung vorhanden ist muf gelten: a = 0,b = £1.

Nachrechnen liefert (0,41) als die beiden L&sungen.

Die Gleichung 22 + 1 = 0 hat also genau zwei Lésungen in C.

2.2.13 Einbettung von R in C

Wir konstruieren nun eine Funktion ¢ mit: ¢ : R — C:a~ (a,0).

Eigenschaften von ¢:

pla+b)=p(a)+¢®) ¢a-b)=yp(a) ¢(b)

¢:R—{(a,0)|a € R}, ¢ ist bijektiv.
Stichwort: Isomorphismus.

Beweise (hier nur fiir “”, “4” ist analog):

pla-b) = (a-b,0)
p(a) - p®) = (a,0)-(b,0)=(a-b—0-0,a-0+0-b)= (a-b,0)
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Die geometrische Bedeutung: R? ist eine Ebene:

R R2

| ~ R
(a,0)

Abbildung IT-4: R eingebettet als “z-Achse”

Anmerkung: Bei der “z-Achse” spricht man auch von der reellen Achse.

Nun die komplexe 1 und 0; i und —i im C:

iR C

Abbildung II-5: Komplexe 1 und 0, ¢ und —i im Koérper C
Wichtig: (a,b) = (a,0) + (b,0) - i, da
(a,0) + (b,0)-(0,1) = (a,0)+ (b-0—-0-1,b-14+0-0) = (a,0) + (0,b) = (a,d)

Also folgt: (a,b) — a+ib. Dies ldft sich geometrisch folgendermafien darstellen:

R

|

|

|

|
a

Abbildung II-6: geometrische Darstellung von a + ib

2.2.14 Rechenregeln fiir komplexe Zahlen
e Gleichheit zweier komplexer Zahlen: a +ib=ada' +ib' ©a=a ANb=1
e Addition zweier komplexer Zahlen: (a + i) + (c+id) = (a+c¢)+i-(b+d)
e Multiplikation: (a + ib) - (¢ + id) = (ac — bd) + i - (ad + bc)

a . b

e Inverse Element: a+bi #0 = (a+ib) "' = T
a a

Zusitzlich gilt: 2 = —1
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2.2.15 Beispiele fiir das Rechnen mit komplexen Zahlen

Berechnen Sie alle Losungen der Gleichung z* —4 =0 in C.
Nun gilt:

(me:(ﬂ+nﬂ2:@wamm%2:071+mf:4mf:4ﬁ:f4

Das heifit (1 +i)4 ist eine Losung der Gleichung z* — 4 = 0. Wieviele Lésungen hat
nun die Gleichung 2* +4 =0 in C?
2

2 2
Sei 2* +4 =0, dann (%) +1=0 =

T = +4. Also 22 =2iV 22 = —2i.

2
Anmerkung: > =1= (y+1) - (y—1)=0=y = +1.
T

Aus 22 = 2i folgt: 22 = (1+i)> = (

1+
Aus 22 = —2i folgt: 22 = — (1+14)° ( ) 1i - = +i. Nun gilt:
i
z=i-(l+i)=i—1=-141
\Y x=—i- (l—l—z)

Also ergeben sich folgende Kandidaten fiir Losungen der Gleichung z* + 4 = 0:
+(1+4d),-14+4,1—1

Durch einsetzen und ausrechnen ergibt sich, daf alle vier Kandidaten Lésungen sind.

2.2.16 Satz (II.2.4): Fundamentalsatz der Algebra (ohne Beweis)

Seien n € N, ay, ..., a, € C.
Dann besitzt f () =ao+a;-2' +az- 22+ ... + 2, - 2" mindestens eine Nullstelle in C.

2.2.17 Satz (I1.2.5): Rechenregeln fiir komplexe Zahlen
Seien z,w € C. Dann gilt:

(i) zeR & =z=z

(i) z-z= 2% |2|=Vz -z
iii) z+tw=z+w, z =ZzZ-w
(iii) )
1
(iv) 2#£0 = 22'=-—.%
]
W @A = (S)==
w w

(vi) z=2
Beweise: Seien z=a+i:-b, w=c+i-d mit a,b,c,d € R
Zu (i):

2=z & a+ib=a—-ib <& db=—-ib & b=0 & z€R
Zu (ii):

z-z=(a+ib)- (a—ib) =a? — (bi)> =a®> +b*> =|z]*> da |z\:\/m
|z| = V2 - Z folgt direkt, indem wir die Wurzel ziehen.
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Zu (iii): Fiir die Addition:

z+w = (a+ib)+ (c+id)=(a+c)+i-(b+d)
= (a+c¢)—i-(b+d)=(a—ib)+(c—id)=Z+wW

Fiir die Multiplikation:

z-w = (a+ib)-(c+id)=ac—bd+1i-(bc+ ad)
= ac—>bd—1i-(bc+ ad) = ac — bd — ibc — iad
(a—ib) - (c—id) =(a+ib) - (c+id)=Z-w

(
Zu (v): W#0. (—) T=2.w=% = Behauptung.
w w

Zu (vi): Z=a+ib=a—ib=a+ib=2z

2.2.18 Satz (I1.2.6)
Seien z,w € C. Dann gilt:
@) |z|>0,]2|]=0 < 2z=0
(ii) |2 w| = [2] - [w]
(iii) |z + w| < |z| + |w| (Dreiecksungleichung)

(i) und (iii) folgen aus den entsprechenden Sitzen fiir die Normen im R?.
Beweis zu (ii): Seien z=a+i-b, w=c+i-d mit a,b,¢c,d € R
Nun gilt:

|z-w] = |(a+ib) (c+id)] =]ac—bd+i-(ab+ cd)| = \/(ac— bd)® + (ab+ cd)?
= \/(1202 — 2abed + b2d? + a2b? + 2abed + c2d?
= Va2 + 2 + a?b? + 2d? = Va2 + b2 /A2 + d? = |z] - |w]

2.2.19 Die Polarkoordinatendarstellung komplexer Zahlen

R

|
|
|
a
Abbildung II-7: Polarkoordinatendarstellung komplexer Zahlen

Die Polarkoordinatendarstellung fiir z # 0 ist bestimmt durch (r, ¢).
Dabei r € Ry, ¢ € [0,27]. Es ist r = |z|.

Definition: ¢ = arg (z) (Lies “das Argument von 2”)
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2.2.20 Satz (I1.2.7): Umrechnungsformeln
(i) Sei z € C gegeben durch r € Ry, ¢ € [0,27[. Dann ist z =a+ib=r-(cosp + i - siny)
(ii) Sei z=a+ibe C\ {0} gegeben. Dann ist r = |2| = Va2 + b2, cosp = &, sinp = &

Beweise sollten in der Analysis erfolgen.

2.2.21 Geometrische Bedeutung der Addition in C

Seien z1, 20 in der Form z; = ay + ibx, k = 1,2 gegeben.
Die Adiition in C geht auf die Vektoraddition im R? zuriick.

by +--------
by +-7 . |
|

&/ S

—+ (R —— |
b1 “‘ | :
7% ! [

T I T

a1 ag as

Abbildung I1-8: Vektoraddition im R?

2.2.22 Satz (I1.2.8) Multiplikation in C

Seien zwei komplexe Zahlen in Polarkoordinaten gegeben mit |z;| = 7;-(cos¢; + i - sinp;)
fiir j = 1,2, Dann gilt: 21 - 20 =71 - 79 - (cos (1 + ¢2) + i - sin (1 + p2))

iR C
Z3
~
X
>
g & oz
N
~
Q P2 2
$1
R

Abbildung I1-9: Multiplikation zweier komplexer Zahlen

Beweis: Vorgriff auf die Analysis:

Es gilt:
cos (1 + p2) = oSy - Ccospa — sinpg - sin ps
sin (p1 + 2) = cospi -sinps + sin e - cos Yo
Also gilt fiir z; - 2o:
z1-2z0 = T1-7T2-[(cospr +i-singy) - (cospa + i -sinps)]

= 711719 [(cosp1 - cospa —sin; - sinpa) + 14 - (cos 1 - sin g + sin @7 - cos pa)]

= 7172 (cos (@1 +p2) +i-sin (@1 + 2))
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2.2.23 Satz (I1.2.9): Formel von De Moivre

Ist z=7-(cosp+i-sinp) und n € N, so ist 2" =r" - (cos(n- @) +i-sin(n-¢p)).
Beachte: 7 - oder ¢; + (o ist immer als mod 27 beziehungsweise Modulo 360° zu
verstehen.

In der Analysis: cosp +i-sing = ¢’ (komplexe Exponentialfunktion)
Dann: exp(z +y) =exp (z) -exp (y), 2 =71 -€'? = 2" =" . "
Anwendung: Ziehen der n-ten Wurzel aus einer komplexen Zahl
(Vergleiche Aufgabe ? auf Ubungsblatt 7)

Fazit: 3 Deutungen von C:

(1) (a,b) € R% Niitzlich fiir Addition, Betrag, etc.
(2) a+ib. Niitzlich fiir Rechnungen (i* = —1).

(3) Polarkoordinaten. Niitzlich fiir Multiplikation, Wurzel ziehen, etc.

Warnung: Oft wird geschrieben: i = /—1.
Zum einen: i = {z € C: 2> = —1}. Wenn i = \/—1, so ist auch —i = \/—1, aber i # —i.

Zum Beispiel:
“1=V1-Va=(-1)-(-)=v1=1

Wir erhalten einen Widerspruch.

2.2.24 Definition (I1.2.d): Charakteristik eines Kérpers K
Sei K ein Korper. Die Charakteristik eines Korpers K ist endlich, falls 9n € N, so daf8

nXlg= lg+1lg+...+1g =0k

n — mal
Beispiele:

(a) Die Korper Q,R,C haben keine Charakteristik.
(b) Der endliche Korper Z/,7 = F, hat die Charakteristik p.

|
Allgemein gilt fiir endliche Kérper: char (K) = min{n € N:n x 1x =0k} = Primzahl
Anmerkungen:

e char (K)=1 = 1x1g =0 (pathologischer Fall - geht nicht)

echar(K)=2 = 2xlgx=1g+1lxg=0kx = VYaceKia+a=0 < a=—a.
Ein Beispiel: Z/oz = Fs

e Umgekehrt: Va e K: a+a=0 = char(K)=2
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2.3 Kapitel (II.3): Vektorridume
2.3.1 Definition (II.3.a): Vektorraum:
K sei ein Korper. V = (V,+, ) mit:

e Addition: +: VXV =V

e skalare Multiplikation: - : K x V — V.

Das Tripel (V,+,:) wird als K-Vektorraum (K-VR) bezeihnet.
Nun miissen folgende Axiome erfiillt sein:
(V1) (V,+) ist abelsche Gruppe, das neutrale Element 0 heift Nullvektor.
(V2) Fiir alle v,w € V,a, 5 € K soll gelten (Distributivgesetze)
(a) (a-p)-v=a- (6 v) (Vertriglichkeit der Multiplikation)
b) a-(v+w)=a-v+a-w
(¢) (a+p) v=a-v+0-v
(d) 1-v=vw

2.3.2 Beispiele fiir Vektorrdume

(a) Standard n-dimensionaler Vektorraum:
K" = {(x1,...,2n) : 2; € K} ist K-Vektorraum mit

(wla"'amn)+(y17"'7yn) = (m1+y17"'7'rn+yn)
a-(z1,...,xn) = (ax1,...,axy,)

Nun priifen wir nach, ob die Axiome erfiillt sind:
Abelsche Gruppe (Stichworte):

o Assoziativitét: auf + in K zuriickfiithren
e 0=(0,...,0)
e Inverses Element beziiglich der Addition: — (z1,...,2,) = (—21,...,—2y)

Anmerkung: Man mufd sich von der Vorstellung verabschieden, dafy die Elemente
eines Vektorraums (“Vektoren”) eine Richtung und Linge haben, wie zum Beispiel
der R". Ein Beispiel fiir einen Vektorraum, dessen Objekte keine Linge oder Richtung
mehr haben ist Z/o7.

(b) M # ¢,V ={f: M — K}. Nun miissen Addition und skalare Multiplikation erklért
sein. Deshalb definieren wir:

(f +9)(m)=f(m)+g(m) (a-f)(m)=ca-f(m)
M —K
m +— Ok
Fiir das additive Inverse in V gilt: (—f) (m) = —f(m).
Beweis: Zu zeigen: f+ (—f) = 0v.
Genauer zu zeigen: Ym € M : (f 4+ (—f)) (m) = 0y (m) = Ok.
Def. Def.
Linke Seite: (f+(=f))(m) = [f(m)+(=f)(m) = f(m)-f(m)=0x
Def.
Rechte Seite: Oy (m) = Og. Es folgt die Behauptung.

Fiir die Null gilt: Oy : {
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() M=R,K=R, V={f:R— R}

@ M={1,...,n},K=R, V=A{f:{1,...,n} - R}

Nun gilt: V={f:{1,...,n} = R} ={(x1,...,2z,) : z; € R} =R"™,

Also: f— {z;=f(i),i=1,...,n}. Wir definieren:
(f+9)@)=f@)+g@)  (a-f)@)=a-f()

Ergebnis: {f:{1,...,n} — R} ist Standardvektorraum R". Anstatt R wird auch oft K
verwendet.

(e) R ist auf natiirliche Art und Weise Q-Vektorraum mit:
K=Q +:RxR=R -:QxR=R
Hier nun der Nachweiff in Stichworten:
e (R,+) ist Abelsche Gruppe (klar)
o (a-f)-r=a«a- (B r): Assoziativitit der Multiplikation in R
ea-(r+s)=a-r+a-sund (a+ ) -r=a-r+ (- r: Distributivitit in (R, +,")
e 1.7 =7 (die Eins in R)

2.3.3 Satz (I1.3.1): Rechenregeln iiber Vektorrdumen

Rechenregeln: Sei v € V, a € K. Es gelten:
(i) Ox-v=0v

(ii) A-0v =0v

(iii) A-v=0v = A=0Vv=0v

(iv) (1) -v=—v
(V) A (=) =(=A)v==(A-v)

Die Beweise erfolgen wie in der Ringtheorie.

Hier als Beispiel (i) und (i)
Zu (i): Es gilt:

Ok -v+0k-v = (0gk+0g) -v=0g-v

Nun addieren wir das Inverse zu Ok - v:

(—0x-v) +(0x v+ 0g-v) = (~0g-v)(0x-v)
(—Og -v+0g-v)+ (0g-v) = Oy
Ov-i-(O]K-U) = 0Ov
Ox-v = Ov

Zu (iii): Zu zeigen \-v=0=A=0V v =0.

Sei A # 0. Dann multiplizieren wir die Gleichung mit \~! von links.
=2 (Av)=x"10.

Nun ergibt sich auf der linken Seite: A™' - (A\-v) = (A1 A)-v=1-v=0.
Fiir die rechte Seite gilt: A\™'-0=0

Also = v = 0. Analog ergibt sich A = 0.
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2.3.4 Satz (I1.3.2)

Allgemeines Distributivgesetze

(i) (Z)\l)-v: Ai-v und (ii)A-(Zw)zZ)\mi

i=1

Die Beweise fiir (i) und (ii) erfolgen per Induktion. Fiir den Induktionsschritt gilt:

n n—1 n n—1
=1 =1

i=1 =1

Der Rest des Beweises ist klar, da die Axiome fiir binire Summen gelten.

2.3.5 Definition (I1.3.b): Untervektorraum

U heiftt Untervektorraum von V (Notation: U < V) wenn U beziiglich der Einschrén-
kung der Addition und skalaren Multiplikation ein Vektorraum ist.

2.3.6 Beispiel fiir Untervektorrdume

Beispiele:
(a) U = {z,y, 0} beziiglich der Einschrinkung der Addition und skalaren Multiplikation
ist ein Vektorraum. Damit ist U ein Untervektorraum: U = {(z,9,0) : 2,y € K} < K3

z R?,

X

U =z — y Ebene
Yy
Abbildung II-10: Beispiel fiir einen Untervektorraum

(b) U:={(x,1): 2 € R} CR?

RQ

x
Abbildung IT-11: U im R?

Ist +|y eine Verkniipfung auf U?

Nein, denn (z,1) + (y,1) = (z+ 9,1 +1) = (z +3,2) ¢ U

(C) U := {(w7y) X,y € Z/?)Z; :C?, +y3 = 0} c (Z/3Z)2

Nun wenden wir einen Trick an: Fiir Z/3; gilt: 23 = 2 Vz.

Beweis: Durch Ausprobieren ergibt sich:

0°=0 T1T°=1

Il
|
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Damit ergibt sich fiir U:
U={(z,9) 2,y €L/3z, x +y =10}
Nun gilt fiir z und y: y = —z. Damit ergibt sich endgiiltig fiir U:
U= {(s,~a) : 2 € Z/az)

Abschliefsend miissen wir zeigen, daff U beziiglich der Einschrinkungen von Addition
und skalarer Multiplikation ein Vektorraum ist.

Addition: (z,—2)+ (y,—y) = (x +y,—x+ (—-y)) = ( +y,— (z +y)). Anmerkung: In der
Gruppentheorie haben wir folgende Rechenregel kennengelernt: — (a +b) = —a+ (—b).
Skalare Multiplikation: « - (z,—2) = (- z,a- (—2)) = (- 2, —« - ). Anmerkung: In der
Ringtheorie haben wir folgende Rechenregel kennengelernt: o - (—b) = —a-b = (—a) - b.

Damit gilt:

4+ : UxU—-U
Z/32XU—>U

Alle anderen Axiome sind schon in (Z/gZ)2 erfiillt. Damit ist U ein Untervektorraum.

(d) L sei der Losungsraum des linearen Gleichungssystems:

a;1-r1 + aip-r2 4+ azcrz 4+ ...+ AT, = b

a1 -1 + axp-r2 + axz-r3 + ... + ap-xT, = by

a1 -r1 + a2 + asgz-cwr3 + ... + azp-T, = b3

Am1*T1 + am2-T2 + Gm3-x3 + ... + Gmp - Tpn = bm
Z1,...,Z, sind die Unbekannten. Die q;; sind (bekannte) Koeffizienten des Gleichungs-
systems. (by,...,b,,) ist die Lésungsspalte.

Nun gilt fiir den Lésungsraum:
L(aij,bk): (Ila---;zn)EKH:Zaij'xj:bi
j=1

wobeii=1...m,j=1...n, k=1...m.
Zu zeigen: L (a;j,b;) < K™.

2.3.7 Konstruktion von Vektorrdumen
(a) U1,U; < V=TU;NU; <V. Wir definieren:
U; + Uy := {U1+UQ tup € Ul,UQ EUQ} <V

Warnung: im allgemeinen: U; UUy £ V

(b) Vi1,V;, seinen K-Vektorrdume = V; x Vy = {(v1,v2) : v; € V;} ist K-Vektorraum
beziiglich:

(U15U2)+(Ullavé) = (’U1+’U/1,’U2+Ué)

a-(vi,v2) = (a-vi,a-v9)

Allgemein: U;<V;,=U; xU; <V xVy
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2.3.8 Satz (I1.3.3):

Sei (V,+,) ein K-Vektorraum.
U C V heifst Untervektorraum, wenn gilt:

(i) U#¢

(i) Vu,veU:u+veU
(iii) Vo e K,Vue U:a-ueU
Bedeutung: (U, +,) ist ein Vektorraum iiber K.
Beweis: Selbst oder Buch

Diese drei Kriterien werden im Allgemeinen fiir den Nachweis verwandt. Die anderen
Axiome sind in der Regel fiir U erfiillt, da diese Axiome schon fiir V erfiillt sind.

Es gibt mindestens zwei Untervektorrdume fiir einen Vektorraum V: V<V {0} <V

2.3.9 Beispiele fiir Untervektorrdume und deren Konstruktion

(a) Gegeben sei der R>. Eine Ebene ist gegeben durch E : ax + by + cz = d.
Behauptung: E<R? < d=0

Beweis:

“e= Gegeben: axr + by + cz =0.

Zu Zeigen: (i) — (iii) gelten.

Zu (i): (0,0,0) € E (klar)

Zu (i1): Addition ist abgeschlossen:

Seiar+by+cz=0und azx’ + by + ¢z’ =0& (x,y,2) + (2/,y,2') € E.
Addition der Gleichungen liefert:

ar+by+cz+ar' +by' +cz’=a-(x+2)+b-(y+y)+ec-(z+2)
Also: (z,y,2)+ (2',y,2) € E.

Zu (i4i): Multiplikation mit einem Skalar ist abgeschlossen:
Seiar+by+cz=0und a« e R< - (x,y,2) € E. Nun gilt:

O=a-(az+by+cz)=a-arx+a-by+a-cz=a-(ax)+a-(by)+a-(cz) = a-(z,y,2)€E
(b): Wir befinden uns im R?. Wir betrachten folgende Konstruktion:

Abbildung II-12: Zwei Ebenen im R3

ENFE’ ist eine Gerade durch den Ursprung.
(c): Weitere Konstruktionen fiir Untervektorrdume sind: U; N U,, U; 4+ Uy, Uy x Us.
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(d): Welche Geraden sind Untervektorridume im R3?

Eine Gerade g im R3 sei gegeben durch:

ar+by+cz = d
dx+by+cdz = d

Behauptung: ¢ <R* < d=d =0.
(e): Seien U; = Rv; und U; = Ros.
Nun gilt:
U; + Uy = {ug +ug :u; € Ug,us € Usg}
Hier in diesem Fall gilt: U; + Uy = {avy + fv2 : o, f € R} = Bz 00
Wir spannen also eine Ebene durch den Nullpunkt mit den Richtungsvektoren v; und
vy auf:

Abbildung I1-13: Ebene durch den Nullpunkt mit Richtungsvektoren v; und v

(%)
(f) RxR?={(z,(y,2)) : 2,y,2 € R} = {(w,y,2): 2,9,z € R} =R3
Anmerkung zu (x): Strenggenommen sind die beiden Terme nicht gleich, sie sind aber
so zu identifizieren.

U=R<Rund V = ((a,0) : a € R) <R% Genauer: V= {a-(1,0):a R} =R(1,0).

Y
A%

i

‘ T

Abbildung 11-14: V in der Ebene
U xV = {(z,y,0) : z,y € R} = zy-Ebene im R3.

V4 RB

T

U =2 —y Ebene
Y

Abbildung II-15: U x V in der Ebene
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2.3.10 Erzeugung von Untervektorriumen

Nun wollen wir fiir einen endlichen Vektorraum alle Unterrdume bestimmen:
Sei

V=(Z/xz)" = {(z.y) 2y
_ T

Die trivialen Fille fiir die Untervektorrdume sind: (0,0) und V.

Gibt es weitere Untervektorrdume?

Jeder weitere Untervektorraum von V muff mindestens das Element (6, 6) enthalten.
Also raten wir:

Behauptung: U = {(0,0),(0,1)} seien ein Untervektorraum. Nun miissen wir die
Eigenschaften (i) — (iii) liberpriifen:

Zu (i): {(0,0),(0,1)} # ¢ (Klar)

Zu (ii): Abgeschlossenheit beziiglich der Addition. Es treten drei Félle auf:

(0.0)+ (0,0) = (0,0)eU
0.0)+ (01 = (0.I)eU
@1+ @01 = (@.0)eU

Die Addition ist also abgeschlossen.

Zu (iii) Abgeschlossenheit beziiglich der skalaren Multiplikation. Es treten vier Fille
auf:

0-§G,G§ = (0,0)eU 0-§G,T§ = (0,0)eU

1-(0,0) = (0,0)eU 1-(0,1) = (0,1)eU

Auch beziiglich der skalaren Multiplikation ist U abgeschlossen.

Es folgt: U= {(0,0),(0,1)} < V.

Analog zeigen wir, daR U = {(0,0),(1,0)} <V und U = {(0,0),(1,1)} < V.

Gibt es nun auch Untervektorrdume in V, die nun mindestens drei Elemente haben?:

Sei U <V und [U| > 3. Es gilt: (0,0) € U (Ansonsten ist es garantiert kein Untervek-
torraum). Nun treten drei Fille auf:

1. Fall: (0,1),(1,0) €U =  Auch (I,1) € U (sonst nicht abgeschlossen) = U = V.
2. Fall: (0,1),(1,1) €U = Auch (1,0) € U (sonst nicht abgeschlossen) = U = V.
3. Fall: (T, 6) , (T, T) eU = Auch (6, T) € U (sonst nicht abgeschlossen) = U = V.

Damit haben wir eine Liste aller Untervektorrdume von V gefunden:

(0,0),V.{(0,0). (1,0)},{(0.0), (0. 1)}, {(0.0), (1. 1)}

Diesen Vektorraum kénnen wir auch graphisch darstellen:

0,1) (1,1)

0,00°  °(1,0)

Abbildung II-16: graphische Darstellung von V
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Fiir die graphische Darstellung der Untervektorrdume von V gilt nun:

(0,1) (1,1) | (0,1) oo (1,1)

(0,0)5«..'.,5 * (1,0) (0,0)3-..'........'.:3(1,0)

(0,1) (1’1) 0,1) . (1,1) | (0,1) (1,1)

0.0 10 | (0,0

1.0) | 0.0) “** (1,0

Abbildung II-17: graphische Darstellung der Untervektorrdume

Gegeben: vy,...,v; € V. Suche alle Untervektorrdume U 3 vy, ..., vg.
Es ergeben sich folgende notwendigen Bedingungen:

Aus (iii): Vaq,...,ar € K: aqvy,..., 000 € U

Aus (ii): Vag,...,a, €K: ajv1 + ...+ apup, € U

k
Also: = TUD {alle Linearkombinationen Z%‘Uz}

i=1

2.3.11 Satz (I1.3.4)

k
Gegeben seien vy,...,v; € V. Dann ist {Z av; o €Koi=1,..., k‘} der kleinste Un-
i=1
tervektorraum von V, der die Vektoren vy,...,v; enthilt.

Beweis:

k
Nach der Voriiberlegung geniigt es zu zeigen, dafd {Z v oy €Kii=1,.. ., k} <V

i=1

k
Nun sei: U = {Zaivi ca; €K, i = 1,...,k}
i=1
Wir miissen die Eigenschaften (i) — (iii) liberpriifen:
Zu (i): U#¢,denn vy =1-v1+0-v24+...40-v, €U
Zu (ii): Abgeschlossenheit beziiglich der Addition:

k

k k k
Zaivi + Z@'Ui = Z (av; + Bivi) = Z (i +Bi)-v; €U
im1 i1

=1 =1

Zu (iii): Abgeschlossenheit beziiglich der skalaren Multiplikation:

k k k
a-ZaiUi:Za-(aivi):Z(a-ai)wi eU
i=1 i=1

i=1

Da alle Eigenschaften erfiillt sind ist U < V. Die anderen Axiome sind schon in V
erfiillt und iibertragen sich damit auf U.
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2.3.12 Definition (IL.3.c): Spann und Erzeugendensystem

k
(i) (v1,...,v,) wir definiert als (vy,...,v;) = {Z QU T ...y € K}
i=1

(v1,...,v) ist der von v1,...,v; erzeugte oder aufgespannte Vektorraum oder
Span (v1,...,vk).
(ii) Ist U = (vy,...,v): U wird von vy, ...,v; erzeugt oder aufgespannt. vq,...,v; wird

als Erzeugendensystem von U bezeichnet.

2.3.13 Beispiele fiir Spann

Gerade im R?*: gp, = P+R-v =P+ (v).

Ebene im R?: Ep,, ,, = P+ Ru; +Rug = P+ (v, v9).

Man nennt ein solches System: Affiner Unterraum des K": P+ (v1,...,v;).

Nun ist es oft gefordert fiir einen Untervektorraum ein Erzeugendensystem zu finden.
Hier nun eine Beispiel:

Gegeben sei K und U = {(z1,...,z,) € K" : a121 + ... + apz, =0} <K".

1. Fallq; =0,i=1,....n = U=K"=/(ey,...,e,) mit e; =(0,...,1,...,0) wobei die

n
1 an der i-ten Stelle steht un (z1,...,2,) = inei
=1

2. Fall: ein a; # 0, etwa a1 # 0. Nun gilt:

a1 +...+apnx, =0 & T1=—""29—...— —Ip
ai ai
as Q.
& (T, Tn) = (@2 — o T, T2, Ty
ai 1
Nun gilt:
az an
(X1, . &) = ——Xg—...— —Tp,To,...,Tn
aq al
a2 ag
= xo | ——F22,1,0,...,0 ) +23- | ——23,0,1,0,...,0
ai ai

+x; - (_&xl)71770) + Ty - (_a_nwn50771)
aiq ai

o, ., xn €K a::azg-(—@,Lo,...,0)+...+xi-(—ﬁxi,...,1,...,0)+xn-(—a—"xn,0,...,1)
a a

ai 1

Damit: 2 ¢ U &

Also: U:<...,(—ﬂ 0,...,1,...,0),...> fiir i = 2,...,n sind Lésungen, denn

a;’
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2.4 Kapitel (II.4): Basis und Dimension
2.4.1 Ziel dieses Paragraphen: Haupsatz fiir Basen

Der Hauptsatz fiir Basen lautet:

(i) Jeder endlich erzeugte Vektorraum hat eine Basis.
Das heifst: jeder endlich erzeugte Vektorraum besitzt ein linear unabhingiges
Erzeugendensystem.

(ii) Je zwei Basen haben dieselbe Linge (Anzahl der Vektoren)

2.4.2 Definition (II.4.a): Lineare Unabhingigkeit von Vektoren

v1,...,0, heilen linear unabhingig, wenn gilt:
k
Val,...,akGK:Zaivi:O = aj=ay=...=a=0

i=1

2.4.3 Definition (II.4.b): Basis

k
v1,...,v; heiflen eine Basis von V& V= (vy,...,0) = { E Q;V;
i=1

:OéiEK}.

Dabei sind v, ...,v; linear unabhingig.

2.4.4 Beispiele fiir Basen

(a) K™ hat die Standardbasis {ey,...,e,} mit e; als dem i-ten Einheitsvektor. Der i-te
Einheitsvektor hat als i-te Komponente eine Eins und ansonsten Nullen: (0,...,1,...,0).

Ein Vektor z ldft sich dann darstellen als © = (z1,...,z,) = z1€1 + ... + z,€,.
(b) R? hat die Basen {ej,e>} und {(1,1), (7000163, —14201660)}.

Zu zeigen: Va,b: (a,b) = - (1,1) + 8- (7000163, —14201660). Wir miissen also folgendes
Gleichungssystem l6sen:

= a-143-7000163
b = «-1+4+0-(—14201660)

n

(c) Sei U = {z| Zaizi = O} mit a; #0. U= (ug,...,u,), also uy,...,u, sind ein Erzeu-

i=1
gendensystem von U.
Behauptung: us,...,u, sind linear unabhingig.
Beweis: Sei asus + ...+ ayu, = 0.

n

Wegen der Gestalt von u; folgt: Z a;u; = (%, a9,...,a,) wobei * irgendeinen Produkt

i=1
ist. Also:

n
g agu =0 = a=az3=...=a,=0
i=1
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2.4.5 Basen und Dimensionen

Familie von Vektoren : (v;),.;, wobei I eine (Index)menge ist: /| — V,i > v;. Nicht
notwendigerweise: v; # v; fiir ¢ # j. vi,...,v, sind eine endliche Familie, das heifst
{1,...,n} =V, i— v,

Notation (F): Bisher (vy,...,v,). Auf Ubungsblatt 9 zu zeigen: (E) C V. Allgemeinste
Verwendung: E = (v;),.; Familie von Vektoren. (E) = der kleinste Untervektorraum
von V, der alle v;,i € I enthilt.

Existenz: In der Vorlesung: Existenz von endlichen Familien gezeigt. Auf Ubungs-
blatt 9: Fiir beliebige Familien:

(E) =< Y A\w;|JCI,J endlich, )\; € K
jeJ
Basis von V: Familien von Vektoren mit

(i) v1,...,v, sind linear unabhingig
(i) (viy...,on) =V

Bemerkung: Aus (i) folgt: r #s = v, #vs
Beweis: Sei v, = v; mit r < s.
Also existiert eine nicht triviale Darstellung der Null:
0=0-v14+...40- v, 14+1- 0,40 -vpp1+...+0-v51+(=1)-vs+0-v541+...+0-0v,
Wir erhalten einen Widerspruch zur linearen Unabhéngigkeit.
Nun noch eine Notation der Linearkombination: Z)\jvj:
O-vi+A-v2+A3-v34+0-v4=2~A2-v2+ A3 03
Beide Terme sind eine Linearkombination von vy, ...,vs, wobei alle Faktoren mit A\; =0
auf der rechten Seite weggelassen worden sind.
Lineare Unabhingigkeit:
v1,...,U, sind linear unabhingig <& Vi=1...n:v;¢ (U1,...,0i—1,0i41,---,Un).
Fiir n = 2: v1,v; sind linear unabhiingig < v; ¢ Kuy und vy ¢ Kuy.
Anmerkung zur Notation: Um Schreibarbeit zu sparen sind Aquivalent:

(U1« e oy Vim1, Vi 1y e v o5 Un) = (U1, ooy Vi1, D4y Vi 1y« -+ 5 Up)
Der Vektor, der nicht Element des Erzeugendensystems ist wird mit einem Dach
bezeichnet.
Beweis: Angenommen v; € (V1,...,0;—1,0i,Vit1,.-.,Vpn)
“=7: Zu zeigen
Vi = AU A F N 1Vie1 F A1 Vi U,
= 0 = Mur+...+ X101+ (1) v + Aip1vigr + .- F o,

Also muff mindestens ein )\; # 0 fiir j # /. Dies ist eine Widerspruch zur Vorausset-
zung, daff die Vektoren linearen Unabhingigkeit sind.

“e: Sei Z Aiv; = 0 wobei ein \; # 0. OE: \; # 0 (Ansonsten sortieren wir um). Dann
i=1

n

A1 + i)\lvl =0 = v = Z (i\—i) V;

=2 1=2

Also vy € (vg,...,vp)
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2.4.6 Hauptsatz (I11.4.1)

Sei V ein endlich erzeugter K-Vektorraum. Dann gelten:

(1) V besitzt eine Basis

(2) Je zwei Basen haben dieselbe Linge (Sprich: dieselbe Anzahl von Vektoren)

Beweis: Voraussetzung: V = (vy,...,v,). Konstruktion einer Basis aus v1,...,v,.
Erste Konstruktion: (Idee: behalte Erzeugenden-Eigenschaften):
Nun unterscheiden wir zwei Fille:

1. Fall: vy,...,v, sind linear unabhéngig: Fertig, da wir Basis damit haben.

2. Fall: vq,...,v, sind linear abhingig. Das heifst 0 = Z Av; wobei nicht alle \; # 0.

Dann vy € (va,...,0n) = U1,...,Un € (V2,..., V).

(wy,...,wg) ist der kleinste Unterraum > wy,...,wy

= V={(v1,...,0,) C{vg,...,0,) CV = V={(vg,...,0p)

Iteration liefert ein Teilsystem v; ,...,v; von vy,...,v, mit den Eigenschaften:

° V:<'Ui1;---;'UiT>

e v; ,...,v; sind linear unabhingig, das heif3t Basis

T

Achtung: r = 0 kann auftreten. Das heiftst V = {0}.

2.4.7 Satz (I1.4.1.a): Basisauswahlsatz

In jedem Erzeugendensystem ist eine Basis erhalten, die man durch sukzessive Eli-
mination von Vektoren erhalten kann. Eliminiert wird mittels einer nicht trivialen
Darstellung der Null. (siehe oben: Fall (2))

Zweite Konstruktion: (Idee: behalte Eigenschaft der linearen Unabhéngigkeit)

Sei By C {v1,...,v,} eine linear unabhingige Teilfamilie. Eventuell kann sein: B, = ¢.
Es gibt maximale Teilfamilie B von vy, ..., v, mit:

(i) B ist linear unabhéngig
(ii) By C B

Beweis:

Zu (i): lineare Unabhingigkeit: klar, da nach Voraussetzung B linear unabhingig.
Zu (ii): (B)=V.

Zu zeigen: vy,...,v, € (B): = V=(v,...,u,)C(B)CV = (B)=V

Nun betrachten wir v;. Wir unterscheiden zwei Fille:

1. Fall: v, € B = v; €(B)

2. Fall: v; ¢ B, dann ist B U {v;} eine echte gréfere Teilfamilie von vy,...,v,. Nach
Wahl von B ist BU{v;} linear abhingig, das heifit es gilt : 0 = Z AV + pv; wobei nicht

veB
alle Koeffizienten gleich Null sind.

Angenommen: ;= 0, dann 0 = Z Ayv. Nun folgt aus den Eigenschaften von B und

veB
der linearen Unabhingigkeit: )\, = 0, dafy heifdt: alle Koeffizienten sind gleich Null.

Dies ist eine Widerspruch zu unserer Annahme. Also: fiir n1 =0 = v; €(B)
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2.4.8 Satz (I1.4.1.b): Basiserginzungssatz

Hier zwei Fassungen des Basisergidnzungssatz:

(i) Ist By eine linear unabhingige Familie, F ein endliches Erzeugendensystem von
V, By C E, dann 143t sich Bj innerhalb von F zu einer Basis erginzen.

(ii) Sei V ein endlich erzeugter K-Vektorraum und Bj eine linear unabhingige Fa-
milie, dann 14f3t sich B, zu einer Basis von V erginzen.

Beweis: (i) = (i):

Sei V = (v1,...,v,) nach Voraussetzung, wihle Familie By, v1,...,v, =: E.

Dann offenbar: By C E,(E) = V.

Hier eine Beispiel im R*:

thauptung: (1,2,0,4),(3,0,4,6),(0,117,2133,-6),(0,0,1,4),(6,7,8,0), (1,2, 3,4) erzeugen
R*.

Die lineare Abhingigkeit sagt aus:

AM+3XA+0A34+0+6X5+X = 0

AN] + 62+ —6A3+4XNs + 05 +4h¢ = O

Wir erhalten als ein Gleichungssystem mit 4 Gleichungen und 6 Unbekannten.

Nachrechnen liefert, daft wir die Vektoren (0,0,1,4) und (1,2,3,4) eliminieren kénnen.
Die anderen 4 Vektoren ergeben eine Basis.

Konstruktion eines Erzeugendensystem fiir R* nach Satz (I.4.1.b):
Gegeben seien die linear unabhingigen Vektoren (1,704,603,502) und (2,401, 300, 199).

Auf jeden Fall: Die vier Einheitsvektoren (1,0,0,0),(0,1,0,0),(0,0,1,0),(0,0,0,1) sind
ein Erzeugendensystem fiir den R*.

Nachrechnen liefert:
(1,704,603, 502), (2,401, 300,199), (1,0,0,0),(0,1,0,0) ist eine Basis im R* .

Fiir den Beweis des Satzes (I1.4.1.b) brauchen wir den Austauschsatz von Steinitz:
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2.4.9 Satz (II.4.1.c): Austauschsatz von Steinitz

Sei B eine linear unabhingige Familie von Vektoren in V.

Dann gibt es zu jedem v € B ein w € E, so da (B \ {v})U{w} wieder linear unabhingig
ist.

Beweis: Wihle v € B, weil (F) =V gilt:
V=ANU1+ ...+ ApUp

Zu zeigen: Es gibt ein i: (B\ {v}) U {v;} ist linear unabhéngig.

Beweis durch Widerspruch: Angenommen Vi: (B\ {v}) U {v;} ist linear abhingig,
daraus folgt analog zum Beweis der 2. Konstruktion: v; € (B\ {v}), Vi. Daraus:

U:Z)\iUiE<B\{U}> und v:Z)\w-w

wv
weB

Dies ist ein Widerspruch zur Annahme der linearen Unabhéngigkeit.
Folgerung: B, B; sind Basen von V. = |By| = |Bs|.

Beweisschema: Zunichst: |B;| < |By|. Dito: |Bs| < |Bi| = |Bi|=|Ba|.
Sei By :={v1,...,v:}, By i={wq,...,ws}.

Nun wenden wir den Austauschsatz mehrfach an.

B ist linear unabhingig, B, sei ein Erzeugendensystem.

Nun ersetze v; durch einen passenden Vektor w;. OE: i = 1, ansonsten sortieren wir

um.
Dann: By = {wi,vq,...,0v,} ist linear unabhingig und B, ist eine Erzeugendensystem.
Nun v, ersetzen durch w;. i = 1 ist unmoglich, da ansonsten wi,w;,vs,...,v, linear

abhingig sind.

Also i > 2. OE: i = 2, dann By = {w;,wa,vs,..., v} ist linear unabhingig und B; ist ein
Erzeugendensystem.

Sukzessive werden v, ..., v, durch r verschiedene Vektoren aus B, ersetzt, daher r < s.
Dito: s <r. Also r = s.

Als Konsequenz aus den drei Sdtzen ergibt sich (schon gezeigt):

o Existenz einer Basis

e Gleichmaichtigkeit von Basen

2.4.10 Definition (IT.4.c): dim (V)

Sei V endlich erzeugter Vektorraum. Die Dimension von V: dim (V) := |B|, wobei B
Basis von V ist.
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2.4.11 Konsequenzen aus dim (V) := |B|

Als Konsequenzen ergeben sich:

(i) dim (V) =n, wobei vy,...,v, linear unabhingig =  v1,...,v, bilden eine Basis
(ii) Basen = minimale Erzeugendensysteme

(iii) Basen = maximal unabhiingige Familien

Stichworte zu den Beweisen:

Zu (i): vi,...,v, sind linear unabhingig. Nach dem Basiserginzungssatz folgt, daf}
v1,...,0, zZu einer Basis erginzt werden kann. Nach dem Austauschsatz folgt unmit-
telbar, daf} v, ..., v, eine Basis sind, also eine Erginzung nicht notwendig sind.

Zu (ii): B sei eine Basis. Aus der Definition der Basis folgt: B ist Erzeugendensystem.
Sei By C B und B( Erzeugendensystem.

Zu zeigen: By, = B.
Sei By C B. Es existiert ohne Einschrinkung v; € B\ By

V1 = AU + ...+ v, mit UQ,...,’UTEB()

Daher sind vy,...,v, linear abhéingig. Dies ist eine Widerspruch zur Eigenschaft der
Basis.

Es folgt, daff B ein minimales Erzeugendensystem ist.
Bisher haben wir bewiesen: B ist minimales Erzeugendensystem.
Es bleibt zu zeigen: Ein minimales Erzeugendensystem ist Basis.

Sei E ein Erzeugendensystem, dann existiert B C E, B sei Basis (nach Basisauswahl-
satz). B ist Erzeugendensystem, E war minimal = B =E. Also ist E Basis.

Zu (iii): Analog zu (i)

2.4.12 Anwendung:

(i) dim(K") =n, B :={ey,...,e,} Basis von n-Vektoren (Standardbasis).
v1,...,v, seien linear unabhingig = vj,...,v, ist Basis von K" (mittels Basi-
serginzungssatz, Standardbasis, Satz (I11.4.1.b))

n
(ii) lineares Gleichungssysteme Z azr; =0 fliri=1,...,n
j=1
Losungsmenge ist Untervektorraum des K” = L. Spéter: L Basis von vq,...,v,
mit r < n:

L = {il)\ﬂ}z)\l GK}

2.4.13 Darstellung durch Basen

v1, ... U, sel eine Basis, v € V. Nun ldfit sich v als Linearkombination darstellen:

v:Z)\ivi fiir gewisse Aj,..., A\, € K

i=1

§4: Basis und Dimension http://fsmath.mathematik.uni-dortmund.de/script



Kapitel II: Algebraische Strukturen Seite I1-47

2.4.14 Satz (I1.4.2)

Die Darstellung von Vektoren beziiglich einer Basis ist eindeutig.

Beweis: Sei v dargestellt durch: v = Z)‘ivi = Z,uivi
i=1 i=1

Zu zeigen \; = p; Vi.

Sei ein \;, # ui,. Nun gilt:

zn:)\ivi = zn:,u/ivi < zn:)\ivi _zn:,uivi =0 <& zn:(/\z — i) v =0
i=1 i=1 i—1 i—1 i=1

Fiir einen Koeffizienten, i = iy, ist die Summe der \, y nicht Null. Damit erhalten wir
einen Widerspruch zur linearen Abhingigkeit.

Hier nun ein anschauliches Beispiel fiir den R3:
Sei v gegeben durch: v =v; +2v3 —3v3 und v=v; +2,1 v —4vs

Subtrahieren wir die beiden Gleichungen, so erhalten wir:
0 = 0,1"1}2+(—1)'U3

Damit erhalten wir einen Widerspruch zur linearen Unabhingigkeit.

Formale Konsequenz: Gegeben sei ein K-Vektorraum mit den Basis vq,...,v,. Dann
n

ist ein Vektor durch genau einen n—Tupel eindeutig darstellbar:v = Z AiU;
i=1

2.4.15 Bemerkungen zu nicht endlich erzeugten Vektorrdumen

1. Existieren Sie? Ja!

R ist ein Q-Vektorraum:

e (R,+) ist abelsche Gruppe
e QxR —R: (a,v) — a-v (skalare Multiplikation)

(a-B) -v=a-(3-v) (Assoziativitit)
e (a+f) v=av+pv,a-(u+v)=au+av,und 1-v=v

Aber R ist nicht endlich erzeugt.

Angenommen: R wire als Q-Vektorraum endlich erzeugt. Dann hitte R eine Q-Basis
V1,...,Vn, dann gibe es eine Bijektion R>Q". Aber Q" ist gleich méichtig wie Q (nach
Cantor), dann folgt: R>Q (gleiche Méchtigkeit von R und Q). Wir erhalten einen
Widerspruch zu Cantor. Also ist R nicht endlich erzeugter Q-Vektorraum.

Gibt es nun einen Korper jenseits von C, wobei R C C C K? mit dimcK < oo.
C={a+1ib:a.be R}, wobei 1,i ist R-Basis.

Es gibt solche K nicht, da man zeigen kann, daf} eine Kugeloberfliche “Lécher” hat,
da man bestimmte Kurven nicht zusammenziehen kann.

2. Haben auch nicht-endlich erzeugte Vektorrdume Basen?

Sei (v;)

el Basis:

(i) jeder Vektor ist eine endliche Linearkombination von einigen der v;.

(ii) je endlich viele v; sind linear unabhingig (im bisherigen Sinne)
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2.4.16 Mengentheorie: Zermelo-Fraenkle

Zur Mengentheorie nach Cantor lassen sich Widerspriiche konstruieren:
Wir betrachten die Menge M aller Mengen, die sich nicht selbst enthalten:
M :={m|mMenge, m & m}

(1) Annahme: M enthélt M als Element (M € M). Dann ist nach Definition M ¢ M.

(2) Annahme: M enthilt sich nicht als Element (M ¢ M). Also erfiillt M die gefor-
derte Eigenschaft und ist somit in M enthalten

Ausweg aus diesem Dilemma: Einschrinkung des Mengenbildungsprozefs.
Das System, das am héufigsten angewendet wird ist das von Zemelo-Fraenkle (ZF).
Aber aus ZF folgt nicht, daff jeder Vektorraum eine Basis hat.

Zum Gliick folgt aus ZF 4+ Auswahlaxiom: Jeder Vektorraum hat eine Basis.

2.4.17 Satz (I1.4.3)

Sei dim (V) =n, U < V, dann gilt:

(i) U ist endlich erzeugt, dim (U) < dim (V)
(ii) dim(U) =dim(V) & U=V

Beweis:
(i) Seien uy,...,u; € U linear unabhingig. Dann k < n (folgt aus Basiserginzungs-
satz). Sei k maximal mit dieser Eigenschaft, das heifst: u;,...,u; ist ein maximales

unabhingiges System in U (Warnung: “Basen = maximal unabhingige Familien” ist
hier nicht anwendbar, weil wir noch nicht nachgewiesen haben, dafl U endlich erzeugt

wird). Sei v € U und v # uq,...,u;. Somit ist © Linearkombination von uy, ..., u:
k
u = Z )\lul
i=1
Wegen der Maximalitit sind uq,...,u;,u linear abhiingig. Das heifdt: es existiert eine

nicht triviale Darstellung der Null:

k
0= ity + pu

i=1
wobei nicht alle Koeffizienten Null sind.
Es folgt: Fiir y # 0 ist © Linearkombination von wuq, ..., ug.
Also zusitzlich: uq,...,u; erzeugen u = uq,...,u; sind eine Basis.
(ii) “<": klar
“=" dim (U) =dim (V) =n. uq,...,u, sind eine Basis von U. Nach (i) folgt unmittel-
bar: uy,...,u, sind eine Basis von V= U = V.
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2.4.18 Satz (I1.4.4): Dimensionsformel fiir Unterrdume

Sei V endlich dimensionaler Vektorraum und seien U;, U; Untervektorrdume, dann
gilt:

Hier ein Beispiel fiir den R?

Sei U; eine Gerade durch den Nullpunkt, U; eine Ebene durch den Nullpunkt.

Wir unterscheiden zwei Fille:

1. Fall:

z

Abbildung II-18: 1. Fall: Die Gerade liegt in der Ebene

Die Gerade ist in der Ebene enthalten: U; C U,

Nun gilt: U, NUy=U; und U;+Uy;=0,

Damit ist die Dimensionsformel fiir Untervektorraume erfiillt.
2. Fall:

Yy R3

z

Abbildung I1-19: 2. Fall: Die Gerade schneidet die Ebene nur im Nullpunkt

Nun gilt: U, SZ Uy, U NU; = {0}

Aber: R®DU; +U, D (v1,v2,v3) = R3, wobei v; der Richtungsvektor der Geraden und
vg,v3 die beiden Richtungsvektoren der Ebene sind.

Damit ist die Dimensionsformel fiir Untervektorrdume auch in diesem Fall erfiillt.

Fiir den Beweis haben wir nun folgendes Schema im Kopf:

U, + U\
U,
/

U;NUy

U,
Abbildung II-20: Schema fiir den Beweis von Satz (11.4.4)
Beweis: Sei uq,...,u; eine Basis von U; N U;. Nun erginze uj,...,u; zZu einer Basis

ULy ...y Uk, V1,--.,U von Uj. Zudem ergénze uq, ..., u; zu einer Basis uqy, ..., ug, Wy, ..., Wy,
von U, (Ergidnzungen mittels Basisergdnzungssatz)
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Behauptung: ui,...,ux,v1,...,0,W1,. .., W, ist eine Basis von U; + Uy
(Nach der Formel ergibt sich fiir die linke Seite: k + (k+ [+ m) und fiir die rechte
Seite: (k+1) + (k+m))

Beweis: Erzeugendensystem v = z; + 2o mit z; € Uj.

Sei:
k 1
z1 = E )\zuz + E HjUj
i=1 j=1
k m
z2 = E Aiu; + E PrW
i=1 k=1
Es folgt unmittelbar, daf8 z; + 25 Linearkombination von ui,...,ug, v1,..., 0, Wy, ..., Wn,
ist. 21+ 290 € (U1, .oy Uky V1, oo, UL, W, ey Why)

Noch zu zeigen: Lineare Unabhingigkeit. Sei

k l m
=1 =1 k=1
;,_/ ;/—/ ——

u v w

Nun ist zu zeigen: Alle «;, 3;, v, sind gleich Null.

Wir wissen:

U + v 4+ w = 0
~— —~ —~
U; NU,y U, U,
Also gilt:
w=—u—v €U NUy
da u,v € Uj.

Es ergibt sich:

m k
w = § YrWy = E 6sus =u
r=1 s=1

Bringen wir nun beide Terme auf eine Seite, so erhalten wir eine nicht triviale Dar-

stellung der Null:
m k
ZFYTU)T - 255u5 =0
r=1 s=1

Weil u,,w, eine Basis von Us bilden folgt: Alle Koeffizienten sind gleich Null und
damit insbesonders alle ~, sind gleich Null.

Einsetzen in die Ausgangsgleichung liefert:
> ot Y Bu; =0
i J

Weil u;,v; eine Basis von U; bilden, folgt, dafi alle Koeffizienten «;, 3; = 0 sind.

Damit: dim(U;+Uy) = k+1+m = (k+1) + (k+m) — | = dim(U,;) + dim (U,) —
dim(U1 ﬁUQ)
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2.4.19 Anwendung auf lineare Gleichungssysteme

Ein lineares Gleichungssystem ist von folgender Gestalt

ay1 - L1 + + A1np * Tp =0

asi-r1 + ... + aoprrn, = 0

Am1 1 + ... + amn-Tn = 0
Gegeben sind alle a;; € K, gesucht sind z1,...,z,.

Wir kénnen einen Lésungsraum angeben:

L= (xl,...,xn)EK”:Zaijmj:O wobei i=1,...,m

j=1

Der Losungsraum ist auch auf die folgende Art darzustellen:

L:ﬂ (I1,---,$n)€K"SZaij'$j:0
i=1

J=1

= U4
Hier noch eine kleine Auffrischung: a1 -z1+...+a, -2, =0
OBdA: Sei a; # 0, dann 143t sich x; als LK von z,,...,z, darstellen: x; = Z Y T

a
=2 1!

Daraus folgt unmittelbar: (z1,...,2,) = ij - (—ﬁ, 0,...,0,1,0,..., 0) wobei die 1 an
ai
der j-ten Stelle steht. Also:

(@1 tn) 2 Y a2 =0 <...,<ﬂ,o,...,o,m,...,o),...> mit j=2...n
p
=1

K2

Fiir die Dimension des Lésungsraumes gilt:

dim (xl,...,xn):Zai-mizo =n—1 fallsa; =0
j=1

Sind alle a; = 0 so folgt unmittelbar, daf {x : Z a; - T; = O} = K" wobei der K" natiir-
i=1

lich n-dimensional ist. Wir kénnen also Aussagen iiber die Dimension des Lésungs-
raumes machen.

Wihlen wir m = 2 so gilt:

L = LiNnke
dim(L) = dim(L,)+dim(Ly) —dim(L; +1Ls)>(n—-1)+(n—1)—n=n—2
Damit kénnen wir eine Aussage fiir m = 3 treffen:
L = (LinLy)NLs
dim (L) = dim(L;NLy)+dim(L3)+dim(L; NLy+Ls)>(n—2)+(n—1)—n=n—3

Per Induktion nach m folgt: dim (L; NLaN...NL,,) >n—m

Die interessanten Fille sind: m < n —1 = dim(L) > 1 (In diesen Fillen haben wir
mindestens eine Gleichung weniger als Variablen)
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2.4.20 Studium von Unterrdumen

Gegeben seien U;, Uy mit U; N U, = {0}. Hier ein anschauliches Beispiel fiir den R3

I. U; ist der R3, Uy = {0} y

Abbildung II-21: 1. Beispiel fiir Untervektorrdume

II. Sei U; eine Ebene und U, eine Gerade, wobei U; ¢ U; (Die Gerade ist nicht in

der Ebene enthalten) U
2

U,

Abbildung I1-22: 2. Beispiel fiir Untervektorriume

Andere Untervektorrdume: R?® C Uy, Us,, dim (U;) >2

Behauptung: dim (U; NUz) > 1

Beweis: dim (U; NUsz) > dim (U;) +dim (Uy) —dim (U; +Uz) =2+2-3=1

Sei dim (U; N Uy) = 2, dim (U;) =2

Behauptung: == U; = Uy, Dazu: Ist U<V und dim(U) =dim(V) = U=V

2.4.21 Satz (I1.4.5)

Seien U;,U; < V, wobei U; # U,. Folgende Aussagen sind dquivalent:
(i) U;NnU; ={0}
(ii) dim (U; + Uy) = dim (U;) + dim (Uy)
(iii) O=wu; +uzy s €Uy = up =u2 =0
(iv) Jedes v € U; 4+ Us hat eine eindeutige Darstellung der Form v = uy +u2 mit u,; € U;

Beweise:

(1) = (i7): Dimensionsformel: dim {0} =0

(19) = (i4i): Angenommen: 0 = u; + ug, ein u; # 0 (nicht beide u; kénnen Null sein).

Damit sind beide u; ungleich Null: uw; = —us # 0. u; € U, da u; = —us # 0 = u; €

U; = U; N Uy # {0} = dim (U; NUsy) > 1. Damit erhalten wir einen Widerspruch zur

Annahme: dim (U; + U;) = dim (U;) 4 dim (U,)

(791) = (iv): Annahme: Sei v = u; + ug = v} + u, wobei u;,u; € U;. Zu zeigen: u; = uf,

up =uh. Esgilt: 0=v—v=us +us —uf —ub= (u1 —u}) + (uz—uh) . Nach (iii) folgt:
——— ——

-
e U, c U,
up = v} und ug = ub.
(iv) = (i) Seiv e UyNUaund 0= v Jr(;i)_)/.OEUlnLUgundO: 0o, + 0 .
c U; € U,y c U; c U,

Da es nur eine eindeutige Darstellung gibt, folgt: v = 0.
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2.4.22 Definition (I1.4.d): Komplement eines Untervektorraums
U, heifit Komplement oder komplementérer Vektorraum zu U; < V, wenn gilt:
U2<V, UlmUQZ{O}, U;+U0, =V

Achtung: Die Definition unterscheidet sich von dem Mengentheoretrischen Komple-
ment.

2.4.23 Satz (I1.4.6)

Jeder Untervektorraum eines endlich erzeugten Vektorraums besitzt ein Komple-
ment.

Beweis: Sei U < V, wobei V ein endlich erzeugter Vektorraum ist. Dann hat U eine
Basis uq, ..., u;. Nach dem Basisergiinzungssatz bildet uy,..., ug, ug41,...,u, eine Basis
von V. Setze nun U’ := (upi1,...,u,)

Behauptung: UNU’ = {0} beziehungsweise U+ U’ =V
Beweis: U+U’ =V, weil U+U’ die Basis von uy, ..., ug, ugt1,-. ., u, enthilt. Weiterhin:

dim (U + U') =n =k + (n — k) = dim (U) + dim (U)

Nach Satz (I1.4.5) (ii) folgt: UN U’ = {0}

Bemerkung:

(i) Notation: V=U® U: V ist die direkte Summe von U und U’

V=UeaU:eUNU ={0}, U+U =V

(ii) Es gibt im Allgemeinen mehrere Komplemente: Beispiele (siehe (iii)) oder: Ba-
siserginzung ist nicht eindeutig.

(iii) Beispiel:
V= (Z/x)’

Hier die Darstellung von

und

-

Abbildung I1-23: Darstellung von U; und U,

U, NnU;
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Behauptung: U, ist das Komplement zu U;.
Zu zeigen: U; N Uy = {0} und U; + Uy =V,

Beweis: Man sieht leicht:

U N0, = {
{

V =(Z/s)* = {(0,0),(1,0),(0,1) } Es reicht diese drei Paare zu betrachten, da wir alle
anderen als Linearkombinationen darstellen kénnen.

Da es sich um einen endlichen K&rper handelt kénnen wir alle Kombinationen aus-
rechnen:

U, +U, = {(0,0),(1.0),(20),(1.2), (1)}

(6, 6) ist zwingend erforderlich, also brauchen wir nur noch zwei lineare unabhingige
Vektoren zu wihlen und zeigen, daR sie V erzeugen. z.B. (2,0), (1,2). In (Z/5;)” ist
2-(2,0)=(4,0) =(1,0) e Vund 2- (1,2) — (2,0) = (2,1) - (2,0) = (0,1) e V

Beweis: (ii) = (i): ?
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Kapitel III: Lineare Abbildungen und Matrizen

3.1 Kapitel (II1.1): Grundbegriffe
3.1.1 Definition (III.1.a): Vektorraumhomomorphismus

Seien V, W K-Vektorrdume, dann heifit f : V — W K-linear (auch “Vektorraumhomo-
morphismus” oder “K-lineare Transformation”) wenn folgendes gilt:

(i) Yo,w e V: fv4+w)=f(v)+ f(w)
(ii) Yve V,VaeK: f(a-v)=a-f(v)

Zusammengefafit: f(av+ fw)=a-f(v)+ 8- f (w)

3.1.2 Beispiele fiir Vektorraumhomomorphismen
(a) f: V—>W:v— 0=0w ist eine lineare Abbildung, denn
fw+w)=0w wund f(v)+ f(w)=0w+0w =0w
beziehungsweise
fla-v)=0w und a-f(v)=a 0w =0w
Diese linear Abbildung wird als “Nullabbildung” bezeichnet.

(b) V =K, W beliebig, w € W mit f: V - W: X X w ist eine lineare Abbildung,
denn

fFO+m)=A+p-w=rwtp-w=[fQA)+f(
beziehungsweise
flan=(a-N-w=a-(\-w)=a-f(
wobei A,z € V und « € K (Skalar)
(¢) Zur Erinnerung (, ) : R” x R” — R (Skalarprodukt). Fiir n = 2 gilt:

2
<$7y> = Zmi “Yi
i=1
Die Abbildung (z,-) : R” — R ist R-linear, denn

(@, y+9) = (2,9) + (,9)
beziehungsweise
(r,0-y) = a-(2,9)
(schon zu Anfang der Vorlesung gezeigt in (1.3.1))
(d) Matrizen liefern lineare Abbildungen. Sei A € M,,, (K) = Menge der m X n-

Matrizen:
a1l ... AQin
Mm,n(K)BA: Dot a;; € K
aAm1 - - - Amn

wobeii=1,....mund j=1,... n.

a;; sind die Eintréige der Matrize A, wobei der erste Index i die Zeile und der zweite
Index j die Spalte bezeichnet.

AeM,,, (K)~ fa: K" — K™ mit

(Il,...,$n)i—> E a1j~zj,é a2j~xj,...,g aij'l'j,...,é Amj * Tj
J J J J
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Nehmen wir nun Bezug auf Beispiel (¢) so gilt:
A:($1,...,$n), fA:KnHKma fA(ylvvyn):Zz]y]
j=1

Spéter: Jede lineare Abbildung K" — K™ ist von der Form f4, A € M,, ,, (K).
Behauptung: f, ist K-linear.

Beweis: Seien z,2’ € K". Nun gilt:
(1) Fiir die Addition:

fale+a") = flei+al,... 2+, 2, +a)

= ,Za”(quLx;),
J

/
= ,E aij~xj+aij~xj,...
J

_ /
= ,E Ajj * Tjy... + ,E aiijj,...
J J

f(xl,...,xj,...,mn)—|—f(m/1,...,x;,...,m;)

= fa@+fa(@)
(2) Fiir die skalare Multiplikation:

fA(Oé.’,U) = fA(Oé'Il,...,OZ'IEj,...,Oé'ZEn)

= ,E aij-(a~xj),...
J
= e, E Qi = Ty
J
= - ,E Qij = Ty
J

= o f(x1,...,%5,...,%)

= Oé'fA(I)

Auch hier fiihren wir die Operationen bei (%) auf K zuriick.
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3.1.3 Satz (II1.1.1): Eigenschaften linearer Abbildungen
Es gilt:

(i) f(0v) =0w
(i) f(u—v)=f(u)—f(v)

Beweise:
Zu (i): Es gilt:
f(0)+f(0)=f(0+0)=f(0)

Subtrahieren wir nun f (0) so erhalten wir:

f(0)=0
(In dieser Art schon hiufig angewendet)
Zu (ii): Es gilt:

?
flu=v)=flut (=) =fw)+f(=v) = fuw)+(=f()=f(u)=[f()

Noch zu zeigen: f(—v) = —f(v) (Ein Homomorphismus respektiert die Inversenbil-
dung)
Wir kénnen dies auf zwei Arten zeigen:
Mittels Definition (IIT.1.a.i): f(u+v):= f(u)+ f(v)
Auf diesen Beweis bezogen gilt: f(v) + f(—v)=f(v+ (—v))=f(v—v)=f(0)=0
Nun betrachten wir den ersten und den letzten Term und subtrahieren f(v): =
f(=v)==f(v)
Mittels Definition (IIL.1.a.i3): f(a-v):=a- f (v)
Auf diesen Beweis bezogen gilt: f(—v) = f((-1)-v)=(-1)- f(v) =—f(v)

3.1.4 Satz (II1.1.2): Linearitit der Summe

Voraussetzung: f sei linear
Behauptung:

f(ZN'%‘) ZZ)\i'f(Ui)

Wir beweisen per Induktion (Skizze):

r—1
= / (Z Ai "Ui> +f (>\7 "UT)
=1

(k) -1

- Z)\i~f(vi)+)\r'f(vr)

= Z)\i'f(vi)

Anmerkung: Bei (x) geht die Linearitit, bei (x+) die Induktionsvoraussetzung ein,
fehlt hier in der Skizze ebenso wie die Induktionsverankerung.
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3.1.5 Satz (II1.1.3): Isomorphismen zwischen Matrizen und K-linearen Abbildungen

Zu jeder K-linearen Abbildung f : K" — K™ gibt es genau eine Matrix A € M,, ,, (K)
mit f = f4. Mit anderen Worten:

Homyg (K", K™) ~ M, . (K)

“~” bedeutet “Isomorphismus”

Beweis: M, ,, (K) — Homg (K", K™), A — f4

Behauptung: Diese Abbildung ist eine Bijektion.

Um Bijektivitit zu beweisen, zeigen wir, dafy die Abbildung injektiv und surjektiv
ist.

a) Injektivitit:

Zu zeigen: fo=fp = A=B

Dazu: j-te Spalte von A = f4 (e;) (als Zeile geschrieben), denn

fA(Bj):fA((),...,O,LO,...O) = (alj,agj,...,aij,...,amj)
j — teSpalte

Aus fa(e1),...,fa(en) wird A rekonstruiert, aus fg(e1),..., fs(e,) wird B rekonstru-
iert.

Daher: Wenn f4 = fg = Vj: fa(e;)=fsle;) = A=B
b) Surjektivitit:

Gegeben: f: K" — K™ ist K-linear. Falls f = f4, dann notwendigerweise:

(| !
A= fle) fle2) -+ flen)
Lo !

(Einheitsvektoren als Spalten geschrieben)
Sei f (e;) = (a1j,a25,...,am;) fiir j =1,...,n. Fiir die Matrize A gilt:

A= (ay;) firi=1q,....m und j=1,...,n

Nun gilt fiir f:

flx,...,zp)

FAY wieei | =D a5 f(e))
j=1 j=1

n
= E xj~(a1j,...,aij,...,amj)
j=1

n n n
E alj-mj,...,g aij-xj,...,g amj-xj
Jj=1 Jj=1 Jj=1

fa(zy, ... x,)

Das heifst: f = fa.
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3.1.6 Definition (II1.1.b): Vektorraumhomomorphismus Homg (V, W)

V, W seien K-Vektorrdume. Wir definieren Homg (V, W) :={K-lineare Abbildungen
von V nach W}. Lies “Homg (V, W)” als “Homomorphismus K von V nach W”:

Homg (V,W):={f:V - W: K- linear}
Homg (V, W) ist ein K-Vektorraum.
Verkniipfungen: f,g € Homg (V, W).

(i) f+ g € Homg (V, W) definiert durch (f +g) (v) := f (v) + g (v)
Schon gezeigt: f + g ist K-linear.

(ii) o f € Homg (V, W) definiert durch (- f) (v) :==a- f (v)
Schon gezeigt: « - f ist K-linear.

3.1.7 Satz (II1.1.4): Homg (V, W) ist ein K-Vektorraum

Fiir den Beweis ist zu zeigen:

(i) f+g€ Homg (V,W) und o - f € Homg (V,W)
(ii) Homg (V, W) ist Abelsche Gruppe

(iii) die weiteren Vektorraumaxiome

Beweise:

?
Zu (i): f+ g ist wieder linear: (f+¢g)(v+w) = (f+9g)(v)+ (f+9) (w)
Fiir die linke Seite gilt:

Def. f, glinear
(f+gwtw) = flotw)+gwtw) = f)+f(w)+g)+g(w)

Fiir die rechte Seite gilt:

Def.
(f+9) W+ (f+g)(w) = [f)+[f(w)+g)+g(w)

Also ist die linke gleich der rechten Seite.

Kommutativitit und Assoziativitit sind erfiillt, weil V, W Vektorrdume sind.
?

Noch zu zeigen: (f+g)(a-v) = a-[(f+9g) (v)]

Fiir die linke Seite gilt:

Def. f, glinear
(f+g)(a-v) = [flav)+gla-v) = a fv)+a-g(v)
Fiir die rechte Seite gilt:
Def. Distr.
a [(f+9) ()] = a-[f(v)+g@)] = a f(v)+a-g(v)

Also ist die linke gleich der rechten Seite.
= Homyg (V, W) ist linear.
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Zu (ii): Abelsche Gruppe - zu zeigen: (f+g)+h=f+(g+h)

Zwei Abbildungen sind gleich, falls sie fiir alle Argumente dieselben Werte liefert.
Wihle v € V beliebig.

Fiir die linke Seite an der Stelle v gilt:

(f+9) (W) +h@)=(f(v)+g(@)+h(v)=f()+g@)+h()

Nun gilt fiir die rechte Seite an der Stelle v:

f@)+(g+h)(v)=f(v)+(g)+h(v)=f()+g@) +h()

Also sind die rechte und die linke Seite gleich, daher (W, +) Gruppe.
0:V—-W, v—0w
Neutrales Element beziiglich der Addition:

(f+0)(v) = f(v) +0(v) = f(v) + 0w = f (v)
Also: f+0=f=0+f
Inverses Elemente beziiglich der Addition: (—f) (v) := — (f) (v):

(F+ (=N @)= F )+ (~F () = £ (0) = f (2) =0

Zu (iii): weitere Vektorraumaxiome:

Als Beispiel: [a-(f+g)](v)=[a-f+a-g](v). Es gilt:

Def. Def. Distr.
- (f+9l) = o [(f+9) W] = a[flo)+g@)] = a-f)+a g(v)
Def. Def.
= (- N +(@g ) = (a-ft+a-g)(v)

Ergebnis: Homg (V, W) ist wieder K-Vektorraum

Wir kénnen nun auch Homg (V, W) iterieren und erhalten wieder einen K-Vektorraum:
Homg (U, Homg (V, W))

ist wieder K-Vektorraum.

3.1.8 Anmerkungen zum Beweis von Satz (II1.1.4)
Es gilt:
(1): +,- Verkniipfungen auf Homg (V, W)

(i4) und (éii): Vektorraumaxiome fiir die Verkniipfung

Wir kénnen auch andere Verkniipfungen betrachten. Wir kénnen zum Beispiel defi-
nieren:

f'+g=f+g?
Aber fiir V=R", W =R mit
(' +9) (v) = f (v) + (9(v))*

handelt es sich nicht mehr um eine lineare Abbildung.
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3.1.9 Beispiel: Der Dualraum V*
Der Dualraum V* ist definiert durch V* := Homg (V,K)
Anmerkung:

K ist (auf natiirlichste Weise) K-Vektorraum: K = K'.

(a) = a (Einstupel)

Addition und skalare Multiplikation sind definiert wie iiblich
Sei V definiert durch V := K? = {(a,b) : a,b € K}

Nun definieren wir die Projektionen 71,7t m (a,b) = a, m(a,b) —b

Bei den Projektionen handelt es sich um lineare Abbildungen , denn:

!
m (- (a,b) + 8- (d,b)) = a-m (a,b) + -7 (a',b)

Veranschaulichung der Projektion:

To (a,b)

\j

a
Abbildung ITI-1: 7 (a,b) = a und 73 (a,b) = b

Nachweifd der Linearitéit:

linke Seite = m (a-(a,b)+3-(d,}V))
= m(a-a+pB-d,a-b+3-b)
= a‘a+ﬂ.a/

= a-m(a,b)+ B m (a',b') =rechte Seite

Weiter: Einige weitere lineare Abbildungen A : V — K.

Sei dazu vy, ...,v, eine Basis von V. Jedes v hat eine eindeutige Darstellung in dieser
Basis:

n
vzg r;-v; wobei xz; €K
i=1

Nun gilt: \; (v) =: z; (der i-te Koeffizient)

Behauptung: \; € V*
Beweis: Fiir die Linearitit zu zeigen:

(1) Ai (v+w) =X (v) + Ai (w)
(i) A (a-v)=a- X (v)
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n n
Seien v und w gegeben als Linearkombination: v = E T v, W= g Yi Vg
=1 i=1
n

Nun gilt: v +w = sz ~vi,+2yi cv; = Z(Il +yi) v

i=1 i=1 i=1
Auferdem gilt: \; (v+w) =x; +y; = A (v) + A (w).
Analog beweisen wir: \; (a-v) = a- A; (v)
Fiir die Einheitsbasis e, e gilt: (a,0) =a-e;+b-ex=m -1 + 72 - 3. Also: m; = ;.
Bisher: Basis vy,...,v, liefert lineare Abbildungen \;,..., )\, : V —- K
Behauptung: )\,...,\, ist Basis von V* (= dimgV* = dimgV)

Beweis: Zu zeigen: )j,..., )\, ist ein linear unabhingiges Erzeugendensystem. Das
heifit:

=1

(ii) Zai -A; = 0 (Nullabbildung) = alle o; =0

i=1

Einige Eigenschaften der Abbildung \;:

Ai(vi)=1,denn v; =0-v1+...4+0-v,1+1-0;,+40-vi41+...+0 v,
Ai(vj))=0,denn v; =0-v1+...+0-vj_1+1-v;+0-vj41+...+0-v, fiir j #1

Symbolische Notation: \; (v;) = d;;. Wir als Kronecker Symbol bezeichnet:
1 i=y
% = { 0 it

Gegeben: \: V — W. Es gilt:\ (Z T ~vi> = sz A (v;)

i=1 i=1
A(v;) € K (es handelt sich um einen Skalar). Es gilt: z; = )\; (v). Setzen wir ein, so
erhalten wir:

Also: \ = Z A(wi) AN = A1,...,\, ist Erzeugendensystem.
i=1
Behauptung: ),..., )\, sind linear unabhéingig.

n
Beweis: Sei g a; - A = 0. Setzen wir nun v,, ein, so erhalten wir:
i=1

OZO(UiO):ZOéi' )\1‘(’01'0) = Q4
=1 ——
(%)

Anmerkung: Bei (x) handelt es sich um ein Kroneckersymbol.
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Laut Ubungsblatt gilt: dim (Homg (V,W)) = dim (V) - dim (W)

Nun:
11 ... d1n
Homyg (K", K™) = Mmn (K) = {(as;), i €K} = | :
Am1.-.-AUmn
wobeii=1,....,mund j=1,...,n.
Nun gilt:
fA <« A
falzy,..oo2n) = (y1,...,yn) wobei y;= Zaij (T
j=1

Wie kann man sich dies merken?

— 1—teZeile — |- ac.j — Y
T
Als Spaltenraum auch als Spaltenvektor geschrieben:

n
=x1-V1+...+Tpy Un
Yn

wobei v; der i-te Spaltenvektor von A ist.

n n
E €Ti - Uy = E Tj Uy
i=1 7j=1

——
nicht gut! besser!

Beweis:

da es sich um den j-ten Spaltenindex handelt. Nun gilt:

Oélj
n n . n n
E xjwvj:g zj o5 7 :E — qrx; — | = E Qi - T
j=1 j=1 j=1 j=1
Oémj

Anmerkung: Es handelt es sich um jeweils die i-te Spalte.

Nach allgemeinen Uberlegungen ist Homg (K™, K™) ein K-Vektorraum. Wegen der
Identifizierung mit M,, ,, (K) gibt es auf M,, ,, (K) eine K-Vektorraumstruktur.

Wie sieht diese Identifizierung aus?
Addition und skalare Multiplikation:
A+ B wird definiert durch fa,p = fa+ fB

«a - A wird definiert durch f,. o =« fa
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Dazu: f ~~» A = beschreibende Matrix. Nun gilt:

T

A= f(e5)
!

—

j — teSpalte

falls f = fa. Daraus: j-te Spalte von A + B: (fat+p)(e;) = fa(e;) + fB (e;) - sprich die
j-te Spalte von A plus die j-te Spalte von B.

Additionsformel:
(ij) + (Bij) = (s + Biz)
wobeii=1,....mund j=1,...,n.

Hier nun ein Beispiel in Z/75:
16 5 1 -1 0
(7 §)+(6 _—2)—( 0 _—1)
Die skalare Multiplikation ist analog zu behandeln:

A (aij) = (N - i)

wobeii=1,....,mund j=1,...,n.

Hier nun ein Beispiel fiir R:

0. (16 4Y)_ (1 60 40
08 0)"\0 8 0

3.1.10 Definition (III.1.c): Kern (f) und Bild (f)
f:V —> W sei K-linear, dann definieren wir

Kern(f):={veV|:f(v)=0}, Bild(f):={weW|FweV:f(v)=uw}

3.1.11 Satz (II1.1.5): Kern(f) und Bild (f) sind Untervektorrdume

Kern (f) und Bild (f) sind Untervektorrdume von V beziehungsweise W.

Um zu zeigen, dafl U ein Untervektorraum ist mufl gelten:

(i) K-UCU
(ii) U+UCU
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Beweis:
Zu (i): Stets fiir eine lineare Abbildung: f(0) = 0= {0} € Kern (f)
Seien u,v € Kern (f), dann gilt:

flu+v)=f(u)+f(v)=0+0=0
Sei a € K, v € Kern(f), dann gilt:

flarv)=a - f(v)=a-0=0

Zu (#i): 0 € Bild (f), da f(0) =0 im Allgemeinen fiir lineare Abbildungen.
Seien w,w’ € Bild (f). Dann gilt:

w=f (), w = (W)= wtuw = f @)+ f () = f (v+2) € Bild (f)

Sei o € K und w € Bild (f). Dann gilt:

w=fw) =>aw=a-f)=[f(av)eBild(f)

3.1.12 Verkniipfung linearer Abbildungen
Seien V, W, Q K-Vektorrdume, wobei h, g K-linearen Abbildungen sind:
fog
Y

V—W——=0

f 9

Abbildung ITI-2: Verkniipfung von f und g

Zur Erinnerung: (go f) (v) = g(f (v))

3.1.13 Sitzchen (II1.1.6): Sind g, f K-linear, so ist auch go f K-linear.

Beweis:
Def.
(gof)(a-u+p-v) = g(f(a-u+pB-v))
f linear
= g-(a-fu)+6-f(v))
g linear
= a-g(f(u)+8-g(f(v)
Def.

= a-((go f) ) +8-((gof) ()
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3.1.14 Matrizenmultiplikation

Wir hatten:

wobei A — f4 mit

n
fA(Il,...,$n): Za1j~xj,...,2amj~xj

j=1 j=1
Fiir A gilt in diesem Fall:
ai] ... AQinp
A= i :
aAm1 - - - Amn

Schon gezeigt: Die Abbildung ist bijektiv, denn zu jedem F' € Homg (K", K™) existiert
genau eine Matrix A mit ' = f4 (Siehe (II1.1.3))

Nun gilt fiir die Matrizenaddition: A + B ist definiert durch:

fays = fa+ fB

dies entspricht der komponentenweise Addition.
Analog ist die skalare Multiplikation einer Matrix definiert:

Hra=X-fa

3.1.15 Definition (III.1.d): Matrizenprodukt

Seien A € M, - (K), B € M, , (K). Dann heifit die durch

faB=1faofB
eindeutig festgelegte Matrix A - B Matrizenprodukt von A und B:

M, (K) x M, , (K) — M, (K)
(A,B) — A-B
Sei A = () mit 4 = 1,....m und j = 1,...,7r und B = (§;;) mit ¢ = 1,...,r und

j=1,...,n. Dann gilt:

C=A-B=08) _1,...m
i=1...,n

Wihle j € {1,...,n} fest, e; = (0,...,0,1,0,...,0) wobei die 1 an der j-ten Stelle steht.
Nun gilt:

(vljaavmj) :fA-B (ej) = fAOfB (ej) :fA (ﬂljaaﬂ?ﬂ]) = <Za1k '6k’ja"'azamk 61{2])
k=1 k=1

Das heifst: .
Yij = Z ok - Brj
k=1
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Hier nun ein Rechenschema fiir die Matrizenmultiplikation:

aip o B -+ Bin 71 Yin
Qi1 Qi = : Vij
Qp1 - QA 57'1 e . 'ﬁrn TYm1 o TYnm

Abbildung ITI-3: Rechenschema, fiir die Matrizenmultiplikation

Voraussetzung fiir eine Matrizenmultiplikation A - B ist, daff die Spaltenzahl von A
der Zeilenzahl von B entspricht.

Hier zwei Beispiele fiir die Matrizenmultiplikation:
a) A-B= ( 123 ) . ( 1 0 > ist nicht definiert, dafl die Spaltenanzahl von A (3)
n

1 1 1 1
ungleich der Zeilenzahl von B (2) ist.
3
1

moa-(1 1) 11)-(ad)

3.1.16 Satz (II1.1.7): Rechenregeln fiir Matrizen

Sei K ein Kérper, m,n,r,s € N, A € R, A/ A € M,,, (K), B,B' € M,,,, (K) und C €
M, ., (K). Es gilt:

(i) M,,, (K) ist K-Vektorraum der Dimension m - n.
(ii) (A-B)-C=A-(B-C) (Eine Art von “Assoziativitit”)
(iii) A- (B+B') = A-B+ A- B’ bezichungsweise (A+ A')- B=A-B+ A’ - B (Eine Art
von “Distributivitit”)
(iv) (A-A)-B=X-(A-B)=A-(\-B)

Beweise:
Zu (i): Die Axiome iibertragen sich von Homg (K", K™) aus M,, ,, (K) vermoge f4 — A.
Es gilt:
0---0
O=1{ "z |, — (aij) = (o)
0---0
Der Beweis erfolgt in Aufgabe 1 auf Ubungsblatt 11.
Zu (ii): Es gilt:
Def. Def. Ass. Def. Def.
faasyc = fapofc = (faofp)ofc = fao(fsofc) = fao(fec) = fao)
Da die Funktionen dquivalent sind gilt auch fiir die Matrizenmultiplikation
(A-B)-C=A-(B-C)
Zu (iii): Es gilt:
Def. Def.
Ja.B+B = faofpip = fao(f+ fB)

f linear Def. Def.
= faofp+faofp = fap+fap = fapirap
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Da die Funktionen Aquivalent sind gilt auch fiir die Matrizenmultiplikation
A-(B+B)=A-B+A-B

Der zweite Teil des Beweises erfolgt analog.
Zu (iv): Es gilt

Def. f linear
fovays = faaofs = (A-fa)ofs
Ass. Def. f linear
= X(faofB) = X-fap = franb
beziehungsweise:
Def. f linear Ass.
fona)B =  fraofe = (Afa)ofs = X-(faofB)
Ass. Def. Def.

= fao(A-fB) = faofas = fao.B

Bemerkung: (i) — (iv) sind auch direkt mit der Formel nachweisbar, dies ist aber sehr
aufwendig.

Oft betrachten wir auch folgenden Spezialfall: M, (K) = M,, ,, (K) (quadratische Ma-
trize) ist Ring beziiglich +,- mit “Eins” F,:

1 ... 0
En = . . .
0 ... 1
ist neutral beziiglich der Matrizenmultiplikation (Dies ist einfach nachzurechnen).

Fiir n > 2 ist die Matrizenmultiplikation nicht kommutativ und besitzt Nullteiler.

Hier ein Beispiel
0 1Y) (00 _ 0 1
0 0 0 1 o 0 0

(01) (o) = (50)

Lineare Abbildungen kénnen als Matrizenmultiplikation gedeutet werden:

n n n
A= (Oéij) <—>fA(I1,...,.Tn): Zaljxj,...,Zaijxj,...,Zamjxj
Y Jj=1 Jj=1 j=1

€ M, (K)
= (yla s aym)
Dann gilt das folgende Lemma:
T1 Y1
A. =
Tn Ym
wobei (z1,...,2,) bezichungsweise (yi1,...,y,) in Form einer (n x 1) beziehungsweise

(m x 1)-Matrix behandelt wird.
Daher: Oft Spaltenvektoren anstatt von n-Tupel.
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3.2 Kapitel (II1.2): Dimensionsformel und Homomorphiesatz
3.2.1 Definition (II1.2.a): Mono-, Epi-, Iso-, Endo- und Automorphismus

Seien V, W K-Vektorrdume und sei f: V — W linear. Nun definieren wir:

f Monomorphismus (monomorph) :& f  injektiv
f Epimorphismus (epimorph) :& f  surjektiv

f Isomorphismus (isomorph) :& f  bijektiv

f Endomorphismus (endomorph) & V=W

f Automorphismus (automorph) :& f isomorph und endomorph

3.2.2 Satz (II1.2.1)

Sei f: V- W und K-linear.

Dann gilt: f ist Isomorphismus = f~! ist Isomorphismus.
Beweis: Es ist klar, da f~! existiert, da f bijektiv ist.
Nun ist noch zu zeigen: f~! ist K-linear.

Seien vy,v2 € V, A1, A € K. Dann ist

f(f_l()\l'U1+)\2'U2)) = )\1'U1+)\2'U2=)\1'f(f_1(v1))+)\2'f(f_1(1}2))
linear

= Fu )+ f Qe T ()
Es folgt, da f injektiv ist: = f~1 (A 01+ X2 v2) = A1 fH(v1) + Ao f71 (v2)

Bekannt: Kern von f <V, Bild von f < V. f ist injektiv & Kern f = {0} (Aufgabe
auf Blatt 11).

3.2.3 Satz (I11.2.2)

Seien V, W K-Vektorraum, K ein Kérper. V habe die Basis (v1,...,v,). Sei (wi,...,wy,)
eine geordnete Familie aus W. Dann gibt es genau eine lineare Abbildung FF': V - W
mit F (v;) = w; fiir i = 1,...,n. Weiterhin gilt:

(1) F(V)=(w1,...,wp)

(ii) F injektiv <  wi,...,w, sind linear unabhingig

Beweis:
Eindeutigkeit: Seien F,F :V — W K-linear mit F (v;) =w; = F (v;) fiir i =1,...,n.
Sei v € V beliebig, dann gibt es \;,..., A\, e Kmit v =X\ -v; +...+ A\, - v,. Es folgt:

F<i1)\v> Z,\ F () = Z/\ F(v) = <Z/\ v1>~ v)

Also: F = F.

Letzte Anderung: 27. Juli 2001 §2: Dimensionsformel und Homomorphiesatz
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Existenz: Sei v € V beliebig, dann existieren eindeutig bestimmte A\;,..., A\, € K mit
n
v = Z )\1 Uy
i=1

Setze F (v) := Z Ai - w;. F ist linear (nachrechnen). Es ist v; = Zéij - v;
i=1 i=1

(9;; ist das Kroneckersymbol). Es folgt: F (v;) = Zéij cw; =w; fiir j=1,...,n.
i=1

Aus der Definition von F im Existenzbeweis sieht man: F (v) = (wy,...,wy).

Folgerung: {f: K" — V : fist Isomorph} ~ {geordnete Basen von V}

Dabei bezeichnet “~”, daff die Abbildung eine Bijektion ist. Es gilt:

2

wobei @y definiert ist durch ¢y (¢;) := v;.

Hier nun ein oft angewandter Trick um Bijektivitit zu zeigen:
fog=id = f surjektiv und g injektiv
gof=id = ¢ injektiv und f surjektiv

Beweis: Sei 2 = (v1,...,v,) eine Basis von V. Nun gilt:

Def.
ToORA) =T (po) = (paler),....,oalen) = (v1,...,0n)=A=ToO=id

Andererseits: Sei f: K" — V Isomorphismus. Nun gilt:

Def.
[©cy(fl(ei) = pup (ei) = (V) =[(e)

fiir i =1,...,n. Nach Satz (II1.2.2) folgt: O oV (f)=f = ©o¥ =id. Also handelt
es sich bei © und ¥ um Isomorhismen.

3.2.4 Satz (I11.2.3): Dimensionformel (Hauptsatz )
Dimensionsformel fiir lineare Algebra:
dim (V) = dim (Kern (f)) + dim (Bild (f))
Zur Erinnerung:
Kern(f)={veV: f(v)=0}
Bild(f)={weV:veV:iw=f(v)}

Vorbemerkung: f:V ~ W (Isomorphismus) = dim (V) =dim (W).

Beweis: Seien v1,...,v, eine Basis von V = f(v1),..., f (v,) bilden eine Basis von W.
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Beweis von Hauptsatz (I11.2.3):
Fiir f gilt: Kern (f) <V, wihle ein Komplement U zu Kern (f). Dann:

f
V = Kern(f)oU - W
\u;/ —+ \ui/ — f(u1 +U2) = f(U1) +f(u2) = f(UQ)
Kern (f) U =0

Anmerkung: “®” ist die direkte Summe: U;¢U; =V < U;+Uy =V und U;NU, = {0}.
Daher: f (V)= f(U), nun betrachten wir f[,:U — f(U) = f(V).
Behauptung: f|; — f (V) ist ein Isomorphismus.

Um einen Isomorphismus zu zeigen miissen wir nachweisen:

fly ist linear (Klar, da f linear)
fly ist surjektiv (Beweis siche oben)

fly ist injektiv

Anmerkung: g linear, injektiv < Kern (g) = {0}

Es ist Kern(f|y) = {ueU: f(u) =0} = UnKern (f) = {0}, weil U Komplement von
Kern (f) laut Voraussetzung.

(%)
Daraus folgt: dim (V) = dim (Kern (f)) + dim (U) = dim (Kern(f)) + dim (Bild (f))

Zu (x) siehe Vorbemerkung.

Zur Erinnerung: rg(f) =dim(f(V))=dim (Bild(f))
——
Rang

Die Dimensionsformel fiir diesen Fall lautet:

rg (f) =dim (V) — dim (Kern (f))

3.2.5 Satz (I11.2.4):

Seinen V,W K-Vektorrdume und dim (V) = dim(W), f : V — W sei einen lineare
Abbildung. Dann sind dquivalent:

(i) f ist isomorph
(ii) f injektiv

(iii) f surjektiv

Letzte Anderung: 27. Juli 2001 §2: Dimensionsformel und Homomorphiesatz



Seite III-18 Lineare Algebra I - Vorlesung

Beweise:
(1) = (i7): Klar (Siehe Definition Isomorphismus)
(19) = (i91): [ injektiv = Kern (f) = {0}.

—~

*
Nach Satz (I11.2.3) folgt: dim (f(V)) = dim(V :) dim (W) Anmerkung: (%) nach
Voraussetzung. Also: (V) < W, dim(f(V)) = dim (W) = f(V) = W (Der letzte
Schluff geht zuriick auf die Basisergiinzung)
(791) = (i): Nach Voraussetzung: f (V)= W.

*

Nach der Dimensionsformel: rg (f) = dim (Bild (f)) = dim (W) (:) dim (V)
Anmerkung: (%) nach Voraussetzung. = dim (Kern(f)) =0 = Kern (f) = {0} = f ist
injektiv = f ist bijektiv.
Der Schluff f ist injektiv = f ist bijektiv ist i Allgemeinen falsch. Der Schluf} ist
allerdings in zwei Fillen richtig:

(i) f linear, f: V — W wobei V, W K-Vektorrdume sind und dim (V) = dim (W)

(ii) Seien V, W endliche Mengen: f:V — W und |V| = |W]| (Kardinalitit der Mengen
ist gleich)

3.2.6 Satz (II1.2.5)

Fiir endlich dimensionierte Vektorrdume V, W sind folgende Aussagen dquivalent:
(i) V~W (V und W sind isomorph)
(ii) dim (V) = dim (W)

Beweise:
(1) = (i7): Siehe Vorbemerkung
(i4) = (i): Seien wvi,...,v, eine Basis von V und wy,...,w, eine Basis von W. Nach

Satz (II1.2.1) existiert eine lineare Abbildung f: V — W mit f (v;) = w;.

Zur Erinnerung: f (3" A -v) => N f(vi) =D A - w;e

f:V—>Wist linear, (V) = (f(v1),..., [ (vn)) = (w1,...,w,) = W. Also: f ist surjektiv.
Nach Satz (IT1.2.4) folgt: f ist isomorph.

3.2.7 Klassifikation in der Mathematik

Zur Struktur gehort immer ein Isomorphismus (strukturvertrégliche Abbildung)
Klassifikation:

(i) Liste von paarweise nicht isomorphen Strukturen (zum Beispiel Gruppen
oder K-Vektorrdume)

(ii) Beweis, daR jede Struktur (unter Betrachtung: zum Beispiel Gruppen oder
K-Vektorrdume) isomorph zu einer Struktur auf der Liste ist.

Beispiel: Strukturen sind K-Vektorrdume, wobei K fest ist. Isomorphismen sind
K-lineare Bijektionen. Die Liste besteht aus {{0} JKEK2? LK }

Beweis:

neNp

(i) ist klar
(ii) dim (V) =n, VK"
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3.2.8 Faktorrdume

Situation: U < V. Wir konstruieren V/y (Faktorraum) - sprich “V modulo U” oder
“V nach U”

Analogie: n-7Z C Z: beziiglich der Addition Untergruppe. Konstruktion von Z/,
mittels der Aquivalenzrelation ¢ =bmod n < n la—b<a—-ben-Z.

Es gilt: Z/,z = {[a] : a € Z}, wobei [a] = @ als Aquivalenzklassen bezeichnet werden.
Hier fiir Faktorrdume: « ~ b= a—bc U (Die Aquivalenzrelation wird durch U

induziert)

3.2.9 Satz (IIL.2.6)

Behauptung: ~ ist eine Aquivalenzrelation
U
Beweis:
Hier: u~v=u~wv
U

Wir miissen nun folgende Eigenschaften nachweise:

(i) Reflexivitit
(ii) Symmetrie
(iii) Transitivitat
Zu (i): u ~ u, denn v —u = 0 € U (0 ist enthalten in jedem Unterraum - siehe
Eigenschaften von Unterrdumen)
Zu (ii): Sei u ~v. Zu zeigen: v ~ u
u~rv=>u—veU=(-1)-u—(-1)-veU=v—ueU=v~u
Zu (iii): Sei v~ v und v ~ w. Zu zeigen: u~ w

u~rv,v~rw=u—vv—weU=u—w=(u—-v)+(v-—w)eU=su—-—weU

3.2.10 Definition (IT1.2.b):
Wir definieren: V/y ={Aquivalenzklasse von ?j}
Berechnung der Aquivalenzklasse:

v] = {weV:iw—-veU}
= {fweV:ueU:w—-v=u}
= {weV:ueU:w=v+u}=0v+U

(Zur Erinnerung: k =k +n - 7Z)

Letzte Anderung: 27. Juli 2001 §2: Dimensionsformel und Homomorphiesatz
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3.2.11 Vektorraumstruktur von V/y
V/u={v+U:veV}={v+ulueU}
Axiome:
(i) v+U=v+U & wv—-2 €U
(i) v+U)+ @ +U):=(@w+v)+U
(iii) a- (v+U):=a-v+U
(iv) Oyyy, :=0+U
(v) —~(w+U)=(-v)+U
Addition: Seien ki, k; Aquivalenzklassen.
Wihle ky = [v1], k2 = [v2] und setze k3 := [v1 + vo).
Skalare Multiplikation: Sei o € K und k; sei Aquivalenzklasse: a-k1 = ko.
Wihle & = [v1] und setze k3 := [ - v1].

Kurzfassung der Vektorraumaxiome: V/y = {v+ U :v € V}. Zu zeigen:

(v+TU)+ (v +U") (v+0")+U
a-(v+U) = a-v+U

Problem: Wohldefiniertheit der Verkniipfungen zeigen, daff heifst: Unabhingigkeit
der Auswahl.

Hier als Beispiel die Addition, die skalare Multiplikation ist analog zu zeigen:
Sei k1 = [v1] = [v]], k2 = [v2] = [v5]. Zu zeigen: vy + Vo > V] + vh.

Es gilt: (v1 +v2) — (v] +v}) = (v1 — v}) + (v2 — v}) € U, weil (v; —v,) € U nach Vorausset-
zung.

3.2.12 Satz (II1.2.7)

(i) V/u ist K-Vektorraum, 7 : V — V/y, v — v + U ist Epimorphismus mit
Kern () =U

(ii) Ist dim (V) < oo, so auch V/y < oo und es gilt: dim (V/y) = dim (V) — dim (U)

Beweis etwas spiter.

Zuerst eine geometrische Veranschaulichung: Sei V=R? U=R- (1,1)

Y

V =R?

Abbildung ITI-4: Darstellung von V und U
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Nun gilt:
V/u={v+R-(1,1):v € R’} = {Geraden parallel zuy = 2}

Sei h = (0,¢) + U und g = (0,b) + U, dann gilt fiir g + h:

g+h=1((0,¢)+U)+((0,b) + U) = [(0,¢) + (0,0)] + U= (0,b+¢)+ U

g+h h

b+ g

¢ U
b

A%

Abbildung III-5: g, hund g+ h

Fiir die skalare Multiplikation gilt:

a-g=a-(0,0)+U=(0,a-b)+ U

Nun gilt:

V/U >~ Rl
0,6)+U «— b

Die Abbildung ist linear (siehe oben: Addition und skalare Multiplikation)
Analog fiir R3. V=R3, U=R?-(1,0,0)+R-(1,1,1)

Y

z
Abbildung ITI-6: Darstellung von V und U
In diesem Fall: V/y ={P+R-(1,0,0)+R-(1,1,1)} (Alle parallelen Ebenen). Es gilt:

V/U ~ Rl
(0,0,2)+ U «— =z

Letzte Anderung: 27. Juli 2001 §2: Dimensionsformel und Homomorphiesatz
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Beweis: V/y ist abelsche Gruppe und Vektorraum:
Zu (i):

Assoziativitit folgt aus der Assoziativitidt von V
Kommutativitit folgt aus der Kommutativitit von V
Das Nullelement: [0] € U

Das Inverse Element: — (v+U) = (—v)+U

Die Axiome nachrechnen, wobei alle Operationen auf V zuriickgefiihrt werden

= V/y ist K-Vektorraum

Beweis der Linearitit:

7 ist surjektiv (siehe Definition von 7)

Def
T+ )=w+v)+U = (w+U)4+ @ +U)=n(v)+7 ()

Def
(av)=a-v+U = a - (v+U)=a-7(v)

(%)
Es gilt: Kern (7)) ={v:v+U=[0]} & {v:v~0} = U
Anmerkung zu (x): Gleichheit folgt aus den Eigenschaften der Aquivalenzrelation.

Jeder Kern ist Untervektorraum einer linearen Abbildung.

V/u ist K-Vektorraum.

“yp +U” wird als “Neben-" oder “Restklasse von v modulo U” bezeichnet.

Zur Erinnerung: fiir Z/,7: k + n-Z: Restklasse von k¥ modulo nZ.

7:V—=V/y,v—v+TU=[v]. 7 ist der harmonische Epimorphismus, Kern (7) = U.

Zu (ii): dim (V/y) =dim (V) — dim (U)

V = U® U’ (mittels Basisergiinzung). V= U ® U’ © V/y wobei 7 surjektiv ist.

m(u+u) = 7;(’12 +7 () =7 (v). Anmerkung zu (x): 7 (u) =0, da Kern (7) = U.
X

Folgerung: 7|y, : U’ — V/y ist surjektiv.

Behauptung: 7|y, ist injektiv.

Beweis: Kern (7|{;,) = U NKern (1) =U'NU = {0}

1) Somit: 7 ist Isomorphismus U’ ~ V/y = dim (U’) = dim(V/y), da V=U U’ =
dim (U’) = dim (V) — dim (U). Es folgt: dim (V/y) = dim (V) — dim (U).

2) Alle Komplemente zu U sind isomorph zu V/y
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3.2.13 Satz(II1.2.8): Homomorphiesatz

Gegeben V, W seinen K-Vektorrdume, f: V — W ist K-linear, dann gilt:

V/Kern(f) ~ Bild (f)
Beweis: Wie erhilt man eine Abbildung von V /kern(r) — Bild (f)?

\% f W
T T
Kern(f) Bild(f)

Idee fiir die Konstruktion von f. Es ist

fv) = f(w) & flo—w)=0 & wv—weKemn(f) & v ~ w

Kern(f)
< [v] =[w] < wv+Kern(f)=w+Kern(f)
Idee:
A% f AV Y
Vi
/
72
T // T
/
/
V/Kern(f)

Abbildung ITI-7: kommutatives Dreieck

Anmerkung zum kommutativen Dreieck: der Weg spielt keine Rolle: for = f
Behauptung: f ist K-linear:
Fiir die Addition gilt:

f((v+Kern(f))+ (v +Kern(f)) = f((v+v)+Kern(f))=F(v+0)
)+ [ @) =7 (v+Kern(f))+ (v +Kern(f))

Fiir die skalare Multiplikation gilt:

fla-(v+Kern(f))) =f(a-v+Kern(f)) = f(a-v)=a- f(v)=a-f(v+Kern(f))
Was ist nun Kern (?) beziehungsweise Bild (?)"
Kern (?)
Kern (7) = {T(v +Kern(f)): f(v)=0= f(v)} = {T(v +Kern (f)):v e Kern(f)} =0
liegt in V/kern(r)- Also ist f injektiv.
Bild (f): Bild (f) = {f (v+Kern(f)):v €V} ={f(v) :v € V} = Bild (f)
Fazit: f: V/kern(y) ~ Bild (f)
Anwendung: Dimensionsformel fiir lineare Abbildungen.
Warum:
dim (Bild (f)) = dim (V/kern(s)) = dim (V) — dim (Kern (f))
= dim (Kern (f)) + dim (Bild (f)) = dim (V)

Letzte Anderung: 27. Juli 2001 §2: Dimensionsformel und Homomorphiesatz
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3.3 Kapitel (II1.3): Rang von Matrizen und linearer Abbildungen
3.3.1 Theorie der Rangbestimmung

Zur Erinnerung: rg(f) := dim (Bild (f)) = dim(f (V)), f : V — W linear.
Fiir A e M, , (K), fa: K" > K™, 2 — Az gilt: rg(A) :=rg(fa).

In der letzten Vorlesung haben wir bereits gezeigt:
Bild (f4) = (Spaltenvektoren von A)
Aus

rg (A) :=rg (fa)

Bild (f4) — (Spaltenvektoren von A) } = rg(A) =# linear unab. Spaltenv.

Grund:
T T n
A= vy v2 -+ vy |, Am:inwi
I =

Grundlagen der praktischen Berechnung:

ULviwiyz
Sind h, g Isomorphismen, so gilt: rg(go foh) =rg(f)
Fiir den speziellen Fall der Matrizen gilt:

B fa fc
K" =& K" & K™ S K™, focofaofs=fcan

Abédnderung von A durch die Matrizen C| B, die die Eigenschaften haben, daft fz, fo
Isomorphismen sind.

3.3.2 Definition (II1.3.a): Allgemeine Lineare Gruppe GL (n,K)

GL (n,K) ist die allgemeine lineare Gruppe von n x n-Matrizen iiber K (Aus dem
Englischen von ‘“general linear group”).

Definition:
GL (n,K)={AeM,,, (K)=M, (K): fa ist Isomorhismus}

Zur Erinnerung: dim (V) =dim(W), f: V - W.
Folgende Aussagen sind dquivalent:

(i) f ist ein Isomorphismus

(ii) f ist injektiv
(iii) f ist surjektiv
Speziell fiir V=W: f:V — V ist ein Endomorphismus

(Ein Endomorphismus ist Isomorphismus, wenn f injektiv oder surjektiv (Grund ist
die Dimensionsformel))

Letzte Anderung: 27. Juli 2001 §3: Rang von Matrizen und linearen Abbildungen
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Anwendung: Gegeben sei eine quadratische Matrix A:
A:M,,(K)=M,(K), f4:K'—-K"

fa isomorph & f,4 surjektiv < dim (Bild (f4)) =n

(In anderer Terminologie: f4 isomorph < rg(A) =n)

Damit A € GL (n,K) < rg(A) =n (& die Spaltenvektoren sind linear unabhiingig)
Weiter:

fa Isomorhismus <& Jg: K" > K": faog=1id = go f4 (Umkehrabbildung)

<~ HBEMn(K)ZfAOfB:id:fBOfA

(%)

& IABeM,(K): faofp=fe=fpofa

(#)

&  IBeM,(K): fap=fe=[fBa

(++)

& 3IBeM,(K): A-B=E=DB-A

Anmerkungen:

Zu (x): Welche Matrix beschreibt die Identitit?
Allgemein gilt:
id:K"—->K':z—x

Fiir die Matrizenmultiplikation:

id= fg mit E= .
0 "1

E wird als n x n-Einheitsmatrix bezeichnet. Alle Positionen auf der Hauptdia-
gonalen sind 1, alle anderen 0. Es gilt:

n
E -z= g Tj-€; =1
Jj=1

Zu (#): Es gilt: fyo0 fp = fa.p (siehe (II1.1.6))
Zu (+): Homg (K", K™) = M,, ,, (K)

Damit (Zusammenfassung):
GL (n,K) = {AeM, (K): faisomorph}
= {AeM,(K): rg(4) =n}
{AeM,(K): 3BeM, (K): A-B=FE=DB-A}
Weil A- B =FE =B - A gilt: GL (n,K) = {invertierbaren x n — Matrizen}
Eine Anmerkung zur Terminologie:
AeM, (K) regulir :& A< GL(n,K)

A eM, (K) irreguldr := A¢ GL(n,K)
< rg(A) <n < A ist nicht invertierbar
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3.3.3 Satz (II1.3.3): GL (n,K) ist Gruppe beziiglich der
Matrizenmultiplikation

Beweis:

1. GL (n,K) ist abgeschlossen beziiglich der Matrizenmultiplikation

Seien A, A’ € GL (n,K) = fa.4r = fa o fo» = Komposition linearer Isomorphismen

Wir wissen: Komposition linearer Isomorphismen ist wieder ein linearer Isomorphis-
mus = A- A’ € GL (n,K).

2. Assoziativitit: Erfiillt, da das Matrizenprodukt assoziativ ist.

Zur Erinnerung: wir haben zwei Moglichkeiten des Beweises betrachtet:

(i) rein rechnerisch: viel Spaf mit den Koeffizienten
(ii) Komposition von Abbildungen:

(faofB)ofc=fao(feofc) &  fap)rc=famo)

3. Existenz des Einselement: E ist Einselement (schon oben gezeigt)
4. Existenz des inversen Elements: Sei A € GL (n,K), dann 3B € GL (n,K) mit

A-B=E=B-A = A'=B

(auch schon oben gezeigt)
Beispiele fiir GL (n, K):

Sei n = 1, dann gilt fiir die allgemeine lineare Gruppe:
GL(1,K) ={(a) : a e K\ {0}} 2K*

Anmerkung: K* ist die multiplikative Gruppe des Koérpers.

Sei n = 2, dann gilt fiir die allgemeine lineare Gruppe:

GL(ZK):{(G Z):a,b,c,dEK mit det(ccl Z):a-d—c-b;«é()}

c

Fiir die inverse Matrix A~! gilt:

1 d —b
At = ——.
detA ( —c a )

Wir wollen nun zeigen, daR A™' - A=E=A-A""' (detA=a-d—c-b=A)

d _b d-a—b-c d-b—b-d
Al A= A A\ [a b _ VN N _ (1 0 _ B
_i % c d 7c-aA+a~c 7C<l2~a~d 0 1

Ebenso gilt:

d b a-d—b-c —a-bt+b-a
A- A—l — a b . A A _ A A _ 1 0 - F
c d _c a c-d—c-d —c-b+a-d 0 1
A A A A
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GL (n,K) ist nicht kommutativ fiir n > 2.
Hier nun ein Beispiel. Sei A, B € GL (2,K) gegeben mit

=(on)om=(o)
)(G)=(
o) (o)

Nun gilt:

O =
N———

O =

beziehungsweise

[EE—Y

N
N———

Also: A-B# B - A.

3.3.4 3 ausgezeichnete Matrizenfamilien in GL (n,K), Umformungsmatrizen

Die ausgezeichneten Matrizenfamilien werden auch als Umformungsmatrizen bezeich-
net.

Anmerkung: Alle leeren Positionen sind mit Nullen zu fiillen.

I.) Sei M; (o) gegeben mit

1 0
"1
M; (Oé) = « 1
0 1
T
1 — te Spalte

wobei a € K\ {0}.

Die Spaltenvektoren von links nach rechts abgelesen sind
€1,€2,..., 0 €4,...,€n

Diese Spaltenvektoren sind linear unabhéngig fiir o # 0 (Voraussetzung) = M, («) ist
invertierbar.

I1.) Sei V,; gegeben mit:

1 0
"1
0 1 1
Vi‘ = .
] AN
1
0
7 7
1 — te Spalte j — te Spalte

wobei i # j (ansonsten V;; = E - also sinnlos)
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Die Spaltenvektoren von links nach rechts abgelesen sind
€1,€2,...,€i-1,€5,€i+1,..-,€j—-1,64,€j41,-..,€n

Diese Spaltenvektoren sind linear unabhiingig = V;; ist invertierbar.

IT1.) Sei A;; (o) gegeben mit

1 0

1 -«

Aij(Oé): . i
0 1

7 T

i — te Spalte j — te Spalte

wobei a € K\ {0} und 7 # j.
Ansonsten: Fiir o =0: A;; (0) = E, fiir i = j: A;; (o) = A, (a)

Die Spaltenvektoren von links nach rechts abgelesen sind
61,62,...,61',...,ejfl,()é'€i+6j,€j+1,...,€n

Diese Spaltenvektoren sind linear unabhiingig = A,;(«) ist invertierbar.

Seinen S € GL (n,K) und T € GL (m,K) aus einer der drei Familien.
Sei Ae M, , (K) =rg(4) =rg(S-A-T) weil

EMpn,n(K)  E€Mn,n(K) E€Mp n(K)
K7 K™ KN — K™ Km S Km

Wir wollen nun die Auswirkungen der einzelnen Umformungsmatrizen betrachten.
Hierzu rechnen wir zuerst ein Beispiel und betrachten dann den allgemeinen Fall.

Sei A € M3 (K) fiir die Beispiele.

3.3.5 Multiplikation mit M, («)

I.) Sei i = 2 fiir M; (o). Damit sind folgende Matrizen gegeben:

ail a2 @13 1 0 0
A= ax azx a3 |, Ma(a)=| 0 a 0
as1 as2 ass 0 0 1
Nun gilt fiir die Multiplikation von links:
1 00 ai1 a2 a3 a1 a2 a13
MQ (a) A= 0 o O . a21 a22 A23 = Q-a21 G -a22 Q-Aas3
0 0 1 as1 asz a3 asi asz ass

Wir multiplizieren also die zweite Zeile von A mit .
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Fiir die Multiplikation von rechts erhalten wir:

a1l a2z ais 1
A . Mg (a) = a1 a9 a3 . 0
as1 as2 433 0

aip «-ai2 ais

az; Q-ag2 a3

0
0
1

o Q O

asz;p Q-asz2 ass

Wir multiplizieren also die zweite Spalte von A mit a.

II.) Allgemein gilt:
Multiplikation mit M; («) von links:

«— U1 — «— V1 —

Vi—1 —  Ui—1

— — —
M, (@) — vy = =]« av —
— Vi1 — — Vi1
— Uy — «— Um —
Wir multiplizieren also die i-te Zeile von A mit a.
Multiplikation mit M; (a) von rechts:
T T 1 T T 7 T T T
w1 e Wi Wy Wi41 ce. Wp 'Mi (a) = w1 cee W1 Q- W;  Wi41 o Wy
1 ool l l 1 l ! l

Wir multiplizieren die i-te Spalte von A mit a.

3.3.6 Multiplikation mit V;
I.) Sei i =1 und j = 3 fiir V,;;. Damit sind folgende Matrizen gegeben:

ai; a2 a13 0 0 1
A= a ax a3 |, Viz=] 01 0
azy azz2 ass 1 0 0

Nun gilt fiir die Multiplikation mit Vi3 von links:

0 01 a1l a2 a13 a31 a3z as3
Viz-A=1 01 0 a1 a2 a3 | = | a21 axx as3
100 as1 as2 as3 ailr a2 a3

Wir vertauschen also die erste und dritte Zeile.

Fiir die Multiplikation mit Vi3 von rechts erhalten wir:

a1 a2 ais 0
A-Vis=| axn a2 a3 |-| 0
as1 asz ass 1

1 a1z a2 an
0 | = a3 a2 ax
0 asz a3 asy

o = O

Wir vertauschen also die erste und dritte Spalte.
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II.) Allgemein gilt:
Multiplikation mit V;; von links:

«— U1 —

— U - — Vi1 —

: «— v —

— v — — Viy1 —

Vij - : = :

— v — — Uj-1 —

. — Vi —

— Uy — — UVj41 —

— U —

Wir vertauschen also die i-te und j-te Zeile.

Multiplikation mit V;; von rechts:Satz (2.8) HomomorphiesatzUutSatz (2.8) Homo-
morphiesatzut

T 1T 1 ToT o T
Wyt Wil Wi Wip1 Wil Wi Wig1 Wy -Vij
| I I !
7 [ T 7
= wy - Wi—1 W5; Wig1 ~° Wij—1 W; Wj41 - Wy
| I Lol !

Wir vertauschen also die i-te Spalte und die j-te Spalte.

3.3.7 Multiplikation mit A,;; (o)

I.) Seii=1 und j =3 fiir A;; (o). Damit sind folgende Matrizen gegeben:

air aiz2 Qa3 1 0 «
A= ax ax a3 |, Ai(e)=] 0 1 0
as; asz a3z 0 0 1
Nun gilt fiir die Multiplikation mit A;; (o) von links:
1 0 « ai1 a2 ais a1 +a-azr a2 +a-azge a3+ a-ass
Ag(a)A=| 0 1 0 || a1 a2 ax | = a1 a2 a3
0 0 1 as1 asz ass asy asz ass

Wir addieren das a-fache der dritten Zeile zur ersten Zeile.

Fiir die Multiplikation mit A;; (o) von rechts erhalten wir:

a1 G122 «@-ai1+ais
21 Q22 Q-ao1 + a3
a31 az2 «-ag;+ass

ail aiz2 ais 1 0
A A13 (Oé) = a21 a22 A23 . 0 1
ag1 asz ass3 0 0

— o 9
Il

Wir addieren das a-fache ersten Spalte zur dritten Spalte.
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II.) Allgemein gilt:
Multiplikation mit A;; (o) von links:

— V1 —
— v —
. — Vi1 —
— v = — vt a- vy
Ajj (@) : =| < Vit1 -
— v -
. — vj —
— Uy —
— Um —

Wir addieren das a-fache der j-ten Zeile zur i-ten Zeile.

Multiplikation mit A,;; (o) von rechts:

T T T T T T T T
Wy e Wy e Wy Wy 'Aij(a): Wy e Wy Wi W e Wy
l l l l l l l l

Wir addieren das a-fache der i-ten Spalte zur j-ten Spalte.

3.3.8 Elementare Umformungen von Matrizen

1) Es gibt Zeilenumformungen und Spaltenumformungen
g g | g
(2) Es gibt 3 Matrizenfamilie:
(I) Multiplikation einer Zeile (oder Spalte) mit einem Skalar o # 0
IT) Vertauschung einer Zeile (oder Spalte
g P

(IIT) Addition des a-fachen einer Zeile zu einer anderen Zeile (Addition des a-
fachen einer Spalte zu einer anderen Spalte)

Fazit: elementare Umformungen erhalten der Rang (Rang = Anzahl der linear un-
abhingigen Spaltenvektoren).

Es gilt:

(i) Multiplikationen der Umformungsmatrizen von links modifizieren die Zeile.

(ii) Multiplikationen der Umformungsmatrizen von rechts modifizieren die Spalte.

a) Hier nun ein Beispiel zur Bestimmung des Rang einer Matrix:

Gegeben sei A mit

a1l a2 a3 aig 1 3 41
A= a1 G2 G23 (24 = 0 3 0 6
a3l G32 a3z A34 2 4 =2 2
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Nun gilt:

3. Zeile — 2 x 1. Zeile. Wir erhalten:

1 3 4 1
0 3 0 6
0 -2 —-10 0

Nun kénnen wir a1 (2. Spalte — 3 mal 1. Spalte), a;3 (3. Spalte — 4 mal 1.
Spalte) und a4 (4. Spalte — 1. Spalte) eliminieren. Wir erhalten:

1 0 0 0
0 3 0 6
0 -2 —-10 0

Nun wollen wir fiir as; (2. Zeile mal 1) und a3, (2. Zeile mal —1) Einsen erzeugen.
Wir erhalten:

1 0 0 0
01 0 2
01 5 0

Analog wie oben eliminieren wir a3y (3. Zeile - 2. Zeile). Wir erhalten:

100 O
0 1 0 2
0 0 5 -2

Analog zu oben eliminieren wir a4 (4. Spalte - 2 mal 2. Spalte). Wir erhalten:

100 O
010 O
0 0 5 -2

Nun multiplizieren wir die 3. Spalte mit % Wir erhalten:

1 00 0
0 1 0 0
0 01 -2

Zum Abschluff eliminieren wir a34 (4. Spalte + 2 mal 3. Spalte). Wir erhalten:
10 00
01 00
0 010

Folgerung: rg(A) = 3.
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b.) Wir wollen nun ein Beispiel nur mit Zeilenumformungen (Multiplikation von
links) rechnen:

0 2 0 01 6 0 1 6 01 6
0 1 6 V_1>2 0 2 0 i 0 0 —12 I_I) 0 0 1
0 4 4 0 4 4 0 0 —20 0 0 1
0 6 0 0 6 0 0 0 —-36 0 0 1
Nun sind wir schon fast am Ziel:

01 6 01 6 01 0

0 0 1 IiI 0 0 1 I:[ 0 0 1

0 0 1 0 0O 0 0 O

0 0 1 0 0O 0 0 O

Anmerkung: Fiir die einzelnen Operationen gilt:

(I) A21(-2), Az1(—4), Ay (-6)

0
(III) Az, (—1), Ay (—1)
(IV) A5 (-6)

Wir erhalten eine Matrix in der Zeilenstufenform:
1 0
0|0

0 0 O

0 0 O

o O

Abbildung ITI-8: Beispielmatrize in Zeilenstufenform
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3.3.9 Satz (IIL3.4)

Jede Matrix lafst sich durch Zeilenumformungen auf die Zeilenstufenform bringen.

Doch zuerst eine Matrix in der Zeilenstufenform, da die Matrix aus dem Beispiel
nicht unbedingt typisch fiir diese Form der Matrix ist:

0 ... 01 % ... = 0 % ... x 0 x ... %
1 *x ... x 0 % ...

1 % ... %

0 0

Die freien Plitze sind alle von Nullen belegt, Sterne stehen fiir beliebige Werte. Man
sieht leicht, daf} die einzelnen Zeilenvektoren linear unabhingig sind.

Beweisskizze fiir Satz (I11.3.4): Induktionsbeweis nach Zeilenzahl.

Sei A gegeben mit:

«— U1 — — U1 —
— = vz — —
A= = B
— Uy —
wobei B aus den Zeilenvektoren vs,...,v,, besteht. Nun wollen wir B durch Zeile-
numformungen manipulieren. Wir unterscheiden zwei Fille:
1. Fall:
0 ... 001 % ... % 0 % ... x
1 % ... =

Nun unterscheiden wir zwei weitere Unterfille von Fall 1:

Fall 1.1:
0O ... 0 x ... 0 0 0
O ... 001 « ... 0 0 0 1 * 0
1 — 1
Wir substrahieren ein vielfaches der zweiten Zeile von der Ersten.
Fall 1.2: Division durch a # 0:
0 0 a 0 ... 0 0 1 0
0 0 0 O 1 0 = * 0 0 0 0 1 0 = *
1 = * — 1 = *

Wir multiplizieren die 1. Zeile mit %

Wir erhalten eine Eins.
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2. Fall:
% * 0 * ok 1 0
1 1 1

Zuerst subtrahieren wir ein vielfaches der zweiten Zeile von der ersten Zeile und
tauschen anschliefiend die beiden Zeilen.

Nun unterscheiden wir zwei Unterfille:
Fall 2.1:

1
0
0

S O *
o O ¥
_Q O

Zuerst subtrahieren wir von der zweiten Zeile das a-fache der dritten Zeile, so daft
wir eine Null erhalten. Anschlieflend tauchen wir die zweite und dritte Zeile

Fall 2.2: Nun sei a # 0:

1 x .. % ... * 1 % ... % ... * 1 x ... 0 ...
0O ... 0 a =* = O ... 0 1 x  =x 0O ... 0 1 =x

Zuerst dividieren wir die zweite Zeile durch a um anschlieffend die zweite Zeile von
der ersten zu subtrahieren, so dafy wir eine Null iiber der Eins erhalten. Damit sind
die beiden ersten Zeilenvektoren linear unabhingig.

Allgemein wollen wir die Matrix A so lange mit Zeilenoperartionen umformen bis wir
A in der Zeilenstufenform vorliegen haben. Die Anzahl der Spalten in der Spalten-
zeilenform ist gleich dem Rang der Matrix A:

0O ... 001 = ... x 0 % ... = 0
1 « ... x 0 =x

rg(A) =rg 1
0 0

Wenden wir nun Spaltenumformungen auf die Zeilenstufenform an, so erhalten wir
eine Matrix der Form

1 0| %evevn- "
0 1] sennnn. %
0 0
0 0

Links oben haben wir eine r x r-Matrizen deren Diagonale mit Einsen besetzt ist und
ansonsten nur Nullen enthilt (eine r x r-Einheitsmatrize). Rechts davon sind unbe-
kannte Koeffizienten, darunter ist ein rechteckiger Bereich, der nur Nullen enthilt.
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Wenden wir nun weitere Spaltenoperationen an, so erhalten wir eine Matrix der Form

1 0l 0------ 0 Q-vvn-- 0

z E,
0 110------ 0] Q-vvnn- 0
0 0 0 0
0 0 0 0

Am Ende erhalten wir eine Matrix die neben einer r x r-Einheitsmatrize in der oberen
linken Ecke nur Nullen enthélt. Da diese r Gleichungen linear unabhingig sind folgt,
dafs der Rang der Matrix r ist.

3.3.10 Satz (IIL3.5)

(i) Jede Matrix A 1dft sich durch Spalten- und Zeilenumformungen auf die Gestalt

Qevnv-e 0

E, g
Qecnve- 0

0 0
0 0

bringen. Es gilt: rg(A) =r.
(ii) Zu A, (K) existiert U € GL (m,K) und V € GL (n,K) mit

Qceve-- 0
E,
Qcevee- 0 )
U-A-V= wobei r=rg(A)
0 0
0 0

Zwischenbemerkung zum Assoziativgesetz:
Haben wir eine Matrix A und wollen diese in die obige Gestalt bringen, so bieten sich

zwei Moglichkeiten an:

(1) Zuerst die Zeilenumformungen und dann die Spaltenumformungen

(2) Zuerst die Spaltenumformungen und dann die Zeilenumformungen

Wir erhalten identische Ergebnisse: (U-A) -V =U-(A-V)

3.3.11 Definition (IT1.3.b):
(1) Spaltenrang einer Matrix A: Maximale Anzahl linear unabhingiger Spaltenvek-
toren =rg(A).

(2) Zeilenrang einer Matrix A: Maximale Anzahl linear unabhingiger Zeilenvekto-
ren =rg(A).
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3.3.12 Satz (IIL3.6)

Zeilenrang und Spaltenrang einer beliebigen Matrix sind gleich.

An und fiir sich ist dies erstaunlich, da zum Beispiel fiir eine Matrix A € Mj3 79 (K)
gilt:

ai1 ai2 - 01,720
A= a1 Qaz2 - 42720
az1 asz2 - 43720

Wir haben 720 Spaltenvektoren aus R? und 3 Zeilenvektoren aus R™?’. Trotzdem ist
der Spalten- und Zeilenrang von A gleich.

Beweis:

Der Zeilenrang bleibt bei Zeilenumformungen erhalten. Wir betrachten die einzelnen
Familien:

(I) Multiplikation einer Zeile mit o # 0: v1,...,04, ..., U — V1. Q- Voo, Upye 21
zeigen:
(V1o oy Uiy ey U) = (U1, oo, Q- U4y oo, Upy)

(IT) Vertauschung zweier Zeilen: klar, da eine Vertauschung von Zeilen den Rang
einer Matrix nicht &ndert.

(IITI) Addition des a-fachen einer Zeile zu einer anderen Zeile: vy, ..., v;,...,0;,...,0pm —
Viyeooy Viyovn, 0V +0j,. .., Uy Zu zeigen:
(V1o Uiy ey Ugyee oy Uy = (U1, oy Vg e, -V F Vjy e, Uy

Nun gilt: Zeilenrang von A = Zeilenrang der Zeilenstufenform = Anzahl der Stufen
(nach (II1.3.b)).

Konsequenz: Basen von Unterrdumen des K. Sei U = (vq,...,v,,). Also:

— w; —

— V1 —
(%) ;
A V2 Wi
= —_—
: — 0 —
~ Un — :

— 0 —

Anmerkung: Bei (x) formen wir A in die Zeilenstufenform um.
Behauptung: wi,...,w; sind Basis von U
Beweis: Zeilenumformungen erhalten den Rang:

<U1,...,Um> =U= <U}1,...,’wk>

(wir kdnnen die Zeilenvektoren die nur Nullen enthalten weglassen)

Die Zeilenvektoren wy, . .., w; der Zeilenstufenform sind linear unabhingig = w1, ..., wg
sind eine Basis von U.

Fiir unser Beispiel vom Anfang dieser Vorlesung gilt:
U = ((0,2,0),(0,1,6),(0,4,4),(0,6,0)) < R?
Aus den Umformungen und Satz (II1.3.6) folgt allerdings:
U = ((0,1,0),(0,0,1))
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3.3.13 Beschreibung einer linearen Abbildung f: V — W durch Matrizen

Es gilt: dim (V) =n = V5K (schon gezeigt) Wie beschreibt man einen Isomorphis-
mus K"=V? Antwort: Durch die Basis von V. Es gilt:

f:K"SV = {f(e1),...,[f(en)} ist Basisvon'V
gpgl:K"%V7(m1,...,xn)n—>2xi-vi < A={vy,...,v,} seiBasisvon V

Sei dim (V) =n, dim (W) =m, f: V — W ist linear, wihle Basis 2 von V, Basis B von
W:

A% W
%T y Tso%
K" K™

Abbildung ITI-9: Skizze fiir Beschreibung linearen Matrizen

Es gilt: ¢on og:fogpm@g:(gp%)*lofogom
Es gilt: g = fa, A € M, », (K). A ist eindeutig nach Wahl der Basen 2,5 der Abbildung
f zugeordnet.

Definition: A = M3, (f) ist die beschreibende Matrix fiir f beziiglich 2 von V und B
von W.

3.3.14 Satz (II1.3.7):

Sei A = M (f), dann gilt: rg(f) = rg(A), dim(Kern(f)) = n —rg(A) (folgt nach

Dimensionsformel)

Beweis:

\% W
¢ - %‘T % T% _
K" K™

Abbildung III-10: Skizze fiir den Beweis Satz (I11.3.7)

Behauptung: ¥ induziert einen Isomorphismus Bild (f4) = Bild (f).
(=  rg(4) = dim (Bild (1)) = dim (Bild (f)) = rg (/))
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Beweis:
(i) Y (Bild(f4)) C Bild(f). Sei w € Bild (f4), das heifft: w = f4 (v), v € K". Damit
gilt:
(*)
V(w) =T (fa(w)=(Vofa)(v) = (foyp)(v)=Ff(p(v)) €Bild(f)

Anmerkung: Die Gleichheit von (x) folgt aus der Kommutativitit des Diagramms

(der Weg spielt keine Rolle)

(ii) Damit ¥ : Bild (f4) — Bild(f), U ist injektiv, weil U die Einschrinkung eines
Isomorphismus ist.

(iii) U ist surjektiv: Sei w € Bild (f). Zu zeigen:
(1) v e Bild (fa)
(2) ¥(v)=w

Nach Definition: w = f (vg), vo € V, da ¢ Isomorphismus gibt es v; € K" mit vy = ¢ (v1).
Insgesamt:

w=f(pv))=(fop)(vi) =T (fa(vr))
Setze v = f4 (v1)

3.3.15 Eintrige in die beschreibende Matrix fiir f
Es gilt: A= (o) miti=1,...,mund j=1,...,n. Nun gilt:

A~ fa, A=(..,fale),...)
wobei f4 (e;) in der j-ten Spalte steht.
Aufierdem gilt:

Q5 X1
: =falej), | : Zzl’i'vi
Qmj Tn

Bilden wir nun einen Einheitsvektor ab, so erhalten wir:

0

=XXX]

—
I
<
<0

PA (ej) = P

o

=X

Also: e; — vj.

Wollen wir nun eine Matrix ausrechnen, so gilt:

Qij m
fvy) = fleales)) = fopule)) =py (fale)) = ¢u : = iy w
U i=1
Also: .
f(vj) = Z%‘j Wi, M% (f) = (euj)
i=1
A=(ag;) mit i=1,...,mund j=1,...,n.

In Worten: “f (v;) liefert die j-te Spalte von M3, (f)”
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3.3.16 Berechnung von Darstellungsmatrizen

Sei A = {v1,...,v,} Basis von V mit dim (V) =n und B = {w;,...,w,,} eine Basis von
W mit dim (W) = m.

S

\% W
%T y Tso%
Kn Km

14
Abbildung III-11: Berechnung der Darstellungsmatrize My (f)

Es gibt fiir f4 zwei dquivalente Darstellungsmdoglichkeiten: fy & A+— A - x.
Nun gilt fiir M3 (f):

f(vj) = Zaij Wi, M% (f) = (ov;)

i=1
mit i=1,...,mund j=1,... n.

Wir haben schon gezeigt: dim (f (V)) =rg(f) =rg (M (f)). Dann gilt fiir dim (Kern (f)):

dim (Kern (f)) = dim (V) — dim (f (V)) = n — rg (M3, (f))

Nun seien zwei Abbildungen f und g von V nach W gegeben:

Abbildung ITT-12: Abbildungen f und g von V nach W

Sei 2 eine Basis von V und B eine Basis von W. Was ist nun
M3 (f +9) beziehungsweise M3 (f-g)

Wir wissen:

m m m

(f+9)(v;) = f(v;) + Q;Uj) :;au'wﬂr;ﬂu'wi:;(%a‘ + Bij) - wi
ij i

Also gilt:

Analog kénnen wir zeigen:

Mg (f-9) = Mg (f) Mg (9)
Mg (A-g) = A-Mg(f)

Anmerkung: Dies gilt nur fiir (n x n)-Matrizen.
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3.3.17 Satz (IIL.3.9)

Bei fester Basiswahl 2 = {vy,...,v,}, B = {wy,...,wy} ist die Abbildung Homg (V, W) —
M, » (K), f— M3 (f) ein Isomorphismus. Insbesonders:

Homg (V, W) =dim (V) - dim (W)
Beweis: Zu zeigen sind

Linearitat
Injektivitit

Surjektivitat

Linearitét: Siehe (ITI.3.16)
Injektivitit: Aus M3, (f) folgt, da® f(v1),..., f (v,) bekannt sind. = f ist bekannt,

denn . .
f <Z)\zvz> =3 i f(v)
i=1 i

Surjektivitéit: Gegeben sei A € M,, ,, (K). Finde die Abbildung f mit

M (f) = A

@

Vo W
%T y Tso%
K" K™

T4
Abbildung ITI-13: Skizze zum Beweis der Surjektivitat

Setze f=pmofao(pa) = A=ME(f)

Eine andere Formulierung: Lineare Abbildungen zwischen V und W sind auch durch
Matrizen gegeben. Aber: die beschreibenden Matrizen hingen von der gewihlten
Basis ab.
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3.3.18 Satz (II1.3.10)

Gegeben ist die folgende Situation:

wobei 2 eine Basis von V, B eine Basis von W und ¢ eine Basis von Z ist. Es gilt:

Mg (go f) = Mg (9)- Mg (f)

Fiir den Beweis bieten sich zwei Moglichkeiten an:

(1) Rechnung (zu viele Indizes und sehr viel Schreibarbeit)

(2) iiber Definition der Matrizenmultiplikation

Zuerst zur Orientierung das Schema

\% / \\% J Z
me 7y T@B Y4 T%
K" K™ K"

74 Ty
Abbildung ITI-14: Schema Ausgangssituation fiir den Beweis von Satz (I11.3.10)
Behauptung: (go f) oy =peo(fpofa)
v 9
oy e

Beweis:

(goflopa = go(fowa) = go(psofa)

Anmerkungen:

zu A: folgt aus Assoziativitidt von Komposition von Abbildungen.
zu (x): Betrachte die linke Hilfte der Ausgangssituation.

zu (#): Betrachte die rechte Hilfte der Ausgangssituation.
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Nun kénnen wir Satz (I11.3.10) auf einen Basiswechsel anwenden:

A A B B’
idV f idW
A% VvV A%% A%%
N N
id_of.id
w 174

Abbildung ITI-16: Schema fiir Basiswechsel
Satz (IT11.3.10) liefert:
M3, (f) = MY, (idw o f oidy) = M3, (idw) o My (f) o MY (idy)
Nun wollen wir die Natur der Matrizen
M2 (idy) und M3 (idw)

betrachten.
Behauptung:

(1) Diese Matrizen sind regulir.

(2) Diese Matrizen sind Ubergangsmatrizen von einer Basis zu einer anderen Basis.

Betrachtung von M3 (idv): Sei 2 = {vi,...,v,} Zielbasis und sei %' = {v},...,v.}
Ausgangsbasis. Nun gilt:

n

U;— = idV (’U;) = Ztij s Vg

i=1

Damit gilt fiir die Ubergangsmatrize von 2 nach 2’
M3 (idv) = ()
Fiir den Rang von (t;;) gilt:
rg (M% (v)) — rg (idv) = dim (idy) = dim (V) = n

Also: (tij) eM, (K), rg (tij) =n = (tij) € GL (n,K)

Behauptung:
ME, (idw) = (Mg’ (idw))%
Beweis:
M3, (idw) - M3 (idw) = M3, (idw o idw) = M%, (idw) = E,
Analog:

M2 (idw) - M3, (idw) = M3 (idw o idw) = M3 (idw) = E,,

Es folgt die Behauptung.

§3: Rang von Matrizen und lin. Abb. http://fsmath.mathematik.uni-dortmund.de/script



Kapitel III: Linearen Abbildungen und Matrizen Seite II1-45

3.3.19 Satz (II1.3.11): Transformationsformel

Sei f : V — W linear, 2 und 2 seien Basen von V, B und 8’ seien Basen von
W mit Ubergangsmatrizen S (A — 2, S € GL (n,K), dim(S) = n) und T (B — %/,
T € GL (m,K), dim(T) = m). Dann gilt:
M3, (f) =T~ Mg (f)-S
Zum Einprigen folgendes Hilfsmittel:
71 . m .
I Mg (f) - S_

N~
mxm mxn nxn

Nur auf diese Art und Weise kdnnen wir die Matrizen multiplizieren.

3.3.20 Elementare Umformungen und Inversenbildung von Matrizen

Zuerst ein Beispiel: gegeben sei

100
A=12 6 3
3 4 1
Man sieht leicht: rg A = 3 = A~! existiert.
Das Schema:
(A]E,)
l l simultane Zeilenumformungen
(Bn]A™)

Abbildung ITT-17: Schema fiir die Inversenbildung von Matrizen

Fiir unser Beispiel:

100100 100 100
(AlEs)=| 2 6 30 1 0 |—=]06 3] —-210
34 1[0 01 04 1| -3 01
100 1 00 10 0 1 00
o1 it ro)ofo1 L1]-L %o
04 1| -3 01 00 1] -3 -2 1
1 0 0 1 0 0 1 00 1 0 O
o1 i -2 % o)=(o1o0|-F -t 1
5 2 5 2
00 1 52 00 1 52
Ergebnis:

1 0 0

A= =% 5 2

5 2

5 3 1

Nun machen wir noch eine Probe: Es muf gelten: A-A"! = E = A~!. A, Wir

beschrinken uns hier auf A- A~! = E:

100 1 0 0 100
A-At=26 3| ¢ -5 3]=|010]=E
34 1 52 00 1
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Wir wollen nun eine theoretische Begriindung fiir diesen Algorithmus der Umfor-
mungen einer reguliren Matrix in eine Einheitsmatrize liefern:

(1) Wir formen A mittels Zeilenumformungen in die Zeilenstufenform um:

0O ... 001 % ... x 0 *x ... x 0 =« *
1 % ... x 0 =% ... %

1 % ... %

0 0

Die Anzahl der Stufen =rg(A), wobei A € M,, ,, (K). Also

11. 0

0 1
(2) Umformungen sind Multiplikationen mit Umformungsmatrizen wobei

Zeilenumformungen Multiplikationen mit Umformungsmatrizen von links
sind.

Spaltenumformungen Multiplikationen mit Umformungsmatrizen von rechts
sind.

Anmerkung: Zur Bildung der Inversen Matrix benutzen wir nur Zeilenumformungen.
Ergebnis:

(4| U ) A R,
Abbildung III-18: Ergebnis der Matrizeninversion

Matrizentheoretische Begriindung:

2,7, 1,...,25,7Z, bedeutet die Multiplikation mit S;,S;_1,...,S5,S; von links.
Wir wissen:

(St-St_l-...-Sg-Sl)-A:E = (St-st_l-...-Sg-Sl)-E:A_l
Auf der anderen Seite:
B:(St-St_l-...-Sg-Sl)~E:A_1

Bemerkungen:

1. Eingabe von beliebigen Matrizen A € M, (K): Ist A singulir, so merken wir dies
spitestens bei diesem Algorithmus dadurch daf er nicht weiter gefiihrt werden kann.
Der Grund: rg(A) S n, also liefert die Zeilenstufenform mindestens eine Spalte die
nur aus Nullen besteht:

0O ... 01 % ... x 0 = 0 =x *
0 = 0 = *
1 =* *
0

0 0 0
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2. Anwendung von Zeilen- und Spaltenumformungen: A € M, (K) ~» E, vermittels
Z,,75,7,,Z3,Z>, ... (Z, bezeichnet eine Zeilenumformung und S,, bezeichnet eine Spal-
tenumformung). Zur Erinnerung: Zeilenoperationen sind Multiplikationen von links,
Spaltenoperationen sind Multiplikationen von rechts. Matrizentheoretisch betrach-
tet:
Zy-Zy y-...- 2977 -A- S1-So-...-S; 1S,

=U =V

Also: A: U-A-V =E. Fiir die Inverse ergibt sich damit:

U-A-V=E = A=U'.E.vi=py1tl.v!
= At=(wtv Y =YY =v.U

Aus Ubungsaufgabe bekannt: Bei invertieren eines Produktes zweier Matrizen dreht
sich die Reihenfolge der Terme um.

Nun wollen wir U und V betrachten:
U=2y Zi1-...- 227, -E

Also ist U das Ergebnis der sukzessiven Zeilenumformungen angewandt auf E.
V=E-S;-Ss-...-S;1-S;

Also ist V' das Ergebnis der sukzessiven Spaltenumformungen angewandt auf E.

Wir konnen also ein Schema analog zu dem Schema fiir Zeilenumformungen ent-
wickeln:

(4 |E.|B.)
Ll
(B V| V)

Abbildung I11-19: Schema fiir Zeilen- und Spaltenumformungen

Hier nun ein Beispiel fiir A € M, (K):

A U 1%
1 2 10 10
45 0 1 0 1
1 0 1 -2
4 -3 0 1
1 0 10
0 -3 4 1
(1 0> (1 %)
0 1 0,%
Nun gilt:
- 13 10 -3 3
v (o ) (G-
3 3 3
A =

3. SeiAEGL(?LK) = Z, 2y 1-...-7o-7Z1-E= A_1:Zt-Zt_1-...-Z2-Z1
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3.3.21 Satz (IIL.3.12)

Jede Matrize in GL (n,K) ist das Produkt von Umformungsmatrizen (Elementarma-
trizen). Man sagt: “GL (n,K) wird von Elementarmatrizen erzeugt”

(Zur Erinnerung: S, = Gruppe der Permutation von n Ziffern (Bijektive Abbildung
von 1,...,n auf sich selbst)

Ubergangsmatrize: gegeben sei V mit Basis 2 und einer neuen Basis 2. Zwangsliufig
gilt:

n
Gt
i=1
Nun wird T = (t;;) = M}, (id) als Ubergangsmatrize bezeichnet mit
n n

i=1 i=1

Nun ist nicht einheitlich definiert was die Ubergangsmatrize ist:
n

n n n n
U:Zyj'ztij'vi:Z' Ztij'yj 'WZZ%"%‘
Jj=1 i=1 j=1 i=1

=1

n

Fiir die Koordinatentransformation gilt also: x; = Z tij-y; fiiri=1,... n.
j=1

Damit gilt fiir den Transformationsvektor:

X1 Y1 Y1 Z1

Fiir neue Basis: T (Basiswechsel)

Fiir neue Koordinate: T~! (Koordinatenwechsel) wobei

T =M (id)
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3.4 Kapitel (II1.4): Lineare Gleichungssysteme

Gegeben: a;; € K und b; € K.

Gesucht: Losungen in K fiir

a1 1 + ... + ain-Tn, = b1
as1-T1 + ... + aon-T, = by
Am1 - T1 + oo + Qmn - Tn = by

Wir kénnen dieses Gleichungssystem auch in seine Bestandteile zerlegen:

die Koeffizientenmatrix A = («;;) € M, ,, (K)

Z1
den Losungsvektor x: x = e K»
Tn
b
die Lésungsspalte b: b = e K™
bm

Also kbnnen wir das Gleichungssystem auch folgendermafien schreiben: A - x =b.

Eine andere Moglichkeit besteht darin, daff man das Gleichungssystem als eine lineare
Abbildung auffafdt:
fa(z)=0b mit fu:K*"—>K"

Fiir die Losungsmenge L (A,b) gilt:

L(Ab) ={zrcK":A-z=0b}= ;' ({b})

3.4.1 Satz (I11.4.1)

A-xz =016sbar & rg(A) =rg(Alb)

Anmerkung: (A|b) wird als erweiterte Koeffizientenmatrix bezeichnet:

air - Gin b1
(A| b) = S ‘.. E E € Mm,n-{-l (K)

am1 *** Amn bm

Beweis: Zuerst zur Erinnerung. Es gilt

T T
rgA=rg| v v, | =dim(vy,...,v,) =dim f4 (K")
! !
und
X1 n
Tn i=1
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"= Es gilt:
A-x=5b
I T = b=xz1-v1+...4+x, 0,
A=|vy - vy
| 1

Nun folgt unmittelbar:
rg (A|b) = dim ((v1,...,v,,b)) = dim ({(vy,...,v,)) =rg(A)
7<” Es gilt:

*

—~
~—

dim ((v1,...,v,)) = dim ((vy, ..., vn, b)) (V1,0 0n) = (U1, .., Un, b)

=
= b=xz1-v1i+...+xp v,
Das heifit:

1

i=1

Ty,
Anmerkung: (x) folgt nach Basisauswahl.

Folgerung: Wir kénnen einen Algorithmus zur Entscheidung iiber die Losbarkeit von
Gleichungssystemen entwickeln.

Berechnung des Ranges rg (A) und rg ( A|b) mittels elementarer Umformungen.
Struktur von ( A|b) - Voraussetzung: Eine spezielle Losung z ist bekannt mit A-2o =0

3.4.2 Satz (I11.4.2)
Es gilt:

(1) L(A,b) =20 +L(A,0)

(2) L(4,0) CK"”

(8) dim (L (4,0)) = n—rg(4)
Umformulierungen:

(1) A-z =0b wird als inhomogenes Gleichungssystem bezeichnet.
(2) A- 2z =0 wird als (zugehoriges) homogenes Gleichungssystem bezeichnet.
(3) L(A,0) wird als spezielle Losung des homogenen Gleichungssystems bezeichnet.

(4) L(A,b) wird als allgemeine Losung des inhomogenen Gleichungssystems bezeich-
net.

Beweis:
L(Ab)={z: fa(x)=0b}dxg,z € L(AD) = fa(x)=falxe) = falx—20)=0
= x—x9€ Kern(fa). Kern(f4)=L(A4,00 = L(A4,0)CK"
x—x9 €L (4,00 = xze€x9+L(A0). Seixz=u1x¢+u,ucl(A4,D0)
= Azxz=A-(xp+u)=A-zo+ A-u =A-290=>b, 20 +L(A,0) CL(A,Dd).
=0

Aus der Dimensionsformel folgt:

dim (L (A,0)) = dim (Kern (f4)) = dim (K") — dim (f4 (K")) =n —rg(A)
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3.4.3 Gaufi-Jordansches Eliminationsverfahren

Prinzip: Zeilenumformungen anwenden auf (A,b), eventuell wenige Spaltenumformun-
gen auf A alleine anwenden. Es gilt:

L(Ab)={z:A -x=10}

Behauptung:

1. Zeilenumformungen auf (4,b) dndern die Lésungsmenge nicht.
Beweis: (4,0) = Z-(A,b)=(Z-A,Z-b) = L(AbL=L(Z-AZ-D)
rel(Ab) = Axz=b = Z-Ax=7Z-b = zcl(Z -AZ-D
Z7'(Z-AZ-b)=(Ab) = L(Z-AZ b)CL(AD)

2. Spaltenumformungen auf A haben iiberschaubaren Einflul auf IL (4,b):

L(A-Ub) =U""-1L(A,b)

Beweis: (A-U)-2=b = A-(U-z)=b.U-2€L(Ab) = zcULt-L(AD).
Seid-z=b = (A-U)- (Ut z)=b = U'l-zecL(A-Ub)
Praktische Anwendung:

(i) A-Sl'Sg'...'S,-_1'S7-:A'U_1. Also U:E-Sl-SQ'...-S7-_1'S7-
Damit ergibt sich folgendes Schema (wobei A’ = A -U):

(A[E,)
i l simultane Zeilenumformungen

(A U)
Abbildung ITI-20: Schema fiir das Gauft-Jordansches Eliminationsverfahren
(ii) Bestimme L (A -U,b)
(iii) U-L(A-U,b) =L (A4,b)

In der Praxis werden héchstens Spaltenvertauschungen angwandt, da es ansonsten
zu viel Aufwand ist den Lsungsraum zu berechnen.
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3.4.4 Beispiel fiir Gaufi-Jordansches Eliminationsverfahren

Gegeben sei folgendes inhomogene Gleichungssystem:

r + y + w + 4z =1
x — 2y + 3w = 2
y + w - oz 4

Nun schreiben wir das inhomogene Gleichungssystem fiir die Rechnung als (A,b)-
Matrix:

1 11 4 1 1 1 4 1
1 -2 3 0 2 — 0 -3 2 —4 1
0 1 1 -1 4 0 1 1 -1 4
11 1 4 1 11 1 4 1
2 4 1 2 4 1
-1 0L =3 3| 5 |)=(0L -3 3| —3
5 7 13
0 1 1 -1 4 0 0 3 -3 5
5 8 4 5 8 4
Lo 35 3 3 Lo 3 3 3
2 4 1 2 4 1
=01 -5 3| -3 |—=| 01 -3 3| -3
5 7 13 7 13
00 5 -3 El 00 1 —3 5
100 5 -3 1 00 5 -3
2 21 2 7
7 13 7 13
00 1 —¢ = 00 1 —¢ =
Aus der Matrix stellen wir nun wieder das Gleichungssystem auf:
l-z + 0y + 0w + 5.2 = =3 r + 5z = =3
0oz + 1.y + 0w + 22 = 2L & y + 2.2 = 2
0Oz + 0y + 1w -— %z = % w o — %z 1—53
Also gilt fiir L (4,b):
-3 -5z -3 -5
21 2 21 2
_ 15 5 _ 15 5
L(Ab) = 15,7 zeK) = 13 +K- 7
5 75 5 5
z 0 1
—— ——
o :L(A,O)

Zu guter letzt konnten wir noch eine Probe durchfiihren.
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3.4.5 Elementare Umformungen und Gleichungssysteme

Allgemeine Form: Gegeben ein inhomogenes lineares Gleichungssystem A - x = b.
Durch Zeilenumformungen erhalten wir aus der Koeffizientenmatrix (A|b) eine nor-
mierte Zeilenstufenform:

0O ... 001 % ... x 0 * ... x 0 =« * by
1 =* * 0 * * :

1 * b:

O b

0 0 b

Wobei die linke Matrix als A* (Spaltenpermutationen) und die rechte Spalte als b*
bezeichnet wird. Wir haben bereits gezeigt:

L(A,b) = L (A", b%)

da wir nur Zeilenumformungen und keine Spaltenumformungen verwandt haben um
auf die Zeilenstufenform zu kommen.

Bemerkungen:
1: Nicht alle b}, ,,...,b;, = 0= Das Gleichungssystem ist nicht l6sbar.

Beweis: Sei etwa b, ; # 0, dann muf} gelten:

0-214+0-z24+...40-2, = by
~—
Wir erhalten also einen Widerspruch.
2. Seien alle b;,,,...,b;;, = 0. Nun benutzen wir Spaltenvertauschungen um die Zei-
lenstufenform umzusortieren:
1 0 b b
c : E, c :
0 0 0 0 0 0
Dazu allgemein:
Az = Z T; v,
i=1
T 1 T n
A" 2t = Uiy Uiyt Vi, -w*:ZxZ-Uik
Lol l k=1

T} = Ty, v* entstanden aus x durch dieselben Permutationen.
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Wir erhalten also folgende neue Situation:

b3 T b3
E, C : E, C : :
br Z, b;
_ . —
0 0 0 0 0 o 0
N——
(*)
und
T Tr41 o Tr41
E, +C- +C
(*) = ZTr Tn = Ty Tn
0 0 0 0
0 0 0 0
Also:
X1 Tr41 bf
p)re | s )=
T, Ty br
——
= b

Damit gilt fiir den Lésungsraum:

Tri41
-C- N I
L(A*[b*) = n Trgts .. 2n €K

«— $T+1 —

“— Tn —

Kennen wir eine spezielle Losung ((b7,...,05,0,...,0)), so gilt:

-C - (y)
LA v =| " |+ y ye K"

Insbesondere:

yi1=-.-=by, =0 <& Gleichungssystem 16sbar
& rg(4) =rg(Alb)
dim (L (A,0)) =dim (L (4*,0))=n— rg(A) =n—r

R/—./
=7

Der Algorithmus liefert eine Basis von L (4,0).
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3.5 Kapitel (IIL.5): Determinanten

Wiederholung: det: M, (K) — K, det (K" xK"x...xK") —K

n — mal
Die Determinante ist eine Funktion der Spaltenvektoren: det (4) = det (vy,...,v,).

Axiome:

(i) det (vy,...,v,) =0, falls es i # j gibt mit v; = v;. Bedingt: Die Determinante ist

alternierend:

det (vl,...,vi_l,vi,vi+1,...,vj_l,vj,vj+1,...,vn)

= —det (Ul,. < Ui—1,V5, V541, -+, Vj—1, V4, Vjg1, - ..,Un)

(ii) Die Determinante ist linear:
det (vi,...,a-v;+ 3 -v,...,v,) =a-det (vi,...,v;,...,0,) + 3 -det (vy,..., 0, ... ,0)

Bedingt: Die Determinante ist eine multilineare Abbildung mit Werten in K:
Multilinearform.

(iii) det (E,,) =det (ey,...,e,) = 1. Bedeutung: Normierung

Aus (i) — (i74): Die Determinante ist eine normierte alternierende Multilinearform.
Hauptsatz: Es gibt genau eine normierte alternierende Multilinearform, ndmlich die
Determinante als Funktion der Spaltenvektoren.

Schon gezeigt: die Determinante einer (n x n)-Matrix muf die folgenden Eigenschaf-
ten haben:

Situation: A € M, (K), A = (a;;)

det (4) =4 := ) sgn (o) [[aio0
i=1

oES,
o 1 2 n _ (_ 1\#Inversionen
7= < o(1) 0(2) ... o) > sgn (o) = (1)

Eine Inversion liegt vor, falls i < j und o (i) > o (j).
Anmerkung zu sgn (S,,) — {1, —1} Homomorphismus, wobei

(i) sgn(o-7) =sgn (o) -sgn(r)

(ii) sgn (iyia ... i) = (=1)""", sgn(ij) = -1

(iii) o= (i1j1) - (i1j2) .. (i jr) = (1)

Wichtig sind die Eigenschaften der Determinante: Die Determinante wird als Funk-
tion der Spaltenvektoren aufgefafit:

7 7
A= V1 vt Unp e K'xK" x...xK"
! l n — mal
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Bisher haben wir folgende Schliisse gezogen:

(i) Cramersche Regel
(ii) A singulidr = det A =0
(iii) Verhalten gegeniiber Spaltenumformungen
(iv) A reguldr = det A #0
(v) A-z=b wobei A reguliir hat genau eine Lésung: = = A~' b

det (B;
(vi) und nach der Cramerschen Regel gilt: z; = det (Bi)

det (A)

(vii) wobei B; die Matrix A ist in der wir den i-ten Spaltenvektor durch b ersetzt

haben:
T T 17 T

Bi: Ul"'Uz'—lb'UiJ,-l---Un

L

3.5.1 Satz (II1.5.1)
Anmerkung: Aus (i) und (iv) folgt: A singulir < det(A) = 0 beziehungsweise A
regulir < det (A) # 0.

Beweis: Die Determinante wird bei additiven Spaltenumformungen (iii) nicht gedn-

dert. Sei A = (a;;) € M,, (K) und regulér.

1. Schritt: Wir méchten A so umformen, daff a;; # 0 ist:

7é 0 Koo oooon k
A — *k Koeooonn k
* * ...... *
Nun gibt es zwei Moglichkeiten:
a) a; # 0: wird sind fertig.
b) aj] = 0:
0 P ?
A ~ *k kewo e k
S *

0 | 2407
AV‘-) ES3 Koo oo k
* * ...... *k
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Nun addieren wir die i-te Spalte zur ersten Spalte und erhalten:

70| ?2#07
AV‘-) E3 Koo oo k
S T %

ahy | 7 £0 7
A ~ *k kewo e k
S %
Nun addieren wird das (—&) fache der ersten Spalte zur i-ten Spalte:
aii
aj | 0-eeees 0
A ~ *k kewo e k
S %

3. Schritt: Nun wollen wir A so modifizieren, dafl wir A von der folgenden Form
erhalten:

aly  0-eeeeenn 0
0 0/22 0 ...... O
A~
* DR *
* *
Situation:
alll K oee oo k
a1  a22 Qa2n
A~
* e e *
* *
Wiren as; = a2 = ... = az, = 0 so wihre rg A <n — 1. Daher 3j > 2 mit ay; # 0. Also
gilt fiir A:
aly 0 0
? az;
A~
* e e *
* DR *
Analog zu oben kénnen wir ass so modifizieren, daf® a), # 0 ist und ay; = 0 fiir
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1 =3,...,n2
aly 0o 0
? a/220 ...... 0
A~
* *
* e e *

Wir setzen das Verfahren analog fort und erhalten schliefilich:

ay, 0
!
22
A~ alys . =A
? o
wobei a;;, # 0 fiir 1,...,n. Wir wissen, da wir nur Spaltenumformungen benutzt haben,
daft det A = det A’. Aufgrund der Linearitit folgt:
1 0
det (A) =det (A') =a}, -aby ... al,, - 1.
? R

Weitere Spaltenumformungen liefern:

1. 0 aj 0
A/*)a/ll'a/22""'a;m'<0 ., 1>a/11'a/22""'a;m'En< 11._. / )A//

0 b

Ergebnis: A kann durch Spaltenumformungen so umgeformt werden, daf® wir A"
erhalten. Die Determinante ist leicht abzulesen:

det A=det A" =a};-a)-... a :Ha’--

3.5.2 Satz (II1.5.2): Es gibt nur eine Determinante

Beweis: Angenommen det, det’ erfiillen die Eigenschaften (i) — (iii). Nun unterschei-
den wir zwei Fille:

a) A sei singulir = det (A) = det’ (A) = 0.
b) A sei regulidr = Wir kénnen A durch Spaltenumformungen so umformen, daf wir
eine Matrix A* erhalten:
A_)(a’ll ‘.. 0 ):A*
0 ar.,

Wegen der Eigenschaft (iii) folgt: det (A) = det’ (A) =aj;-aby-... a’

nn*
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3.5.3 Satz (II1.5.3) Multiplikationssatz fiir Determinanten

Der Multiplikationssatz fiir Determinanten lautet: det (A- B) = det (A) - det (B)
Beweis:
a) Ist A singuldr = A - B ist singulir.
To 1

Schema des Beweises: K" —— K» ——= K"
Ist fp nicht surjektiv = f4 o fp nicht surjektiv, Bild (f4 o f;) C Bild (f4)
Es gilt:

fap=facfs = rg(A-B)=rg(fap)
Ist rg (A) S n = K" wird h&chstens auf den K"~! abgebildet = Die Eigenschaften von
fB sind irrelevant.
Es folgt unmittelbar: det (A-B) =0, det(A)- det(B)=0.
b) A regulir = det (A) # 0. Sei A fest und B € M,, (K). Es folgt:

det'(B) = Sty

Zu zeigen: det’ (B) erfiillt die Eigenschaften (i) — (iii)
= det’ (B) = det (B) = det (A) - det (B) = det (A - B)

Dazu:
T T T T
B=| v, ...v, |, A-B= A-vy ... A-v,
! l ! |
Setzen wir nun in die Determinante ein, so folgt:
T T
det| A-v1 ... A-v,
= det’ vT UT = ! !
f ) det (A)

Nun wollen wir die Eigenschaften (i) — (iii) fiir det’ (B) nachweisen:
(i): Ist v; =v; mit i # j = A-v; = A-v; = det (A-vy,..., A v,) =0 = det' (v1,...,v,) =0.

(ii): Es gilt:
_det(A-E) det(A)

"(E) = = =1
det (B) = —3et () ~ det (4)
Also ist auch Eigenschaft (ii) erfiillt.
(7i7): Es gilt:
det' (v1,..., v+ B V), ..., V)
_ det(A-vy,... A-(a-op+Brvg), ., A vp)
B det (A)
o det(A-vy,...,a- Ao+ B Auy, A oy)
N det (A)
a-det(A-vi,..., A -vg,..., A - v)+ [ -det (A -vi,..., A vp,...,A - v,)

det (A)
= oa-det' (vi,..., V5. ...,0,) + B -det’ (vi,..., V..., 0,)

Damit erfiillt det’ alle Eigenschaften der Matrizenfunktion = Multiplikationssatz.

Letzte Anderung: 27. Juli 2001 §5: Determinanten



Seite ITI-60

3.5.4 Eigenschaften von Determinanten gegeniiber Zeilenumformungen

Gegeben sei A mit

a) skalare Multiplikation:

— W1 —
A= :
HU;H—)

Nun betrachten wir drei verschiedene Fille:

b) Vertauschung zweier Zeilen:

det

— wp —

—W;—1 —
— w; —

(f’u)i+1—>

(—wj._l —

— w; —

(fwj+1 —

— Wy, —

— w; —

=a-det | «— w; —

= —det

— Wy

— w1 —

—W;—1 —

Hwi+1 —
(—’LUj_l —

— w; —

ij%*l*)

Wn

c) Das a-fache der j-ten Zeile zur i-ten Zeile addiert:

Das Verhalten der Determinante bei Zeilenumformungen ist analog zu den Spalte-

numformungen.

Die Beweise folgen direkt aus dem Multiplikationssatz mit Hilfe der Umformungsma-

trizen:

a) Multiplikation mit M; (o) von links:

det (M; (o) - A)

— w1 —
—w; + o wj —

: =det
— w; —

det

Wn

-det (A) = «-det (A)
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b) Multiplikation mit V;; von links

1.
det (V;;-A) = det : : A
L0
1
1.
= det : : -det (A)
1 -01 .
1

= (~1)-det(A) = —det (A)

Nun gilt: det (V;;) = —det (E,), da V;; durch Vertauschung von i-ter und j-ter Zeile
in E, transformiert wird.

c) Multiplikation mit A;; (o) von links:

1.
11 e
det (A (o) - A) = det e A
1 -
"1
1.
1 1 «++ «
= det R -det (A)
11.
1

1-det(A) =det (A)
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3.5.5 Kochrezept: Praktische Berechnung der Determinante

(i) Durch Umformungen wird A in eine Gestalt transformiert, so da man die De-
terminante ablesen kann.

(ii) Buchhaltung der Verinderung der Determinante beim Prozef (7).

(iii) Endgestalt der Matrix:

viele Nullen: obere oder untere Dreiecksgestalt
Eine Spalte oder Zeile besteht nur aus Nullen = det (4) =0

3.5.6 Beispiel fiir die Determinantenberechnung

1 2 3
Gegeben sei Amit A=| 4 5 6 |. Nun gilt:
7 8 9

1 2 3 1 2 3 1 0 0 1 0 0
det| 4 5 6 |=|4 5 6|=|4 -3 —6|=|4 -3 0|=0
7 8 9 7T 8 9 7T -6 —12 7 —6 0

3.5.7 Satz (II1.5.4) Multiplikationssatz fiir Blockdeterminanten

Behauptung:

A|O

det =det(| A|] det(| B
* B

Beweis: Wir unterscheiden zwei Fille:

Fall a) A singulir oder B singulir = rechte Seite = 0.

A0 A0

Zu zeigen: ist singulir, daft heifdt rg <n
* ' B * ' B

Angenommen A ist singulir. Durch Zeilenumformungen, die die Determinante nicht
dndern, kann A in folgende Gestalt transformiert werden:

Q------ 0
Kewoonn %
Kewoonn %

| S —

Wenden wir nun diese Zeilenumformungen auf die gesamte Matrix an, so erhalten
wir eine Matrix der Form:

c|o
* | B
#
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Das heifdt: rg (#) < n = det (#) = 0. Analog verfahren wir fiir den Fall, daf} B singulir
ist.
Fall b) A und B sind regulidr = durch Zeilenumformungen kann man die Matrizen

[a)-(B))| 5

auf die folgende Gestalttransformieren:

(5] 0
a1 0 b1 o0 * Qo 0
« e )\ x T B 0
* Bs
(##)
bringen. Nun gilt: det (4) =1 ... - a,, det (B) = ;1 -...: ;. Durch weitere Transfor-

mationen, die die Determinante nicht verindern erhalten wir fiir (##):

a1 0
. 0

* o

= det (###) = det (A) - det (B).

3.5.8 Definition (IIL.5.a): Transponierte Matrix AT

)

tA = AT = (aji);;» wobei A = (aj;),;. Die transpornierte Matrix entsteht durch Spiege-
lung der Matrix an der HauptdiagonalenIII:

a11 a1 Gn1
AT a12 a2 an2
A1m a2m, . Anm,

Anmerkung: Die Zeilen von A werden die Spalten von AT.

Zur Erinnerung:

f
vV —- W
f*
VY «— W"=Hom(W,K)
Aof = A
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Sei 2A: vq,...,v, eine Basis von V und B : wq,...,w,, eine Basis von W.
Die dualen Basen: 2A*: vf,...,v} von V* und B* : wi,...,w), von W*, mit

wl s W Kot () =0y ={ § (7

Anmerkung: §;; ist das Kroneckersymbol.
Dann: M3 (f) = A, M. (f*) = AT und dim (Bild (f)) = dim (Bild (f*))
(In dieser Vorlesung schreiben wir die Ausgangsbasis oben.)

Beweis: Sei AT = (a;;). Nun gilt fiir die Determinante:

n

det AT Z sgn (o H (i) = Z sgn (o Hag(

oES, i=1 o€ES,
Nun setze j := o (i), dann ist i = 0~ !(j). Die Kommutativitit der Multiplikation
liefert:
det (AT) = Z sgn (o Ha]d 1(
oES,

Noch zu zeigen: sgn (o) =sgn (o™ !).

Wir werden fiir die Behauptung zwei verschiedene Beweise fiihren:

L o= (i1j1) - (i2j2) - -~ (ir Jr)

= o7l =(ij1) " (2ga) e (i ge) T = (i) - (G2 ) - (i )
ILid=0-07! = 1=sgn(id)=sgn(c) sgn(c™!) = sgn(c)=sgn(oc!)
Dabher:

det (AT) = Z sgn Ha]c, 1(5)

ogES,

= % e oo

o-1leS,

= Z sgn H aj 7(4)

TES,
= det(A4)

Folgerung: Die Determinante, als Funktion der Zeilenvektoren ist ebenfalls charakte-
risiert durch die Axiome (i) — (iii) einer normierten alternierenden Multilinearform.

3.5.9 Satz (II1.5.5): Laplacescher Entwicklungssatz

Gegeben sei A € M, (K). A;; € M,,_; (K) entsteht aus A durch streichen der i-ten Zeile
und j-ten Spalte. Hier ein Beispiel:

) A23<

A=

- &~ =

2
5
8

© O W
-
[0l \V]
N—
b
)

[
|
N
(G20 \]

2

Es entstehen n° neue Matrizen.

§5: Determinanten http://fsmath.mathematik.uni-dortmund.de/script



Kapitel III: Linearen Abbildungen und Matrizen Seite III-65

Eine Matrix kann sowohl nach der i-ten Zeile als auch nach der j-ten Spalte entwickelt
werden:

(1) Entwicklung nach der i-ten Zeile entwickelt: det (A) = Z (=) a;; - det (A;;)

3

(2) Entwicklung nach der j-ten Spalte entwickelt: det (A) = Z (—1)"*7. a;j - det (A4;5)
i=1

Als Beispiel wollen wir nun A nach der 2-ten Zeile entwickeln:

det (A) = (=1)°T" a9 -det (A1) + (—1)*7% - agy - det (Aga) + (—=1)*7 - agg - det (Aa3)
2 3 1 3 1 2
= 4“8 9 +5"7 9‘6"7 8‘

= —4-(18—24)+5-(9—21)—6- (8 —14)
= 24-60+36=0

A ist also singulir. Bei genauerem Hinsehen wird ersichtlich:

1 2 3 0
4 | =2 5 ]+ 6 |=|20
7 8 9 0

Wir werden hier nur den Beweis fiir die Entwicklung nach der i-ten Spalte fiihren.

Sei A gegeben mit

— v —
A=« v; —
— v, —

Die Determinante von A ist nun eine Funktion der Zeilenvektoren:

n
det(A) = det(vl,...,vi_l,vi,vi+1,...,vn):det ’1}1,...,’1}1‘_1,5 Qij - €5,Vit1y--.,Un
Jj=1

n
= E aij~det(vl,...,vi,l,ej,viJrl,...,vn)
J=1

ai cee G151 a4 a1,541 ce. Q1p
n Aj—1,1 -+ Ai—1,5-1 Qi—175 Ai—1,541 --- Ai—1n
Jj=1 @411 -+ Qi41,5-1  Gi+15  Aitl,j4+1 -+ Qitln
an,1 cee Qnj—1 Qn,j Qn,j+1 ceo Onn
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Nun formen wir weiter um:

a4 ai1 N a15—1 at,j+1 .. Q1n
(%) n - @i—1,j Qi=11 -+ Gim1j—1 Qi—1,j4+1 --- Gi—1,n
det (A) = g a;j- (=1)7" - det 1 0o ... 0 0 ... 0
Jj=1 Ai+1,5 Ai41,1 -+ Ai415—-1  Ait1,541 -+ Aitln
Qn,j Gn,a1 .. Qnj—1 An,j+1 -+ Onn
1 0 - 0 0 e 0
1,4 ail . A15—-1 a1,541 --. Qln
(#) »
Z itj—2
= Qg - (71) - det @i—1,5 Ai—1,1 -+ @Gi—15-1 Gi—1,454+1 --- Gi—1n
Jj=1 @415 Ai41,1 -+ Ai415-1  Aip1,541 - Aitln
Qn,j Gn,1  --- QAngj—1 Qn,j+1  --- Qpn
n
- i+j
= > ay- (=17 - det (4y)
Jj=1
Anmerkung:

Zu (x): Paarweises Vertauschen der Spalten, so dafR die j-te Spalte in die erste
Spalte iibergeht (j — 1 Schritte).

Zu (#): Paarweises Vertauschen der Zeilen, so dafl dieb i-te Zeile in die erste
Zeile iibergeht (i — 1 Schritte).

Die Laplace-Entwicklung ermoglicht eine rekursive Berechnung von Determinanten
- Sie ist eher von theoretischer Bedeutung, da aus Griinden der Performance nicht
praktikabel. Ermaoglicht auch eine rekursive Definition von Determinanten beliebiger

Grofde.

3.5.10 Erginzung zur Leibnizschen Determinantenformel S,

2

. . o 1
Fir S, gilt: S, : 0= ( o(1) o(2)

07(171) )’ o:{1,...,n} —{1,...,n} Bijektion

3.5.11 Definition (II1.5.b): Inversion

Gilt fiir (4,7) mit i < j, daR o (i) > o (j) so spricht man von einer Inversion.

Beispiel fiir Inversion: Sei o gegeben mit:
(12 3 4
77\ 34 21

Folgende Paare sind Inversionen: (1,3),(1,4),(2,3),(2,4),(3,4).
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3.5.12 Definition (IIL.5.c): sgn (o) := (_1)#1“"”310“9“

Fiir jede Inversion oder Transposition 7 € S,, gilt sgn (7) = —1.
Also gilt:
(i) sgn(c)=1 <  Anzahl der Inversionen ist gerade: ¢ ist eine gerade Permuta-
tion
(ii) sgn(c) = -1 & Anzahl der Inversionen ist ungerade: o ist eine ungerade
Permutation

Auf diese Art und Weise brauchen wir (n — 1)+ (n—2)+...+2+1= "‘(7;_1) = ( g )

Vergleiche. Dies ist fiir grofie ¢ nicht mehr praktisch.

3.5.13 Lemma (IT1.5.6):

o(j) =0 (@)

i,j5 €{1,...,n} Fiir jedes o € S,, gilt: sgn(o):H i

i<j
Beweis: Sei m die Anzahl der Fehlstinde von ¢. Dann gilt:

i<j i<j i<j
J ey <o () o(i)S ()

(D" [Lic; G —1) (—1)mH|0(j) —o (1)
= )"]JG-9)

1<j

Bei der letzten Gleichung hat man sich zu iiberzeugen, dafi die beiden Produkte bis
auf die Reihenfolge die gleichen Faktoren enthalten.

3.5.14 (IIL.5.7): Sétze iiber das Signum

Es gilt:

(i) sgn(co7) =sgn(o)-sgn(r),sgn: S, — ({1,...,n},) ist Epimorphismus von Grup-
pen.

(ii) sgn (i1,... i) = (—=1)"""
(iii) sgn (c7') =sgn (o)
Beweis:

Zu (i):

n(ro0) = [[LEU =T W) _[[rle)=r®) pol)=o0

J T
j—i o (j) —o (1) j—i

i<j i<j i<j

Da das zweite Produkt gleich sgn (o) ist (folgt direkt aus obigen Lemma (I11.5.6)),
geniigt es zu zeigen, dafl das erste Produkt gleich sgn (7) ist.
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T(e()—7(0(@) _ T(0(j) —7(o (i) 7 (0 (j)) — 7 (o (i)
E o (j) —o (i) B 11 o(j)—o (i) 11 o (j) — o ()
o (i) <o) o (1)>o(4)
_ 7 (0 (j)) — 7 (o (1)) 7 (0 (j)) — 7 (o (i)
- 1:! o(j)—o(i) 11 o (j) —o (i)
o (i)<o () o (i) <o (i)

Da o bijektiv ist, enthilt dieses letzte Produkt, bis auf Reihenfolge, die gleichen
Faktoren wie H 77-(2) =sgn (7).

— 0
1<J ‘]

Zu (it): Jedes o € S,, 14ft sich als Produkt von Transpositionen darstellen (direkte
Folgerung aus (i)): 0 =7 0...07, d.h. sgn (o) = (—1)k.

o = (i1 i) ist ein Zyklus der Linge k, d.h. o ldfit sich auch in folgender Form
als ein Produkt von k — 1 Inversionen darstellen: o = (i1is) (i2i3) - (ig—1ik). Also ist

sgn (o) = (-1
Zu (iii): siehe Definition (II1.5.a)

Aus (i) und (i7) erhalten wir zwei Varianten fiir die praktische Berechnung des Si-
gnums:

X)) o=(i1,--yir) (brg1, - 0s) (Ust1yevyiz) ... = 21+... 2, Wobei z; ein Zyklus der Linge
r; ist. Nun gilt fiir sgn (0):

Sgn (0> — (_1)T171+...+Tk71

(II) o= H Transpositionen:

r

o= [ Grin), senio)=(-1

Beispiel:
(1 2 3 45 6 7 8 9 10
76 57231410 8 9
Zerlegung in Zyklen: (16)(25374)(8109). Alsos

Nun Zerlegung wir ¢ in Transposition: (16)(24) ( 7)(23) ( 5)(89) (810).
Also: sgn (o) = (-1)" = —1.

OQ
—~ =
S)
—
Il
/\
>_.
N—
()
|
_
—_
ot
[
—~
—
N—
w
L
I
|
—

3.5.15 Permanente - Ungeldstes Problem der Komplexititstheorie

Sei A € GL (n,K). Nun ist Perm (A) (die Permanente) definiert als

Perm (4) = Z ﬁaiya(,»)

€S, i=1

Perm (A) ist dhnlich der Leibnizschen Determinantenformel.

Problem: schnelle Berechnung, denn die Formel ist exponential Komplex. D.h die
Rechenschritte wachsen mit n! ~ n™ = ™08 > 9n,
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3.5.16 Definition (IT1.5.d): Adjungierte Matrix ad (A)

Die adjungierte Matrix ad (A) ist gegeben durch ad (4) := ((fl)iﬂ -det (Al-j)) N
ij

Die Vorzeichen liefern ein Schachbrettmuster:

+ 1+
L+
+ 1+

(—1) =

3.5.17 Satz (I11.5.8)

Sei A € M,, (K). Nun gilt:
(ad (4))" - A=det (A)-E,

Beweis:
T

(ad (A))T A= ((—1)i+j -det (AZJ)) o (aij) = (b”)

)

Also gilt fiir jedes einzelne b;;:

bij = (71)i+k . det (A’Lk) . akj

NE

el
Il
=

(1) ay; - det (A

I
M=

=
Il
—

Obige Umformung verstehen wir als Entwicklung nach der i-ten Spalte der Determi-
nante.

In A wird die i-te Spalte gestrichen und durch die j-te Spalte ersetzt. Nun treten
zwei verschiedene Fille auf:

(I) Fiir ¢ = j: b;; =det (A)

(II) Fiir i # j: b;; = 0, da wir eine Matrix erhalten, deren i-te und j-te Spalte identich
sind.

Daher:
det (A) 0
(ad(A))T-A:< ):det(A)-En
0 det (A)

Inversenbildung einer Matrix: A invertierbar < det (4) # 0. Deshalb folgt fiir inver-

tierbare Matrizen: .

-1 _
A= det (A)

- (ad (4))"
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Beispiel:
Sei A gegeben mit

(3 1)

und sei det (A) =« -0 — (-7 # 0. Fiir die adjungierte Matrix ad (4), beziehungsweise
die transponierte adjungierte Matrix (ad (4))" folgt:

aa) )= (57 wawr= (57

Damit ergibt sich fiir die inverse Matrix A~ !:

det A11
ad (A) = ( —det((Agz)

Probe:

A-AT?

ATl =

(5 W)
a-o—=F-yv \ =7 «a

a 8 1 5 -8
(v 5)0456%(7 a)

L ad—f-y —a-fta-f
a-é—ﬁ-v'(w-é—w a-d—fy >
a-6—0F-y 1 0 1 0
a.(g_g.y'(O 1><0 1>

Nun kennen wir zwei Mdglichkeiten zur Inversenberechnung:

(I) Formel

(IT) Zeilenumformungen von (A| E) nach (E| A1)

In spéteren Vorlesungen werden noch mehr Mdoglichkeiten entwickelt.

Folgerung:

falls det (A4) # 0:

R

=

det (ad (A)) = (det (4))" "

(ad (A)"-A = det(A)-E,
(ad (4))" = det(4) A~}
(ad<A))T) — det (det (A)- A7)
det (ad (4)) = (det(A))"-det(A")
det (ad (A)) = (det(A))"- detl(A)
det (ad (4)) = (det(A))""

Wir haben folgende (schon bekannte) Eigenschaften der Determinante benutzt:

det (- M) =det (- vy, ..

det (A7) = det (A)

Bleibt zu zeigen:

Beweis:

A-A'=E=det(A-A"") =det(E) = det (A) -det (A™') =1=det (A7)

fiir det (A) # 0.

Lav,) =a"-det (vy,...,v,) = a™ - det (M)

det (A7) = detl(A)
R
~ det (4)

§5: Determinanten
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3.5.18 Bemerkungen zu GL (n,K)
Allgemein gilt:
GL (n,K) ={4A €M, (K): A invertierbar}
A invertierbar & det(4A)#0 & rg(4)=n

Bemerkungen:
1. Anzahl GL (n,F,) =Anzahl GL (n,Z/,z) = (p" —1)- (p" —p) -...- (p" —p" ")

2. A (a), M;(f) mit a,0 € K* = K\ {0} = Jede regulire Matrix ist Produkt von
gewissen A;; (o) und M, (). Man sagt: A;; (o) und M; (3) erzeugen GL (n,K).
3. Spezielle lineare Gruppe SL (n,K)

SL (n,K) := {4 € GL (n,K) : det (4) = 1}

Behauptung: SL (n,K) ist eine Untergruppe der GL (n,K)

(i) det(A-B) = det(A) -det(B) = SL(n,K) ist unter der Multiplikation abge-
schlossen.

(ii) Gruppenaxiome:
(1) Einselement E,, € SL (n, K)

(2) Assoziativitét vererbt sich von der GL (n,K)

(3) Inverses Element:

1
det (A™') = ———
et (A7) = 4 (A)
Existenz:
1 n'V. 1
d t A71 = = - = 1
et (A7) = qet (A) 1

(4) SL (n,K) wird erzeugt von den A;; (o) fiir i,5€1,...,n, « € K

4. SL(n,Z) = {A €M, (Z) : det (A) = 1}. SL (n,Z) ist auch Gruppe: E, Assoziativitit,
Abgeschlossenheit klar.

Inverses Element:

(0™ j4yl) = (D -144]) €SL(n.2)
————

(%)

Anmerkung: (x) ist ganzzahlig.
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Kapitel IV: Normalenform und Eigenwerttheorie

4.1

Kapitel (IV.1): Eigenwerte, Eigenvektoren

4.1.1 Definition (IV.1.a): Eigenwert, Eigenvektor, Eigenraum

Gegeben sei ein Endomorphismus f: V — V beziehungsweise A € M,, (K)

(i)

(ii)

(iii)

A € K heifit Eigenwert von f beziehungsweise A wenn gilt:

F#£0: f(v)=A-v bezichungsweise Jx cK"\{0}:A-z=X\-z

Gilt f (v) = X-v mit v # 0, so heifft v ein Eigenvektor von f zum Eigenwert ).
Analog: gilt A-z =)z mit z # 0, so heifst + Eigenvektor von A zum Eigenwert
A

Eig(\, f) ={ve V: f(v) =A-v} wird als Eigenraum von f zum Eigenwert \ be-
zeichnet.

Analog: Eig(\, A)={z € K": A-2 =\ 2} wird als Eigenraum von A zum Eigen-
wert )\ bezeichnet.

Achtung: Im Eigenraum ist auch {0} enthalten, obwohl Null kein Eigenvektor
gemif obiger Definition ist.

4.1.2 Beispiele fiir Eigenwerte

a) Drehung um einen Winkel o im R?, wobei der Ursprung Drehpunkt ist.

Es handelt sich um eine lineare Abbildung. Um die Matrix aufzustellen betrachten

wir

was passiert wenn wir die einzelnen Spaltenvektoren (hier e; und e;) um einen

Winkel o drehen:

A A
R2 | R
€2
o || cos(@)
cos(a) €1 — sin(a)
Abbildung IV-1: Drehung von e; um « Abbildung IV-2: Drehung von ez um «

Damit ergibt sich folgende Matrix fiir eine Drehung um den Winkel a:

Die

det

sin (o)  cos ()

D, = ( cos () —sin (o) >

Determinante von D, ist ebenfalls leicht zu berechnen:

cos (o) —sin(a)

det (Da) ~ | sin (a) COos (a)

' = cos? (@) +sin? (a) = 1

(Do) =1, d.h. eine Drehung erhilt den Mafstab.
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Nun wollen wir die Eigenwerte berechnen: D, -z = \-z.
Aus geometrischen Griinden folgt: Fiir o # 0, 7 gibt es keine Eigenvektoren.

Fiir o = 0 beziehungsweise o = 7 gilt:

(1) @« =0: Dy = id, dann ist Dy -z = = = jeder Vektor z # 0 ist Eigenvektor zum
Eigenwert 1.

(2) a=m D, =—id, dann ist D, -z = —x = jeder Vektor z # 0 ist Eigenvektor zum
Eigenwert —1.

b) Drehung um einen Winkel o im C?, wobei der Ursprung Drehpunkt ist.
Also: D, : C? — C>.

Nun miissen wir folgendes komplexes Gleichungssystem losen:

cos (o) —sin(a) x x
. . =\
sin (&)  cos (@) Yy Yy
Wir multiplizieren obiges Gleichungssystem aus:

x-cos(a) —y-sin(a) =

x-sin(a)+y-cos(a) = Aoy
Anschlieffend fassen wir alle Terme mit = beziehungsweise y zusammen und erhalten:

x - (cos(a) —A) —y-sin(a) =
z-sin(a)+y- (cos(a) =) =

Nun suchen wir solche )\, die nicht triviale Losungen gestatten.

Wire A reguliir: A-2=0 = 2=A"1.0=0 Also notwendige Bedingung:

. . . cos(a) — A —sin(a) |
) ist singulir = sin (a) cos(a) — A |~ 0

( cos(a) — A —sin(a)
sin (@) cos (o) — A
= (cos(a) —\)? +sin’ (@) =0
= M —-2\-cos(a)+1=0

Diese Gleichung ist in C immer 18sbar: \; 5 = cos (o) £ - sin (o) = e*ie.
A1,2 reell - genau fiir a =0, 7.

Bisher: )\ ist Eigenwert = )\ — 2\ - cos(a) +1 = 0.

Behauptung:

Die Umkehrung gilt auch: \? — 2\ cos(a) +1 =0 = )\ ist Eigenwert.

Beweis:
2 oy - cos(a) — A  —sin(a) |
A —=2X-cos(a)+1=0 = sin () cos (@) — A =0
cos(a) — A —sin(a)
- e ( sin («) cos (@) — A =1
=A
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4.1.3 Satz (IV.1.1)
Sei A € M,, (K). Dann gilt:
(i) A € Kist Eigenwert << det(A\-E—A)=0

(ii) Ist A\ Eigenwert = Eig(\,A)=L(A-E—A,0)
mit dim (Eig(\, A))=n—rg(A\-E— A)

Beweise:

(i) “=" X Eigenwert = Jx#0:A-2=X-2 = (A E—-A)-z=0.

Das heift: dim(L (A\-E — A4,0)) # {0}, dim(L(A-E—A4,0))>1 = rg(A\-E—A)sSn
= (A-E— A) nicht regulir = det(A\-E—-A)=0.

“=det(AV-E-A)=0 = (A-E—A) ist singulir, rg(A\-E—A) Sn

= dimLAXNE-A4)>1 = 3x#£0:(AVE-A4)-2=0 & A-zx=X\z

(i) z€ Eig(MA) & X z=Az & WNE-A).z=0 < zecL(AE-A0)
Anmerkung: Dieser Beweis ist eine beliebte Aufgabe in der miindlichen Priifung, da
er viele Elemente der linearen Algebra auf kompakte Art und Weise kombiniert.

Alternative Berechnung von Eigenwerten

Wir wissen: det (A — A - E) = 0. Es gibt zwei Moglichkeiten Eigenwerte zu berechnen:
Axz=X-z2 & Az—-XN-E-2=0

Nun miissen wir uns nur iiber den Zusammenhang zwischen det (B) und det (—B) klar
werden.

Es ist leicht zu sehen, daB fiir B € M, (K) gelten mufl: det (—B) = (—1)" - det (B)

4.1.4 Gestalt von det (A-E — A)

Zuerst wollen wir uns die Leibnizsche Determinantenformel ins Gedéichtnis zuriick-
rufen

det (4) = Y sgn (o) [[aion
oeS, i=1

Wir richten unser Augenmerk auf die n Faktoren: Aus jeder Zeile wird ein Faktor
ausgewihlt, so daff jede Spalte einmal vertreten ist.

Annahme: Wir wiirden aus zwei verschiedenen Zeilen zwei Elemente aus derselben
Spalte auswihlen:

Abbildung IV-3: Auswahl zweier Elemente aus derselben Spalte

Wir kénnen aber diese Auswahl nicht treffen, da es sich bei ¢ um eine Bijektion
handelt.
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4.1.5 Beispiel fiir n = 3 (die Sarrussche Regel)

Es gilt:

det [ az1 aze a3 = Q11 G22-a33 + 12 - G23 - A31 + G413 * (21 - A32

—a31 - a22 - aA13 —a32 - a3 - a11 — a3z - a1 - a12

Die Sarrussche Regel ist hdufig aus der Schule bekannt.
Anmerkungen zu den Vorzeichen:

Betrachten wir nur den Term a5 - as3 - a3 so gilt:

(; 3 ?)(123) = sgn(123)=(-1)*'=1 = +

Analog: a13 - a2 - as32:

( ;) ? g ) =(132) = sgn(132)=(-1)>"'=1 = +

Aber: ais - ag * asl:

< :1% ; :1)) > =(13) = sgn(13)=(-1)*'t=-1 = -

Die restlichen Terme sind analog zu behandeln - siehe auch sgn (0) (Definition: (ITL.5.c)).

Hier nun noch einmal die Regel von Sarrus zum Merken:

+ 4+ 4+ - = =
ail a12 ais a1 ai2

a1 Qg2 az3z’ a1 a2
asz1” ag2’ “asz " aszl a3
Abbildung IV-4: Regel von Sarrus

Nun wollen wir eine Formel fiir det (A -E — A), wobei (\-E — A) € M, (K), entwickeln.
Wir wissen:

A— a1 a2 - —Q1n
—a91 A — a9 . —a9on
det(\-E— A) = . . . ] = Z + (n — fache Produkte)
—an1 —Qp2 ... A —Qnn

Fiir die Summe der n-fachen Produkte gilt nun:
>+ (n—fache Produkte) = (A—a11)-(A—ag) ...- (A= ann)
+c¢o - (n—2) — fache Produkte der Form (A —q;;)...+¢,

wobei ¢; Konstanten sind.

Wir erhalten also:

det (\-E — A) :ﬁ(/\—aii)—i—icj-)\"_j =\ -\t -zn:aiiJerj-A"—i
j=2 i=1

i=1 j>2
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4.1.6 Definition (IV.1.b): Spur der Matrix

Die Spur der Matrix ist definiert als Spur (A4) := zn:aii
Also gilt fiir det (A\-E — A): -
det(\-E— A) = A" —Spur (A) - \" ' +do- N2+ ... +d,
Zur Bestimmung von d,, setzen wir A = 0 und erhalten:
auf der linken Seite: det (\-E — A) =det (—A) = (—1)" - det (A)
auf der rechten Seite: d,

Also: d,, = (—1)" - det (A)

4.1.7 Definition (IV.1.c): Charakteristisches Polynom
Das charakteristische Polynom einer Matrix ist definiert als

det(\-E—A)=\"—Spur (A)- A" 1 ... 4+ (=1)" -det (A)

4.1.8 Satz (IV.4.2)

Die Eigenwerte einer Matrix sind die Nullstellen des charakteristischen Polynoms.

Anmerkung: Das charakteristische Polynom, zu einer Matrix A, wird in vielen Bii-
chern mit X 4 bezeichnet.

4.1.9 Beispiele fiir die Berechnung von charakteristischen Polynomen

(i) Sei A € M (K) mit A = ( ?; ? ) Nun gilt fiir X4 (\):

’Z(/\—a)-(k—@—ﬁ-v:)?—)\- (a+0) + (a-6-5-7)
N—— N———
Spur (A) (—1)° - det (A)

(i) Nun sei K = R. Wir miissen also die Lésungen von \? —a - A+ b = 0 bestimmen.
Mittels quadratischer Erginzung erhalten wir:

(-5 5

Diese Gleichung hat eine reelle Lésung falls

(12
ZbeO@aQ—Zlsz (%)

Bei der letzteren Form spricht man auch von der Diskriminantenbedingung. Fiir A
ergeben sich damit als Losungen:

a 1
)\172:§:|:§ (1274b
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Jetzt wollen wir noch untersuchen wann A keine reellen Eigenwerte besitzt. Es gilt: A
hat keine reellen Eigenwerte wenn \?> — (o +0)- A+ (a-d — 3-v) = 0 keine reelle Lésung
hat. Nach (x) gilt dafiir

& (a+6)>>4a-6—48-~
s a2 —20-6462+46-v>0
& (a—6)>24+48-7>0
Achtung: A hat in diesem Fall keine reellen Eigenwerte, wohl aber komplexe Eigen-

werte.

Fiir A € M,, (C) hat A immer Eigenwerte, da laut dem Fundamentalsatz der Algebra
jedes Polynom
2"4a 2" T4 4+a,=0

mit a; € C (genau n) Lésungen hat.

4.1.10 Satz (IV.1.3):

Sei V ein endlich erzeugter K-VR mit Basis 2 = {a1,...,a,} und f € Endg (V).

Dann sind die Eigenwerte von f genau die Eigenwerte von M3 (f). Insbesondere sind
die Eigenwerte von M (f) unabhiingig von der Wahl der Basis.
Beweis: Sei (I)g[{ VoK Isomorphismus mit f(v) = &' (M3 (f) - (v)) fiir alle

a; = €;

v €V, also gilt fiir alle v € V'\ {0}, A e K:

fwy=xv & <I>;(M%<f>-%<v>)=A-¢al<@m<v>>=¢al<»&g}>
& MI(f)- o=\ |
Bemerkungen:

(i) Die Eigenvektoren von MY (f) hiingen aber von der Wahl der Basis ab, denn
v~ ®g (v) bei gleichen Eigenwerten.

(if) M3 (f) = My (id) - M3 (f) - M3 (id)
—— ——
=T =T
Generell gilt: Unter A— T~!. AT bleiben die Eigenwerte invariant,
falls T € GL (n,K). Sogar das charakteristische Polynom bleibt gleich denn

det (A E, — A) =det (T""(\-E, —A4)-T) = det(T"'\'E, - T-T ' -A-T)
= det(\-E,—T ' A-T)

4.1.11 Zusammenfassung

f:V =V linear, v € V \ {0} heifft Eigenvektor, falls 3\ € K mit f (v) = A - v, A heifst

Eigenwert. Sprich: v ist ein Eigenvektor zu Eigenwert ).
Eigenraum zu \:
Eig{veV: f(v) = X-v} = {0} U {Eigenvektoren zu A}
Eig (), f) <V, denn
Eig(\, f) =Kern (f — X -idvy)
Spezialfall: V=K", f = fa: 2 — A2 (Matrizentheoretische Fassung)
Charakteristisches Polynom: X 4 (\) := det (\-E — A) (Im Fischer: det (A — \-E))
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4.2 Kapitel (IV.2): Polynomringe

Problematik von Polynomen und Polynomfunktionen
Beispiele fiir Polynomfunktion:

R—R, f(X)=X3+4X2-2

L/sz — L3z, f(X)=X>~X

Zlsy — Llszy f(X)= X100 - X2
In R sind Polynom und Polynomfunktion identisch.
InZ/sz gilt: 00 —0=0,1 -1=0,2"-2=0 = f(X)=X3-X=0inZ/s.
Analog: In Z/57 gilt: f(X) =X -X2=0

Problem: Funktionen sind Nullfunktionen, sehen aber nicht so aus = Unterscheidung
zwischen Polynomen und Polynomfunktionen.

Anmerkung zur Terminologie: Gegeben sei f mit

fzzn:ai'Xi
i=0

a; wird als der i-te Koeffizient von f bezeichnet.

4.2.1 Definition (IV.2.a): Gleichheit von Polynomen

Sei R ein kommutativer Ring mit Eins:

R[X]:= {Zai~Xi:n€No,ai ER}
=0

Gegeben seien f, g mit
n

f:Zalei, g:ij~Xj
i=0 j=0
OBdA: n<m: f=g< Firi=0,1,...,nt a; =b;, firi=n+1,...,m: b; =0.
Hier ein Beispiel:

0-X°+1-X'=0-X°+1-X"+0-X?

4.2.2 Definition (IV.2.b): Addition von Polynomen

Seien f, g gegeben wie oben. OBdA: n = m (Ansonsten fiillen wir mit Nullen auf)

n

Frg=2 ai- X'+ bj- X7 =3 (ar+b) X"
i=0 J=0

k=0

4.2.3 Definition (IV.2.c): Multiplikation von Polynomen

Seien f, g gegeben wie oben.

n m n+m n+m k
VR STIE I DoTiEs) I off B oS ISR o O weRts) FE
i=0 =0

k=0 \i+j=Fk k=0 \i=0
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4.2.4 Satz (IV.2.1): R[X] ist ein kommutativer Ring mit Eins.
Zur Erinnerung: Ein kommutativer Ring mit Eins ((R, +,-)) muf folgende Eigenschaf-
ten erfiillen:
(i) (R,+) ist abelsche Gruppe
(ii) (R,-) ist kommutative Halbgrup e mit Eins
(iii) Distributivgesetz

Beweis: (R[X],+) ist abelsche Gruppe

Assoziativitit: zu zeigen: (f+9g)+h = f+ (g+ h) - folgt direkt aus der Assoziativitit
in K.

Kommutativitit: zu zeigen f + g = g+ f - folgt direkt aus der Kommutativitit in K.

Nullelement:
Orx) = »_0- X’

Additives Inverses:

<ZaZXl> = (7aZ)Xl
1=0 =0

Beweis: (R[X],) ist kommutative Halbgruppe mit Eins.

Wir werden bei diesem Teil des Beweises die Assoziativitit nach der Distributivitit
zeigen.

Kommutativitit: zu zeigen:

(zn:ale) ibj'Xj — ibj'Xj (zn:ale)
1=0 7=0 7=0 :

Klar, da (R,-) kommutativ.
Distributivgesetz: Ubungsaufgabe 7 auf Ubungszettel 2.
Eine Anmerkung zur Notation: 0- X +0- X!+ 1. X? =: X2. Allgemein:

k
a-XF=0-X'4+0 X'+, 40 X" +a XF =) a X
i=0

wobei a; = qa fiir i = k und a; =0 fiir ¢ S k.

Nachpriifen:

k
Z a; - X' = wirkliche Summe der Polynome
1=0

§2: Polynomringe http://fsmath.mathematik.uni-dortmund.de/script



Kapitel IV: Normalenform und Eigenwerttheorie Seite IV-9

Assoziativitit: Wir werden die Assoziativitéit mit Hilfe der Distributivitit zeigen. Es
gilt:

=0

= [(ao- X+ .. 4an-X") (bo- X4 ...4bm-X™)] (co- X+ ... +c X"

Distr. _ _
= Summe der [(ai-XZ) . (bj-X])} . (ck-Xk)
beziehungsweise
(Z%"Xi>' ij-Xj .<ch.Xl>
i=0 j=0 1=0
= (ao- X+ .. 4an-X") [(bo- X0+ ... 4 by X)) (co- X0+ ...+ X"
Distr.

= Summe der (a;- X') - [(b; - X7) - (cr - X")]

Nun bleibt (wegen der Distributivitét) die Assoziativitit folgender Produkte zu zei-
gen:
[(@-X7) - (b0-X7)] - (c- XF) = (a-X7) - [(b-X7) - (e~ XT)]
Dazu: o
+J
(a- X" (b-X7)=> dy-X*
k=0

wobei die dj von folgender Gestalt sind:
de=(0-X"40-X"+...40- X" +a-X)-(0-X°4+0-X"+...40- X" +b- X7)
Fiir k£ <i+j: dp =0, fiir Kk =i+ j: dr = a-b. Damit ergibt sich:
(a-X")-(b-X7)=a-b- X"t
Mit diesem Zwischenergebnis kénnen wir nun die Assoziativitit zeigen:
Fiir die linke Seite gilt: [(a- X*)- (b- X7)] - (c- X') = (a-b) - c- XHIH
Fiir die rechte Seite gilt: (a-X")-[(b- X7) - (c- X')] =a-(b-c) - X*+UD

Die linke und die rechte Seite sind gleich, da in (R, ) die Koeffizienten und in (Ny, +)
die Exponenten assoziativ sind.

Einselement: 1gx) =1- X0

Noch eine Anmerkung zur Notation:
a- X* wird als Monom bezeichnet (in manchen Biicher auch als Term)
a ist der Koeffizient des Monoms

X% ist ein Term: Monom mit Koeffizient Eins.

Jedes Polynom ist die Summe von Monomen:

n
g a; - X' = Summe von Monomen a; X'
1=0
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4.2.5 Einbettung von R als konstante Polynome in R [X]

R — R[X], a— a- X". Leicht zu zeigen: injektiv, Ringhomomorphismus.
Ab jetzt: R~ R[X],a=a- X% f=ag+a - X' +...+ap- X"

”<—” symbolisiert die Einbettung von R in R [X].

Fiir die Eins- und Nullelemente gelten:

Irg =1rx), Or=0Ogrx]

Konvention: Wir kénnen Monome mit Koeffizienten Null weglassen. Zudem kénnen
wir bei Monomen mit Koeffizienten Eins den Koeffizienten weglassen:

0+1-X'4+0-X24+0-X3+1-X*=X+Xx*

4.2.6 Definition (IV.4.d): Grad eines Polynoms

grad(f)=n & f=a+a-X+...+a, X"

mit a, # 0. Konvention: grad (Nullpolynom) = —co oder nicht definiert.

4.2.7 Satz (IV.2.2): Gradformel

Sei R Integritéitsbereich (= nullteilerfreier kommutativer Ring mit Eins). Dann gilt
in R[X]:

(i) grad(f+g) < max{grad(f),grad(g)}, sogar
grad (f + g) = max {grad (f) ,grad (g)}, falls grad (f) # grad (g).
(ii) grad(f-g) = grad (f) + grad (g)
Beweis:
(i): Seien f und g gegeben mit f = zn:ai X', an #0, 9= bj- X', by #0

i=0 §=0
In diesem Fall sei n # m, etwa n < m. Fiir f + g folgt:

fHg=(ag+bo)+(ar+b1) - X+...4(an+by) X" +bpp1- X" p . b, X"

= Behauptung.
Falls n=m: f+g=(ao+bo)+ (a1 +b) - X+...4+ (an+b,)- X" = Behauptung.
(77): Seien f und g gegeben mit

fzzn:ai-xi, an # 0, gzibj-xj, b # 0
i=0 j=0
Nun gilt:
n m n+m k
(Z%'Xi)' ij-Xj - Z( ai'bk—i)'Xk
=0 j=0 k=0 \i=0

= Z (Monome vom Grad < n+m)+ay, - by, - X"

Wenn R Integrititsbereich ist muf a,, - b, # 0 sein = Behauptung.
Beispiel: Sei R =7/,7 =F4 (R ist in diesem Fall kein Integrititsbereich):

(a+b-X)’=a?>+2-a-b- X +b X?
Fiir b=2: (a+b-X)*=a2oder (1+2-X)>=(3+2-X)>=1in F,.
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4.2.8 Definition (IV.4.e): Normierung

f normiert :& f=ap+a;- X +...+1- X" wobei grad (f) =n.

Fiir ein beliebiges R (kein Integritdtsbereich notwendig) mit normiertem f gilt:

grad (f - g) = grad (f) + grad (g)

4.2.9 Satz (IV.2.3): Division mit Rest

Sei K ein Koérper und seien f,g € K[X], g # 0. Dann gibt es eindeutig bestimmte
Polynome ¢, r mit

() f=g-q+r

(ii) » =0 oder grad (r) < grad (g)

Beispiel: X*+1=(X>+X+2) - (X>-X—-1)+3-X+3
Beweis: Wir werden zuerst die Eindeutigkeit und dann die Existenz beweisen:

Eindeutigkeit:

f=gq+r=g-d+r" = g-(@@-d)=r"-r
Angenommen: r #1° = Alle Polynome # 0
Wenden wir nun die multiplikative Gradformel (IV.2.2) an so folgt:

grad (¢) +grad (¢ — ¢') = grad (' — )

Wir erhalten einen Widerspruch, da grad (' —r) < grad (¢g) und grad (¢’ — ¢) > 0.

Also: =1 =0=g-(¢—¢'). Da g # 0 nach Voraussetzung folgt analog zu oben mit
Hilfe der Gradformel ¢ = ¢'.

= Eindeutigkeit.

Existenz:

Per Induktion nach grad (f), f #0.

IA: grad (f) = 0: trivial, grad (f) =n >0

IS: Sei a, #0, grad (f,) <n-—1

Nun unterscheiden wir zwei Fille:

1. Fall: grad(g) >n = q¢=0,r=f.

2. Fall: grad(g)=m<n = g=by, -X"+..., by #0.

Esist f —a,-b;'- X" .g ein Polynom vom Grad <n —1=: f.

Nach Induktionsvoraussetzung: f = g- g+ r. Einsetzen liefert:

f=(an by - X" 47) g+
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4.2.10 Division mit Rest im K [X]

Anmerkung: K ist natiirlich ein Korper. (f =¢-g+r, r = 0 oder grad (r) < grad (g)
fiir g #0)

Analog zu Z: a=q-b+r, wobei 0 <r < |b|. ¢ und r sind beide eindeutig.

(Z und K [X] sind Beispiele fiir Euklidische Ringe)

Zur Erinnerung:

Sei R Integritdtsbereich (¢-b=0=a=Vb=0)

Teilbarkeitsbeziehung: a|b:< 3c: a-c=b.

Eigenschaften:

(i) albAalc=a|(x-b+y-c) fiir z,y € K

(ii) Seia-b#0. a|bA bla< a=c¢c-b. ¢ wird als Einheit bezeichnet: ¢-n =1
Beweis zu (i)
“<” Klar.

“=" qglbAbla e b=c-aha=d-b=b=cd-b&b-(1—cd) =0. Dab#0 laut
Voraussetzung: 1 = cd, ¢ Einheit.

4.2.11 Allgemeine Anmerkungen zur Teilbarkeitslehre

Zur Erinnerung:
a) d =ggT (a,b) wobei a#0,b#0

() dlandlb

(ii) ela A e|b= e|d (schluckt anderen Teiler)

Allgemein: Definition des grofiten gemeinsamen Teiler
Existenz: Im Allgemeinen nicht vorhanden

Im Fall der Existenz nur bis auf Einheiten als Faktoren festgelegt
b) m =kgV (a,b)

(i) alm A blm

(ii) a|nAbln= m|n
Im Fall der Existenz: Bis auf Einheit als Faktor festgelegt.
Anzahl von ggTs und kgVs:

In N: nur jeweils ein ggT und ein kgV.

In Z: zwei ggTs und zwei kgVs
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4.2.12 Teilbarkeit in K [X]

Seien f,g € K[X].

Teilbarkeit: f|g< Ihe K[X]: g=f-h.

Einheit in K [X]: f Einheit < grad (f) =0 (Das heifit: f =a € K[X]\ {0})
Beweis:

“=” f=aeK[X]\{0},g=a"t=f-g=1

“=” f.g=1. Nach der Gradformel folgt: grad (f) + grad (¢g) = grad (1) =0
= grad (f) =grad (g) =0, da grad (-) € No.

4.2.13 Existenz des ggT (f,g) fiir K[X]| /Existenz einer Zerlegung in irreduzieble
Polynome

Zuerst wollen wir noch einmal 7Z betrachten:

Warum existiert ein ggT (a,b) in Z? Die Menge der gemeinsamen Teiler von a und b
ist endlich und es existiert ein grofiter (beziiglich der Ordnung) gemeinsamer Teiler.

Eigenschaft (ii) des ggT (a,b) folgt aus der Primfaktorzerlegung:

a = ]:[pap7 b= Hpﬁp = ggT (CL, b) = 4+ Hpmin{ap,ﬁp}

Die Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung:

Hpap Hpvp & Vp:id, <,

Analog iiber die Primfaktorzerlegung kénnen wir das kgV (a,b) definieren:

a = Hp%,b = Hpﬁp = kgv (a,b) _ inmax{ap,ﬁp}

4.2.14 Teilbarkeitslehre in K [X]

Die Einheiten in K [X] sind die konstanten Polynome # 0.

Beispiele:

(a) R[X]: f=X3-8,g=X2+X+1

(J:3—8) : (x2+a:+1) = X?2422+4
—($3—2x2)
2% — 8
7(2x2—4x)
4z -38
— (4 - 8)
0

= 2%-8=(z—-2)(2*+22+4) g ist in R [X] irreduziebel.
(b) Q[X]: 2'% — 4 wahrscheinlich keine irreduziblen Faktoren
(¢) R[X]: 2* — 1 hat Faktoren: (z —1), (z+1), (z* +1)

Es ist leicht zu ersehen, daf} eine Faktorisierung mit hohem Rechenaufwand, also auch
mit vielen Problemen, verbunden ist.
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4.2.15 Definition (IV.2.f): irreduzibel

Ein Polynom f heifft irreduzibel < grad (f) > 1, f hat keine Zerlegungen in Grad-
kleinere Faktoren von Grad > 1

4.2.16 Satz (IV.2.4): Polynome: ggT, kgV, irreduzieble Faktoren
Gegeben sei der Polynomring K [X] iiber den Kérper K.

(i) Es existieren ggT und kgV

(ii) ggT (f,9) -kgV (f,g) =const.- f-g

(iii) Die Faktorisierung in irreduzieble Polynome ist eindeutig, bis auf Reihenfolge
und konstante Kaktoren # 0.

Beweisskizze: Euklidscher Algorthmus fiir Polynomdivision f = f1, g = fo:

fi = q-fo+f3 f3 =0V grad (f3) < grad (f>)
Falls f35 #0 fo = @ fith f3=0Vgrad (fs) < grad(f3)
Falls f;_1 #0 fice = qi—2-fic1+ fi fi =0V grad (f;) <grad (f;_1)
Falls f; #0 fic1 = qi—1- fi+ fira fix1 =0V grad (fiy1) < grad (f;)

Der Algorithmus terminiert, da grad (f;) immer kleiner wird und eventuell Null wird.
Dies bedeutet, das wir nach maximal grad (f;;1) Schritte berechnen miissen. Irgend-
wann ist f;_1 = ¢;—1 - fi + 0, i maximal. Aus dieser Gleichung kénnen wir den ggT

ablesen: ggT (f,g) = fi.
Bisher: Die Existenz des ggTs folgt direkt aus dem Euklidschen Algorithmus.

Nun gehen wir zur Faktorzerlegung iiber.

Behauptung: Es existiert eine Faktorzerlegung in irreduzieble Polynome.
Beweis: Per Induktion nach grad (f) > 1

“grad (f) = 1" Unméglich, da f=g¢g-h, grad(g), grad (h) >1 = grad(f) > 2.
“grad (f) =n™

f ist irreduziebel = fertig

Sonst: f=g-h, 1 <grad(g), grad (h) < grad (f)
Nach Induktion: g = Hpi p; irreduziebel, h = qu g; irreduziebel.

= f=g-h=]]n[]u

Eindeutigkeit durch Ubergang zum normierten Polynom.
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Erweiterter Euklidischer Algorithmus:

ggT(f,g)=A-f+B-g
wobei A, B € K [X] - der euklidische Algorithmus liefert A und B.
Konsequenz:

I) Existenz:

In Z: p ist Primzahl: p|r-s= p|rV p|s

In K [X]: f ist irreduzibel: f|g-h= f|lgV f|h
Beweis: Sei f irreduzibel, f|g-h
Angenommen [ teilt g nicht = ggT (f,g)=1=A-f+B-g
Multiplikation mit h liefert:

h=A-f-h+B-g-h=(A-h)-f+ B-C-f =f-(A-h+B-C) = Behauptung
A’—/

(%)

Anmerkung zu (x): Laut Voraussetzung: f|(g-h)

IT) Eindeutigkeit
Es ist moglich die Eindeutigkeit der Faktorzerlegung aus dem Euklidischen Algorith-
mus zu zeigen:

Seien f,g € K[X], g #0.
Euklidischer Algorithmus:
Input: fi=f, fa=g
Schleife: f; = fit1-qi + fiye - Wichtig: f;12 =0 oder grad (fi12) < grad (fi+1)

Terminierung der Schleife fiir f;,» =0

Output: f;1; =ggT (f,g) (Eindeutigkeit bis auf konstante Faktoren)

fi~foro.. - fr=91-92-... gs wobei f;, g; irreduzible Polynome seien.

filgi (g2 -99) = flaV fil (g2--o9) & gi=const- fiV fil(g2- ... gs)

= per Induktion ... = Jg; mit g = const; - f;

OE (Umnummerierung) g; = const; - f; = (Kiirzen - Konstante in g, eingegangen)
forfsoooofr=92-93-..-9s

Per Induktion: r = s, nach Umnummerierung: ¢; = const; - f;

Eindeutige (bis auf Reihenfolge) normierte irreduzible Zerlegung: f=c-fi-fo ... fr
mit ¢ # 0 wobei f; irreduzible Polynome sind.

fZC~Hp°‘p

wobei p die Menge der vorhandenen irreduziblen Polynome durchliuft.

Endgiiltige Formulierung:

Anmerkungen zur Primfaktorzerlegung:
In der Praxis von geringer Bedeutung, da sehr rechenaufwendig

Theoretisch von Nutzen:

ggT (C . Hpap,cl . Hpﬁp) — Hpmin{ap,ﬁp}
kgV (C . Hpozp,c/ . Hpﬁp) — Hpmax{ap,ﬁp}

= ggT(f,9)-kgV(f,g) = f-g-const
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4.2.17 Beispiele zum Euklidschen Algorithmus

(a) f=a*-1,g=2°-1

f=a*-1 = q-(2®*=1)+fs
fi=z' -1 = 2-(®—-1)+(z—-1)
fo=a®-1 = q-(x=1)+fa

?—1 = (@P+2+1)-(z-1)+0

= ggT(f,9)=ggT(a*—1,2°-1)=2-1
(b) f=221-1,g=23-1

f=22"-1 = ¢ (1;3—1) f3
fi=22'—-1 = 22-(2*-1)+ 2z 1)
1
fo=a%-1 = 5:{;2 (20— 1)+ =2® — 1
1, 1 1 7
= - Z - 22 —1) — —
<2x+4x+8>(x ) 5

16 8 7

= ggT(f,9) =ggT (22" —1,2° - 1) = -1
Bemerkung: d =ggT (a,b), ¢ Einheit = d-e=ggT (a,b).
Deshalb: ggT (f,g) = ggT (2z* — 1,2 - 1) =1

Einsetzen in Polynome
Situation: R C R’ (R,R’ kommutative Ringe mit Eins). Sei a« € R’ und

Einsetzen von a liefert:

fx)= - X' € R[X] n _
; f(a):ZazwazER’
i=0

4.2.18 Satz (IV.2.4) (Einsetzen ist Ringhomorphismus)
(i) (f+9)(a)=f(a) +g(a)
(ii) (f-9)(a) = f(a)-g(a)

Beweise:
(i) Seien f und g gegeben mit

f:ZOéi'Xi, QZZ@"Xi
i=0 i=0

Nach Definition der Polynom-Addition:

n

frg=> (ai+p) X'

i=0
Nun setzen wir ¢ ein und erhalten:
(F+9) (@)= (i+p)-a' =D (a-a +pi-a) = (ai-a') + D (Bi-a’) = f(a) + f (9)
i=0 i=0 i=0 i=0
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(i1) Bekannt: Fiir die Multiplikation zweier Polynome gilt:

(e ) () 5 ()

k=0 =0

Setzen wir nun « ein, so erhalten wir:

n+m k
(f-9)(a) = (Zaz B ) a

k=0 1=0
n+m k

= <Z ;- a 6k i -a” l))
k=0 =0
n+m

= 1) . (gj . aa)
k=0 1+§iiim

= az a)-(ﬁj-aj)

e

= f(a)-g(a)

Warum Ringhomomorphismus: ¢ liefert: ® : R[X] — R/, f — f(a), es ist
o(f+g) = 2(f)+2(9)

®(f-9) = @(f)-2(9)

4.2.19 Satz (IV.2.5): “Abspalten der Nullstellen” - Partialbruchzerlegung

Sei K Kérper, f € K[X] (grad(f) > 1), a €K

(i) fla=0& (X—a)|f & f=(X—-a) g(X) fiir ein g € K[X]
(ii) grad (f) =n = f hat in K hochstens n Nullstellen

Bewelise:

Zu (i): Division mit Rest: f = (X —a): ¢+ r. Wir miissen zwei Fille unterschieden:
r=0vgrad(r) <1 = grad(r) =0. Das heift: » = const. Einsetzen von « liefert:

fla)=(a—a)-gla)+r(a)=r = f(a)=r=0 nach Voraussetzung

Das heiftt: f(X)=(X —a)-¢(X)+ f(a) = Behauptung.
Zu (i1): Induktionsbeweis:
f habe eine Nullstellen: f = (X —a) g, g € K[X]. Nach Gradformel: grad (¢) =n —1
Weitere Nullstelle von f:
f()=(b—-a)-g(b)

= b Nullstellen von f = b =aV g(b) = 0. Nach Induktion hat g héchstens n — 1
Nullstellen = f hat héchstens n Nullstellen.
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Bemerkungen (teilweise mit Beweisen):

1) feK[X], f(z)=(X—a1) (X —az) ... (X —a;)-g(z) wobei g ohne Nullstelle in K.
2.) Satz (IV.2.5.9) gilt auch iiber Ringen, (IV.2.5.i7) ist absolut falsch. Beispiel: Sei
R =Z/4z[X]. Lése T? — 1 = 0 in R. Diese Gleichung hat unendliche viele Lésungen:
(142-X")?=1+42-2-X"+(2-X")’=1+4-X"+4-X2"=1 fiir alle n.

3.) Ein Korper heifit algebraisch abgeschlossen, wenn jedes nicht konstante Polynom

eine Nullstelle in K besitzt. Aquivalent dazu: Jedes Polynom vom Grad > 1 ist
Produkt von Linearfaktoren und eventuell einer Konstante.

Beispiel: C ist algebraisch abgeschlossen (= irreduzible Polynome in C haben Grad=
1. (Fundamentalsatz der Algebra - erster Beweis dariiber von Gauf)).

Beispiel: Berechnung von 7" —1 = 0 (Berechnung der n-ten Wurzeln einer komplexen

Zahl)
Bereits bekannt (Multiplikation zweier komplexen Zahlen):

z = r-(cos(p)+i-sin(p))=r-e¥
= 1/ (cos (@) +i-sin(Q)) =1

w
Z-w = 7r. rl . ei'(@+¢/)

Damit: 2" =" - ¢""¢. In den Ubungen schon gezeigt: Formel von Moivre:

“Jy

Zp=e Tk

mit k=0,1,...n—1
4.) Zerlegung von Polynomen in R [X]

(i) irreduzible Polynome haben Grad= 1 oder Grad= 2. X? + aX + b ist irreduzibel
& X% +aX +b in R nicht 15sbar

o G e

SO

(ii) X3 +aX?+bX +c=0 ist in R 16sbar (Allgemeiner: X" +bX" "1 + .. .+ c=0 ist in
R fiir ungerade n 16sbar). Wir wissen aus der Analysis:

lim X" +bX" 4. . 4c=—00, lim X"+bX" 14+, . +c=x

r——00 r—00

Da es sich bei diesen Polynomen um stetige Funktion handelt folgt aus dem
Zwischenwertsatz, dafs X" +bX" ! + ... + ¢ mindestens eine Nullstelle hat.

Die Behauptung (i) 143t sich mit Hilfe des Fundamentalsatz der Algebra beweisen.
Sei f € R[X], a; € R, wobei

1=
i=0
Nun ist:

f(z)zOzialwzi
i=1

fiir ein 2z € C.
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Einschub: Konjugiert komplexe Zahlen:

Sei z =a + bi. Nun gilt: a +ib=a — bi

Seien z,w € C: z+ w =z + w beziehungsweise z-w =2z - w

Nun gilt auch:

0:iai~zi:iai~zi:ia_i~;:iai~? = f(Z)=0
i=1 i=1 i=1 i=1

Also: Wenn z € C\ R und z Nullstelle =z ist auch Nullstelle von f.
= InC[X]:
(X —2)- (X =2)f

Zudem gilt:
(X—2) (X—-2)=X%2—(2+42) - X+2z-2= X24+2-R(2) - X +|2?
eR

Also: f= (X2 +2-R(z)- X + |z|2) - g, wobei g € R[X]

5.) Integration iiber Partialbruchzerlegung

Hiufig sind Intergrale der Form

f@)

g(x)
zu l6sen, wobei f,g € R[X].
1. Schritt: g = f1 - f2, 28T (f1, f2) = 1. Nach Vorausetzung: 1=A-f; + B- f5

1 _A B f_A B _, A A
f1'f27f2+f1 - g f2+f1 ¢ f2+f1

wobei C, A1, A; Polynome sind mit grad (4;) < grad (f;)

= /fdx—/c*d +/—d+ f1

2. Schritt: Schlieflich erhalten wir:

/idm:/Cdx—&— /Lkdx+...+ /#ldx—i-...
g (X —ay) (X2+aX +0)

lineare Terme quadratische Terme
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6.) Faktorisierung der Polynome in R [X]:

[Tx=a)™ - J]T (X248 X +;)”

i=1 7j=1

(7) (i)

Da wir uns in einem Polynom-Ring iiber R befinden ist f ein Produkt von linearen
Termen (i) und quadratischen Termen (ii), wobei die quadratischen Terme irreduzibel

2
sind, also (6—2]) —7v; S 0.

7.) Integration von gebrochen rationalen Funktionen:

/de / dX = /A+—+—dX
g1 g2 g1 g2

wobei A, B,C Polynome, ggT (¢1,92) = 1, grad (¢1) > grad (B), grad (¢2) > grad (C).

Anwendung der follstindigen Faktorisierung liefert:

/A+—+—dX /AdX—i—Z/ o dX+Z/ TR X+%) dx
(2) (i)

Nun miissen wir die verbleibenden Briiche, welche entweder lineare (i) oder quadra-
tische Terme (ii) im Nenner haben, integrieren:

a) Berechnung der linearen Terme:

[ oemar

Wir kénnen B; per Division mit Rest zerlegen: B = B - (X — a) + B (a). Damit folgt:

/( FdX = / dX+/%dX

wobei grad (B) < r und grad (B) < r — 1. Schliefilich ist alles zuriickgefiihrt auf:

In(|X —«f) r=1

1
/(X—a)7 — ! . 1 r>1
7,+1 (X_a>7“+1

b) Berechnung der quadratischen Terme

/ C
(X2 4+ 8- X +7)°

Zuerst fithren wir eine Variablensubstitution durch. Mittels quadratischer Ergéinzung

erhalten wir:
16} 2 B 2 X + g ’

2
X2+B~X+7<X+§> +
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- . X+5
Nun substituieren wir: 7 :=
V6
- . c¢(2)
Schliefilich erhalten wir Integrale der Form | —————-dZ
(Z241)

C 14ft sich nun per Division mit Rest weiter zerlegen: C (2) = Q (2)-(Z?> +1)+(a- Z +b)

Wir erhalten:
[ LDz [ QD a4y [eZity,
(22 +1) (22 +1)" (22 +1)
N—————

(i) (44)

Das Integral (i) zerlegen wir rekursiv weiter, das Integral (i7) ist mittels Substitution
und partieller Integration zu berechnen:

a-Z+b a 27 1
L0z =2 [ 22 a4z +b [ - dZ
/ ZZ 1) ) / ZES / ZZ 1)
— —
(i4i) =1,

(#i1) wird direkt per Substitution integriert. I, intergrieren wir mittels partieller
Integration:

1 " 1
(Z2+1) (Z2+1)
1 A
-z [
(ZQ+1) (Z2+1)T+1
Z Z24+1-1
(Z2+1) (72 1)

Z
= 2 G L -1,
ZES A

Wir erhalten damit folgende Rekursionsformel:

7 1 Z n 2r
Ty (224" T r—1

I, mit I, = arctan(Z)

Letzte Anderung: 27. Juli 2001 §2: Polynomringe



Seite IV-22 Lineare Algebra I - Vorlesung

§2: Polynomringe http://fsmath.mathematik.uni-dortmund.de/script



Kapitel IV: Normalenform und Eigenwerttheorie Seite IV-23

4.3 Kapitel (IV.3): Diagonalisierbarkeit

Zur Erinnerung:
Sei f: V — W linear, dim (V) = n, dim (W) = m, 2 sei Basis von V und B sei Basis
von W

T 1 T v1j n
M% H=1 a1 a2 - an |, a;= ; f(Uj):Zaz‘j'wi
U ! Umj i—1

Berechnung der Transformationsmatrix:

f

\% W
%T Y4 Tso%
« My (f) -

Abbildung IV-5: Schema fiir die Transformationsmatrix

Basiswechsel: Seien 2,2’ Basen von V und 98,9’ Basen von W.

v id v / W id
%"T Y4 %‘T Y4 Tso% Y4 Tso%,
Kn 2 n a2 m e m
MQ[ (ld) M%(f) M%’(ld)

Abbildung IV-6: Schema fiir den Basiswechsel

f =idw o f oidy wird beziiglich 2/, B’ durch M3, (id) - M% (f) - M (id) beschrieben.
Es folgt fiir die Transformationsformel: M%, (f) = Mg, (id) - MZ (f) - M%/ (id)

Anmerkung: M%, (id) und M3y, (id) sind regulire Matrizen, da zum Beispiel:

M2 (id) - MY, (id) = M3 (id) = E

4.3.1 Spezialfall: Endomorphismen f:V -V

Wir wiihlen eine Basis 2 von V mit beschreibender Matrix M (f)
(In diesem Fall, da Endomorphismus: 2 = 8)

Die Transformationsformel fiir den Basiswechsel von 2 — 2’ lautet:
M3 (f) =M, (id) - M3, (f) - Mg (id) = T - M3 (f) - T~

wobei T € GL (n,K)
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4.3.2 Definition (IV.3.a): Ahnlichkeit von Matrizen

Seien A, B € M,, (K). A und B heifen #hnlich, falls ein T € GL (n,K) mit B=T-A-T~!
existiert. T wird als konjugierende Matrix bezeichnet.

Bemerkung: Ahnlichkeit ist Aquivalenzrelation

Zur Erinnerung: Eigenschaften einer Aquivalenzrelation:

(i) Reflexivitit A~ A: A=T-A-T™', T=E,

(ii) Symmetrie B~ A= A~B: B=T-A-T"'=A=T"!.B-T,
TeGL(n,K)=T=S""! also A=S-B-S°! & A~B

(iii) Transitivitdt: Sei zusétzlich C € M,, (K) und A~ B, B~ C:

A~B& A=S-B-S'mit B~C& B=T-C-T"! folgt:

A=S-(T-C-TY)S'=(S-T)-C-(S-T)'=U.C-U' & A~C

Bemerkung: (S - T)_1 =T7!.8°!

4.3.3 Definition (IV.3.b): Diagonalisierbarkeit von f

f :V — V Endomorphismus, f heifit diagonalisierbar < es existiert eine Basis K
von V mit MY (f) = ( M : ),)\iEK.

0 An
Speziell: A € M, (K), A diagonalisierbar <  f4:K" — K"diagonalisierbar.
Zusammenhang mit der Eigenwerttheorie:
A={v1,...,v}, f(v;) = Zaijvi entspricht der j -ten Spalte von

2

M%(f): <o djooo | « j-te Spalte

daher f (v;) = \jv;, 2 ist Basis aus Eigenwerten.

4.3.4 Satz (IV.3.1):

Seien f : V — V ein Endomorphismus, 6 eine beliebige Basis von V. dann sind
dquivalent:

(i) f diagonalisierbar
(ii) V besitzt eine Basis aus Eigenvektoren

(iii) MJ (f) ist dhnlich zu einer Diagonalmatrix
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Beweis: Aquivalenz von (i) und (ii) siehe (IV.3.b).
(i) = (iii) Basiswechsel liefert dhnliche Matrizen = M3, (f) ist dhnlich zu

Al 0
M%m:( R, )

A1 0
(i4i) = (i) nach Voraussetzung T -M3 (f)- T~ ! = ( . R )

A1 0
Jede reguldre Matrix ist Matrix eines Basiswechsels T = M% (id) = < ),
0 An
A1 0 vy v
2 Basis aus Eigenwerten. M} (f)T™! = T, T ! = ( | ln )
0 An
M% (f)-v; = Aj-v; in T~! sind die Spalten Eigenvektoren ausgedriickt in der Basis 8.

4.3.5 Charakteristische Polynom von Endomorphismen

Bisher: X4 (T)=det (T -E, — A) ¢ K[T]

Problem: Die Eintrige von TE, — A sind nicht alle in K [T], die Determinate ist bisher
nur iiber Kérper definiert.

Zwei Begriindungen:

(I) Entwicklung der Determinantentheorie iiber Ringen, hier K|[T|, aus der Leib-
niz’schen Determinantenformel detA = Z sgn (o) H is(7), alle Standartsitze ( bis auf

o
Alternierende Multilinarform”) gelten.

(IT) Suche Kérper L D K [T]. Es gibt einen solchen Kérper, und zwar einen kleinsten:

L=k = { L] rgexim.o 20},

den “Koérper der rationalen Funktionen”.

(a) Gleichheit: (d) Inverse:
L L w pg—rg=0 N _9 fu
9 9 g) f
(b) Addition:
i+f_l_f'g/+f/'g (e) Doppelbruch:
(© Mulliptation 5L (D) 1d
c ultiplikation: 7 \y T T T g f
i'f_,:f.f/ g
9 9 9-9
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4.3.6 Satz (IV.3.2)

Ahnliche Matrizen haben dasselbe charaktristische Polynom (X 4 (X) ist eine Invari-
ante gegeniiber Ahnlichkeiten)

Beweis: B=T-A-T~!. Fiir das charakteristische Polynom von B gilt:
Xp = det(X-E—B)=det(X-E-T-A-T})
det (T-(X-E)-T'-T-A- T

= det(T [X-E—A]- T ') =det(T) X4 (X)- det(T)

= Xa(X)
da det (T)-det (T~') =det (T-T™') =det (E) =1
Konsequenz: Spur und Determinante bleiben bei Ahnlichkeit unverindert, denn:

XA (X)=X"—Spur(4)-X""1+.. . 4+ (-1)"-det(A)
Bisher: A dhnlich zu B (oft: A~ B) = Xa=Xp

Warnung: X4 =Xg # A shnlich zu B
Beispiel: Sei A und B gegeben mit

=lon) m=lon)

Fiir die charaktristischen Polynome gilt:
T-1 0 T-1 1
0 T-1 0 T-1

Angenommen es existiert T € GL (n,K) mit T-AT~! = B, aber T'A T ! =T-ET"! =
B=F. Aber B#F

Xa(T) = = (T -1)*

— (-1, XB<T>\

4.3.7 Definition (IV.3.c): Charakteristisches Polynom von f

Wiihle Basis 2 von V, setze X (X) := det (X -E-M3(f)) = XM%(f) (X)
Wohldefiniertheit des charakterisitschen Polynoms von f (Unabhingigkeit von der
Wahl der Basis): Sei B eine weitere Basis von V, dann gilt: M3 (f) =T -MJ (f) - T~!
fiir T = M3, (id). Also:

Xz () (X) = Xarz () (X)

4.3.8 Satz (IV.3.3): Eigenwerte von Endomorphismen

Die Eigenwerte von f sind genau die Nullstellen von X ¥
Beweis: f wird in der Basis 2 durch M (f) beschrieben:

Flo)=3 o M%(f)z( )

Allgemein gilt fiir Eigenwerte: A € K, Jv #£0: f(v)=A-v

n n a! T
v=2 wi-vi, f)=) yi-v P =4
i=1 i=1 Yn Tn

Das heifit: f(v)=\-v & A-2= X2, A= M3 (f). Wir haben bereits gezeigt, daR die

Behauptung fiir Matrizen korrekt ist, also auch fiir f.
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4.3.9 Beispiel fiir Eigenwerte eines Endomorphismus

Vergleiche auch Aufgabe 11 vom dritten Ubungszettel der LinA II.

4 . {Polynome iiber R,grad(f) <4} =V — V. Fiir f #0: L(f) =X-f = X =0,
f = const. Damit folgt fiir den Eigenraum: Eig (%, 0) =R-1

Beschreibung durch Basis 2 = (1,t,t2,t3,t4)

01 00O
00 2 00
MI(f)= 0 0 0 3 0
00 0 0 4
00 00O
Fiir das charakteristische Polynom folgt:
X -1 0 0 ©0
0 X -2 0 0
— _ y5
Xumagy=det| 0 0 X -3 0 [=X
o 0 0 X -4
0o 0 0 0 X

Damit ist die einzige Nullstelle o = 0 einziger Eigenwert.

4.3.10 Beschreibung der Eigenrdume eines Endomorhpismus

Es gilt: Eig(f,A\) ={v|f(v) =X-v} =Kern(f — \-id)

Denn: f(v)=A-v=X-id)(v) < (f—X-id)(v)=0

Aus der Dimensionsformel folgt: dim (Eig (f,\)) =dim (V) —rg(f — X id)
Darstellung der Eigenrdume mittels beschreibender Matrizen:

A = (vi,...,v,) sei Basis, A =M (f). Nun gilt:

My (f = A-id) = M3 (f) = A E
Damit folgt: dim (Eig(f,\)) = dim (V) —rg (MJ — X - E) und weiter:

T

Eig(f,\)={ > z;-v|(A=X-E)- | 1 | =0y =Eig(4,))
=1

4.3.11 Weiter Charakterisierungen der Diagonalisierbarkeit

Zur Erinnerung an (IV.3.b), (IV.3.1): f:V — V heifft diagonalisierbar < es existiert

Basis 2l mit
my(p=( !
R ) W
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Bemerkung:

(i) 2 ist Basis von Eigenvektoren

(ii) \; sind Eigenwerte von f, da

Xf(X):det =
0 X = i

X — Al 0 n
(X —=N)
i=1
Zur Erinnerung an (I1.4.6) - Direkte Summe zweier Untervektorrdume:
Seien U,V <W, U+V ={u+v|u e U,v € V}. Nach der Dimensionsformel (II.4.4):

dim (U+V)+dim(UNV)=dim (U) +dim (V)

Diese beiden Sitze sind beliebtes Material fiir eine miindliche Priifung bei Hern
Becker.

Zur Erinnerung: Definition der direkten Summe von zwei Unterrdumen:

U+V heifst direkte Summe < jedes Element von U+V hat eine eindeutige Darstellung
der Form u+v wobeiu e U,veV & UNV=¢ <& dim(U+V)=dim(U)+
dim (V)

Notation: U d V.

4.3.12 Definition (IV.3.d): Direkte Summe von Unterrdumen (Mehr als zwei)

Gegeben seien Uy, Us,,..., U, < V. Der Unterraum

U1+U2++UT:ZU1:{U1+U2++UT|U16U1 fiir 7;:17...,7‘}
=1

-
heifst direkt, wenn jedes Element von ZUi eine eindeutige Darstellung der Form
i=1

T
Zui, u; € U; hat. Notation: U; U, @ ... U,
i=1

Aquivalente Formulierungen:

(i) Die Summe U; + Uy + ... + U, ist direkt

(i) Fiir alle i =1,...,r gilt: U;n (> U; | =0
i

(ifi) dim (U, + Uy +...+U,) = > dim(U))
i=1

Fiir die Beweise siche Aufgabe 14 vom vierten Ubungszettel der LinA II.
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4.3.13 Beispiel: Direkte Summen von Unterriumen im R3

X

X2

3
Abbildung IV-7: Der R3
Die Unterriume seien gegeben mit U; = z;-Achse. Sei r € R3. Nun gilt:
x = (x1,22,23) = (1,0,0) + (0,22,0) + (0,0, 23) = u1 + us + us
mit u; e U; = R3=U; @ Uy ® Ug

4.3.14 Satz (IV.3.4): Die Summe von Eigenrdumen zu verschiedenen Eigenwerten
ist direkt

> Eig(f,\) = D Eig(f,\i) = Eig (f,\) © Big(f,A2) © ... ® Eig (£, \,)
=1 1=1

Beweis: Sei v = v; + v2 + ... + v, mit v; € Eig(f,\;) und seien );,..., )\, paarweise
verschieden.

Zuerst zu zeigen: Eindeutigkeit der Darstellung.
Aquivalent zu zeigen: 0 =v; +vo+...+v, = v, =0fliri=1,...,r.

Beweis: Eindeutigkeit der Darstellung

“=" Sei die Summe direkt, v = Zvi = ZO =0, 0 € Eig(f,\;), alle v; =0

i=1 i=1
“<” Voraussetzung: Null nur trivial darstellbar. Sei v = v1+vo+...+v, = v]+v5+...+v)
wobei v;, v; € Eig (f, \;)
= 0=(vy—v))+ (w2 —vh)+...+ (vp —v).). Aber: (v; —v)) € Eig(f, A;). Nach Voraus-
setzung folgt: v, — v, =0 v; = v}
Nachdem wir die Eindeutigkeit der Darstellung gezeigt haben, werden wir den Rest
des Beweises mit zwei verschiedenen Argumenten fiihren:
1. Beweis:

Sei 0=v1 +vs+...+v f(v;) =X -v;. Zu zeigen v; = 0. Anwendung von | liefert:
0:f(vl)+f(vg)+...+f(v,.) = O=X-vi+X-va+...+ A v,

Wenden wir nun f erneut an, so erhalten wir: 0 =7 - v; + A3 -v2 +...+ A2 v,

Haben wir nun f (r — 1)-mal angewendet, so erhalten wir folgendes homogenes Glei-
chungssystem:

0 = )\?-Ul + )\8-1)2 + ... + )\Q-U,.
0 = )\%~v1 + )\§~v2 + ...+ )\71.~vr
0 = X.vyy + M.ow + + A,
0 = )\’1”71 cv1 + )\’2671 vg 4+ ...+ AT,
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Dies erinnert uns an die Vandermondsche Matrix (det (AT) = det (A)):

IRD VD PR U
1 X A2 - N
2 r—1
det L Az Az - )‘3 = H (/\z_)\j)
- lsisysr
D VD C A Y

H (A — Aj) # 0 genau dann, wenn alle \; paarweise verschieden sind.
1<i<j<r
Allgemeines Schema zur Lésung fiir r = 3:

1 a a? 1 0 0
1 b b2 = 1 b—a b —a?
1 ¢ ¢ 1 c—a 2—ad?

b—a b®—ad?

cC—a 02—(12

B 1 b+a
= (b—a)-(c—a)-’1 c+a

= (b-a)(c—a) (cta—(b+a)

Anmerkungen:
(i) Entwicklung nach der ersten Zeile

(ii) Aufspaltung der Terme in der zweiten Spalte nach dritter Binomischer Formel
und Herausziehen der Faktoren in jeder Zeile

Vergleiche Aufgabe 4 auf dem ersten Ubungsblatt LinA II.
Formal erhalten wir nun:

0 1 1 1 1 01
0 )\1 )\2 )\3 )\T (%] 0 V1
of- | % ¥ N | e s oa | ) oe]
: S : 0
0 VD Y VA R Ut Uy

A

= Alle v; =0 (Fiir det (4) # 0)
2. Beweis: Per Induktion nach r.
Gegeben: Eig(f,\;) fiir i =1,...,r
Induktionsanfang: r = 1: trivial (jede Summe aus einem Unterraum ist immer direkt)
Induktionsschritt: » — 1~ r
Nach Voraussetzung: 0 =v; +va+ ...+ vy f(vi) =N -5
Wenden wir nun f an, so erhalten wir: 0 =v; - A\ +v2- Ao+ ...+ A - v,
Multiplizieren wir nun die Voraussetzung mit \; und subtrahieren von der folgenden,
so ergibt sich:
0:(/\2—)\1)'U2+()\3—)\1)'U3+...+()\7.—)\1)-U7.
Per Induktion folgt: alle (\; — A1) -v; =0 fiir i =2,3,...,r.
DaM#Nfiiri#j=v=v3=...=0,=0=>v;=0
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Dimension der Eigenrdume
(i) Eig(f,\) =Kern(f — X-id), denn dim (Eig (f,\)) =dim (V) —rg(f — A -id)
(ii) Zu beweisen: dim (Eig(f,\)) < Vielfachheit von )\ als Nullstelle des charakteriti-

schen Polynoms

4.3.15 Definition (IV.3.e): Vielfachheit einer Nullstelle

Sei g(T) € K(T) mit g («) =0.
Nun spalten wir solange eine Nullstelle bis der Rest des Polynoms h (T) fiir « keine

Nullstelle mehr hat:
g(T)=(T—a)™ -h(T)

ro wird nun als Vielfachheit oder Multiplizitit von o bezeichnet.

4.3.16 Definition (IV.3.f): f-invarianter Unterraum

Gegeben: f:V — V (Endomorphismus), U < V heifit f-invariant Unterraum, wenn
gilt:
f(U)cU

4.3.17 Beispiele fiir f-invariante Unterrdume

(a) {0} und V sind immer invariant (pathologische Fille)
(b) K-v ist f-invariant < v ist ein Eigenvektor

(c) Sei K = R? und f = Drehung 60° im R?. In diesem Fall sind nur {0} und R?
invariant.

(d) Sei K = R?® und f = Drehung im R?. In diesem Fall sind nur {0}, R® und die

Drehachse invariant.

(e) Eig(f,\) f-invariant: v € Eig(f,\) = f(v)=X-veEig(f,\)
(Denn: flg;ys,) = Multiplikationen mit A)

4.3.18 Lemma (IV.3.5)
Sei U ein f-invarinater Unterraum
= Xy () =Xy, (T)-g(T)

Beweis: Sei V= U®U’ und sei (u1,... U, Urt1,...,Uy,) sel Basis von V, mit us,...,u, € U
und upyq,...,u, € U,

A | B
Die Beschreibung von f in dieser Basis hat Blockstruktur:

0| C
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Anmerkungen:

T
fur) = Zali -u; (U ist f-invarianter Unterraum von V, jedoch iiber u; fiir i =
i=1
r+1,...,n ist keine Aussage moglich)

A ist eine r x r-Matrix und B ist eine (n —r) X (n — r)-Matrix

Damit erhalten wir nun folgendes charakteristische Polynom X ¢ (T):

T~E,.—A‘ -B

Xf (T) det

0 T-E,_.—C

= det(T-E,—A) -det (T -E,_, —C)
Weiter: A = M ( f|y;) mit Basis 2 = (uy,...,u,). Es folgt die Behauptung:

X (T) = Xf|u (T)-g(T) wobei g¢g(\)#0

D.h.: X;(T)= (T —\)™ - g(T) wobei g(\) # 0 und \ Eigenwert

4.3.19 Definition (IV.3.g): Algebraische Vielfachheit, geometrische Vielfachheit

dim (Eig (f, \)) := geometrische Vielfachheit von )\,
r) := algebraische Vielfachheit

4.3.20 Satz (IV.3.6): geometrische Vielfachheit < algebraische Vielfachheit

Es gilt: dim (Eig(f,\)) <7\
Beweis: Eig(f,\) ist f-invariant:

/ A, 0
. — ..
Eig(f,\) 0 )\n

ist r x r-Matrix, r = dim (Eig (f,\)). Fiir das charakteristische Polynom gilt:

=(T-N" = Xp(D)=(T-N"g(T)

fleig(s,0)

Es folgt die Behauptung: r <)

4.3.21 Beispiel: geometrische Vielfachheit < algebraischer Vielfachheit

Sei A gegeben mit

A= ( . ) —~  XA(T)= (T -1
= A =1 ist einziger Eigenwert. Rechnen wir nun den Eigenraum aus, so erhalten
wir:

Eig(A,1)Kem(AE)Kern< 8 (1) )K' < (1) )

Damit ergibt sich fiir dieses Beispiel: r =1 S ry =2
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4.3.22 Hauptsatz (IV.3.7):

Gegeben sei f : V — V Endomorphismus (beziehungsweise A € M,, (K)).

Dann sind dquivalent:

(i) f (beziehungsweise A) sind diagonalisierbar

(i) V ist direkt Summe der Eigenrdume: V = @Eig (f,A) (bzw. V = @Eig (A, N)
A A

(iii) Zwei Teile:

(1) X; (beziehungsweise X 4) zerfillt iiber K vollstiindig in Linearfaktoren

(2) Fiir jeden Eigenwert stimmen geometrische und algebraische Vielfachheit
iiberein.

Beweis:

(1) = (i9): f diagonalisierbar = es existiert eine Basis aus Eigenvektoren
LY Eig(fA) =V = V=DEig(f\)
i=1 i=1
(i4) = (#i¢): Man erhilt eine Basis der Form
U {U,\l,v,\w...,v,\m}
A

Stellen wir nun f in dieser Basis da, so erhalten wir:

By,

B . A, 0
M2 (f) = Az mit B, = ..
a (f) . A < 0 N )

125%

n

Damit folgt fiir das charakteristische Polynom X (7):
Xp@=1[T-Nn"
A
(143) = (i):
Laut (a): X;(T) = H (T —M\)™. Laut (b): vy =dim (Eig(f,)\))

(%)
= dim (@ Eig (f, )\)) => ry = grad (X} (7)) = dim (V)
A
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4.3.23 Bemerkungen

Def.
1.) A € M, (K) diagonalisierbar < f4 diagonalisierbar < A = M (f4) ist dhnlich
zu einer Diagonalmatrix:
Mo, 0

T-A-T1<0 c ) fiir T € GL (n,K)

Dabei:

T ist nicht eindeutig bestimmt, wohl aber die Eigenwerte \;

T~! hat als Spalten Eigenvektoren, weil T~! = M2 (id).

2.) Die zweite Bemerkung ist ein Korrolar:

4.3.24 Korrolar (IV.3.8)

Sei dim (V) = n (beziehungsweise A € GL (n,K)). Hat f (beziehungsweise A) n ver-
schiedene Eigenwerte in K, so ist f (beziehungsweise A) diagonalisierbar.

Beweis: Folgt aus (IV.3.6) und (IV.3.7): Alle ry =1. Aus (IV.3.6): dim (Eig(f,\)) =7\

n

Xf:H(Tf)‘n)

i=1

3.) Situation: KCC, f e KIT]

Behauptung: f hat in C eine mehrfache komplexe Nullstelle < ggT (f, f')#1
Anmerkung: In diesem Fall ist mit f’ tatsichlich die Ableitung gemeint.

Fiir den Beweis wollen wir zwei Fille unterscheiden:

Fall 1: Sei K=C, f(T)=(T —a)" - g(T) mit g (a) # 0. Fiir die Ableitung gilt:

fr) = r(T-a) g +(T—a) g (T)
= (T—a) " [r-g(@)+(T-a) g(T)
= h(T)

mit h(a) #0. ggT (f,[") = (T —a)" " -p(T) mit p(a) #0.

Fiir r > 1: ggT(f, f') #1

Sind alle Nullstellen einfach - fiir » = 1, das heiftt ggT (f, f') = 1 (Riickrichtung).
Fall 2: Sei K C R: ggT (f, f’) bleibt unveriindert beim Ubergang von K zu C
Wichtig: ggT-Berechnung ohne Kenntnis der Nullstellen

4.) Trigonalisierbarkeit - wird in Kapitel IV-§5 noch ausfiihrlicher behandelt
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4.3.25 Definition (IV.3.h): Trigonalisierbarkeit von f beziehungsweise A

f heifst trigonalisierbar < 3 Basis ¢ mit

¢ . )\1 .. *
Mc(fA)( 0 -)\n>

A € M, (K) heift trigonalisierbar

)\1 B3
& A ist dhnlich zu
0 An

4.3.26 Satz (IV.3.9)

f (beziehungsweise A) trigonalisierbar < X ; (beziehungsweise X 4) zerfillt vollstindig
in Linearfaktoren iiber K.

TP Xf (T) — H (T —Ai) (Klal‘)

“=" Algorithmus: Wihle v; Eigenvektor zu \;: A-v; = A1 - v;. Nun beschreiben wir
v1 in der Standardbasis:

V1 =a1-€e1+ag-ex+...+ay, ey

OE: a1 #0 = wvi,eq,e€3,...,6, ist Basis, wobei

Nun wollen wir A in der neuen Basis beschreiben:

To-A-Ty' |[=A

wobei

Oélj

A1 —
g

A=

0 a;

P g —

: Ty J

0
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Per Rekusion: T; € GL (n — 1,K) mit

Es gilt:

Damit gilt fiir 7'

1 0---v-- 0
)\1 *
T:= 0 To, T -A-T7!'= ]
0

4.3.27 Frobenius-Begleitmatrix

Bemerkung: A€ M, (K) = X, (T) ist normiertes Polynom vom Grad n.

Frage: Tritt jedes derartige Polynom auf?

Wenn wir schon so fragen ist die Antwort wohl: Ja.

Gegeben f(T)=ag+a;-T+...+a,_1-T" ' +T". Nun habe A, die folgende Form:

0 -+« -+ 0 —ap
1 - E —Q1
A — Wird als Frobenius-
n— 0 Begleitmarix bezeichnet
: . - 0 —ay
0O -+ 0 1 —ap_

Behauptung: XAn =f

Wir fithren den Beweis per Induktion:

Sein=2:
o 0 — Q)
e (1)

= XA2 = det(T-EQ—Ag): T %o

71 T+Oél
= T - (THa)—(—1-a)=T*+a1-T+ap
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Sei nun n = 3:

0 0 —Q
Ag = 1 0 —Qq
0 1 —Q9
T 0 Qo
= Xa, = det(T-Ez—A3)=| -1 T o

0 71 T+042

Nun entwicklen wir nach der ersten Zeile und erhalten:

T 0 (%))
XAs = -1 T aq
0 71 T+012
1. Z_elle - T o . | 17T
- —1 T+as | " 0 -1

= T-(T2+a2-T+a1)+a0
= T3+a2-T2+041'T+OéQ

Fiir n ~» n+1 gehen wir analog vor, indem wir die Determinante nach der ersten Zeile
entwickeln.
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4.4 Kapitel (IV.4): Minimalpolynom und Satz von Cayley-Hamilton

4.4.1 Einsetzen von Matrizen und Endomorphismen in Polynome

Es gilt: f(T Z a-T" € KI[T]

Auf Matrlzenebene.

« 0
Einbettung: M, (K) — K, a — ( 0 ) —a-E
o

Verkniipfungen: A+ B, A- B

fA)=ap-A%+a; - A'+.. . 4+a, - A"=ap - E+ar- A+ ...+, - A" € M, (K)
Auf Endomorphismenebene:

Einbettung: End (V) — K, a+— «a-idv

Verkniipfungen: f+g, fog

fl@=ar- @ +a1- o' +...+a, - " =ap-idv + a1 -0 +...+a, - " € End (V)

4.4.2 Beispiel fiir das Einsetzen von Matrizen in ein Polynom

Seien A gegeben mit:

A:((Z Z) = XaA(T)=T?—(a+d) T+ (ad — bc)

Setzen wir nun A in X 4 ein, so erhalten wir:

Xa(4) = (a+d)- A+ (ad—bc) - E
B a’ —|—bc ab+bd \ ([ a*+ad ba+bd ad — bc 0
ca+dc cb+d? ca+cd ad+d? 0 ad — be
B a? 4+ be—a® —ad + ad — be ab + bd — ba — bd
o ca +dc—ca — cd cb+d? —ad — d? + ad — be
( 8):0 (Null im Ring)

4.4.3 Vorbereitungen fiir den Beweis des Satzes von Cayley-Hamilton

Fiir Matrizen gelten folgende Rechenregeln:

(1) (f+9)(A) =f(4)+g(4)
(ii) (f-9)(A) = f(A)-g(4)

(iii) f(A <Zo¢z AZ> Zal A (z

Nahezu analog gelten folgende Rechenregeln fiir Endomorphismen:
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(1) (f+9)(p)=Ff(p)+g(v)
(i) (f-9)(p)=f(p)og(v)=g(p)of(y) !Kommutativitét!

(i) f (e (Z o - Al) (©) =) ai- A (p)

4.4.4 Satz (IV.4.1): Satz von Cayley-Hamilton

Es gilt:

Beweis: Was ist zu zeigen?

Fiir X, ( Zaz o' gilt: (X, () (v) =0 YveV

Sei Xga:T —|—an_1-T" Ly +a1-TH+ag.
Nun ist Vv € V zu zeigen:
(W) F 1" W)+ (V) Fag-idy (V) =0

Wir sprechen in diesem Fall auch von einer ‘“universellen linearen Abhingigkeit der
Vektoren idvy (v), ¢ (v),...,¢" 1 (v),¢" (v)"

Sei v € V gegeben.

Betrachte U = (v,¢ (v),¢? (v),...,¢" 1 (v),¢" (v)), dim(U) =k +1 < n.

Behauptung: k ist das minimale [ mit gak“ (v) € (¢ (v),* (V),...,¢" (v))

Behauptung: U ist ¢-invariant:

da ¢**1 (v) € U.
Nach Lemma (IV.3.5) gilt:

Xo (M) =Xy, (1) -9(T) = Xolp) =Xy, (0)og(p) =g(0) o Xy, (#)

Anwendung auf v liefert:

Xe (0) (v) = g () (X4, () ()

Nun beschreiben wir ¢|; in der Basis v, (v),¢? (v),...,¢" (v) von U (Insgesamt k + 1
Vektoren):

v =9 (), () = ¢* ()., ¢ (V) = " (v),¢" (V) = T (v) = apvtare (v)+. et (V)

Damit ergibt sich fiir die beschreibende Matrix:

0O ... ... 0 +Hag

1 - +an
M(ely) =1 o :

: 0 +ag—1

0O ... 0 1 Hag
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Dies sollte uns an die Frobenius-Begleitmatrix erinnern. Somit kennen wir das cha-
rakteristische Polynom:

X, (T)=—ag—oq -T— ... —qy-TF+ T+
= leu () = —ap-idy —ag - — ... —ag - @* + FF!
Anwendung auf v liefert:
Xoly (9) () = —ag v —a1 - (v) —... —ar - " (1) + " () =0

Damit folgt: X, () (v) = g(p) (0) =0

4.4.5 Definition (IV.4.a): Minimalpolynom: m4 (T), m, (T)

my (T) beziehungsweise m, (T') heiflen Minimalpolynom von A beziehungsweise ¢,
wenn my (T') beziehungsweise m, (T') ein normiertes Polynom vom kleinsten Grad ist,
dafy A beziehungsweise ¢ zur Nullstelle hat.

4.4.6 Satz (IV.4.2)

Das Minimalpolynom ist eindeutig bestimmt und teilt jedes Polynom, daff A bezie-
hungsweise ¢ zur Nullstelle hat.

Fiir den Beweis: m :=my
Sei f ein Polynom mit f (A) = 0 und sei f = ¢-m+r, wobeir = 0 oder grad () < grad (m).
Anwendung auf A liefert:

= f(4) =q(4) m(4) +r(4) = r(4)=0
—— ——
=0 =0
Nach der Definition des Minimalpolynoms folgt: » = 0, das heif3t: m| f.

Es folgt auch weiter: Das Minimalpolynom ist eindeutig.

4.4.7 Satz (IV.4.3)

Das Minimalpolynom ist ein Teiler des charakteristischen Polynoms und hat dieselben
irreduziblen Faktoren wie letzteres.

Anmerkung: In C: Eigenwerte sind genau die Nullstellen von m,. Beweis siehe
(4.4.14).

4.4.8 Beispiele fiir Minimalpolynom und charakeristisches Polynom
1.) Sei A gegeben mit
1 0 n
peme(20) =+ tm-an

m 4 ist das normiertes Polynom kleinsten Grades mit E,, als Nullstelle.
Sei f(I)=(T"-1), f(E;,)=(E,-E,;,)=0 = mg, =(T-1)

2.) Seien o, € R, wobei o # 3§, und sei A gegeben mit A = ( g 2 )

= Xa(M)=(T-a)-(T-0)
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Nun gilt es drei Méglichkeiten fiir das minimale Polynom:

(i) ma = (T — )
(ii) my = (T - 3)
(iii) ma = X4

Es gilt: Fiir my = (T — «) miiite folgen 0 = A—«-E - dies ist falsch. Analog erhalten
wir einen Widerspruch fiir my = (T — )

= my = XA

1 1 2
01 ) = Xa(T)=(T-1)

Nun gilt es zwei Moglichkeiten fiir das minimale Polynom:

3.) Sei A gegeben mit A = (

(i) ma=(T-1)
(11) myg = XA

Da my = (T — 1) einen Widerspruch liefert (wie oben) folgt: m, = Xa
4.) Sei A gegeben mit

0 ... ... 0 —ap

1 - -
A=1o

: . 0 —a,

0O ... 0 1 —ap-1

Fiir die Frobenius-Begleitmatrix ist das charakteristische Polynom bekannt:
Xa(T)=T"+an1-T" ' +...4a1-T+ag

grad (m) =n. Laut 0= A"+ 3,1 - A*"1 + ...+ A- B + Bo, k < n folgt:
e1,A-e1 =es, A% 1 =e3,...,AF ¢4 = €kt

Widerspruch, da wir lineare Abhiingigkeit erhalten = my= X,

4.4.9 Vorbemerkungen zum Beweis von Satz (IV.4.3)

Zur Erinnerung: U < V, U ist p-invariant: ¢ (U) < U (Auch: = X (7) = X¢,|U (T)-g(T))

Grund: Blockstruktur der Transformationsmatrix:

o A | B
My (p) =
0| C

§4: Minimalpolynom. Cayley-Hamilton http://fsmath.mathematik.uni-dortmund.de/script



Kapitel IV: Normalenform und Eigenwerttheorie Seite IV-43

4.4.10 Lemma (IV.44)

Sei V=U®W und U, W seien ¢-invariant. Dann gilt:

(i) m, (T) =kgV (mwluvmwlw)

(i) X, (T) =Xy, (T)- Xy, (1)

Beweis von (ii): schon erledigt. Zur Erinnerung in Kurzform:

Wihle Basis 2 = {uy,...,ur,w1,...,ws} wobei u,...,u, € U und wy,...,ws € W. Die
beschreibende Matrix hat Blockstruktur:

M3 () =

= Behauptung.

Beweis von (7):

Im ersten Schritt zu zeigen: kgV (mmu,mww)’ f
f (¢) bedeutet:

FM) =T = flp)=> ai¢
1=0 3

Zudem gilt: [ (p)(v)=0VYv e V.

Nun wihlen wir v = v € U. Einsetzen von u liefert:
f(p)(u) = (Za : wi> (W)=Y i ¢ ()= i (¢ly) (W) =Ff(ely) =0VuecU
i=0 i ;

= meU’ f-

Analog erhalten wir fiir v = w € W: mww‘ f

Damit folgt die Behauptung: kgV (me,mww)‘ f

Im zweiten Schritt bleibt zu zeigen: g =kgV (m | ,m, ) = g(p)=0
Nach Voraussetzung:

“h(T)=h(T) -my, (T)

Wenden wir nun g auf den Endomorphismus ¢ an, so folgt:

g(p) =h(p)omy (¥)

Setzen wir nun u € U ein, so erhalten wir:

g () (u) = h(p) (my, (@) () =h(p) (M, (¢ly) (W) =h(p)(0)=0

Bisher: g (p) (u) =0 fiir u € U
Analog zu zeigen: ¢ (p) (w) =0 fiir w € W
Damit folgt aus dem ersten und zweiten Schritt: m, = kgV (me, mmw)

= g (ut+w)=0VueUVYweW = g(p)=0daV=UasW
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4.4.11 Beispiel, Anwendungen

Sei V =R3 und sei A gegeben mit

5 0 0 Ao 0 0
A=[o0 3 4 )=,
05 6 ol B

Es folgt: A-e; =2-¢; = U= (e1) ist A-invariant (U ist in diesem Fall die z1-Achse)

Zudem gilt:
A-eg=3-e3+5-e3, A-e3=4-e3+6-¢3

= W = (eg,e3) ist A-invarinat (W ist in diesem Fall die (x2,z3)-Ebene)

X1

U

)
W

T3
Abbildung IV-8: U und W im R3

= V =U®W ist A-invariante direkte Zerlegung. Fiir das charaktristische Polynom
von A gilt:
Xa(T) = (T-2) Xp(T)
= (T-2) (I*-9T-2)

9 89 9 89
- ”‘”'(”5*@)'(”5‘ I)

Nun wollen wir das Minimalpolynom von A bestimmen. Es gilt:
ma (T) = kgV (my, (T), mp (T))
Fiir Aq gilt:
Ay=(2)=2-E = myu,(T)=(T-2)

Nun miissen wir noch mp (T) bestimmen. Hierzu zwei Versuche:

(1) (schlechter) Versuch: Angenommen:

grad (mp(T))=1 = B —a-E =0 (offensichtlich falsch)

grad(mp (7)) =2 = mp(T)=T*+a-T+B = B*+a-B+3-E=0
Wir erhalten ein Gleichungssystem fiir o und 3, daf§ wir miihsam ausrechnen
miissen.

(2) (fundierter) Versuch: Wir wissen: mp (T)|Xp(T) = mp(T) = (T —a) oder
mp (T) = X5 (T)
Also: my =kgV (T -2, XB) = (T —2)- X5 (da in diesem Fall (T — 2) und X keine
gemeinsamen Nullstellen haben)
= Xa(l) = (T-2) (T*-9T-2)
= T°—97%—2T% + 18T — 2T + 4
T? — 11T + 16T + 4
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Nun wollen wir die A-Iteraten von v = (1,1,0) betrachten. Es gilt:

2 0 0 1
Awv = 0 3 4 1
0 5 6 0
= (2,3,5)

Ay = A-(A-0)
(2 0 0 2
= 0 3 4 3
0 5 6 5

= (4,29,45)

Behauptung: (v,A v, A% - v) ist Basis des R3
Als Beweis rechnen wir den Rang der folgenden Matrix aus:

4

1 2
rg (v,A-v,A* v)=rg| 1 3 =3
0 5

ot ©

2
3
Beschreibung von A in dieser Basis:

Fiir die ersten beiden Spalten gilt: A(v) = (0,1,0) und A(A-v) = (0,0,1). Damit
erhalten wir:

00 7
MI(A)=(10 7
01 7

Nun miissen wir noch die dritte Spalte berechnen. Hierzu miisen wir die folgende

Gleichung 16sen:
A(AQ-U):O['U+ﬁ'A'U+’Y'A2"U

Hierzu kénnen wir zwei Methoden anwenden:
(1) Methode: Wir l6sen das lineare Gleichungssystem fiir o, 3,~.
(2) Methode: Verwendung von m, oder X4 und Cayley-Hamilton:
A’ —11A% + 16A+4E = 0
Setzen wir nun v ein, so erhalten
A% v —11A% v+ 16A- v +4E-v =0

Nun 18sen wir nach A- (A?-v) = A%.v auf und erhalten ein Darstellung von A% v

in der Basis von 2:
A3 v =114% v —16A-v—4E v

Damit erhalten wir unsere endgiiltige Transformationsmatrix:

00 —4
Mi(A) =10 -16 |=T-4.-T!
0 1 11

Dies ist die Frobenius-Begleitmatrix von X 4
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4.4.12 Lemma (IV.4.5)

Sei m, = p*, p irreduzibel = Xsa =pl mir k <1
Beweis:

Angenommen X@ ist keine Potenz von p, etwa X = p ~10l22 -...-plr wobei p; irreduzibel
und [; > 1, r > 2.

Also: XW =p'- g mit ggT (p',g) =1 fiir g # 1 (g ist keine Konstante)
Dann folgt nach Lemma (IV.4.6): V= Kern (p' (¢)) & Kern(g(p))
=U =W

Die Summanden sind ¢-invariant = m =kgV (m

L/’|U’m‘P|w)

Auf U: pl(p)=0 = m@|U‘pl = my = P’ mit o <r

Auf W: m,, |g (12-...-pl;) = mw|U:pl22-...-pﬁ.;mitl§§li
Angenommen: alle [ =0 = m, =1 = W={0}
Dies ist Widerspruch zu Xsa =pl. g fiir g # 1.

Somit: Wenigstensein [; #0 = m,=kgV (m mww) +# p-Potenz

ely>

4.4.13 Lemma (IV.4.6): Zerlegungslemma

Sei f(¢) =0, f =¢g-h, ggT(9,h) =1 (g und h haben eine Teilerfremde Zerlegung).
Dann folgt:

(i) Kern(g(¢)) und Kern (h (p)) sind ¢-invariante Unterrdume

(i) V= Kern(g(y)) & Kern(h(y))
=U =W

Beweis:
Zu (i): g(p) ist Endomorphismus, also Kern (g (¢)) < V.
Bleibt zu zeigen: Invarianz: ¢ (Kern (g(p))) C Kern (g(¢))

Sei g () (v) = 0. Zu zeigen: g (p) (v (v)) =0

Seig:Zalei = g((p):z:ai'sﬁ-

h(T) = Tzliefert: h(p) = . l

Das heiftt: Wir haben (g (¢) o h(¢)) ( ) 0 zu zelgen

Fiir Endomorphismen gilt: g(p)oh () =(g-h) (¢) = (h-9) (¢) =h(v)og(p)

Damit: g (p) (¢ (v)) = g () (h () (v)) = ( ) (g () (v )):w(g(w)(v)):s@(O)ZO
Zu (ii): Aus ggT (g,h) =1 folgt nach dem erweiterten Euklidischen Algorithmus:

l=gi-g+thi-h = id=gi(p)og(p)+hi(p)oh(p)
Wir wollen zwei Dinge zeigen:

(1) Kern (g (p)) NKern (h(p)) =0
(2) V=Kern(g(p)) + Kern (h(¢))
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Zu (1): Sei v € Kern(g(¢)) NKern (h(p)).
Nach id = g1 (¢) 0 g (¢) + h1 (@) o h (p) folgt:

v=1id (v) = g1 () (9(p) (v)) +h1(p) (h(p)(v)) =g1()(0)+hi(p)(0)=0
=0

Zu (2): Gegeben v € V. Dann gilt:

id=g1(p)og(p)+hi(p)oh(p)=g(p)ogi(p)+h(p)ohi(p)

Es folgt:
v="9(9)(91(p)(v)) + h(p)(h(p)(v))

€ Kern (h (p)) € Kern (g(¢))

Nun setzen wir zur Vereinfachung z := g; (¢) (v) und wenden h an. Wir erhalten:

h(p) (g(p) (@) =[h(p)og ()] (z)=[(h-g)(p)](x)=f(p)(x) = 0

Anmerkung: (x) Nach Voraussetzung: f(p)(x) =0 = g¢(v)(g1(¢) (v)) € Kern (h(y))
Analog erhalten wir: K (¢) (hy (¢) (v)) € Kern (g (p))

Wichtig: g(¢|y) =0, h(¢lw) =0

4.4.14 Beweis von Satz (IV.4.3)

Wie nicht anders zu erwarten folgt der Beweis aus den Lemmata (IV.4.4), (IV.4.5),
(IV.4.6).

Sei m, =pi' -py* - ... - p;» die Zerlegung in irreduzible Faktoren.
Dam, (¢) =0, m, =pi' - py?-...-p;» ist, folgt:
——
=h

V =Kern (p}' (¢)) @ Kern (h(p)) == U+ W

1 (¢ly) =0, h(¢lw) =0, p-invariante Zerlegung.

Weitere Anwendung von Lemma (IV.4.6) liefert eine p-invariante Zerlegung von V:

V=€ Kern (' (¢) , »}" (¢ly,) =0
= T
' =U;
= my, =p], s <r; (sogar s; =r;). Aus (IV.4.5) folgt (r; <t;):

(IV.4.4) n n
Xs@lui =p;' = Xy= walui = pr bei m, = HPZ
i=1 i=1

Damit

X

l
m, und Hpi
i=1

l l
Xo=T[w = IIn
=1 =1
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4.4.15 Vorbemerkungen zum Beweis von Satz (IV.4.7)

m ist Produkt verschiedener Linearfaktoren < ¢ (beziehungsweise A) diagonali-
sierbar.

Beweis:

“=" m = H (T — X\i). Nach dem vorigen Lemma folgt:
i=1

V= @Kern (p— X -id) = @Eig(gp,)\i)

i=1 i=1

Also ist ¢ diagonalisierbar.

“<” o ist diagonalisierbar. Es folgt:
V=(DEig(p. \), ¢ (Eig(p, \) C Big(p,))
i=1
Nach den obigen Lemmata folgt:

Also: m = H (T — \)

i=1

4.4.16 Beispiel zu Satz (IV.4.7)

Bestimme alle A € M5 (R) mit A3 =E.

Wir wissen: 4> =E = A ist Nullstelle von 7° —1 = m|73 — 1. AufRerdem
wissen wir: grad (m) <2 .

Wir kénnen 73 — 1 weiter zerlegen:
T —1=(T—-1)- (T +T+1)

wobei (T2 + T+ 1) irreduzibel iiber R. Damit bestehen zwei Moglichkeiten fiir das
Minimalpolynom:

(i) m =T —1 (das heiltt: A =E)

(i) m=T2+T+1
Bemerkung: m=T7?+T+1 = A3=E
Allgemein gilt:

m=T"4+a-TF'+.. . +a, = A'4+a;- A1+, . . +a,-E=0
= Yo:AF v=—ap-v—ap_1-A-v—...—a;- AF 1.0

Hier in diesem Fall: A2 . v+ A-v+E-v=0 VYoveR2

Angenommen wir hitten v mit (v, 4 - v) Basis von R2, In dieser Basis:

Fa o 0 —1 Frobenius
4 1 -1 Begleitmatrix
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Unter dieser Annahme gilt:

0 -1

-1 _
S-A-S _(1 I

) , SeGL(2,R)

Konnen wir solche v finden? Ja, jedes v ungleich Null pafst.

Sonst beiv#0: Av=XAv = T-)| X4 = T- Alm. Dies ist ein Widerspruch,
da m keine reelle Nullstelle hat.

Daher: A% = E, wobei A #E

~  SeGL(2,R): S-A~S‘1:((1) })
Umkehrung?
0 —1

. -1 _
SeiS-A-S < 1 1

> =4y, = A=8"1.4;-S. Damit folgt fiir A°:

A3 =8"1.40-S-S1. 4;-S-S1. 4 -S=8"1.43.8

Esist (49’ =By (X4, =T2+T+1) = A*=S"1.E,-S=E,
Damit:
{AeM;(R)|A® =E3, A#Ey} ={S7'-Ay-S|S€GL(2,R)}
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4.5 Kapitel (IV.5): Elementarteilersatz und Jordansche Normalenform
4.5.1 Ziel dieses Abschnittes

“Einfache” A := M} () oder #hnlicher Matrizen S- A-S~! herzustellen.

4.5.2 Vorbemerkungen:

” c|D . .
1. Fall: Mg (¢) = — ¢ — invarinater Unterraum

0 F
k

p(v) = Za” cv; und @ ((v1,v2,...,0k)) C (v1,v2,...,0%)
i=1

C

2. Fall: M% (p) = wobei (v1,vs,...,v;) Basis von C und (viy1,Vk+2,...,Un)
0|D

Basis von D bilden. Dann gilt fiir V: V = (v, v2,...,05) ® (Vkt1,Vk42,---,n)

¢ — invariant ( — invariant
Daher notwendige Untersuchung von ¢-invarianten Unterrdumen:
Sei U ¢-invariant, das heifdt: ¢ (U) C U und sei v € U.
Dann: v, ¢ (v),0? (v),...,¢" (v),...€ U

4.5.3 Definition (IV.5.a): p-zyklischer Unterraum: (v),,

Wir definieren: (v), = ({¥* (v)’ k € No}) erzeugt von v, als den kleinster ¢-invarianten
Unterraum, der v enthilt.

4.5.4 Beispiel fiir p-zyklischen Unterraum

1 00 1 0 1
Sei V=R3und Agegebenmit A= 0 2 1 |sowiev=| 0 |,w=| 0 |,z=1] 0
0 0 2 0 1 1
Bestimmung von (v) , : Es gilt:
1 0 0 1
Av=1[0 2 1 0 ]=(1,000=v = A2 wv=A-(A-v)=A-v=uv
0 0 2 0

Per Induktion folgt: A" v =v. Damit: (v), =R .

Bestimmung von (w) , : Es gilt:

100 0
Aw = 02 1 ]-({0]=(012)
00 2 (1
100 0
= Aw = A-(Aw=[0 21 1 | =(0,4,4)
00 2 2

Sind nun w, A - w, A% - w linear abhiingig? Ja, denn

A% w = (4,4,0) = 4A - w — 4w
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Damit kénnen wir nun jedes weitere A* ausrechnen:
A = A (A w)=A (44 - w—4-w)=4A* w—44-w
4-(4A - w—4w) —4A-w=16A-w —4A - w — 16w =124 - w — 16w
Per Induktion: A" w=oqay-A-w+fy-w = (w), = {(w,A w) (2 dimensionaler Raum)
Bestimmung von (z) ,. Es gilt:

1 00 1
Az = 02 1 ]-{0]=(112)
00 2 (1
100 1
= A2w = A-Aw=021]-[1]=(1,44
00 2 2

Sind nun (,z7 A-z A% z) linear abhingig?
Hierzu betrachten wir die Determinante der Matrix mit (z,A -z, A2 z) als Spalten-
vektoren:

1
0
0

=

1
4|=-1 = (542,47 2) regulir = (2), =R’
3

— o

N = =

N
Il

4.5.5 Obere Abschitzung fiir dim ((v}w)

k—1
Seimr=T'4+a;-TF'+.. . +a, = @k(v):fZak,lwpi(v).
i=0

In diesem Fall: (v), = (v, (), 0> (V),...,¢" 1 (v)) = dim (<v>¢) < grad (m,,)

4.5.6 Definition (IV.5.b): m,, (T')

m,, , (T) ist das normierte Polynom kleinsten Grades mit [m, , (¢)] (v) =0

4.5.7 Beispiele zu m , (T')

1 0 0 1 0 1
Sei V=R?*und Agegebenmit A=| 0 2 1 |sowiev=[ 0 |,w=]| 0 |,z2=]| 0

0 0 2 0 1 1
Bestimmung von my, : my,|(T'—1) = muy,=T-1)

Bestimmung von my ,: Wir wissen aus (4.5.4):

A% w— A w+ 4w = [(T? — AT + 4) (4)] (w):[(ng)Q(A)] (W) = maw=(T-2)>

Bestimmung von m, .: Bisher aus Berechnung von my , und my¢,,
ma,[(T—1) und mpy,|(T—2)°

Damit: my = (T —1)- (I'— 2)* (normiertes Polynom, Grad 3)
= Xa=(T-1)-(T—-2)° Da (2), =R? folgt:

my . =my
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4.5.8 Satz (IV.5.1)

Sei g ein Polynom mit g (¢) = 0.

(i) e (V)] (v) =0 = my,lg
(ii) m , ist eindeutig und m, ,| m,

Beweis zu (¢): Division mit Rest - analog zum Beweis fiir das Minimalpolynom
(IV.4.2):

Es gilt: ¢ =¢-m,, +r, wobei r = 0 oder grad (r) < grad (m, ,). Nach Einsetzen eines
Endomorphismus ¢ folgt:
9(0) = q(p)emy, (9) +7(p)

Anwendung auf v liefert:
9 () (v) =q(p) (my.(p) () +7(p)(v) = r(p)(v)=0
5 i3

Zu (x): = 0 nach Vorraussetzung.
Zu (#): = 0 nach Definition.

Beweis zu (ii): Angenommen es gibe zwei Polynome. Diese miifiten sich gegenseitig
teilen. Da sie aber laut Voraussetzung normiert sind kénnen sie nur identisch sein.

4.5.9 Satz (IV.5.2)
Sei grad (m, ,) = k. Dann gilt

(i) dim((v)w) —k

(i) (v), = (v, ¢(v),...,¢* ' (v)) (Bilden Basis)
(i) U= (v),, my, =my, = Xy,

Beweis zu (i) . (i1): Wir wissen:

mw,v:Tk+a1~Tk_1+...+o¢k = <pk+a1~g0k_1+...+ak~id\/:0

k-1
Anwendung auf v liefert: " (v) =) " (—ap_i) - ¢' (v) € (v, (v)...,¢" " (v)) = Uy

I
=

Behauptung: (v), = Up
Beweis: Zu zeigen: alle ¢ (v) € U.
Wir haben oben bereits gesehen, dafy dies fiir [ =0,1,...,k — 1, k richtig ist.

Firl=k+ 1 Werden wir einen Induktionsbeweis fiihren:

Sei ¢ Z Bi - v , dann:

Pt (v) = (<pl (v))

= Z Bi- o' (v) + Bi_1 - ¢ (v) € (v, (v),..., o1 (v)) nach Voraussetzungen
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) = dim(U)<k

Bisher: U = (v),, = (v,¢(v),.
Angenommen: dim (U) =1 § k

Behauptung: U = <v o), (v),..., ot (v)>

Beweis: v, 0 (v),¢?(®),...,0 (v ),gp sind linear abhingig, da [ + 1 Vektoren. Also
existiert eine nicht tr1v1a1e Relation:

ag-v+ar-o) ...+ (v) =0

Angenommen o; #0 = ¢ (v) € <U, @ (v),¢%(v),...,¢'1 (U)>

= U=(v,0),¢©),....¢7" (v))
Angenommen «; = 0: Seien a,,, # 0 und 11 = Qi =...=a; =0

= " e (v,0), 2 (),..., " () = U= (v,0v),¢*),...,¢" ' (v)) wobei
dim (U) <m < [. Es gibt also eine triviale Darstellung der Form

ao~v+a1~<p(v)+...+al~<pl(v)
= [(a0-v+ar-o@) +...+a-¢ (v) (9)] (v) =
= my|latoar-T+...4+a;- T! = [>k- wir erhalten einen Widerspruch.
= Daher: dim(U) =k
Beweis zu (iii): bereits gezeigt: dim(U) =k = grad (X¢|U) =k
} X‘P|U

Zudem stimmen die Grade der beiden dufieren Polynome, die iiberdies normiert sind,
iiberein. Nach der Gradformel folgt die Behauptung.

= m‘Pv”| My,

4.5.10 Satz (IV.5.3): Maximum in ¢-zyklischen Unterrdumen

Es gibt v € V mit m, = m,,. Folglich: grad (m,) = Maximum aller Dimensionen
p-zyklischer Unterrdume.

Beweis: Zuerst betrachten wir einen Spezialfall und fithren diesen dann auf den
allgemeinen Fall zuriick:

1.) Spezialfall: m = p*, wobei p irreduzibles Polynom und rnw,|pk = my, = P!
mit [ < k

Angenommen: [ < k — 1 fiir alle v

= mw,|pk_1, anders ausgedriickt: pF—!
fendes Einsetzen von v liefert:

= g, - My, Anwendung auf ¢ und anschlie-
@ =g @ eomen(e) = PTHE]E) =00 () (M (9) () =0

———
=0 n. D.

k—1

Nach den Voraussetzungen folgt: m, ,|p - wir erhalten einen Widerspruch.

Also gibt es v mit m, ,|p*, m,, =p* & 1 (p)(v) #0. Anders formuliert:
{v/mg,, # m,} = Kern (pkfl (¢)) = echter Unterraum von V
%,—/
#0

2.) Allgemeiner Fall: m, = p’fl -pgz -...-p¥" normiert und p; seien paarweise verschieden.

Nach dem Zerlegungslemma (IV.4.6) folgt:
V= @ Kern (pi“) ,  wobei ¢ invariante Zerlegung
—— —

U;
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ki

Auf U; gilt nun: pfi (¢ly)=0 = it

Wegen Lemma (IV .4.4) gilt:

m‘PlUi

mLP = kgv (m‘P|Ui) = m‘P|Ui = pfl
Dabher gibt es v; € U; mit m, ,, = pfl Setze v =v1 + ...+ v,.. Analog zu (IV.4.4) folgt:

m,, =kgV (m,,,) =kgV (pi“) =m,

4.5.11 Algorithmische Berechnung zur Suche von v mit m,, = m,
(1) Finde v mit m, =m,,
(2) Finde Zerlegung v = (v), ©® U, wobei U y-invariant sei.
(3) Zerlege U weiter

Zu (i) kdnnen wir zwei Methoden anwenden:

1. Methode: Folge dem Beweis (nicht stets zu empfehlen)
2. Methode: Mit Wahrscheinlichkeit nahezu Eins gilt: m, = m,, (iiber R, C)

Wir wihlen ein v = (21, 29, ..., z,) zufillig - zudem sei A gegeben wie oben:
9 1 00
x=| -1 |, A=10 2 1
5 0 0 2

Anwendung von A auf z liefert:

o A2y = 3 | =(9,16,20)

10

oo+ OO+
OO OO
N~ O N~ O

Nun wollen wir die lineare Unabhiingigkeit von x, A-z, A? -z zeigen. Hierzu betrachten
wir die Determinante mit Spaltenvektoren z, A -z, A? -z

9 9 9 9 0 0 e
1 3 16|=|-1 4 17 9~‘5 15‘9~(6085)2257é0
5 10 20 5 5 15

Damit: my , = my.

Diese 2. Methode klappt aus folgendem Grund:

{zeR"my #my,}C U Unterrdume der Dimension <n -1

endlich
Zu (ii): V = (v), & U’, wobei U’ eventuell noch nicht invariant.
Falls ¢ (U’) C U’ sind wir fertig.
Falls ¢ (U’) ¢ U’ , dann wihle anderes U’ und iiberpriife erneut.
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4.5.12 Satz (IV.5.4): Elementarteilersatz

Gegeben ¥ € Endk (V). Dann gilt:

(i) v= @ (vi>@ und fiir m; = mo, (U; = <Ui>¢>) gilt:
i=1

(1) my| my| ms| ... |m,

(2) m, =m,
(3) Xsa = Hmi

(ii) Die m,; sind durch die Eigenschaften
V = @ <Ui>¢> und m;| my| ms|...| m,|
i=1

eindeutig festgelegt. (Sie heiffen eine Elementardarstellung von o)

Algorithmischer Beweis:
Man wihle v € V mit m, = m .

Betrachte (v), = (v, (v),¢*(),...,¢" 1 (v)), wobei k = grad (m,, ,)
Zwischenziel: V = (v)  © U, wobei U ¢-invarinat ist.

Dann: ¢|y, U betrachten, per Rekursion folgt die Behauptung, da die Dimension
immer kleiner werden.

Wir haben: V = <’U>¢> @® W, wobei W Vektorraumkomplement ist. W ist eventuell
nicht g-invariant.

Nun priifen wir nach, ob W p-invariant ist:
Wiihle w € W, dann ¢ (w) =+’ + v’ eindeutige Darstellung mit v’ € (v) , w' € W
Wir definieren: ¥: W — W : w — w’, wobei ¥ Endomorhpismus von W.

Nachweisen der Linearitidt von ¥: Hier nur zum Beispiel die Addition:

i
(w+w1)/ =w' +w)

Dazu:

-

ev eWwW

@ (w+w) =@ (w)+¢(w) =@ +w)+ @ +wy) = (V' +v)) + (w +wy)

Also: U (w+w) =w +w) =9 (w) + ¥ (w)
Analog zeigen wir die skalare Multiplikation = VU ist linear.
Per Induktion betrachten wir (W, ¥) , man hat also den Elementarteilersatz fiir (W, )

Jetzt: technische Schwierigkeit:
Zusammenhang von (V,p) und (W,¥): Es ist ¢ (w) =o' + ¥ (w), v’ € (v)

o
Anwendung von ¢ liefert:
o linear
P w)=plpw)=¢@ +T(w) = o)+ (T(W) =v"+v" +¥*(w)
—— ——
€ (v), ew

wobei v”,v" € (v),. Also: ¢* (w) =7+ ¥* (w), T=10"+v" € (v)
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Dito - per Induktion: " (w) =v + U* (w), wobei ¥ € (),
Bedeutung fiir Einsetzen in Polynome:

Gegeben: L (T) = h(p) (w) =0 +h (V) (w), v € (v)
Folgerung: Sei h = m,,

= hp)(w)=0 = m,(¥)(w)=0 fiir allewe W =  Tatsache mg|m,

©

Nach Induktion diirfen wir annehmen:

W = (wa), @ (ws), ®...® (wr)

Versuch: Gilt V= (v), @ W = (v) , & (w2), &
)

Sei m; =Minimalpolynom von ¥ auf (w;

©

<w3>@ D...P <U)7->Lp?
Das heifdt (unter anderem): m; (¥) (w;) =0, m;| my| m,
» T (w2),, direkt ist.

Angenommen: Sei v’ +w' =0, v’ € (v),, W' € (w2)

Nun wollen wir testen, ob die Summe (v)

wobei v, w’ # 0. Dann:

]
k—1 -

v = Zai-goi(v):h(gp)(v) mit hzzai,Ti
i=0 Pt

/

w' = g(p) (w2)

Daher ist zu untersuchen: 0= % (¢) (v) + g (¢) (w2).
Es gibt eine (offenkundige) Relation dieser Art:
my () (w2) ="+ my (V) (wa) =" =h(p)(v)
—_————
=0
Wir haben: ms|m, ., ma(¢) (w2) =v" € (v),

Behauptung: Fv” € (v), mit ms (¢) (w2) = m2 (p) (v")
Berechnung von v"':

Nach Voraussetzung: ms (¢) (w2) = h(¢) (v) = <2—: : m2> () (w2) =my, () (w2) =0
Andererseits: 2 () o (ma () (w2)) = "2 () (1(¢) (0) = (222 1) () ()
Daher: (Irr:l—j . h) () (v) =0 = my,=mg,| I;—j -h

Das heifit: m@~f:&-h = h=f -ms
msy

= ma(p) (w2) = (m2- f) (@) (v) = m2 (¢) (W)

Folgerung: m; (¢) - (w2 — v4) =0 (wir haben dem v’ den Index zwei gegeben)
Setze v; =w; —v] = m;(p)(v;)=0,U= Z (vi),,
i=1

Nachrechnen: V = (v), @ (v2), @ (v2), @ ... ® (vr),, (dies sparen wir uns hier)

¥ @
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Dies ist ein algorithmischer Beweis: Folgende Schritte:
(i) Wahl von v
(ii) V= (v), ® W (Vektoraumzerlegung)

(iii) Beschreibung von ¥ auf W: In der Basis v, (v),? (v),..., 0" (v), w1, wa, ..., wy
beschreibende Martrix von ¢:

Zudem ist M (¥) =C

(iv) Modifikation der w;, so daR wir die passenden v; erhalten.

Zur Eindeutigkeit: Beweis per Rekursion:

Angenommen m;| my| ms| ...|m, und mj}| mj| m%| ...|m..

Sicher gilt: m, = m, = m, (Das Minimalpolynom ist eindeutig)

/

Angenommen: m, =m,, m,_; =m/,_;,...,m,_p =m,_,

Dann: my,_; ist normiertes Polynom kleinsten Grades mit m;_; () (v) C (v1)
...@<’Ut+1>[10, k=r—t
Dito: m;—1 () (v) C (v1), & (v3), ® ... & <v£+1>¢, l=s—t

@ (va), @

¥ @

Weiterhin gilt: 30 : V — V Automorphismus (bijektive lineare Abbildung) mit

t+1 t+1
2 (@ <'Ui>> = @ (v)

i=1 i=1

Daraus folgt: m;_; = w;_;

4.5.13 Korollar (IV.5.5)

m, = Xg, <V ist p-zyklisch.
Beweis:

“<": Schon oft gezeigt.

“=" Zwei Beweise fiir die Riickrichtung:

1.) Beweis folgt aus Elementarteilersatz:
XA:m1~m2~...~mr, d.h. m, =m,

Hier: m; =ms>=...=m,_; =1, das heifdst: r=1 =V zyklisch.
2.) Bereits friiher (als ein Baustein des Elementarteilersatzes) gezeigt: Jv: m,, = m,
Vor.

Hier: dim ((V}w) =grad (m,,) = dim(X,)=dim(V) = (v),=V
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4.5.14 Korollar (IV.5.6)

Zwei Matrizen im M,, (K) sind dhnlich genau dann, wenn sie dieselben Elementarteiler
haben.

“<” Nach Korollar (IV.5.5):

A dhnlich zu _
[4]

wobei die A; durch m; bestimmt werden. Daher ist A dhnlich zu gemeinsamer Matrix.
Somit sind A, B dhnlich.
“=» Sei B=S-A4-S7! mit S € GL (n,K)

Zerlegung von K" in invariante Unterrdume: K" = @ (vi) o~ Anwendung von S liefert:
K" =EDs- (v,
Nun lautet die generelle Frage: Was ist S - (v;) ,7 Es gilt:
S-(vi), = S~<U,AU,A2v,...> = <S-U,S-AU,S~A2U,...>

Nun gilt: B-(Sv)=S-A4-S71.(S:v)=S-4-S71.S.v=S-Av

Damit folgt fiir die Potenzen von B:

()

B'=(S-4-S71)' - (S-v) = S-4-S'.(S-v)=8- A

Zur Erinnerung zu (x):

(S-4-8? = 8.4.81.8.4.8'=S.4-E-4.-S'=8.4%.87"
(8-4-87° = ($-4.571)%.8.4.81'=8.42.871.5.4.871=5.4%.8"!
= (S-4-871)" = s.4".87!

Daher: S ((v),) = (Sv)g. Also: K" = @ (Sv) 5
Behauptung: Das Minimalpolynom von B auf (Sv;); sei m,;.

Beweis:

m; (B)

(Zak_i T) B)=> ari-B'=> ar;-S- 48"

- S~(Zak,i~Ai)~S_1:S~mi(A)'S_1:0 auf (Sv;)p

= Minimalpolynom von B auf (Sv;), teilt m; (Minimalpolynom von A auf (v;),).

Es folgt die Behauptung, da laut Voraussetzung das Minimalpolynom symmetrisch
in A und B ist:

Bisher: A~ B=S-A4-S7!, (v), ~ (Sv),
Daraus: B~ A=S"1-B-S=S"1.B. (S_l)_l, (Sv)g ~ (S71-Sv) , = (v) 4

Daher: Entsprechende Minimalpolynome teilen sich wechselseitig und sind normiert
=  Gleichheit
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4.5.15 Beispiele: Projektion

Projektion: p=py: V-V
V=UsU,pyu+v)=ufiirueU, v eU
1) p’=p = m|T?*-T=T-(T-1)

= V =Kern(p) ® Kern (p —id) = Eig(p,0) @ Eig(p,1)
———

——
=U’ =

dim(U)=r = X, (I)=1""'-(T-1)",
my|my| .. my=m="T-(T-1),m; my-...-. mp=T""-(T-1)"

Wie sehen nun die m; aus? Es gibt zwei Moglichkeiten:

(i) p#0,id, dann: m=T? - T

(ii) Entweder: m=m; =...=my__1), my_ =...=m; =T
oder: m=my; =...=my_(_1), My =...=m; = (T —1)

Also:
a) T-(T —1) h-mal, T (h — k)-mal. Damit folgt fiir das charakteristische Polynom:

Xo=[T-(T-0)"-TF"=TF (T -1)" fiir k>h

= n—-r=k, r=h, n—r>n = 2r<n
b) T-(T — 1) h-mal, (T — 1) (h — k)-mal. Damit folgt fiir das charakteristische Polynom:

Xa=[T-(T-)"-(T-D)""=T1h.(T-1)F firk>hn

= n—-r=ky, r=k, r>n—r = 2r>n

Also: Elementarteilesequenz allein bestimmt durch r = dim (Eig (p, 1))
Damit p? = p, ¢> = ¢. Nach Korollar (IV.5.6): p und ¢ sind #hnlich

< dim (Eig(p,1)) = dim (Eig (g, 1))

Direkter Beweis (nicht iiber Elementarteilersatz):

“= g =6.9p.571 = S liefert Isomorphismus zwischen Eigenriumen zu gegebenem
Eigenwert.

“«<” V =Eig(p,0) ® Eig (p, 1) = Eig (¢, 0) @ Eig(q, 1).
Hier: Eig(p,1) % Eig(q,1), wobei ¢ Isomorhismus

= Eig(p,0) =z Eig (q,0), wobei ¥ Isomorhismus, da die Dimensionen iibereinstim-
men.

Das heifdt: p und ¢ sind (beziiglich verschiedener Basen) durch

beschreibbar.
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Das Jordansche Normalenproblem fiir Matrizen

Gegeben A € M, (K), A: K" — K"

k
Zum Beispiel iiber C: X 4 (T) = H (T —X\i)", wobei \; # A, fiir i # j. Dann
i=1

1.) V= @Kern (A—=X-E)"

4.5.16 Definition: (IV.5.c): Kern(A — \;-E)" - Verallgemeinerte Eigenriume oder
Hauptrdume

Kern (A — \; - E)"" werden als verallgemeinerte Eigenriume oder Hauptriume bezeich-
net.

Es gilt: Eig(4,)\;) CKern(4 - \;-E)"”

2.) Damit erhalten wir durch Basiswechsel:

S-A-87l= _

wobei die einzelnen C; die Beschreibung von (4 — ); - E)" liefern.
3.) v1,...,v; seien Basis von U=Kern(A—-\-E)", B:=A—-X-E. Auf U: B" =0

= alle auftretenden Bl6écke gehodren zu nilpotenten Matrizen.

Sei B" =0, vi,B-vi,B%-v1,...,B" ! -v; und B" -v; = 0. Der Elementarteilersatz liefert
nun:
Es existieren vq,...,v; mit:

U=(0)g @) ®...0 (u)p

in der Basis (Ul,B ‘v, ..., BT v, v9, B vg, ..., B? "Ug), wobei B! -v = 0, wird B wie
folgt beschrieben:

2

wobei fiir die einzelnen B; gilt:

0 0
B=|1
0 10

Beziiglich der Basis (B'™!-v,B""2 v,...,v1,B ' vy, B2 vy,...,v5...) hat die be-
schreibende Matrix ebenfalls Blockstruktur, wobei fiir die einzelnen B; in diesem Fall
gilt:

0 1 0
B; =

1

0 0
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Wollen wir nun A in der letzteren Basis beschreiben, so erhalten wir:

A=)N-E+B = A« .
3

mit den einzelnen J; mit folgender Gestalt:

A1l 0
Ji =

1

0 A

Schliefslich erhilt man eine dhnliche Matrix:

T ()
S.A.81= J2 (A2)

. Jn (M)

In der Jordanschen Normalenform tauchen alle Eigenwerte auf. Es ist moglich, daf
zu einem Eigenwert mehrere Jordanbldcke existieren.

4.5.17 Definition (IV.5.f): Jordanblock

Wir definieren den Jordanblock folgendermafien:

A1 0

Je(N\) =
.1
0 A

Ji (\) € M, (K) ist eine quadratische Matrix.

4.5.18 Definition (IV.5.g): Jordanmatrix

Wir definieren eine Jordanmatrix folgendermafien:

Jlﬁ ()‘1)
J= sz ()‘2)

. Jkn ()‘n)

Hier bei kénnen die verschiedenen )\; auch gleich sein.
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4.5.19 Satz (IV.5.7): Jordansche Normalenform
Folgende Aussagen sind dquivalent fiir A € M, (K)
(i) A ist dhnlich zu einer Jordanmatrix
(i) Xa=]](T-N) in K[T]

Die Jordanmarix ist eindeutig bis auf die Reihenfolge der Blécke.

Sei B= A — A-E. Dann: die Anzahl der k-reihigen Jordanblécke zum Eigenwert ) ist
gegeben mit

Anzahl Jodanblécke zum Eigenwert )\ =rg (kal) —2-rg (Bk) +rg (Bkﬂ)
(Insbesondere: In C ist jede Matrix dhnlich zu einer Jordanmatrix)

Zu (ii): m, = X,: V hat eine Basis v, (v),¢?(v),...,9" ! (v). In dieser Basis wird ¢
wie folgt beschrieben:

0 ... ... 0 —ao

1 " -
M3 ()= | o

: . - 0 —ay

0 ... 0 1 —anp

Dies ist die Frobenius-Begleitmatrix zu Xg,.
Nach der letzten Spalte gilt:

Xo=T"+a-T" ' +... +a,
Nach Cayley Hamilton folgt:

" (0) = —on v — a1 V)~ —ar " ()

4.5.20 Herstellung der Jordanschen Normalenform fiir “kleine” Matritzen.

Nach Herrn Becker sind kleine Matrizen je nach Kénnen zwischen (3 x 3) und (10 x 10)
Felder grofs.

Wir gehen folgendemafien vor:
(1) XA (T) = H (T —X\;)"", die Eigenwerte )\; bestimmen (die Vielfachheit der Eigen-
werte ist nicht so wichtig)
(2) Anzahl der k-reihigen Jordanblécke bestimmen:
#J, (\;) =rg (B*') — 2. rg (B*) +rg (B*™)

wobei B=A— \-E (Wir fangen mit £ = 1 an und machen solange weiter bis alle
Jordanblécke gefunden sind)

Aus (1) und (2) folgt die Jordansche Normalenform.
Bestimmung von S-A-S~! =J. Zwei Mdglichkeiten:

(i) Folge dem Beweis

(ii) Lose S- A =J-8S, betrachte Eintrige von S als Unbekannte: Wéihle im Lésungs-
raum des linearen Gleichungssystems fiir S ein reguliire Matrix aus.
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Kapitel V: Bilineare Raume

5.1 Kapitel (V.1): Bilinearformen
5.1.1 Vorbemerkungen

Bilineare Riume sind Riume mit einer Bilinearform.
Objekt = (Vektorraum, Bilnearform)
Hauptbeispiele (kennen wir bereits): (R?, Skalarprodukt), (R3, Skalarptrodukt)

Bekannt: Das Skalarprodukt im R": le -y1 mifst den Abstand zweier Punkte.
i=1

Fiir den Euklidischen Abstand gilt: d (P,Q) = <P-Q’, P-c§>

Das Skalarprodukt ist ein Beispiel fiir eine lineare Abbildung. (-): R* x R” - R
(i) linear in jedem Argument
(ii) symmetrisch: (z,y) = (y,z)

Uns ist zudem eine multilineare Abbildung bekannt:

K'xK"x...xK" —K: det(-) als Funktion der Spaltenvektoren

n-mal
Wir haben bereits gezeigt:
(i) Die Determinate ist linear in jedem Element

(ii) nicht symmetrisch, sondern alternierend. Fiir i # j:

T 7 T 7
det UZU] :7det ’UJ/UZ
1 1 1 1
Behauptung: Sei 0 € S,,. Dann:
det (%(1)7 Vg (2), - - - ,vg(n)) =sgn (o) - det (v1,ve,...,0,)
Beweisskizze: det (vg(l),va(g), . ,va(n)) =a(o) a(r)- det (v1,vs,...,v2).
Wir wissen: a (o) a(7) =a(or) =a(r) - a(c), a(Transposition) = —1

= S,, = (Transpositionen) = Behauptung.

5.1.2 Definition (V.5.a): Bilinearform

V, W seien K-Vektorridume.

Dann heifst s : V x W — K bilineare Abbildung beziehungsweise Bilinearform, wenn
folgendes gilt:

(i) Linearitdt im ersten Argument: Vo,o' € K, Vv, v' € V, Yw € W gilt:
sla-v+ad v, w)=a-s(v,w)+a s, w)

(ii) Linearitdt im zweiten Argument. V(3,5 € K, Yv € V, Vw, v’ € W gilt:
s(o,B-w+p -w)=p0-s5,w)+ 6" s(v, w)

Als alternative Formulierung, obiger Eigenschaften, hier eine Kurzfassung:
Vw: s (-, w): V — K linear, Vou: s(v,-): W — K linear.
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5.1.3 Beispiele fiir Bilinearformen
(a) Der Dualraum: V, W = V* = Homg (V,K). Zur Erinnerung:

VxVv® — K
(,\) — A(x)

Um zu zeigen, dafi der Dualraum eine Bilinearform ist miissen wir die Linearitidt im
ersten und zweiten Argument nachweisen:

Zu (i): (-, \) linear nach Definition von V* (siehe Definition Dualraum (3.1.9))

Zu (ii): A+— A(z) linear in )\ nach Definition der Vektorraumstruktur auf V*

(b) Ein Beispiel aus der Analysis: V =C([a,b], R) = {f : [a,b] = R stetig}
Behauptung: V ist ein R-Vektorraum:
Aus f, g stetig folgt: o - f fiir o € R beziehungsweise f o g stetig (siehe Analysis)
Behauptung: dimg (V) = oo (Nicht endlich dimensional)
Zum Beispiel: R[X] < C([a,b],R) fiir a <b.

I ‘[a,b]

Nun definieren wir ein Skalarprodukt fiir Funktionen:

b
V xV =R, (f,g)H/f(t)'g(t) dt

Die Linearitit im ersten und zweiten Argument ist leicht zu zeigen:
Addition:

b

b b b
(f+f’,g)H/(f+f’)~gdt:/(f-g+f’~g) dt:/f‘gdH/f’-gdt:(f7g)+(f’,g)

a

Skalare Multiplikation:

b

(a'f,g)H/b(a-f)-gdt/a-(f~9)dta-/bf‘gdta‘(f,g)

a

Anmerkung (wird in der Analysis behandelt, daher hier nicht von so grofer Bedeu-
tung): C([a,b], R) liefert einen wichtigen metrischen Raum:

b

d(f,9):= /(f—g)2 dt

a

Der Abstand zweier Funktionen ist Null, wenn sie identisch sind. Ein anderes Beispiel
fiir zwei Funktionen mit Abstand Null ist:

f=c QZ{C T 7 20 fiir c#£d
0

Fiir © # z¢ sind die Funktionen identisch, ansonsten (x = ;) unterscheiden sie sich
nur in einem Punkt.
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(c) Sei A € M, (K), K" x K® — K. Es sei gegeben:
Y1

n
(@y) — 2" Ay=(v1,m)- A || = (@nwa) [ Y ey
Yn =t

n
Fiir die i-te Stelle von z gilt nun: z;,- A -y =x; - Zaij -y; |- Damit erhalten wir:
j=1

n n n
(17731)'—’2%" Zaij'yj :Zaij'zi'yj
i=1 j=1

ij=1

(d) Nun wollen wir einen Spezialfall von (c) betrachten: Sei A = E,. Es folgt:
(wy) =2 y=> zi-y
i=1

Wir erhalten das aus der Schule bekannte Skalarprodukt. Das Skalarprodukt ist
unsere “Standard”-Bilinearform auf dem K".
Wir wollen nun (¢) ebenfalls als Skalarprodukt interpretieren und vereinbaren die
folgende Notation:
_J K'"xK" =K
= e =y

Eigenschaften einer Bilinearform iiber einen Endomorphismus
5.1.4 Definition (V.1.b): symmetrische, alternierende Bilinearfom

V, W seien K-Vektorrdume und sei V = W (Bilinearform iiber einem Endomorphis-
mus). Dann definieren wir:

(i) Eine Form heif#t symmetrische Bilinearform, wenn gilt:
Yo,w eV : s(v,w) =s(w,v)
(ii) Eine Form heifft alternierende Bilinearform, wenn gilt:
YoeV:s(v,v)=0
Falls char (K) # 2 kdnnen wir eine dquivalente Bedingung formulieren:

YVoeV:s(wv)=0 <& WYo,weV:s(,w) =-—s(w,v)

5.1.5 Definition (V.1l.c): positiv-definiet beziehungsweise positiv-semidefiniet
Sei K =R und V, W seien K-Vektorriume.
(i) Eine Bilinearform ist positiv-definiet, wenn Vv € V gilt: s (v,v) =20

(ii) Eine Bilinearform ist positiv-semidefiniet, wenn Vv € V gilt: s(v,v) >0
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5.1.6 Beispiele fiir symmetrische, alternierende beziehungsweise positiv-definiete,
positiv-semidefiniete Bilinearformen

Wir werden einige der Beispiele aus (5.1.3) weiter untersuchen:

Zu b) Leicht zu sehen: Bilinearform ist symmterisch und positiv-semidefiniet

b
= s(f7f)=/f2dtzo

Behauptung: Obige Billinearform ist auch positiv-definiet.
b
Zu Zeigen: Sei f stetig und /f2 dt=0 = [f=0

Beweis:

ﬁ/\fﬂzo
a b

Abbildung V-9: Skizze

Sei etwa f?(c) > 0 mit c € [a, b].
b cte
= f2(d)>0auf (c—c,cte) = /f2dt2/detz(min)(fQ)-25>O
c—e,cte

a CcC—E&
Es folgt die Behauptung.
Zu d) Fiir K = R ist diese Bilinearform symmetrisch und positiv-definiet (gezeigt in
(1.3.2) Norm eines Vektors).

Eine symmetrische positiv definiete Bilinearform wird als Skalarprodukt bezeichnet.
Standardskalarprodukt:

(w,y>=Z$i-yi, <LL’,$>:Z$12

i=1

Zu c) Sei n =2 und A gegeben mit A = ( (1) 7(1) ) Nun gilt:

ca={(2 (3 )

Die Bilinearform ist also symmetrisch. Ist sie auch positiv-semidefiniet. Nein, denn
(e, Aes) = —1. Damit kann die Bilinearform natiirlich auch nicht positiv definiet sein.
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5.1.7 Zur Erinnerung: Orthogonalitit und Skalarprodukt

Im R?, R3, (). Esgilt: u Lv &  (u,v) =0.

Den Winkel zwischen u und v konnen wir folgendermafien bestimmen:

{u, v)

cos £ (u,v) = Tl ol wobei ||z|| = v/ (z,x)

(Als Erinnerung an (1.3.1))

5.1.8 Definition (V.1.d): Orthogonalitit (verallgemeinert)
Sei s: V X W — R eine Bilinearform. Wir definieren:
vlw & sw) =0

In diesem Fall sind u und v orthogonal zueinander.

5.1.9 Definition (V.1.e): linkes und rechtes Radikal 1-Rad (s), r-Rad (s)

Gegeben s: V x W — K Bilinearform. Wir definieren:

(i) FRad (s) :={veV[v LW} & s(w)=0 YweW
(ii) r-Rad (s) :={w e W|V Lw} & s(vw)=0 YveV

Anmerkung: Ist die Bilinearform symmetrisch, dann: 1-Rad (s) = r-Rad (s)

5.1.10 Definition (V.1.f): ausgeartete Bilinearform

s heift nicht ausgeartet, wenn 1-Rad (s) = r-Rad (s) = {0}
Bemerkung: Oy € 1-Rad (s), Ow € r-Rad (s), denn s (0,w) = 0Vw € W, s(v,0) =0Vv € V.

5.1.11 Beispiele zu linken und rechtem Radikal

Zu (5.1.3) a) V x V*, (z,A) — (),
Behauptung:
I-Rad = {z|VA € V*: X (z) =0} = {0},

denn zu jedem z # 03\ : V - K mit A (z) = 1.

Beweis: Ergéinze r = v, zu einer Basis v1,v2,...,v, von V. Definiere \ wie folgt:

x— 1, V2, V3, ..., Uy — irgendwohin, [)\ <Z aivi> = Z ;A (vl)]
i=1 i=1

Es gilt gemifs der Definition der Nullabbildung:

r-Rad ={A e V*|Vz e V: A(z) =0} = {0}
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b
Zu (5.1.3) b) (f,9) — / f-gdt
Da diese Bilinearform symmetrisch ist gilt: 1-Rad = r-Rad. Weiter:

b
l-Rad:{fEC([a,b},R)Wg: g stetig: g:[a,b] — R gilt: / f-gdtzO}:{O}

b
denn insbesondere muf gelten: / f2dt = 0. Bereits in (5.1.7) gezeigt: = f=0

Nun noch ein zusétzliches Beispiel:

T Y1
(e) Sei s gegeben mit: R3 x R? - R, s zo |, | v =21 -y + T2 Y2
x3 Y3
Es gilt:
X1 0
1-Rad = r-Rad = T2 YYy1,Y2,Ys : X1 -Yy1+x2-y2 =0 p = 0 z3 € R 3 = Rej
T3 zs3

Bei dieser Punktmenge handelt es sich um die z-Achse.

5.1.12 Beschreibung durch Matrizen: s: V xV — K
Hinfiihrung:

(a) ¢ : V- W, Matrizen iiber Basisauswahl: ¢ (v;) = Zaij - w;
i=1

(b) V xV — K, Wihle Basis 2 von V: v = Z «; - v;. Dann:

i=1

Anmerkung: (%) folgt aus der Bilinearitdt von s.

5.1.13 Definition (V.1.g): Matrix von s beziiglich Basis 2

Sei 2 Basis von V und s eine Bilinearform: V x V — K. Dann definieren wir
1\/_[Ql (5) = (S (vi7vj)i,j:1,...,n € Mn (K))

als die Matrix von s beziiglich der Basis 2.

5.1.14 Vorbemerkungen: M? (s) legt s fest
Es gilt (wie oben):
s(v,w) = Z o - By - s (v, v5)

ij=1

Hier dieselbe Aussage als Matrizentheoretische Formulierung;

n n
U:in'vi = (xla"'v'rn)’ w:Zyj"Uj = (yla---ayn)
i=1 J=1
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Dann gilt:

Y1
s(v,w) = (z1,...,2,) - M>*(s) - :
Yn
Beweis:
n n n
s(v,w) = Z xi - yj - s (v, v5) = le . Zs(vi,vj) - Y
i,j=1 i=1 j=1

i-te Koordinate

n Y1 Y1
=t g ) /), Yn

5.1.15 Satz (V.1.1) Symmetriesitze

Sei dim (V) = n und sei 2 eine Basis von V. Dann gelten folgende Aussagen:

(i) Die Zuordnung s — M? ist eine Bijektion zwischen der Menge der Bilinearformen

auf V und M, (K)
(ii) s symmetrisch < M? (s) symmetrisch ((:) M2 (s) = (M* (s))T)
(iii) Wenn s symmetrisch, dann

X1 0
M*(s)| : | =0=

Ty 0

—~
*
~

I-Rad (s) =r-Rad (s) = ¢ Y ;- v;
=1

Im Ubertragenen Sinn: 1-Rad (s) = r-Rad (s) <> Kern (M?® (s)) (Zu (): Mit der 0
wird klarerweise ein Vektor beschrieben)

(iv) s ist nicht ausgeartet < M?® (s) ist regulir
Beweise:
Zu (i): Sei A = (aij;) . € M, (K) beliebig.

Zu zeigen: Es existiert eine Bilinearform s auf V mit M* (s) = A (Surjektivitit) und
s ist durch A eindeutig bestimmt (Injektivitét).

i,j=1,...,

Eindeutigkeit: Notwendig gilt:
Y1

n n
S <Z$i'viazyi'vi) = (3?17---71’71)'14'
i=1 i=1

()

Also ist s eindeutigt bestimmt, weil zu jedem v € V, eindeutig bestimmte z; € K mit
v=ux1-v1+...+ T, v, existieren, also ist s injektiv.

Yn
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Existenz: Zu zeigen ist: die durch (%) definierte Abbildung ist wirklich eine Bilinear-
form:

(i) Bild(s) C K klar

(ii) Linearitit im ersten und zweiten Argument:

Seien v,v',w,w’ € V, A\, u € K wobei

n

n n n
/ / / /
UZE Li * Vi, UZE Lj * Vi, UJZE Yi - Vi, U):E Yi - Vi
i=1 i=1 i=1

i=1

Dann ist:

Def. Y1
s(A-v+vw) = A (@1, ) + (2, 2)) - A
Yn
Distr. n Y1
- A (xlv ,IL'n)A +(l’/1, ,ZE:I) A
Yn Yn
Def.

= A-s(v,w) + s (v, w)
Analog zeigen wir die Linearitit im zweiten Argument:
s(o,p-w+w)=p-sv,w)+s(v,w)
Also ist s surjektiv und somit bijektiv (die Injektivitit haben wir zuvor gezeigt).
Zu (i1):
“=” Sei s symmetrisch = s(v;,v;) = s(vj,v;) Vi, j
= (M* (5))1'3' = (M* (s))ji Vi,j = M?(s) ist symmetrisch.

“<” Sei M? (s) symmetrisch

n n A0
= S(szvlvzylv’L) = (9317---,%)'1\/[91(5)' :
i=1 i=1 Un
cK
T

Y1
- (Ila 7$n) Mm (5) E
Yn

:1:1 n n

= (y1,...,yn) - M*(5) S<Zyi'vi,z$i'vi>
I i=1 i=1

= s ist symmetrisch.
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Zu (iii): Es gilt:

Y1
Rad(s) = {UeVs(v,w)OV eKkK"
Yn
n n n hn
= levl s(Zwi-vi,Zyi-vi> =0V | : e K"
i=1 i=1 i=1
Yn
n Y1 Y1
= szvz (xl,,xn)Mm(s) =0V e K"
=t Yn Yn
= {Zwi-vi (xl,...,mn)~Mm(s):(0,...,0)}
i=1
n X1 0
=1 Tn 0

Anmerkung: (%) folgt aus der Symmetrie von s
Zu (iv): Es gilt:

1-Rad (s) = {sz (xl,...,zn)~Mm(s)(0,...,0)}

n L1
= Z Ti v € Kern (Mgl (s))
i=1 2z,
Analog:
n n
r-Rad (s) = Z Yi - Vi € Kern (M* (s))
i=1

Yn

s nicht ausgeartet < 1-Rad (s) =r-Rad (s) = {0}
=0

< Kern (M? (s)) = Kern (M* (s))T & M2 (s) ist regulir.
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5.1.16 Bemerkung zu Satz (V.1.1)

Der Satz besagt unter anderem, daff man den allgemeinen Fall einer Bilinearform s
auf einem n-dimensionalen K-Vektorraum mit Basis 2 reduzieren kann. V = K", fiir
5: K" x K" — K erhalten wir:

Vergleiche dazu die Theorie der linearen Abbildungen: Seien V, W n beziehungs-
weise m-dimensionale K-Vektorrdume mit 2% = (vy,...,v,) als Basis von V und B =
(w1, ..., w,) als Basis von W. Dann:

n
oo K" —>V @m(vl,...,vn):inwi
i=1
m
o K™ - W goq;(wl,...,wm):z:yi~vi
i=1

Sei f: V — W lineare Abbildung. Dann existiert genau eine Matrix
M3 (f) € My, (K)

so daf} folgendes Diagramm kommutativ ist:

\Y W
%T y Tso%
Kn Km

M (f)

Abbildung V-10: Kommutatives Diagramm

5.1.17 Satz (V.1.2): Basiswechsel fiir Bilinearformen

Seien 2, B Basen von V und sei s eine Bilinearform auf V und T = M}, die Transfor-
mationsmatrix. Dann gilt:

M? (s) =TT - M® (s)- T
Vergleiche: Sei f € End (V). Alaso:
M3 (f) = MY (id) - Mg (f) - Mg (id)
N——
(%)
wobei () = (M2 (id)) ™'
Beweis: Sei A = (v1,...,v,) und B = (wy,...,wy,). Es gilt:

und

8
_

8
a
<
—
<
=

=T. und =T.

!

§1: Bilinearformen http://fsmath.mathematik.uni-dortmund.de/script
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Damit:
n n Y1
i=1 i=1 /
Yn
T
Tl Y1
= [T M?® (s)- |T :
Tn Yn
U1
- (.’171, 7'rn)TTM%()T 5
Yn
'A% n n
= (T1,...,2p) (TT -MP (s)- T) - : s(in-vi,Zyi~wi>
i=1 i=1
Yn

Aus der Eindeutigkeit von M? (s) folgt: M? (s) = T -M? (s)- T

5.1.18 Definition (V.1.h): Kongruenz zweier Matrizen

Seien A, B € M, (K)
Zwei Matrizen A, B € Sym (n,K) heiflen kongruent, wenn ein S € GL (n,K) existiert
mit
B=s8"-A-8
Bahauptung: Die Kongruenz zweier Matrizen ist eine Aquivalenzrelation.

Beweis: Wir miissen folgende Eigenschaften nachweise:

(i) Reflexivitit

(ii) Symmetrie
(iii) Transitivitat
Zu (i): Setze S=E,, = Behauptung.
Zu (ii): Sei S € GL (n,K) mit B=S7-A-S. Dann:

Ty~ 1 -1 -1\T -1
A=(8") -B-S'=(s") -B-S

Wir wissen: S7! € GL(n,K) =  Behauptung.
Zu (iii): Seien S;,S; € GL (n,K) mit B=S7-4-S; und C =SI . B-S,. Dann:

C=8T-(ST-A-8,)-8,=(ST-8T) - A-(S;-S5) = (S1-S5)" - A-(S1-Ss)

Wir wissen: (S;-S;3) € GL (n,K), da GL (n,K) Gruppe = Behauptung.

Letzte Anderung: 27. Juli 2001 §1: Bilinearformen
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5.2 Kapitel (V.2): Orthogonalbasen

5.2.1 Zur Erinnerung

Skalarprodukt im R3: (-} : R? x R® — R, (z,y) = le -y
i=1
Zwei Vektoren im R? stehen senkrecht aufeinander, wenn gilt:

<‘T7y> =0

Die Verallgemeinerung des Skalarproduktes auf symmetrische Bilinearformen iiber
einem Vektorraum V liefert damit die folgende Definition:

5.2.2 Definition (V.2.a): Orthogonalitit, Orthogonalraum
Sei s symmetrische Bilinearform auf V, U <V und u,v € V. Wir definieren:
(i) vL v (in Worten: u orthogonal zu v), wenn gilt s (u,v) =0

(ii) Ut ={v e V|s(u,v) =0 Vu € U}

Bemerkungen:
(a) Ut <V, U! = Rad (s) wobei

Ut ={veV|s(w,v)=0VweV}

(b) U L U ist moéglich. Zum Beispiel:
Sei V =K? und s ((z1,72), (¥1,92)) = T1 - y1 — T2 - Y2.

o i (1)) = ((1)) oo

SN, (WL y) =Xy —Aya=0 & y =y (yl)e<<})> fiir \ # 0

s (1))

s(N0), (y,)) =Xy =0 & y=0 < <y1)€<<(1)>> fiir \ £ 0

Y2

5.2.3 Definition (V.2.b): Orthogonale Zerlegung

Sei s symmetris che Bilinearform auf V. Wir definieren:

V=U; LU;l... LU, ist eine Zerlegung von V als direkte Summe
V=U;oUyp...4U,

mit der zusétzlichen Eigenschaft s (U;, U;) =0 fiir i # j - Kurzfassung: U, L Uj.

Letzte Anderung: 27. Juli 2001 §2: Othogonalitéit
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5.2.4 Beispiel fiir eine orthogonale Zerlegung

Sei V =K? und sei s symmetrische Bilinearform mit

s((z1,22), (Y1,92)) =1 - y1 — T2 - Y2

<( >> (1)) e ((0) (1)) = 00

Zudem: s((\,0 )=0V\peK

5.2.5 Satz (V.2.1): Abspaltung des Radikals

Sei s eine symmetrische Bilinearform auf V und U sei ein Komplement von Rad (s),

das heifft V = Rad (s) @ U. Dann gilt:

(i) V=Rad(s) LU

(ii) s|y ist nicht ausgeartet

Beweis: Siehe Aufgabe (35 — LinAII)

5.2.6 Definition (V.2.c): Orthogonalbasis

V sei ein n-dimensionaler K-Vektorraum (mit char(K # 2) und s eine symmetrische
Bilinearform auf V. Eine Basis 2 = (v1,...,v,) von V heiftt Orthogonalbasis, wenn
gilt: v; L v; fiir ¢ # j.

Mit anderen Worten: V = (v;) L (v5) L ... L (v,)

5.2.7 Satz (V.2.2): Existenz von Orthogonalbasen

Sei V ein n-dimensionaler K-Vektorraum mit char (K) # 2 und sei s eine symmetrische
Bilinearform auf V.

Dann besitzt V eine Orthogonalbasis.

Zum Beweis benoétigen wir das folgende Abspaltungslemma.

5.2.8 Lemma (V.2.3): Abspaltungslemma
Sei dim (V) =n < 00, U <V und dim (U) = r. Dann gilt:
(i) dim(U*) >n—r

(ii) Ist s|; nicht ausgeartet, so gilt: V = U lut

§2: Othogonalitét http://fsmath.mathematik.uni-dortmund.de/script
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Beweis:
Zu (i): Sei 2y = (vy,...,v,) Basis von U. Wir ergéinzen 2; zu einer Basis
A= (v1,...,UpyUpg1,...,0) von V
Nun gilt:
Ut = {veV|s(uv)=0vuec U}
= {Zfﬂz‘-vi s (iwi-wai%'%> =0V (y1,---,yr) GKT}
i=1 i=1
y.l
= Zzlvz (z1,...,2,) - M>*(s) - %’ =0V (y1,-..,yn) € K"
0

(21, 2n) - M (5) = (0,...,0,%,...,%)

= {Zmi-vi
_ {in.vi

= dim (UJ‘) >n—r
Zu (ii): Es ist UN U+ = Rad (s|y) = {0}. Mit (i) folgt die Behauptung.

J
(z1,... ,xn)T € Kern (NIQl (5)”) =1 }

5.2.9 Beweis zu Satz (V.2.2)

Beweis erfolgt durch vollstindige Induktion nach n.
Induktionsanfang: n = 1: klar

Induktionsschlufy: (n —1) ~n

Wir untersuchen zwei Fille:

1. Fall: Sei s Nullabbildung = Behauptung (trivial)

2. Fall: Sei s nicht Nullabbildung. Dann existiert ein v; € V mit s(v1,v;) # 0, denn es
existieren v, w € V mit s (v, w) # 0. Ist s(v,v) = s (w,w) =0, so ist

s(vtw,v+w) = s,v)+s(w,w)+2-s(v,w)
= 2-s(v,w)#0 falls char (K) # 2
d.h. s|<vi> ist nicht ausgeartet. Nach dem Abspaltungslemma (V.2.3) gilt also:
V = (v1) L (v1)™.
Nach Induktionsvoraussetzung ist (vi)" = (vo) L ... L (v,).
Also: V = (vy) L (vo) L ... L (vy)

Bemerkungen:

(a) Der Beweis von Satz (V.2.2) gibt an, wie man die Orthogonalbasis konstruiert.

(b) Ist 2 eine Orthogonalbasis von V, so hat M? (s) Diagonalgestalt.

Letzte Anderung: 27. Juli 2001 §2: Othogonalitéit
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5.2.10 Satz (V.2.4)

Uber einem Korper mit Carakteristik # 2 ist jede symmetrische Matrix kongruent zu
einer Diagonalmatrix.

Beweis: Sei A € Sym (n,K), s definiert durch s (z,y) = 27 - Ay ist symmetrische Biline-
arform auf dem K”. Nach Satz (V.2.2) existiert eine Orthogonalbasis 2 = (v1,...,v,)
von K" beziiglich s:

M? (5) = Diagonalmatrix = (M% (id))T - A (M% (id))

M?™ (s)
T T
Zur Erinnerung: M% id)=1 v1 - vy
! !

5.2.11 Beispiel fiir Konstruktion einer Orthogonalbasis

0 1 2
SeiA=| 1 0 3 | € Sym(3,R) und sei s gegeben mit s (z,y) =27 - A-y.
2 30
Da s(e1,e1) = s(e2,e2) = s(e3, e3) = 0 miissen wir einen anderen Vektor wihlen.
Es gilt:
s(e1 +ez,e1+e) =2 -s(ej,es) =2 (siehe Satz (V.2.2))
1 1\\©
Also wihle v; ;= [ 1 |. Nun wollen wir < 1 > bestimmen. Es gilt:
0 0
0 1 2
1,1,00- [ 1 0 3 |=(,15)
2 30
1 ) 1
Also: < 1 > =Kern(1,1,5) = < 0o |, -1 > =:U;
0 0
)
Sei 2, = 0 . Nun betrachte s| . Es gilt:
-1
0 1 2 1
(V4 o) (1oes) 0 (72 03 ) =M (ol =
2 30 -1 0
a1 # 0, wahle vy = 0 |. Es folgt analog zu oben:

e ( = ) — (=20, ~4) = (5,1)

Nun bestimmen wir den Kern und erhaltenm vs:

Kern(5,1)<<é)> = <v2>¢mU1< _i +5- _i >< —% >

§2: Othogonalitét http://fsmath.mathematik.uni-dortmund.de/script
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Setzen wir nun ein, so folgt:

0 0
-20 -4 -1
() ()] mcnm (72 ) ()

1 1
Damit:
1 5 0\ /1 5 0 s (v1,v1) 0 0 2 0 0
1 0 =5 |-Al1 0 -5 |= 0 s(va,00) 0 =0 —20 o0
0 -1 1 0 -1 1 0 0 s (vs, v3) 0 0 —30

Noch leichter geht es durch simultane Zeilen- und Spaltenumformungen. Jede Spalte-
numformung entspricht der Multiplikation einer invertierbaren Matrix S; von rechts.
Jede Zeilenumformungentspricht einer Multiplikation mit S{ von links.

Fiihrt man simtliche Spaltenumformungen an der Einheitsmatrix durch, so erhilt
man die Transformationmatrix:

01 2 1 15 2 1 5

103 ]~1103]~1]10 3

2 30 2 30 5 3 0
2 1 5 2 0 0 2 0 0
0 =5 3 |~|0 -3 3 ]~[0-F 0
0§ -¥ 0§ -¥ 0 0 -%

Analog wenden wir die Operationen auf E; an.
Um zu zeigen, daf char (K) # 2 sein muf hier ein Gegenbeispiel:

01

Sei char (K) =2, A= ( 1 0

> und eine symmetrische Bilinearform s gegeben mit

s(z,y) = (v1,22) - A - ( o ) = (z1,22) - ( ;’2 ) =21 22 =0

] 1

Wire also A kongruent zu einer Diagonalmatrix B, so wire B = ( 8 8 )

5.2.12 Satz (V.2.2)': Satz (V.2.2) fiir char (K) = 2

Sei char (K) = 2, V ein n-dimensionaler K-Vektorraum und sei s eine symmetrische
Bilinearform auf V.

Dann besitzt V eine orthogonale Zerlegung:
v=u,L..lulw, L. 1w,

mit dim (U;) = 1 und dim (W) =2 Vi, j. Ist W; = (u,v), so ist s(u,u) = s (v,v) =0 und
s(u,v) = 1.

5.2.13 Satz (V.2.4)/: Satz (V.2.4) fiir char (K) =2

Sei char (K) =2, A € Sym (n,K).
Dann: A ist kongruent zu einer Matrix B mit

B = . wobei B; = («;) oder Bi:<(1) (1))

B

Letzte Anderung: 27. Juli 2001 §2: Othogonalitéit
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5.2.14 Definition (V.2.d): quadratische Form

Sei s eine symmetrische Bilinearform auf einem n-dimensionalen Vektorraum V.
Dann wird die Abbildung ¢: V — R, ¢(v) = s(v,v) als die dazugehérige quadratische
Form bezeichnet. Es gilt:

g\ -v) =2 s(v,v)  fiir A € K.

5.2.15 Symmetrischer GaufR-Jordan Algorithmus (symmetrische Umformungen)

a) Wir wissen: Die GL (n,K) wird erzeugt von Umformungsmatrizen:
S=U;:-U;y-...-U, wobei U; Umformungsmatrizen
b) Einsetzen liefert:
ST.4.8 = (U;-Uy-...-U)" -4 (U;-Uy-...-U,)
= Uulf.....ul.ul.4Uu,-U,-.... U,
= Uf-...- (U] (U] - 4-U;) - Uy)-...- 1,
Basisoperationen: Umformungsmatrizen: A ~ U7 .- A.-U

Sei U < Addition des a-fachen einer Zeile beziehungsweise Spalte zu einer anderen
Zeile beziehungsweise Spalte. Sei U gegeben mit

1 0 1 «
U=| a 1 0 = UT=|10 1 0
0 E 0 E
Fiir die Multiplikation folgt:
1 « 1 0
UT AU = 0 1 0 . ( Qg ) . a 1 0
0 E 0 E

Zur Vereinfachung rechnen wir mit symmetrischen (2 x 2)-Matrizen:

1 « [ a b . 1 0 at+ab b+ ad . 1 0
0 1 b d a 1 b d a 1
a+2ab+a’d b+ ad
b+ ad d

b
Wihlen wir nun o = — fiir d # 0, so erhalten wir Diagonalgestalt:

(o 7 )- (o) ()= (7 2)

Ist nun d = 0, so formen wir die Matrix um:
Sei V; » < Vertauschung der ersten und zweiten Spalte beziehungsweise Zeile.

T
In diesem Fall gilt fiir die Transformationsmatrix: S = ( 01 ) = ( 0 1 )

10 10

Fiir eine (2 x 2)-Matrix erhalten wir:
01\ (fa b)) (0 1Y) (c dy) 1Yy (d ¢
10 c d 10/ \a b 0/) \b a

§2: Othogonalitét http://fsmath.mathematik.uni-dortmund.de/script
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5.2.16 Satz (V.2.5): Gram-Schmidt

Situation: Sei (V,s) bilinearer Raum, (vy,...,v,) Basis mit s, , nicht ausgeartet

fiir k=1,...,n (Das heif3t: (det (s (vi7vj))i,j§k) #0 fiir alle k=1,...,n).

Dann existiert eine Orthogonalbasis wy, ..., w, mit
k

(0, o) = (wn,w), det (s (vn0), <) = [ s (wirwy)

i=1

Konsequenz:

A
(s (vi,v5)); j<p = wobei Dj der k —te Hauptminor ist

Wir kénnen den k-ten Hauptminoren im diesem Fall folgendermafien berechnen:
s(vy,v1) -+ s(v1,vk)
Dk =det . .
s(vg,v1) -+ s (vk, k)

Dy,
Dy 1

Die Voraussetzung bedeutet: Alle Hauptminoren # 0 und s (wy,wy) =

Matrizentheoretische Bedeutung:

Sei A symmterisch, A = ( Q5 ) und seien alle Hauptminoren # 0

b,

= A kongruent zu Dy

Dy,
D1

Beweis:
A liefert s : K" x K* - K, (2,y) — 2T - A -y, € ={ey,...,e,}, M (s4) = A. Satz (V.2.2)
liefert Orthogonalbasis (ws,...,w,) mit den obigen Eigenschaften.

Ui = (v1,...,0) € Ugs1, dim (Uy) = k, dim (Ui41) = k+ 1. Nach Voraussetzung sind
Uy, U1 nicht ausgeartet.
Abspaltungslemma angewandt auf Uy, s, Uy liefert:

Uk+1 = UkJ_ <w>

wobei (w) eindimensional nach Voraussetzungen ist.

w € (ug,...,urs1), also

W= UL o U F Qg1 Uk = B1 w1+ B W+ Qg1 - Ukt

Letzte Anderung: 27. Juli 2001 §2: Othogonalitéit
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Es gilt: s(w,w;) =0 fiiri=1,...,k und

k+1

k
s (w,up41) = (Z a - Ui7Uk+1> = i 5 (Vi vk1) + Qkp -5 (Vkg 1, Vir)
i=1 i=1

ap+1 # 0, da sonst w € Ug. OE a1 = 1. Weitere Rechnungen liefern:

k
. 8 (wi, V1)
1) W= vVgy1 — — - w;, setze wri1 =W
() + ; S(wq;,wq;) 9 +
(V,s) hat Orthogonalbasis (wy,...,w,).
Sei etwa s (w;,w;) =0,i=1,...,r, s(w;,w;) #0,j=r+1,...,n.
Wihle v; =w; fiiri=1,...,r, v; = qyw; fiir j =r+1,...,n mit a?s(vj,vj) =1

(Quadratwurzel existiert in C!)
k k

Nun ist: (vy,...,0641) = (V1,...,0%) + (w) OE w =041 + Zaivi = VUpt1 + Zﬁiwi
1 1

k
Fiir i =1,...,k: 0=s(w,w;) = s (vg41,w;) + Zﬁjs (wj, w;) = 8 (Vg+1, wi) + Bss (wi, w;)
j=1
—8 (Vkt1, W;) s (Vkt1,Vkt1)
= ﬁi:7; wk+1:wzvk+1+z— i
s (w;, w;) - s (w;, w;)
k k
Basis von (v1,...,041) : VUl,..., Uk, Wgt1 = Vg1 + Z QV; = V41 + Zﬁzwz
3 % 1 1
k+1

Dy
ii det w;)) =D = =
(ii) il_ll et (s (w;, w;)) k1 s (wg, wi) D

(wichtiges Ergebnis)
k-1

5.2.17 Beispiel zu Gram-Schmidt

3 3 9
Sei A € M3 (R) und A gegeben mit A=| 3 9 21 |. Zuerst wollen wir die Haupt-
9 21 61
minoren berechnen. Es gilt:
3 3
D, =13] =3, Dg_’?) 9‘_18

Die Berechnung des dritten Hauptminor ist nun ein wenig mehr Arbeit:

3 3 9 3 3 9 3 3 9
Ds3=({3 9 21 |=|0 6 12 |=]0 6 12 |=180
9 21 61 0 12 34 0 0 10
Das bedeutet:
Dy 0 3 0
A ist kongruent zu g—f = 6
D. 0 10
0 &
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Frage: Ist die Voraussetzung, daff alle Hauptminoren # 0 sehr einschrinkend?

Zunichst ist eine Hauptminor = 0 sicherlich eine Einschrinkung, wir kénnen diese
Einschrinkung aber geschickt umgehen.

0 1
1 3

Damit wir einen erste Hauptminor # 0 erhalten, wenden wir eine symmetrische Gaufi-

? (1) ) wobei D; =3 und Dy = —1.

Sei A nun gegeben mit A = ( ) Offensichtliches Problem: D; = 0.

Jordan Umformung an und erhalten A’ mit A’ = (

Damit wissen wir:
Dy 0 30
A’ ist kongruent zu Dy, | = .
0 D, 0 —3
1

Da auch A kongruent zu A’ ist und die Kongruenz von Matrizen eine Aquivalenzre-
lation ist (siehe (IV.3.a)), folgt:

A ist kongruent zu = ( 3 0 )

Tatsache: Erfiillt die symmetrische Matrix A mit det (4) # 0 noch nicht die Voraus-
setzung des Gram-Schmidschen Orthogonalisierungsverfahren, und ist zum Beispiel
K =Q,R,C, so liefert eine zufillige symmetrische Gaufi-Jordan-Transformation eine
zu A kongruente Matrix A’, welche die Bedingung erfiillt.

Begrﬁndung:
4 = J ‘h]obel der -te [—]a]] '1[]]1“)]‘ =
i k p i Dk O

Gesucht: t;; € R mit det (¢;;) # 0

T
<> CA- <) hat alle Hauptminoren # 0. Falls dies nicht erfiillt ist, dann

formen wir um:

A’( P (ti1, .. tan) ) mit Dk‘ Pos (t11y - stan) || = Pr (t115- - s ton)

Die P (t11,...,tnn) sind die Minoren. Man erhiilt, bei ungiinstigen Matrizen, Glei-
chungen: P;(...,t;;,...)=0oder ... oder P, (... tij,...) =0 & Hﬁj (A)=0

Hier ein konkretes Beispiel fiir (2 x 2)-Matrizen:
T

t11 ti2 (e b\ [t ti2
tor  t22 c d to1  to2

_ tin tor \ (a b\ [ tn ti2
tiz ta2 c d o1 t22

_ tin-a+ta-c tii-bt+tor-d \ [ i1 tiz
tig-a+ta-c t12-b+122-d to1 to2

_ t%l ca+tiitor (b + C) + t%l -d ti1tio - a + to1tia - ¢+ t11tio - b+ tortos - d
t12t11 ca—+ t22t11 c+ t12t21 -b + t22t21 -d t%2 -a+ t12t22 . (b + C) + t§2 -d

_ ( Py (t11,t12,t21) E(tn,t127t217t22))

Ps (t11,t12, to1, to2) Py (t12,t21,t22)

Also: P, =0oder P, - P,—P,-P;=0

Letzte Anderung: 27. Juli 2001 §2: Othogonalitéit
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Hier eine weiteres Beispiel mit konkreten Zahlen: Sei A € Sym (3,R) gegeben mit

0 0 2
A=10 1 0
2 0 6
Fiir die Hauptminoren gilt: D; = 0, Dy = 0 und D3 = —4. Nun wihlen wir eine
zufillige Matrix S:
2 3 5 2 4 1
S=|4 0 -2 = ST=(3 0 12
1 12 13 5 =2 13

Nun fiihren wir eine symmetrische Gauft-Jordan-Transformation durch und erhalten:

2 4 1 00 2 2 3 5
sT. 4.8 = 3 0 12 1]-[o 10 4 0 -2
5 —2 13 2 0 6 1 12 13
2 4 10 2 3 5
= 24 0 78 |- 4 0 -2
26 —2 88 1 12 13
30 126 132
= 126 1008 1121 | = A’

132 1121 1278
Nun gilt fiir die Hauptminoren von A’:

30 126 132

D, =130 =30, Ds= ‘ 122 1(1)(2)2 ’ = 12364, Dj3=| 126 1008 1121 | = 39911532
132 1121 1278
Satz (V.2.5) sagt aus:
00 2 Dy 0 30 0
010 ist kongruent zu % = 412%
2 0 6 0 D 0 3228 35S

Bemerkung: In der Literatur oft Gram-Schmidt nur fiir Riume iiber R (hermitische
Réiume iiber C) In dieser Allgemeinheit gezeigt von Woértmann, einem ehemaligen
Studenten der Universitidt Dortmund.

5.2.18 Konsequenz von Satz (V.2.5), Satz von Cauchy

Sei M eine symmetrische Matrix mit char (K) # 2 und seien alle Hauptminoren

D1, Ds, ..., D, # 0, so ist M kongruent zu einer Diagonalmatrix
Dy 0
b
D1 .
0

Klassifikation von symmetrischen Bilinearformen iiber C (bzw. Matrizen iiber C)
a1 0
diag (a,...,ap) =
0 o,
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5.2.19 Satz (V.2.6): Spezielle Rdume iiber R und C

Jeder symmetrische Bilinearraum iiber C hat eine OB v1,...,v, mit s(vi,v1) = ... =
$(Up,vr) =0y 8(Vpg1,Vpg1) = ... = 8 (Vn,vpn) =1, r ist durch s eindeutig festgelegt.

Matrizentheoretisch: Jede symmetrische Matrix A € M, (C) ist kongruent zu einer
Diagonalmatrix:

U = diag( 0,...,0,1,...,1)
.. —— N —

-4
‘1 r n—r

r ist eindeutig durch A bestimmt: r = dim (Rad (s)) = dim (Kern (A)) = n—rg(A4). Zwei
symmetrische Matrizen iiber C sind genau dann kongruent, wenn sie denselben Rang
haben.

Basiswechsel:

dann M?® (s) = sT. Mm% (s)-S

Bilden wir nun die Determinante, so folgt:
det (M® (s)) = det (S7)-det (M?(s))-det(S)=det(S)* det (M (s))
= det (Mgl (s)) = det ((s (vs, Uj))i,jgk—H)

Wir erhalten eine neue Matrix von s beziiglich Basis ‘B:

s(vi,wg+1) =0

% . -
M™ (s) = 8 (vi, wy+1) =0
0 - e 0 ‘ 8 (Wk+1, We+1)
Da M? (s) Blockgestalt hat folgt:
k

det (M% (s)) = det (s (v;, vj))i,jgk - 8 (Wht 1, Wit1) = H s (Wi, w;) - 8 (W41, Wht1)
1

Also: gewiinschte Bilinearform. r ist eindeutig durch s bestimmt, denn r = dim (Rad (s)),
mit Rad (s) = {z| s (z,v) =0} = (v1,...,0,).
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Symmetrische Bilinearformen (Matrizen) iiber R
5.2.20 Satz (V.2.7): Sylvesterscher Trigheitssatz

(i) Eine symmetrische Bilinearform besitzt eine Orthogonalbasis vy, ...,v, der fol-
genden Form:

s(vi,v;) = 0 fir i=1,...,r
$(Vpiky Upgr) = 1 fir k=1,...,ry
S(UT+T++17UT+T++Z) = -1 fiir = 1,...,7',

Dabei gilt: r+r. +7r_ = n, und die Werte r,r,,r_ sind eindeutig bestimmt (tréige
/ invariant) gegeniiber der Wahl einer OB mit s (w;, w;) = 0,+1,—1).

(ii) Jede symmetrische Matrix € Sym (n,R) ist kongruent zu genau einer Diagonal-
form der Art:

diag( 0,...,0 , +1,...,+1, —1,...,—1)
——
T Ty r_

Beweise:
Zu (i):
Existenz: Wihle OB vf,...,v,,, OE s (v{,v) =0 fiiri=1,...,r und s(v},v;) =0 sonst.

1 v, = QU] firi=r+1,...,n

W) = a2s (vl 0] W R i@ = q; SRR

[s (avl, ) = ags (v], vz)} Wihle ¢; r (UQ,UZ'-H’ setze { v = fiir i=1,.. 7

Dann ist vy, ...v, eine gewiinschte OB.

Eindeutigkeit:

Ist wy,...,w, eine weitere Basis mit s (w;,w;) fiir i = 1,...,7" : s(wy,...,w) =0, i =
e SN O A S (ww+1, . ,wrz+rf+) =+1, s (w;,w;) = —1 sonst.
r =r': Da “Zahl der Nullen in einer OB” = dim (Rad (s)) Betrachte U = (v1,..., 4y, ),
s>0 i
r+ry r+ry Ty
U = <wr,+rl++1, . ,wn>, da s <Z @;v;, Z aivi> = Z a?s (vi,v;) >0
1 1 1

s<0
Folgerung: UNU’'={0} = dimU)+dimU')=(r+ry)+(n—r—7r})<n
= rpy <7, und 7, <ry = ry=r,
Daraus folgt auch: v_ =7/ ,dar+r  +r_=n=1"+7/ +7r_
Zu (ii): Folgt aus der Eindeutigkeit

5.2.21 Definition (V.2.e): Signatur - sign (A)

Sei s symmetrische Bilinearform auf R und sei A symmetrische Matrix, wobei A
kongruent zu
diag( 0,...,0 , +1,...,41, —1,...,—1)
——
r Ty r_

Dann definieren wir die Signatur: sign (A) =ry —7r_.
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5.2.22 Urspriingliche Bedeutung des Trigheitssatzes

(siehe Knebusch-Schneider: Einfiihrung in die reelle Algebra)
Thematik: Anzahl reelle Nullstellen f =0, f € R[X]
Sturmsche Ketten (1839): [a,b], f1 = f, fo=f',..., fr € R[X]
fi(a), fa(a),..., fr (@) ~ Anzahl Vorzeichenwechsel =V (a)

fi (), f2(b),..., fr (b) ~ Anzahl Vorzeichenwechsel = V' (b)

Aus V(a) =V (b) = Anzahl reeller Nullstellen auf [a,b].
fo=X?+aX +1~ M(f,) Sylvestermatrix aus

Xf._af(; — isk Lk , M(fa) — ( Sit+j—2 )

k=0

—_——
Potenzreihengestalt

Nun: Anzahl der reellen Nullstellen von f,: sign (M (f.))

Symmetrische Bilinearformen auf R. V 143t sich zerlegen:

V=Rad(s) LV, LV_

wobei V. = <v1, e ,vr+> Orthogonalbasis, s (v;,v;) > 0 bezichungsweise V_ = <w1, e

Orthogonalbasis, s (w;,w;) < 0. Hierbei sind r;, r_ eindeutig bestimmt.
(Vi) s(v,v) 20, s(v,0) =0 = v=0 = s|y, ist positiv definit.
(V_,s): s(w,w) <0, s(w,w) =0 = w=0 = 5|, ist negativ definit.
Matrizentheoretische Formulierung:

Sei A € Sym (n,R). Dann

. 0

A kongruent zu E,

Anmerkungen:

(i) r, r+ und r_ sind eindeutig bestimmt

(ii) r, 4 und r_ sind ein vollstindiges Invariantensystem der Kongruenzklasse.

Letzte Anderung: 27. Juli 2001 §2: Othogonalitéit
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5.2.23 Satz (V.2.8): “Zihler reelle Nullstellen”

Zu einem Polynom f € R[X] gibt es eine symmetrische Matrix M (f) mit folgenden
Eigenschaften:

(i) #{z€C[f(2) =0} =rg(M(f))
(ii) #{z c R f(2) = 0} = sign (M (f))

M (f) = Sylvestermatrix von f (mit grad (f) =n) = < Sitj—2 ) , Sp = Zaf,
1,7=1,..n i

n

wobeif:c-H(X—ai) in C[X]
1

Bedeutung der si, die alle reell sind:

X & XL 1 B
! _ZXfozi_zl:lfainl_

1

n

i=1 k=0 k=0 \i=1

iaf){_k :i (iaf) Xk :kijost_k

5.2.24 Beispiele:

(@): f=X3-3X2+2, f'=3X2-6X n=3,2n—-2=4 s, 81, 52, 83, 54

X !
)? =3X?—6X7: X®—3X?4+2=3+3X""4+9X 7 +21X P 4+61X "+ ...
Also sind sp =3, 51 =3, 59 =9, s3 =21, s4 =61 und
3 3 9
M(f)=13 9 21 |, rg(M(f)=3
9 21 61
3 0
Das heifst (nach (5.2.17)): M (f) ist kongruent zu 6 ,ymitr=0,ry =3, 7_ =0
0 10

= Anzahl verschiedener komplexer NS = 3 und Anzahl verschiedener reellen NS = 3
NS: z=1
=322 +2 =a3—2?-2(2*-1) =22 —-1)-2(@—-1)(z+1)
=(z—1)(2? — 22— 2)

NS = {1,1+ 3}

(b): f=X?-a,a€R, f' =2z

Xf 2X7 1 i
)‘(f = X721 _ax=2 :zi:(aX_Q) :2-(1+aX_2...). Alsosind s =2, 51 =0, s5 =
2a und
(2 0 |2 fiira#0
= (o g ) mworm={ 7 HeZy
2 fiira>0
sign(M(f))=¢ 1 fiira=0, ry=r_=1
0 fiira<0

a>0 2 reelle Losungen
Das heifst fiir 22 —a = 0: a=0 1 reelle Losung
a <0 keine reelle Losung
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5.3 Kapitel (IV.3): Hermitesche Formen
5.3.1 Motivation

Spezialfall: C =~ R?
Sei z=u+i-ve€C. Norm ||z|| = Vz -z = VuZ +v2 = /{(u,v), (u,0))
Wir wollen folgende Abbildungen studieren:

(C"><<C"—>(C:((zl,...,zm),(wl,...,wm))»—>Zz_i-wi
i=1

5.3.2 Definition (V.3.a): hermitesche Form

Sei V ein C-Vektorraum. Dann heifst 2 : V XV — C eine hermitesche Form, wenn gilt:

(i) Vve Vist h(v,-): V — C linear
(ii) Yv,w € Vi h(v,w) = h(w,v)
Folgerungen:

a) h(v+v,w)="h@w)+h@,w), denn

h(v+v,w)=h(w,v+v)=hw,v)+h@,w)=h@w)+h{@, w)

Also ist eine hermitesche Form additiv im ersten Argument.
b) Behauptung: h(a-v,w) =a-h(v,w). Es gilt:

ha-v,w)=h(w,a-v)=a-h(w,v)=a-h(w,v)=a-h(v,w)

5.3.3 Definition (V.3.b): Hermitesche Matrix

A € M,, (C) heift hermitisch, fall A' = A. Das heift:
< aji >< Qi ) fiir alle 7,5=1,...,n

5.3.4 Beispiele fiir hermitesche Formen

1 4 2

a) Sei A gegebenmit A= —i 6i 3 |. A ist nicht hermitisch, denn fiir hermitische
2 3 6

Matrizen gilt: a;; = a@;;, also a;; € R

b) Sei B gegeben mit B = ( 9 iz 2 —; ‘ ) B ist hermitische Matrix, da a;; = a;;.

Letzte Anderung: 27. Juli 2001 §3: Hermitsche Formen
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5.3.5 Definition (V.3.c): H, (C) = {hermitische n x n Matrizen}
Bemerkung: A reell, A hermitesch = A symmetrisch:

A symmetrisch

H, (C) } =  H,(C)NM, (R) = Sym (n,R)

5.3.6 Satz (V.3.1): Beschreibung von hermiteschen Formen durch Matrizen

Bei fester Basis 2 = {v1,...,v,} ist die Zuordnung

hHMQ‘(h)::< h (vi, v;) )

eine Bijektion zwischen der Menge der hermiteschen Formen und der Menge der
hermiteschen Matrizen H,, (C).

Weiterhin gilt:

Ist v = sz cv; und w = Zyj -vj, dann folgt:

i=1 j=1

n Y1
h(v,w):Zac_i-yj-h(vi,vj):(m_l,...,ﬂ)~Mm(h)~ :
Yn
Beweis:

n

h(v,w) = h le : vi,Zyj -, i linear Z h(z; - vi,y; - v5)
i=1 j=1 ij=1

n Y

Y w ey hw) @@ m) MR- |

hi=1 Yn

Zu (#): herausziehen der skalaren Faktoren (siehe (V.3.c)-Folgerung b)

Zu (x): selber nachrechnen

Konsequenz: V = C", 2 = {ey,...,e,}, dann sind durch (z,y) — 7% - A-y, A € H, (C),

alle hermitischen Formen auf dem C" gegeben.

5.3.7 Definition (V.3.d): Radikal einer hermiteschen Form

Sei h Hermitesche Form.

Wir definieren: Rad (h) :={v € V|h (v, V) =0} (wird als Radikal von h bezeichnet.)
Bemerkung: v ¢ Rad(h) < h(V,v)=0

Beweis: h (v,w) = h(w,v). Es folgt die Behauptung.
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5.3.8 Satz (V.3.2)

Bei fester Basis 2 = {v1,...,v,} und v = sz - vy, gilt:
i=1
n T
v:in-viERad(h) & M (h)- =0

i=1 T

Beweis: analog zum Beweis des Satzes fiir die symmeterische Bilinearform (V.1.1).

5.3.9 Korollar (V.3.3)

Sei h Hermitesche Form.

Dann: h nicht ausgeartet, d.h.: Rad(h) = {0} < Kern(h(v,V)) = {0}, also hat
M? (h) Vollrang << M?(h) ist regulir.

5.3.10 Satz (V.3.4): Basiswechsel fiir hermitesche Formen

Basiswechsel von 2 nach B, S = M3 (id)
Dann: M? (h) = SRV s (h)-S

Beweis: Selber nachrechnen

5.3.11 Definition (V.3.e): Kongruenz vom Hermiteschen Matrizen

A, B € H, (C) heiffen kongruent, wenn es eine S € GL (n,C) gibt mit
B=5 -A-S

Bemerkung: Seien S € GL (n,C), A € H,, (C). Ist nun ST-A-S € H, (C)?

Dann miifite gelten: mT =8T.A.8.
Es gilt:

ST.A.S=ST.4.5=§ -4.S
daA-B=7A-Bund ST =5 .
Auf der anderen Seite:

(m)T: (s_T.z.g)ngT.zT.s_TT:gT.A.g

da (A-B)" = BT . AT und A" = A nach Definition.
Im allgemeinen falsch: S". 4.5 #* S". A4S fiir Se GL (n,C)
Wohldefiniertheit: Dagegen

_ \T
<§T.A.s) —(s".A.8)" =§".2".s-5". 4.8

.\ T
Also: (gT-A-S) € H(C)

Letzte Anderung: 27. Juli 2001 §3: Hermitsche Formen
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5.3.12 Definition (V.3.f): Orthogonalbasis einer hermiteschen Form

Sei h eine hermitesche Form auf V, 2% = {vy,...,v,} heift Orthogonalbasis von 2 wenn
gilt:
h(vi,vj)zo fﬁl‘l;ﬁ]

Matrizentheoretische Formulierung:
(€3]
2l ist Orthogonalbasis < M (h) = mit «o; € R
aT
Beweis:

“=" generell gilt: h(v,v) € R, denn h (v,v) = h(v,v)
“<” klar nach Definition

5.3.13 Satz (V.3.5) Sylvestescher Trégheitssatz fiir hermitesche Formen

(i) Sei (V,h) ein C-Vektorraum mit hermitescher Form. Dann gibt es eine orthogonale
Zerlegung fiir V:
V=Rad(h)+V,+V_
mitveVy = h(v,v)>0. Falls h(v,v) =0 = v=0
beziehungsweise w € V_ = h(w,w) <0. Falls h (w,w)=0 = w=0
(ii) Sei A € H,, (C). Dann gibt es S € GL (n,C) mit

E, 0

+

Dabei sind r;, r_ eindeutig bestimmt.

Bewelis zu (i):

aip aiz -+ Qin
. a2 a2 -+ d2p .
Sei A = . .. . € H, (C) wobei a;; € R und a@;; = a;;
apl  Ap2 - Apn

Zur Vereinfachung der Rechnung sei nun n = 2.

Damit ist A:(% g),mita,ﬁERund beC

Fall 1: a # 0. Wir formen mit einem symmetrischen Gauft-Jordan Verfahren um.

1 -t
Sei S = < a ) Dann:

0 1
_r /1 b\ a b
7. 4.5 (0 la).(gﬁ).
0
) (5 5.
o 0
B (o ﬁ—@>
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Wie erhalten wir nun +1 fiir die Eintrige?

a # 0 nach Voraussetzung. Sei nun 3 = 3 — b-b (B ist Reell). Es gilt:
a

GO GGy -GGGy
(575

Falls o > 0: Setze z := L Falls o < 0: Setze z := L

Va V-a

= 0 +1 0
i ir: | —
Damit erhalten wir: A ~~ ( 0 ) = ( 0 g )

x
0
a .

jal 2 ), wobei * = —1,0, +1.

2. Fall: Sei nun o = 0. Wir unterscheiden nun zwei weitere Fille:

Wir verfahren analog fiir /' und erhalten <

Sei # # 0. Dann tauschen wir die 0 und ( durch eine symmetrische Gaufi-Jordan-
Transformation:

S
(_) b - 0 1 . (_) b (0 1) _ [_3 b
b A 1 0 b g 10/) \b O
Nun kénnen wir den ersten Fall anwenden.
Sei nun § = 0. Dann erhalten wir:
T

GG G-t

Falls b+ b # 0, dann setze b :=r - i und wende den vorherigen Fall an.

Falls b+ b = 0, dann wihle ein v € C, so daR 7-b+ v -b # 0 und wende obigen Fall an.

5.3.14 Schema der Diagonalisierung (von Matrizen)

Grundoperationen: symmetrische Bilinearformen: s". A8

Symmetrischer Gaufi-Jordan-Prozefs: Sei a € C:

S S'. A A-S
Multiplikation mit Skalar a | i-te Zeile mit @ multipliziert | i-te Spalte mit a multipliziert
Vertauschung i-te und j-te Zeile vertauscht | i-te und j-te Spalte vertauscht
Addition eines Vielfachen a Addition des a-fachen der Addition des a-fachen der
j-ten Zeile zur i-ten Zeile j-ten Spalte zur i-ten Spalte

Abbildung V-11: Grundoperationen

(5] 0

Schlieflich erhalten wir: §T-A~S = < ) . A liefert hermitesche Form h,: C"x

0 'ozn
C" —=C, (z,y)— T -A-y

Letzte Anderung: 27. Juli 2001 §3: Hermitsche Formen
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h 4-Orthogonalbasis sind die Spaltenvektoren von S:

T 7 T 7
S=| v1 -+ v, = A-S=| A-vy --- A-vy,
! ! ! !
Daher die Matrizenmultiplikation in neuer Perspektive:
: by ++- by | = (ai, b)
— an — J/ \l« i,j

wobei (-,-) das Standardskalarprodukt ist. Damit folgt:

S .A-S= v—iT.A.vj
,J
Wir folgern: 7;7 - A- vj =05 - 0y
5.3.15 Rekursive Konstruktion von S
S ist Produkt von Umformungsmatrizen: S=S;-S,-...-S,_1-S,

Dann: S=E-S{-So-...-S,_1-S,
(dieselbe Ketten von Umformungsmatrizen auf E angewandt). Nun wenden wir fol-
gendes Schema an:

<N < (031 0

0 o,

E - E-S;1-S2-...-8, =S

Wie findet man die S, (= Umformungen)?

Gegeben A € H, (C): Zuerst betrachten wir a;1:

Anmerkung: a;; € R, da eine hermitsche Matrix nur reelle Werte auf der Diagonalen
hat.

Nun unterscheiden wir zwei Fille:

1. Fall a;; #0 = durch Spaltenumformungen und simultane Zeilenumformungen
erhalten wir A’ mit

Die Matrix B ist in diesem Fall wieder hermitsche Matrix: ET = B.
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. =T 61 0
Sei Sy -B-Syp= . Dann
0 Bn-1

n—

T
1 0-ee--- 0 a1 Q-ee--- 0 1
0 0 0
0 0 0

2. Fall: a1, =0

Nun unterscheiden wir zwei weitere Fille:

0
"

a) Ja1; #0 =  passende Spalten- beziehungsweise Zeilenadditionen liefern

b) Alle a;; =0 = alle Eintréige in der ersten Spalte sind Null, da a;; = a7;. Wir

erhalten damit:

5.3.16 Gram-Schmidtsches Orthogonalisierungsverfahren

Sei h: V x V — C hermitsche Form mit M* (h) = <

h(vi’vj> )

h(v1,v1) h(v1,vk)
Voraussetzung: Alle Hauptminoren D, = : #0
h (vg,v1) h (vi, vg)
k
Aus vy, ...,v, erhilt man die Orthogonalbasis: w; = vy, Wiy = Vgpy1 + Zaj Wy
j=1
(Das heiftt: (vy,...,v5) = (w1,...,wg) und wkHJ_ (v1,...,Vk)
Nun stellt sich die Frage, wie man die «; berechnet? Es gilt:
h ()
O:h(wi,warl):h(wi,vk+1)+ai~h(wi,wi) =4 o = }fl(uwivkuj;)
k
S . . D11
Zusitzliche Eigenschaften: Dy = H h (w;, w;), damit: h (wgy1, Wrt1) = D
k

i=1
Anders ausgedriickt:

D,
M? (h) ist kongruent zu < ep )

Dy

Obige Aussage wird auch als Satz von Cauchy bezeichnet.

Letzte Anderung: 27. Juli 2001
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5.4 Kapitel (V.4): Euklidsche bzw. unitire Vektorrdume
5.4.1 Vorbemerkung
Hier: K =R oder C, betrachte K-Vektorrdume zusammen mit

(a) K =R: symmetrische Bilinearform

(b) K =C: hermitesche Form

In beiden Fillen bezeichnen wir die Form mit h

Anmerkung: eine hermitesche Form eingeschrinkt auf die reellen Zahlen degeneriert
zu einer symmetrischen Bilinearform.

5.4.2 Definition (V.4.a): Skalarprodukt (-, -)
(-,): VxV = K ist eine positiv definite
(a) K =R: symmetrische Bilinearform
(b) K= C: hermitesche Form
Das bedeutet, daft zusétzlich gilt: Yu: h(v,v) >0, Yo #0: h(v,v) 20

5.4.3 Beispiele fiir das Skalarprodukt
(a) Standardskalarprodukt: C" x C" — C. Es gilt:

(1 s ) s (01, w)) 1 (s 20) s (01, w)) = S50y
Positive Definitheit:

(21020 20) (21 2n)) = D Firzi= |zl >0
Falls > |z°=0 = |5|=0Yi = z=0Yi = 2z=0
=1

(b) Einschrinkung von (a) auf R" x R” — R: ((1,...,2Zn), (Y1, Yn)) = le Y
i=1
(c) C(X,R) xC(X,R) —» R mit X = [a,]
b
Skalarprodukt mit Gewicht: (f,g) — / f@)-g) - wt)dt

w (t) ist eine stetige Gewichtsfunktion, wobei g (t) > 0 auf X
Dieses Beispiel ist positiv definit, da

b b
/(f(t))Q-w(t)dtzo /(f(t))Q-w(t)dtzo = f=0 auf [q,b

Schon gezeigt bei der Definition von Definitheit.
(d) Einschrinkung von (c) endlich dimensionale Teilrdume
Der Raum der Polynome ist endlich dimensional:

Py ([a,b]) ={f : [a,0] = R, f Polynom vom Grad < k}

b
Es gilt: dim (P;) =k + 1. Auf Py, ist (f,g) — / f - g-wdt ein Skalarprodukt.
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5.4.4 Definition (V.4.b): euklidische und unitirer Vektorraum

Ab jetzt als Konvention: V ist ein K-Vektorraum und (-,-) ein Skalarprodukt auf V.
Fiir K = R sprechen wir von einem euklidischen Vektorraum.

Fiir K = C sprechen wir von einem unitiren Vektorraum.

5.4.5 Satz (V.4.1)

Jeder Untervektorraum eines euklidischen beziehungsweise unitiren Vektorraum ist
nicht ausgeartet.

Das heifit: Das Gram-Schmidt Verfahren ist universell anwendbar und liefert (nach
Normierung) eine Orthonormalbasis (ONB).

5.4.6 Definition (V.4.c): Orthonormalraum

Es gilt: (v;,v;) =0 fiir ¢ # j und (v;,v;) =1

5.4.7 Beweis zu Satz (V.4.1)

Sei U<V und ()| =: &' (Einschrinkung der Form auf den Unterraum)

Fiir das Radikal gilt: Rad (A/) = {u € U|Vu' € U: K/ (u,u') = 0}.

Insbesondere wihle v’ = u. Das heifst: h'(u,u) = (u,u) = 0. Nach Definition des
Skalarproduktes folgt: uv =0

Also gilt fiir das Radikal: (-,-)|; = 0 fiir alle Unterrdume.

Zu Gram-Schmidt: vq,...,v,, Ug:= (v1,...,08), (- ->‘Uk- Die beschreibende Matrix ist:

( (vi, v5) )
i<k

Wir wissen: Rad (h) = Kern (M? (h))

Damit: Rad (<7>|Uk) =0 = det < (vs, v5) ) #0
i<k

Aus vy,...,v, gewinnt man Orthogonalbasis w1,...,w,, alle h (w;,w;) =0
Nun wollen wir «; bestimmen, so daf3 h (o - w;,a-w;) = 1.
1
Nach Definition: h(«-w;,a-w;) =@ a-h(w;,w;). Wihlen wir nun &« = ———, so
h (wi, wl)
.1 . . 1 1
erhalten wir die gewiinschte Orthonormalbasis | ——w1,..., ——wx |-
h (wy,w) h (wy, w,)
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5.4.8 Beispiele fiir die Berechnung einer Orthonormalbasis

Sei V =R? und (-,-) das Standardskalarprodukt.
Nun seien v;, v gegeben mit v; = (1,1) und v = (2,3). Nach Gram-Schmidt folgt:
wy = (1,1), W = V2 + Q1 - Wy
Wenn wir nun ws; berechnen, so nutzen wir aus, dafl w; | ws. Das heifdt:
0 = (wy,wa) = (wi,v2 + a1 - wy1) = (v1,v2) + aq - {v1,v1)
. . 5 ) 11
Einsetzen liefert: 0=5+a1-2 = a3 = —3 =  wy=(2,3)— 3 (1,1) = (—5, 5)
"33
Um eine Orthonormalbasis zu erhalten miissen wir nun die Orthogonalbasis normie-
ren. Wir erhalten:

11
Wir erhalten damit folgendeOrthogonalbasis: (1,1), ( )

1 1
_'(171)7 E'(flvl)

S

Abbildung V-12: Geometrische Interpretation der Orthonormalbasisvektoren

Alle Orthonormalbasen des R?:
|lv]] = (v,v) = Linge von v = Abstand vom Nullpunkt

Allgemein gilt fiir den Winkel zwischen zwei Vektoren (vergleiche (1.3.5))
cos () = _{v,u)
l[oll - [lull

Die Othonormalbasen des R? sind zwei Vektoren der Linge Eins, die senkrecht auf-
einander stehen.

5.4.9 Metrik und Skalarprodukt

Das Skalarprodukt liefert “Abstéinde”, das heiit Metrik (vergleiche Analysis)
V sei euklidischer beziehungsweise unitérer Vektorraum und (-, -) sei Skalarprodukt.

5.4.10 Definition (V.4.d): Norm, Metrik

Wir definieren die Norm auf einem Vektorraum V iiber das Skalarprodukt:
o]l := (v, v)
Seien v, w € V. Wir definieren eine Metrik auf V iiber die Norm:

d(v,w) :=|v—wl|:=(v—w,v—w)
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5.4.11 Satz (V.4.2): Eigenschaften der Norm

Sei V euklidischer beziehungsweise unitdrer Vektorraum.
Es gelten die folgenden Eigenschaften:

@) [jv] =0V eV

(ii) [jv]| =0 = wv=0
(iii) Jla- v = [al - o] %0 € V Va € K

(iv) Dreiecksungleichung: |v+ w| < ||v| + |Jw]]

5.4.12 Satz (V.4.3): Ungleichung von Cauchy-Schwarz
Ist V ein euklidischer oder unitirer Vektorraum, so gilt fiir alle u,v € V:
[(w, 0)[ < [lufl - (o]

Gleichheit gilt genau dann, wenn v und v linear abhéngig sind.
Beweis Wir nehmen eine Fallunterscheidung vor:

1. Fall: (u,v) =0 =  Behauptung

2. Fall: (u,v) # 0. Fiir alle A € K gilt:

0< (w+Av,ut+dw) = Jull® + X (v,u) + A (u,v) + A - Jo]?
2 2 2
= Jlull” +2R(A) - (w, 0) + [A]” - [Jo]
[(u, 0)*
Da (u,v) # 0 ist insbesondere v # 0. Nun setze \ := —W. Setzen wir X in die
v]|* - {u,v
obige Formel ein, so erhalten wir:
0 < Jul® +2R () - (o) + A - ol
2 2 2
2 [(w,0)|” | [, 0)] 2 [{u,v)]
= luf” -2 > 5 = llull” = >
[[o] [0 [[o]
Damit erhalten wir:
2
|(u, v)]

2 2 2 2
0 < lull” - [{w, 0™ < lul[ - o]

2
o]l

Aufgrund der Monotonie der Wurzel folgt: |(u,v)| < ||ul| - ||v]
Gleichheit:
“<": Seien v und v linear abhingig. OE v = ;- v. Dann folgt:

(- v, 0)] = [l - (v, 0) = || - o]

2
“=» Gleichheit < u=-)\-v= |(u, v)]

= —5——— +v. Damit sind v und v linear abhingig.
[l - Cu, v)
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5.4.13 Beweis zu Satz (V.4.2): Eigenschaften der Norm

Zu (1) und (2): Da (-,-) positiv definiet ist (u,v) >0 und (u,v) =0 <& u=0
= (u,v) = 0 mit Gleichheit < u=0
Zu (3): Nach Definition folgt:
loc-ull = Vo w0 u) = Va-a-(u,u) = Va2 (u,u) = |af - /{u,u) = |a] - |lul]
Zu (4): Nach Definition folgt:

lutol® = (@tov,u+v)= (uu)+2R((u,0)+ (@©,0)
(%)

Nun schitzen wir zuerst den Realteil ab und anschlieffend mit der Ungleichung von
Cuachy-Schwarz:

csu , ,
() <(uu) +2- [(w,0)| + {v,0) < ul|” + 2 Jlull - ol + [[o]|" = (lull + vl

Aufgrund der Monotonie der Wurzel folgt: ||u+ v| < |lu]| + ||v]|

5.4.14 Folgerung aus Satz (V.4.2): Definition der Metrik

d (u,v) := ||u — v|| definiert eine Metrik auf V
Beweis: Man rechne die Eigenschaften einer Metrik nach:

reiroman
(i) d(u,v) >0 und d(u,v)=0 <& wu=vw
(ii) d (u,v) =d (v,u) (Symmetrie)

(iii) d (u,v) <d(u,w)+d (w,v) Yw €V

Hauptachsentransformation

Es folgen drei Fassungen des Satzes iiber Hauptachsentransformation

5.4.15 Satz (V.4.4.a): 1.Version Hauptachsentransformation

Sei (V (-,-)) euklidischer beziehungsweise unitéirer Vektorraum, h eine symmetrische
beziehungsweise hermitesche Form auf V.

Dann existiert eine Orthonormalbasis von V, die Orthogonalbasis fiir h ist.

5.4.16 Definition (V.4.d): Orthogonale Gruppe

Wir definieren: O (n) := { A € GL (n,R)| AT - A=A. AT = E,} ist die orthogonale Grup-
pe. Thre Elemente heiflen orthogonale Matrizen, sie ist Gruppe unter der Matrizen-
multiplikation.

5.4.17 Definition (V.4.e): Unitire Gruppe

Wir definieren: U (n) := {A € GL (n,(C)|ZT A=AA = En} ist die unitidre Gruppe.
Ihre Elemente heiffen unitire Matrizen,sie ist Gruppe unter der Matrizenmultiplika-
tion.
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5.4.18 Interpretation

(i) S € O(n) beziechungsweise U (n) <« Spaltenvektoren bilden Orthonormalbasis
fiir das Skalarprodukt

(ii) Diagonalisierbarkeit von symmetrischen beziehungsweise hermiteschen Matri-
zen (wegen S~! = ST beziehungsweise S™! = §T) beziiglich “ausgezeichneter”
Transformationsmatrizen und mit rellen Eigenwerten.

5.4.19 Bemerkungen

a) Die Spalten einer orthogonalen beziehungsweise unitéire Matrix bilden eine Ortho-
normalbasis des R" beziehungsweise C" beziiglich des Standardskalarproduktes (folgt
aus Definition).

Die Umkehrung gilt ebenfalls:

Eine Matrix A € M,, (K) (K =R bzw. C) ist genau dann orthogonal, wenn die Spalten
von A eine Orthonormalbasis des R" bzw C" beziiglich des Standardskalarproduktes
bilden.

b) Aus der Definition folgt ebenfalls: A=At

5.4.20 Satz (V.4.4.b): 2.Version Hauptachsentransformation

Sei A € Sym (n,R) beziehungsweise A € H (n,C). Dann gibt es ein S € O (n) bezie-
hungsweise S € U/ (n) mit

- A1 0 _r A1 0
S'-A-S= bzw. S -A-S=
0 An 0 An

wobei die )\; die Eigenwerte von A sind. Die Eigenwerte von A sind reell und es gilt:

(i) rg(A) = {Anzahl i|)\; # 0}
(ii) sign(A) = Z sgn (\;)

(iii) i-te Spalte von S ist Eigenvektor zum Eigenwert \;

5.4.21 Satz (V.4.5)

Sei (V,{-,-)) ein endlich dimensionaler euklidischer beziehungsweise unitidrer Vektor-
raum und sei f € End (V). Zu f existiert genau ein Endomorphismus f2¢ auf V mit
<fad (u) ,v> = (u, f (v)) YVu,v € V. Dieser Endomorhpismus heifft der zu f adjungierte
Endomorphismus.

5.4.22 Definition (V.4.f): Selbstadjungierter Endomorphismus

f € End (V) heifit selbstadjungierend, wenn f2d = f.

§4: Euklidsche bzw. unitire Vektorrdume http://fsmath.mathematik.uni-dortmund.de/script



Kapitel V: Bilineare Raume Seite V-41

5.4.23 Bemerkung

(a) Sei A = (v1,...,v,) eine Orthonormalbasis. Es gilt:

M (F) = ME ()

Denn:

<i$i'viaf<iyi'vi)> = - MI(f)-y) =G -MI(f)y
= (3 = (M) e)

Damit folgt die Behauptung. Anmerkung zu (x): Standardskalarprodukt (z,y) = 27 -y.

(b) f selbstadjungierter < M3 (f) ist symmterisch beziehungsweise hermitesch,
denn

—=T
M3 (f°9) = M

5.4.24 Satz (V.4.4.c): 3.Version Hauptachsentransformation

Sei (V, (-,-)) endlich dimensionaler euklidischer beziehungsweise unitirer Vektorraum.
Zu jedem selbstadjungierenden Endomorphismus f auf V existiert eine Orthonormal-
basis bestehehend aus den Eigenvektoren von f. Die Eigenwerte sind reell.

Aquivalenz der Hauptachsentransformationssitze:
5.4.25 (V.dda) = (V.4.4b)

Angenommen Satz (V.4.4.a) gilt:

Sei A € Sym,, (R) beziehungsweise A € H,, (C). Zu A gehért eine symmetrische bezie-
hungsweise hermitesche Form s4 auf R" beziehungsweise C".

Nach Satz (V.4.4.a) existiert eine Orthonormalbasis A beziiglich des Standardskalar-
produkt, die gleichzeitig Orthogonalbasis fiir s, ist.

A1 0
= M (SA) = T,
0 An
Es ist:
T
M2 (s,4) = (M% (id)) - A- M (id)
T
= (MF ) M3 (s4) - M3 (id)
wobei B die Standardbasis sei. Da 2 Orthogonalbasis ist, ist M3 (id) orthogonal
T _
beziehungsweise unitdr. Deshalb ist (M% (id)) = (M3 (id)) 1, A1,y ..., A, sind also

Eigenwerte von A. Nach Aufgabe (44.b) sind diese Eigenwerte reell. Die restlichen
Eigenschaften (i) bis (ii7) folgen.
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5.4.26 Beweis zu Satz (V.4.5): adjungierten Abbildungen

f: V=V, V euklidicher bezichungsweise unitdrer Vektorraum.
fad: V — V definiert durch

<fad (u) 7U> =(u, f(v)) fr alle u,veV

Existenz (in Stichworten): Sei 2 Orthogonalbasis von V:

ME () = M3 (/)

Eindeutigkeit:
Angenommen man hétte (f (u),v) = (u, f (v)) fiir alle u,v € V. Dann folgt:

Def.
(F(w) = 29 @) ,v) = (F (W) ,v) = (F*9(),v) = (uf(u)—{uf(u)=0
Das gilt fiir alle v € V, (-,-) nicht ausgeartet = f(u)— f2d (u) =0 < f(u)= f29 (u)
Laut Ubungsaufgabe 44 / LinATl, Standardskalarprodukt (-,-), A:

Cr ' = A"

5.4.27 Beweis (V.44b) = (V..4.c)

Wihle 2 = (vy,...,v,) eine Orthonormalbasis. Setze A := M} (f). Da f selbstadjun-
giert, ist A symmetrisch beziehungsweise hermitesch. Nach (V.4.4.b) existiert S € O (n)
beziehungsweise S € U (n) mit

— A 0
§T.a.s=( .
0 An

Dann liefert die Spalten von S eine Basis 8 von V:

w; = E Sij " U furj:l,...,n
i

Nachrechnen liefert, dafy % Orthonormalbasis ist.

Kalkiil des Basiswechsels:
_ A1 0
M%(f)=s—1-A-sst-A.S=( N )
0 n

Also: ‘B ist Orthonormalbasis aus Eigenvektoren.
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5.4.28 Lemma (V.4.6)

Diese Lemma werden wir im nichsten Beweis brauchen.

In der Situation von (V.4.4.a) gilt: Es existiert f: V— V, f = fad: h(u,v) = (u, f (v))
Beweis:

Voriiberlegung zur Gestalt von f (wenn es f gibe, so sihe es folgendermafen aus):
Wihle dazu Orthonormalbasis 2 = (v1,...,v,) mit

M%(f)( i ) f(vj):Zaijwi

Dann folgt: (v;, f (v;)) = a;;, weil 2 eine Orthonormalbasis ist. Nach Annahme ist
(vi, f (vj)) = h(v;,vj). Daher: Falls f mit der gewiinschten Eigenschaft existiert, so

muf M3 (f) = h (vi, vj) = M?> (h) sein, insbesondere ist f eindeutig bestimmt.

Existenz:
Wir definieren f: V — V durch MY (f) := M* (h). Dann folgt aus der Definition:
(i, f (v5)) = h(v,v;) fiiri,j=1,...,n

Zu zeigen: (u, f (v)) = h(u,v) Yu,v € V. Nachweis durch Darstellung von u,v in der Ba-
sis (v1,...,v,) durch Verwendung von (v;, f (vj)) = h (v;,v;), f = f24, weil h symmetrisch
beziehungsweise hermitesch.

5.4.29 Beweis (V.44.c) = (V.d4da)

Wir wissen jetzt: h(u,v) = (u, f (v)), f = f2d. Nach (V.4.4.c) existiert Orthonormalbasis
(’Ul,. ..,Un) mit f(l)z) = /\Z * Uy mit )\1 eR

Behauptung: Diese Orthonormalbasis ist Orthogonalbasis fiir /, denn

h(vi,v;) = (i, f(v5)) = (vi, Aj - v5) = Aj (Vi v5) = Aj - 6ij

5.4.30 Absoluter Beweis der Hauptachsentransformation (V.4.4)

Wir werden die Fassung (V.4.4.b) beweisen
Zuerst: Analyse der Aussage

Angenommen es sei schon bewiesen, dall A eine Orthonormalbasis (vi,...,v,) aus
Eigenvektoren mit reellen Eigenwerten \{,...,\, hat. Sei \; < )y <... < \,. Nun gilt:

(x, Az) = <zn:acz cv, A <zn:mz -Ui>> = <ia@Z -Ui,zn:xi -\ -Ui> = i)‘i -2
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

Da wir die Eigenwerte schon der Gréfie nach sortiert haben kénnen wir die Summe
mit dem kleinsten Eigenwert \; abschitzen:

n

i)\i'l’fZzn:)\1-$?=)\1-2$§=)\1-<x7x>

i=1 i=1 i=1
n n n

[ Nebenrechnung: E T; - Vg, E T v ) = E x?, weil v1,...,v, Orthonormalbasis ist |
i=1 i=1 i=1
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Daher Va: (x, Az) > Amin - (%, x), Gleichheit fiir x = v;. Daher:

Amin = min (z, Az)
20 (x,)
——

()

(¥) wir als Rayleigh-Quotient bezeichnet und hat Bedeutung in der Numerik bei der
Eigenwertberechnung.

Ansatz zum Beweis

A o1, AUT
(1) Beweise: es existiert min (z, Az) = <vi _vl> =
z#0 <LL’, a?) <’U1, ’U1>

A eER

(2) Zeige, daR eine Minimalitit impliziert A 77 = Ay -7

(3) Setze vy := Hvtl”, Ergiinze vy, ...,v, zu einere Orthonormalbasis. S™! Matrix des
U1

Basiswechsels, S € O (n) beziehungsweise S € U/ (n) und:
ST A S=u| O

B symmetrisch beziehungsweise hermitesch. Durch Rekursion folgt die Behaup-
tung.

Bemerkung: (1) und (2) implizieren: A hat Eigenvektor zu reellen Eigenwerten.
Alternativer Beweis: Fundamentalsatz der Algebra und Aufgabe 44 / LinA II

- : <x7Aa:><x x> wH
Zu (1): Fiir z #0 L= — A — d|—| =1.
u (1): Fiir z #0 ist .2) Tk I un Tzl

Das heifit: {% T # O} = {(z, Az)| ||1]| = 0}

In R™: ’

R™ 2 {z|[lz]| =1} = {w

Beispiel fiir Sphiren:

fo = 1} =:8""! ((n — 1)-dimensionale Sphiire)
i=1

S1

Abbildung V-13: S?

Fiir n = 2 erhalten wir die Punkte auf dem Einheitskreis, fiir n = 3 erhalten wir die
Punkte auf der Kugeloberfliche.

S"~! ist kompakt, das heifst: Jede Folge in S”~! hat eine in S"~! konvergente Teilfolge.
Nach Heine-Borel folgt: S"~! ist beschriinkt und abgeschlossen.
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In C":

c" 2 {z(zl,...,zn)

=1

n
k=1

In beiden Fillen sind S* = {||z|| = 1} kompakte Teilmenge des R™ beziehungsweise C".

Nun betrachten wir Abbildung S* — R, = — (z, Az) ist stetig, da es sich um quadrati-
sche Polynome in den Koordinaten handelt.

Bilanz: In (1) haben wir damit gezeigt:
(i) Vo € K" gilt: (z,Az) > A (x,z) fir A€ R
(i) Fov: (v, Av) = A, ||| =1
Zu (2): K” = (K-v) LU beziiglich des Standardskalarprodukts
Zu zeigen: A-U CU, A-v=\-v (= Schritt (3))
Beweis: Vu € U:
(W+u, Av+ Au) > X (v+u,v+u) =X ((v,0) + (u,u))

Analog zum Beweis von Cauchy-Schwarz, = A.-v=X-v, A-UCU

Bemerkung: Dieser Beweis zeigt die Existenz von n (reellen) Nullstellen von X 4. Wir
haben damit einen Spezialfall des Fundamentalsatzes der linearen Algebra bewiesen.
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5.5 Kapitel (V.5): Moore-Penrose-Inverse
5.5.1 Problemstellung

Das Gleichungssystem Az = b sei zu 16sen, bei unsicheren Daten (zum Beispiel aus
einem physikalischen Experiment). Da in einem Rechner zum Groftteil FlieRkomma-
zahlen benutzt werden, treten hiufig folgende Probleme auf:

1072000 0 0 0 0 0
0 1 0 = 0 1 0
0 0 1 0 0 1
rg() =3 rg () =2

Damit ist in unserem Beispiel die Ldsbarkeit nicht mehr gegeben.

Im Allgemeinen ist Az = b bei unsicherer Datenlage nicht lésbar! Stattdessen suchen
wir ein z, so dafl Ar moglichst nahe an b liegt. Solche Ldsungen sind Approximati-
onslésungen.

Man nehme die euklidische Metrik auf R"”. Dann:
|Az — b = myin Ay — b

Frage: Gibt es ausgezeichnete approximative Losungen?

Die Antwort ist natiirlich Ja: MP (A) (b). Diese Problemstellung wird in tieferem
Detail in der Numerik behandelt.

5.5.2 Allgemeiner Rahmen

Sei f: V— W, wobei V, W euklidische beziehungsweise unitire Vektrorriume seien.
Zerlegung XYPic

Behauptung: fj ist bijektiv. (Zusatzaufgabe 13: Unter anderem iiber Dimensionsfor-
meln zu beweisen) = g Bild(f) — (Kern (f))L, go=f'

g:=MP (f): W = V, w=uy +us, u; € (Bild (f))*, uy € Bild (f)
g(w) =go(u2) = fg ' (uz) €V

5.5.3 Satz (V.5.1): Moore-Penrose-Inverse
(i) Seibe V. MP (f)(b) ist eine approximative Lésung von f (z) = b, daR heifit:
I (MP (£) (b)) — bl| = min || f (z) - ]

Insbesondere: Falls f (z) = b 16sbar ist, so ist + = MP (f) (b) eine Lésung.

(ii) MP (f)(b) ist die (es gibt nur eine) approximative Lésung mit kleinster Abwei-
chung iiber die Norm (beziiglich (-, ) von V) gemessen.

Hier kein Beweis.

Tip: Beweis erfolgt iiber den Satz des Pythagoras:
2 2 2
ulv = Jutof”=u]”+ v

da [lu+o]” = {utv,u+v) = {u,u) + (0,0) = [ul” + o]
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5.5.4 Praktische Anwendung

Es gibt numerisch stabile und instabile Lésungsverfahren:

(1) Numerisch stabile Berechnung erfolgt iiber Singularitdtswertzerlegung von A
(hier nicht behandelt, sondern in der Numerik)

(2) Numerisch instabile Berechnung iiber lineare Gleichungssysteme.

Wir wollen nun nur (2) betrachten:
Sei A ¢ M,, , (K), A: K" — K™.
(I) Wir wissen: K" = Kern (4) L (Kern(A))". Das heift, man bestimmt eine Basis

des Lésungsraumes von Ax = 0: v,,vp-1,...,0,+1, Wobei rg (A) = r. Man erhilt eine
Basis vy, ...,v, von (Kern (A))J‘ durch das Gleichungssystem:
(T, vn) = (T, 0p—1) = ... = (X, 0p41) =0

(IT) Laut Theorie: Avy,...,Av, ist eine Basis von Bild (A). Bestimme die Basis
Wyi1,. .., w, von (Bild (A)) durch das Gleichungssystem:

(y, Av1)y = (y, Ava) = ... (y, Av,) =0

Dann ist w,41,...,w,, Avy,..., Av, eine Basis von W.

(IIT) Es gilt:

Die darstellende Matrix hat nun die folgenden Eigenschaften:

7 T T 7 7 T 1 T
B. Wrp1 -+ W Avp -+ Av, =1 0---0 vy -+ v,
! ! ! ! ! Ll !

=S

wobei wir (m — r) Spalten mit Nullen erhalten. Zudem ist S eine regulidre Matrix, da
es sich bei den Spaltenvektoren um eine Basis handelt. Lésen wir nun nach B auf, so
erhalten wir:

T T 1
B=MPA)=|0---0 v -+ v, |-S7*
l 1ol l

Bemerkungen:

(i) Az =blésbar = MP (A4)(b) ist eine Lésung
(ii) A invertierbar = MP (A)=A""!
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Kapitel VI: Analytische Geometrie

6.1 Kapitel (VI.1): Koordinatensysteme

6.1.1 Defintion (VI.1.a): Affiner Punktraum A"

Wir definieren A" (K) = K™ als affinen Punktraum wobei
A" (K)={(z1,...,2n)|2z; € K}

In diesem Fall sprechen wir von einem Zeilenraum.
Zur Erinnerung: K" ist Vektorraum mit K" = {(z1,...,2,)|z; € K}
Gedankliche Unterscheidung von affinem Punktraum und Vektorraum.

Sei P = (z1,...,2,) und Q = (y1,...,yn). Fiir den Verbindungsvektor gilt:

—
PQ::(yla---ayn)_(mla---vxn):(yl_xla---ayn_xn)

6.1.2 Drei Kegelschnitte: Ellipse, Hyperbel und Parabel (hier nur Darstellung im

R?)
Die Punktmenge einer Ellipse im Ursprung wird durch folgende Gleichung beschrie-
22 g2
ben: 3 + i 1

iy
N

Abbildung VI-14: Ellipse im Ursprung

Eine Ellipse 143t sich geometrisch folgendermafien konstruieren:

Yy
b
PR

l1 - ‘lg“

- I

F1 F2

Abbildung VI-15: geometrische Konstruktion einer Ellipse

Dabei sind F; und F; die Brennpunkte. Die Ellipse ist der geometrische Ort, an dem
alle Punkte P mit [y + /s = ¢ (c = const) sind. Die Punkte +a und +b bezeichnen die
Schnittpunkte mit den Achsen.
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2 2
Fiir die Punktmenge einer Hyperbel im Ursprung gilt: ro_ Z—2 =1 fiir a,0 >0
a

Abbildung VI-16: Hyperbel im Ursprung

Eine Hyperbel lifit sich geometrisch folgendermafien konstruieren:

Abbildung VI-17: geometrische Konstruktion einer Hyperbel

Dabei sind F; und F; die Brennpunkte. Die Ellipse ist der geometrische Ort, wo alle
Punkte P mit [; + 5 = ¢ (¢ = const). Die Winkelhalbierenden sind die Asympthote der
beiden Hyperbelarme

Fiir eine Parabel im Usprung gilt: y? = p- z fiir p > 0.

Y

Abbildung VI-18: Parabel im Ursprung

Eine wichtige geometrische Eigenschaft der Parabel ist, daff alle Strahlen im Brenn-
punkt fokussiert werden.

~

Abbildung VI-19: Fokussierung aller Strahlen um Brennpunkt
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Geometrische Konstruktion einer Parabel

Y

51

la

g
Abbildung VI-20: Geometriosche Konstruktion einer Parabel

Fiir eine, zur y—Achse parallelen Gerade (g) gilt (mit /1= 1 Stiitze auf g): I, =l

6.1.3 Koordinatentransformation

2 2
Wir wollen nun das Zentrum der Ellipse L +Y% —1 nach (1,1) verschieben und die

Ellipse anschlieffend um 45° gegen den Uhrzeigersinn drehen:
Y

y v

Abbildung VI-21: Verschiebung und Drehung einer Ellipse

Anschlieffend beschreiben wir die verschobene und gedrehte Ellipse in den (z,y) —Koordinaten.
Hierzu miissen eine Beziehung zwischen den Koordinatensystemen (z,y) und (u,v)
aufstellen:

Abbildung VI-22: Beziehung zwischen den Koordinatensystemen (z,y) und (u,v)

Damit: 2 — 1=+’ und y—1= U——H} Addition beziehungsweise Subtraktion lie-
V2 V2
fern:
z+y72:\/§~u —m+y:\/§~v

2

Wir wissen: (u,v) Punkt der Ellipse <& % +v%? = 1. Einsetzen liefert:

(z+y-2°  (y—a)
4 T
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Lésen wir nun auf, so erhalten wir:

= 22 4ay—2x+yr+y®—2y— 2z —2y+4+2y% — dyx + 2°
& 0 = 324 3y* — 22y —4r —4y
Wir erhalten eine Relation, der man nicht direkt ansehen kann, dafs es sich um eine

Ellipse handelt. Nach einem nicht so leichten Koordinatenwechsel konnen wir es
leicht erkennen.

6.1.4 Definition (VI.1.b): Affines Koordinatensystem
Ein System K = (Py| Py, ..., P,) heiftt affines Koordinatensystem des A", wenn gilt:
(I) Py, P,...,P, € A"
—— —— ———
(I1) PoPyy PyPs, ..., PoP, bilden eine Basis des K"
Notation und Bezeichnung:

(i) Py wird als Koordinantenursprung bezeichnet

(ii) PoP, := Py + K- ByP, = {P0+A~POR-
bezeichnet.

A€ K} wird als i-te Koordinatenachse

Sei P € A". P wird beziiglich £ durch ein Koordinatentupel (yi,...,y,), beschrieben:

. n . n .
P=(,....yn)e & PP=> yi-PPi & P=PR+Y y-RP
i=1 i=1

—

z

Abbildung VI-23: Koordinatensystem im A3

6.1.5 Definition (VI.1.c): Standardkoordinatensystem €

Wir definieren € als ¢ = ((0,...,0)|(1,0,...,0),...,(0,...0,1,0,...,0),...,(0,...,0,1)) wo-
bei die 1 jeweils an der i-ten Stelle steht. Beispiel fiir n = 2:

P
(0,1
Py
(0, 0) (1, 0)

Abbildung VI-24: Beispiel fiir Standardkoordinatensystem im R?
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6.1.6 Definition (VI.1.d): Euklidisches Koordinatensystem K

—_—

Sei K = R. K heifst euklidisches Koordinatensystem, wenn die Vektoren PyPy,..., Py P,
eine Orthonormalbasis des R" beziiglich des Standardskalarprodukt bilden.

6.1.7 Sétzchen (VI.1.1): Abstéinde zweier Punkte im euklidischen Koordinatensy-
stem

Sei K euklidisches Koordinatensystem, P = (z1,...,2,) und Q = (y1,...,¥Yn). Dann
gilt:

P:Po—i-z,ri-vi Q:P0+Zyi'vi

i=1 i=1
Fiir den Verbindungsvektor gilt nun:
Q*P:POJFZ%'%* <P0+Z$i'vi> :Z(yi*mi)'vi

i=1 ' '

Wir wissen:

weil (v1,...,v,) eine Orthonormalbasis ist.

6.1.8 Beispiel: Koordinatensysteme

Wir wollen endlich dimensionale Kérper betrachten. Zur Erinnerung: F, = Z/,z
(p Primzahl).

Der 3 iRt sich leicht aufzeichnen, da es nur aus vier Punkte besteht:

0,1) (1,1)

0,0 °(1,0)

Abbildung VI-25: F3

In diesem Fall ist das Standardkoordinatensystem E = ((0,0)|(1,0),(0,1)). Damit sind
die “Achsenvektoren” v; = (1,0) und v2 = (0, 1).

Fiir die Punkte der ersten Achse gilt:
P()+K1)1:{P()+)\"Ul fﬁr)\GFQ}:{PQ,P0+U1}

Also sind die Punkte der Menge {(0,0),(1,0)} die erste Achse und {(0,0),(0,1)} die
zweite Achse.

Nun wollen wir ein anderes Koordinatensystem X' = {(1,1)|(0,0),(1,0)} betrachten.
Wir kénnen leicht zeigen, daft X’ auch Koordinatensystem ist, da
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(0,1) (1,1)

|

(0,0)" vy "(1,0)

Abbildung VI-26: v; und vy im F3

(i) Alle Punkt € Fy
(ii) Fiir die Verbindungsvektoren gilt:
[N —
QoQ1 =01 —Qo=(-1,-1)=(1,1) QoQ2 = Q2 — Qo = (0,-1) = (0,1)

Man sieht leicht, daff die Verbindungsvektoren sind linear unabhingig.

Damit ist auch K’ ein Koordinatensystemdes [F2.

Nun wollen wir einen Punkt P = (0,1),. in K’ beschreiben: P = (y1,%2),,. Es gilt:

QuP = y1-QoQ1+y2- QoQs

y1 = y2 = 1 168t diese Gleichung eindeutig, da v;, v, eine Basis bilden, also gilt:
P = (Ov l)ic = (ylayQ)Kj/ = (1» 1)1{/

6.1.9 Koordinatenwechsel
—_ e
Gegeben sei K = (Py| Py,...,P,) mit Basis 2 = (POPl, . .,POPn) = (v1,...,v,) des K"
—_— —_—
und K’ = (Qo| Q1. ..,Qn) mit Basis B = (QOQl,...,QOQn) = (wy,...,wy) des K.

Dann existiert eine Ubergangsmatrix:

T T
My (id) = | wy -+ wy, ;s( 5ij>
| |

Wir wissen aus der Linearen Algebra I: In den Spalten von S stehen die Beschrei-
bungen von w; in der Basis :

n

w; = E Sij " Vi

=1

Nun: P=(z1,...,%n)c = (Y1, Yn) i Qo = (a1,...,an)¢

Qo

Abbildung VI-27: Schema der Verbindungsvektoren
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6.1.10 Satz (VI.1.2): Koordinatenwechsel

In obiger Situation gilt:
yT =81 (z—a)"

wobei © = (z1,...,2,), y = (y1,...,yn) und a = (a1,...,a,)

Beweis: Ausrechnen der Koordinaten im neuen System:\

n n n
QP => yj-wj=-RQo+PP ==Y ai-vi+Y v
Jj=1 =1 1=1

n
Einsetzen von w; = Z sij - v; und anschliefendem Koeffizientenvergleich liefert:
i=1

n
E Sij tY; = Tf — Q4 fﬁri:l,...,n
j=1

Damit: (z —a)’ =S-y7 & ¢yT=8"1.(z—a)"

6.1.11 Spezialfall des Koordinatenwechsels

Nun wollen wir noch einen Spezialfall des Koordinatenwechsels betrachten:
Sei K=R, K = € und sei K’ euklidisches Koordinatensystem.

Sind (w1,...,w,) Orthonormalbasis, dann bilden auch (w{,...,w
basis. Damit:

T

I') eine Orthonormal-

T T
S=1| wf --- wl | €0O(n)
! !

Ein Kennzeichen orthognaler Matrizen ist: ST -S=E <« S7!=87

6.1.12 Korollar (VI.1.3)

Beim Ubergang von einem Standardkoordinatensystem zu einem euklidischen Koor-
dinatensystem gilt:

y=(x—a)-S
Beweis:
lz—a) =8T - (z—a)

S
&y = (ST'(I*Q)T)T:((I*Q)T)T'(ST)T:(Ifa)'S
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6.1.13 Beispiel fiir einen Koordinatenwechsel

Wir betrachten ¢ im R? und K’, dal aus &, durch eine Drehung um 45° gegen den
Uhrzeigersinn und eine anschliefende Verschiebung um den Vektor (1,1) hervorgeht.
(Vergleiche auch Beispiel mit Ellipse (6.1.3))

¢ Kot

(0,1)

(1,0)
Abbildung VI-28: ¢ und K’

Betrachten wir die Vektoren w;,w, nidher so sehen wir leicht:

Abbildung VI-29: Nihere Betrachtung von ws, ws

11
V2' V2

bekannt und wir erhalten:

1 1
Damit: w; = ( ) und wy = (——, —) . Damit sind die Eintrige von S
K \/5 \/5 K

1 1
S = \{5 1/5 €0(2)
V2 2
Nun wihlen wir einen Punkt P:
P
N
(1,1)

Abbildung VI-30: Punkt P

P hat nun Darstellungen in ¢ und K':
P=(z,y)e = (u,v)

IC/
Nun gilt:
1 1
(wv)" = (z—1Ly-1)- \? Ve
V22

Ausrechnen liefert das altbekannte Ergebnis:
r—1 y—1 x4+y—2 r—1 y—1 y—=x

Y T TV RV RV B
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6.2 Quadriken in R”
6.2.1 Definition (VI.2.a): Quadrik

Gegeben seien a;;,b;,c € R fiir i, =1,...,n . Die Menge

Q:

n n
z=(x1,...,2,) €ER" Zaij~zi~xj+2bi~zi+c:0
i=1

i,j=1

heifft Quadrik (allgemein Kegelschnitte).

6.2.2 Beispiele fiir Quadriken

2 2
Fiir den R? beschreibt die Gleichung z_2 + Y
a

2= 1 eine Ellipse mit den Achsenschnitten
a und b

Y

—
N

Abbildung VI-31: Ellipse mit Achsenschnitten a und b

™,
/

Wir haben friiher schon gesehen (6.1.3), daf die Gleichung
322 +3y? — 22y — 4z — 4y =0

auch eine Ellipse darstellt.

Abbildung VI-32: Ellipse mit obiger Gleichung

Es ist nicht ohne weiteres ersichtlich, daf} die obige Gleichung eine Ellipse beschreibt.
Deshalb wollen wir nun allgemeine Verfahren entwicklen um Awussagen iiber Glei-
chungen der obigen Form treffen zu kénnen.

6.2.3 Vorbemerkungen
Ohne Einschrinkung: a;; = a;;, denn fiir ¢ < j:

Qij + aji ij + aji
aijzl-xj + ajiszi = (aij + aji) . 171'$j = T . $iIL'j + T . IL'jIL'i
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Es folgt die Behauptung.

Nach Definition: Q = Z Qi TiTj + Z biz; + ¢ =0. Da a;; = aj; folgt unmittelbar:

i,j=1 i=1

A= @ij € Sym (n,R)

Sei z = (21,...,2,) und b = (by,...,b,). Dann léfit sich die obige Gleichung auch in
Matrizenform schreiben:

n n
Zal-jxizjJerixiJrc:O:z'A~xT+b':17T+c:0

i,j=1 i=1

denn:
T
r-A-xt = (x1,...,1,)- @ij :
Tn
Y1 n
beal = (by,..oby) | | =D biea
Yn i=1

Der Satz iiber die Hauptachsentransformation liefert: S € O (n) mit der Eigenschaft
A

D:=S".A.S= Ar

wobei r =rg(A) und \; € R\ {0}
Wichtig: Die Spaltenvektoren von S bilden eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren
von A.

T T
[Beweis: S= | v1 -+ v, |,ST=8"1,da S c O(n). Damit:
1 1
A
A-S=S Ar
0 -
0
Rechnen wir nun weiter aus, so erhalten wir:
T T T T T
A'S: Ao’l}l DEEEEY Ao’l}n - )\1'1)1 DRI A”’.UT 0---0
! 1 1 Lo !

Damit: A-v; =X-v; fiiri=1,...,rund A-v; =0fliri=r+1,...,n |
Einsetzen liefert nun: ST-A-S=D <« A=S-D-S7. Wir erhalten:

- AT +b 2T 4+ce=2-S D- ST 2T +5.8T.S- 2T +c=y-D-yT +0V -y7 +¢
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wobei y =2 -S und &’ = b-S. Betrachtung von y-D-y7 + b -y7 +c:
A1
) Y1 Y1

(Y15 Yn) - Ar - : + (b, ..., 0) : +¢ = 0
Yn Yn

T T
& Z)\i-nyerg-yich =0
i=1 i=1

Deutung mittels Korollar (VI.1.3): y = x-S, Ubergang von & zu ((0,...,0)| Py,...,P,)
—
wobei 0P, = v;

U;

Abbildung VI-33: v; im Raum

Die Orthonormalbasis, aus Eigenvektoren von A, liefern die neuen Achsen des Koor-
dinatensystems.

6.2.4 Beispiel

Nun wollen wir aus unserem altbekannten Beispiel (6.1.3) eine symmetrische Gestalt
herstellen:

322+ 3y —2zy —4dr—4y = 0
& 343 —ay—yr—4dr—4y = 0

Damit erhalten wir: A = ( 7‘1) 7?1) ), b=(—4,4), c=0.

Nun wollen wir die Eigenwerte von A ausrechnen. Wir gehen wie bekannt vor:

Xa=|T78 Pl |9t i—r oot es—r-n -y

Es folgt: Av; = 203 und Avy, = 4vs y, A} = 2 und Ay = 4. Wir erhalten damit folgende

) - ()0
- (D (D)

Damit ergibt sich die bereits bekannte Matrix S =

NN

N————

S-Sl
Sl= g~
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Quadratische Erginzung der ersten r Terme liefert:

i)\i'nyrib/i'yivLc = 0
N 27:)\1(%2 Z) Z b, yi+c = 0

i=r+1
2
) -

& Z)\ (yz-l——) +zn:b’ yi +c— Z)\ (

i=r+1

6.2.5 Drei wichtige Quadriken
Zur Erinnerung: Eine Quadrik ist durch eine Gleichung der Form:
z-A-xl +b-2T +c=0

gegeben wobei A € Sym (n,R), b € R” und c € R

Nun unterscheiden wir drei verschiedene interessante Fille:

(D bpy=brp=...=b,=c =0
1) v,y =0b,,p=...=b,=0und ¢/ #0
(ITII) Ein b #0 fiir j € {r +1,...,n}

Betrachtung Fall (I):

/

Koordinatenwechsel liefert: z; = y; + K firi=1,...,7rund z; =y; fiir j=r+1,...,n.

Damit erhalten wir fiir den endgultlgen Koordinatenwechsel:

b} bl
2)\1,...,2)\T,(),...,0) =(zx—a)-S

z:(zl,...,zn):m-S—l—(

b, b
Es folgt: oS = — o, =20,...,0
S Og a (2)\1) 72)\,’,7 b b )

Ergebnis: in neuen Koordinaten hat Q die Gleichung: Z A - 22 = 0.
i=1
Seien ohne Einschrinkung Aj,...,; A\ > 0 und Agyq1,..., k1 < 0 wobei k£ + 1 = r und

1
|\i| = —. Nun erhalten wir die endgiiltige Normalform fiir Q:

Ngw | st

k+

Qi;

i=1

Ngw | st

7 1

wobei k+1=r =rg(A) und k — | =sign (A).
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Nun wollen wir fiir n = 2 die drei verschiedenen Typen von Quadriken betrachten:

Fall (I1.1): Seien )\; und )\; positiv. Dann erhalten wir eine Quadrik mit folgender

Gleichung:
2 2

oy
Diese Gleichung wird nur durch z = y = 0 gelost und damit besteht diese Quadrik nur
aus dem Punkt (0,0).

Fall (I1.2): Sei OE )\; positiv und )\; negativ. Dann erhalten wir eine Quadrik mit

folgender Gleichung:
s
Q 5o =0

Wir wollen nun die Lésungsmenge dieser Gleichung bestimmen:

xz Yy z Yy xz Y
SE e e EDED -
a? b2 <~ a b a+b
z Yy € Yy
& ——2=0 AN —4+2=0
a b aer
b b
= Yy=— T A y=——-2x
a a

b b
Abbildung VI-34: y = P und y = o

Fall (I1.3): Seien A;, A\ negativ. Wir erhalten eine Quadrik mit folgender Gleichung,
die wir durch Multiplikation mit (—1) auf den Fall (I.1) zuriickfiihren:

Q: ——2——20 <~ Q:

Betrachtung Fall (II):

Nach analogem Koordinatenwechsel erhalten wir:

Q: Z)\i-z?—i—c';éo wobei ¢ #0
i=1

Wir spalten die Summe wiederum in positive und negative )\; auf und erhalten:

@ Y-

=1

k+l1

wobei k+1=7r=rg(A) und k — [ =sign (A).

sgw | NNN
«ﬂgm | @Nm

1=k+1
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Nun wollen wir fiir n = 2 die drei verschiedenen Quadriken-Typen betrachten:
Fall (IT.1): Seien \; und )\, positiv. Wir erhalten eine Gleichung der Form:

z? y2 /
2T te=0

Nun miissen wir eine weitere Fallunterscheidung fiir ¢/ vornehmen:

Fall (I1.1.a): Fiir ¢ > 0 gibt es keine Losung in R. Damit Q = ¢.
Fall (I1.1.b): Fiir ¢ < 0 gibt es Lésungen. Division durch |¢/| liefert:

2 2 2 2 2 2

_ T Yy T Yy
ﬁer—QﬁLC— =3 ¥+b—2—|6| =3

In diesem Fall ist Q also eine Ellipse.

Fall (I1.2): Sei OE )\, positiv und )\; negativ. Wir erhalten:

Als erhalten unabhingig vom Vorzeichen des Skalars ¢’ eine Hyperbel.

Fall (I1.3): Dieser Fall 1i8t sich analog zu Fall (1.3) durch eine Multiplikation mit (—1)
auf den Fall (I1.1) zuriickfiihren.

Betrachtung Fall (ITI):

Sei OE b,11 # 0. Dann erhalten wir nach Koordinatenwechsel:

/
)

n
fliri=1,...,r Zrpl = Z b, yp+¢ zi=vy; firj=r+2,....n

2 =Yi + N
p=r+1
byt
OE |[(b,,4,..-,b,)| =1 Ergénze zu einer orthogonalen Matrix
b/
byt
S = : *| € O(n—r) (xorthogonale Ergéinzung). Setze S = damit:
b/
S € O (n) und es gilt:
z = (21,.--y2n)
0 0
b} b,
- ) - e = 0,...,0
(yh Y ) b;'+1 0 0 + (2)\1 2)\7" )
0 . ~
¥ 1 1 =b

+b
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Nun stellt sich die Frage, ob (#) € O (n) ist.

Im Allgemeinen ist dies nicht der Fall. Wir konnen die Sltuatlon aber retten, indem

wir Teile der Gleichung modifizieren. Hierzu dividieren wir Z)\ z; + Z by + ¢
i=1 1=r+1

durch || (O, 0,0, bn) H Das Ergebnis ist Fall ITT mit modifzierten X}, b} und ¢'.

Dann ist (#) € O (n).

Damit erhalten wir den folgenden Koordinatenwechsel:
z=a-(#)+b=(r—a)-S wobei SecO(n)
Im neuen Koordinatensystem hat Q folgende beschreibende Gleichung:

I+k

k
2} 2}
E —5 = g — + 2k4141 =0
— q; a:
i=1 i=k+1

Betrachtung fiir n = 2. Wir erhalten folgende Gleichung:
22 22 2
iﬁ —-y=0 & y= ) vVooy= 2

In beiden Fillen handelt es sich um eine Parabel.

6.2.6 Definition (VI.2.b): Herstellung der euklidischen Normalenform

Die Transformation der urspriinglichen Gleichung fiir Q auf die endgiiltige Gestalt
(im Koordinatensystem z1, ..., z,) heilt Herstellung der euklidischen Normalenform.

6.2.7 Definition (VI.2.c): Erweiterte Matrix einer Quadrik

Sei eine Quadrik gegeben mit - A-z7 +b-27 + ¢ = 0. Die erweitere Matrix A’ ist
definiert mit:

6.2.8 Erkennung der Art der Quadrik anhand der erweiterten Matrix

Problem: Wie erkenne man nun anhand gegebener A, b, ¢ in welchem Fall man sich
befindet.

Hierzu wird die Erweiterte Matrix einer Quadrik betrachtet:

Qz(L:c)-A’-( 1T)=0

x
1. Schritt: Berechnung der erweiterten Matrix

T

A - A =
ST AS

Letzte Anderung: 27. Juli 2001 §2: Quadriken
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c %bll ...... %b%
c Ly
_ ‘ ’ | | .
T : D
3 (0) D : 0
30n 0
2. Schritt: Betrachtung der drei Fille
Fall 1/11
c lyr ool ... 0
2 2 ¢ [ 0---0 0---0
Ly
271 )\1
: (*) (.) )\1
: ~ .
10, Ar 0 Ar
0 0 0 0
: 0
0 0 0

Bemerkung: (x) Symmetrische Gauff Jordan Umformung

¢ =c— (30)7 L~ - (S0)7

FallI: k+!=rg(A), k—1l=sign(A4), rg(A)=rg(4)=k+1, =0

Fall IT: k+1=rg(A), k—l=sign(4), rg(A)=k+1+1

d>0 < sign(Ad)=1+sign(4),d <0 <& sign(A4')=sign(4) -1

Fall TII:
¢ g B | £0-£0
v\
L, A
#0
g 0
#0
Ly o0 Ly | 1 00 ---0 Ocevene 0
271 2Yr
Y 0 A
> %b’ Ar ~ 0 Ar
1 0
0 0
1 0

Umformungen der Matrizen erfolgten mittels symmetrischen Gauff Jordan Algorith-
mus

rg(A)Y=2+rg(A)=k+1+2,sign(A’) =sign(A) =k -1
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6.3 Affine Unterrdume des A"

A" ={(z1,...,2y)|x; € K}

Objekte: Punkte, Geraden, Ebenen, ...

6.3.1 Definition (VI.3.a): Gerade

Seien P € A", v € K"\ {0}, dann ist die Gerade definiert als

9p, =P +K-v={P+t vt K}

Wichtig: K -v = {P1P2 ’ PP € gp,v}
Ip.a = 9p.., fdrein A#0
P2

P/

Abbildung VI-35: Gerade durch P, und P,

6.3.2 Beispiel: K=F3, n =2

F3
0,2) * (22
0,0) =+ " (2,0

Abbildung VI-36: Visualisierung von F%
1. Gerade: P = (1,1),v=(2,1),2,1€F3 = g, ={(1,1),(0,2),(2,0)}

0,2) x . .(2,2)

0,0) = = X(2,0)
Abbildung VI-37: Visualisierung der 1. Gerade

2. Gerade: Q = (1,0),v=(2,1),2,1€F; = 9.0 = {(1,0),(0,1),(2,2)}

0,2) . . g(2,2

0,0) = = (2,0

Abbildung VI-38: Visualisierung der 2. Gerade

Letzte Anderung: 27. Juli 2001 §3: Affine Unterriiume des A"
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3. Gerade: R =(1,2), w=(1,2),2,1€F3 = g, =1{(1,2),(21),(0,0)}
Diese Gerade ist parallele zu den vorigen Geraden, da in F3 (2,1) = 2 (1,2) ist, also
ist gR;w = gR;v

0,2) . & .(2,2)
X3
0,00 = ¢ (2,0
Abbildung VI-39: Visualisierung der 3. Gerade
4. Gerade: R=(1,2),u=(1,1),2,1€Fs = g, =1{(1,2),(20),(0,1)}
0,2) . A .(2,2)
A
0,0) © + 4(2,0)
Abbildung VI-40: Visualisierung der 4. Gerade

IR hat jeweils mit 9P 900 Ire BEMAU einen Schnittpunkt gemeinsam.

6.3.3 Folgerung:

Ipa=9pp = IN=0:0#X-a

6.3.4 Definition (VI.3.b): Parallelitit von Geraden

Sei g = Ip h = 905" Zwei Geraden heifien parallel wenn gilt: b= X-v fiir ein X # 0.

Notation fiir parallele Geraden g und h: g || h.

6.3.5 Satz (VI.3.1): Eindeutigkeit der Gerade, Parallelenaxiom

(i) Durch zwei Punkte P # (Q gibt es genau eine Gerade g, und zwar gilt: g = PQ =
—
P+ K- -PQ

(ii) (Parallelenaxiom) Zu einer Geraden g und einem Punkt P ¢ g gibt es genau eine
Parallele n zu g durch P.

Abbildung VI-41: Tllustration fiir Parallelenaxiom

Beweis: Wir zeigen zuerst die Existenz, dann die Eindeutigkeit der Geraden
Zu (i):

Existenz: ¢ := 9p,5G = {P+ - P—Q)’ A€E K} 5 P, (@, da fiir

A=0:P+0-PO=P und A=1:P+1-PO=0Q.

Eindeutigkeit: Sei ¢’ eine Gerade, die P und @ enthilt.
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Behauptung: g = ¢’
Beweis: g’:ng, P=R+X v,Q=R+4pug-v, PEQ = Ao # o
Es folgt:

1=
v = (ko —Ao) PQ

= 4 {R+X-v]Ne K}

(P+ (=)o) v+ A-v| A€ K}

{P+ X -v|Xe K}

= g’:gP;P-é, da v:owP—Cj, mit a #0

Zu (i1):

Existenz: Sei g = Ipy S€tzE hi=gp dann ist (nach Definition (VI.3.b)) h| g, h > P.
Eindeutigkeit: Analog zu (7).

6.3.6 Definition (VI.3.c): Affiner Unterraum

L C A" (K) heifst affiner Unterraum, wenn folgendes gilt:

() L#0,VP.QeL, P#Q = PQelL

Abbildung VI-42: PQ € L

(ii) V¥ Geraden g C L, VP € L'\ g: die Parallele zu g durch M ist in L enthalten

6.3.7 Beispiel: Affine Unterriume zu A? (F)

0,1 (1,1
(0,0)* *(1,0)

Abbildung VI-43: A2 (Fy)

Frage: Ist L = {(0,0),(1,0),(0,1)} affiner Unterraum?

Jede Verbindung zwischen zwei Punkten ist eine Gerade.

Abbildung VI-44: Alle Geraden in A? (F3)

L erfiillt (i) aber nicht (7).
Konzequenz: ein affiner Unterraum, der (0,0),(1,0),(0,1) enthilt ist AZ (Fy).

Letzte Anderung: 27. Juli 2001 §3: Affine Unterriiume des A"
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Beschreibung affiner Unterrdume

6.3.8 Satz (VI.3.2): Aquivalente Beschreibungen fiir affine Unterriume
Sei L C A? (F,), L # 0.
Dann sind dquivalent:

(i) L ist affiner Unterraum.

(ii) T(L):={PQ|P,Qe L} <K" und L = P + T (L) fiir jeden Punkt P € L.
(iii) L=R+ U, fiir ein R A", U < K".
(iv) 3AeM,, , (K), be K": L=L(A,b), L # ¢.

6.3.9 Bemerkung

Unterrdume des Vektorraums K" << homogene Gleichungssysteme A -z =0

affine Unterraume des A" (K) <« inhomogene Gleichungssysteme A -z =10

(b darf = 0 sein!)

Die affinen Unterrdume des K" sind Spezialfille der affinen Unterrdume von A”.

6.3.10 Vorbemerkungen zum Beweis von (V1.3.2)

(a) K™ Standardbilinearform ((z1,...,2s), (Y1,...,Yn)) = Z Z; - Yi» nicht ausgeartet
i=1

Sei U < K", dann U+ = {u € K"| (u,U) = 0}, dim (UL) =n—dim(U) und (UL)L =0,
da UC (UL)L =U* und dim(U)=dim (U**) =n—dim (U+) = dim (U)

— v — (v1,27)
(b) A-z = . — :

S (v,

6.3.11 Beweis von Satz (VI1.3.2):

— —
(i) = (i8): u=PQ,v=RS, P,Q,R,SeL
Zu Zeigen: u+v = @, A,BeL

Abbildung VI-45: Geometrische Konstruktion des Beweises - I

§3: Affine Unterrdume des A" http://fsmath.mathematik.uni-dortmund.de/script
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Nach Anwendung der Parallelenaxiom folgt:

Abbildung VI-46: Geometrische Konstruktion des Beweises - IT

Nun tragen wir RS ab und erhalten B:

Q .- B
P‘
R s

Abbildung VI-47: Geometrische Konstruktion des Beweises - 111

Konstruktion der Geraden k:

Abbildung VI-48: Geometrische Konstruktion des Beweises - IV

K=PBCLda P,BeL und PB=u+tuv
Noch zu Zeigen: \-u € T (L)

Abbildung VI-49: Geometrische Zusatzskonstruktion des Beweises

— __ —
PQ' ' =X-u,da PQ €L folgt Q' €L,d.h. \-u=PQ € T(L).
Waihle P € L. Dann gilt fiir beliebeige Q) € L:
Q=P+PQeP+T(L). Damit L C P+ T (L)

Letzte Anderung: 27. Juli 2001 §3: Affine Unterriiume des A"
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Umkehrung: v = ES)’, R,SeL
Zu Zeigen: P+u €L

Abbildung VI-50: Geometrische Konstruktion zu L = P + T (L)

hCL, Q=P+uechCL
Insgesamt: LC P+ T(L)CL also L=P+T(L)
(i4) = (i5i): klar.
(i) = (iv): Nach Vorraussetzung gilt: L = R+ U.
— v —
Wabhle (vy,...,v,_,) Basis von U'. Setze A = :
< ’Uni,r —

Dann:

rel & <U1,JIL>=...=<Un_7-,$L>=O
s Aozt
Damit:
relL & x—ReU
& A-(z—-R*F=0
& A-zt=A-Rt=b
Sogar: m =n —dim (U)
(w) = () L=LAbL)=20+L(4,0)=20+U, U<K"

Nachweis der Eigenschaften eines affinen Unterraumes:

(1) P =z, +u1, Q_:)a:0+u2:
PQ=P+K.-PQ=uzy+ up + K- (ug —uy) Caxg+U=L

cU

(ii) g Gerade in L: g=P+K-u, wueU.
Sei Q € g, Q € L, dann ist die Parallele h zu g, durch @, zu Zeigen.
Esist h=Q+K-u=20+ uv1-K-u CL
———

cU

Bedeutung von (ii): L affiner Unterraum, L = R+ U = U eindeutig und zwar
U =T (L) (Translationsvektorrraum zu L)

§3: Affine Unterrdume des A" http://fsmath.mathematik.uni-dortmund.de/script
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6.3.12 Definition (VI.3.d): Dimension affiner Unterridume
Sei L affiner Unterraum:
dim (L) := dim (T (L))

denn: dim (A")=n, T(L)=K", dim(Gerade)=1

6.3.13 Definition (VI.3.e): Hyperebene

Die (n — 1)-dimensionalen affinen Unterrdume des A" heiflen Hyperebenen.
n = 2: Hyperebene = Gerade
n = 3: Hyperebene = Ebene

Beschreibung von Hyperebenen

6.3.14 Satz (VI1.3.3): Eindeutigkeit der Hyperebene

Gegeben seien Py,..., P, 1 € A™ mit der Eigenschaft, daft P,P;,..., PyP,_1 linear un-
abhingig sind.

Dann gibt es genau eine Hyperebene H durch Fy,..., P, | und sie wird, auf folgende
dquivalente Weisen, beschrieben:

(i) Parameterdarstellung:

H=P+ <P0P1,...,P0Pn,1>

(ii) Gleichungsdarstellung:

1 =z vy =z
1 X1 Y1 Z1 -0
1 T2 Y2 22
1 =3 ys 23

Beweis:

Zu (i): Selbst oder nie!

Letzte Anderung: 27. Juli 2001 §3: Affine Unterriiume des A"
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Zu (i7):

PyP
PyP
PecH & DBPec <P0P1,...,P0Pn_1> o det _ —0
n —1 Vektoren PyPy_1
1 Py
P=r 0 P-PFR
P—F P _P
& . =0 <& 0 1—+0 =0
M/ 0 Pnflfpo
nXxXn

(n+1)x(n+1)

Laplace-Riickwirts angewandt liefert:

1 B 1 P 1 P

1 P 1 i) (%) 1 Py
LA 2y o (1) - L T I 1 P |y
1 Pn—l 1 Pn_l 1 Pn—l

Bemerkung zu (x): Vertauschung liefert (—1), aber (—1)-0=0.

6.3.15 Bemerkung: Deutung von (ii) als “Hessesche Normalform”

Py P

V2 v

P v P

Abbildung VI-51: H: Hier R?

. — P— .
Seien v := PyP,v; = PyP;,i=1,...,.n—1 wv=(a1,...,a,) und v; = (aj,...,an)

Fiir die Determinate gilt:

a1 ce Ay —~
all L. aln (#) n all . e all . e aln
o i+1
= > (-
i=1 —
An—-1,1 *** Qn—-14 *** Qn—-1,n
an—-1,1 *** Gn—-1,n

= ((a1, .- an), (A1, ..., AR))

wobei die Aq,...,A, aus den P,,...,P,_; berechenbar sind.

Bemerkung zu (#): Lapace-Entwicklung nach der 1. Zeile.
Damit folgt: Pc H < <ITP>, (Aq,.. .,An)> =0
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Interpretation von (Aj,...,A,):
1
Behauptung: K- (Aq,...,A,) = <P0P1, ce PoPn,1>

Damit: <P0P1, o POPn_1> 11w
Beweis: 0= (v;, (A1,...,4,)), denn

a1 [£279)
ail Q1n
<vi7(A17"'7An)> = =0
Ap—1,1 *** Gpn—1,n

da zwei Zeilen identisch sind.

Hessesche Normalform: Situation wie in (VI.3.3)

n=(A1,...,A,) wie oben, dann gilt:

—
PcH & <P0P,n>:0

< (Pn)=(Py,n)

1
unter Umstédnden ist (K=R): n — Wn (normierte Hessesche Normalenform)
n

Letzte Anderung: 27. Juli 2001

§3: Affine Unterrdume des A"



Seite VI-26 Lineare Algebra I - Vorlesung

§3: Affine Unterrdume des A" http://fsmath.mathematik.uni-dortmund.de/script



Index

Symbols

n-Tupel

Definition.........ooooiiiiiiiiiiinn 1-3

Gleichheit .........ccooiiiiiiii i, I-3
AquivalenzKlasse .......vvvvunrivnnrineeinnenns II-11
Aquivalenzrelation

Definition........ooovviiiiiiiinin II-11

Reflexivitdt .......ooovoiiiiiiiiiiiin, II-11

Symmetrie......covveiiiiiiiiiiiiii e II-11

Transitivitdt ......ooooveiiiiiiiiiiiii, II-11
Bild(f)

Definition.............oooooiiiiL II1-10

ist Untervektorraum .................... II1-10
GL(n,K)

Bemerkungen ..................ool e III-71

Definition..............ooooiiiiL I11-25

Umformungsmatrizen ................... 111-28
Homg (V,K) ..o II1-5

K-Vektorraum. ..............cooiiiinan, II1-5
Kern(f)

Definition.............oooooiiiiL II1-10

ist Untervektorraum .................... II1-10
det

Eigenschaften gegeniiber

Zeilenumformungen................ I11-60

Eindeutigkeit ............. ... .. .ol I11-58

Multiplikationssatz...................... I11-59

Multiplikationssatz fiir

Blockdeterminanten ............... I11-62

Praktische Berechnung.................. I11-62

Rechenbeispiel ......ccvvviiiiiiniian, 111-62

Wiederholung........................... II1-55
dim(V) .o 11-45, 11-46
dim

Affiner Unterrdume ..................... VI-23
BET o 11-15, 11-16

Existenz ..........ooooiiiiiiiiiiiia IV-13
C

Einbettung von R........................ 11-25

Formel von De Moivre................... I1-30

Fundamentalsatz der Algebra............ 11-27

Herleitung ............. ...l 11-23

Konstruktion ...l 11-24

Multiplikation ...t 11-29

Polarkoordinatendarstellung ............. 11-28

Rechenregeln ...................... 1I-26, 11-27
R

Einbettung in C......................... I1-25

Einbettung in Polynomringe ............ IV-10
R?’L

Definition........cooeiiiiiiii i 1-3

Motivation. ......coviiiiiiiiiii i 1-3

Punktmenge................ ..ol 1-2

Rechenregeln ............... ...l 1-8

Vektorraum. ........oooviiiiiiiiiii i I-4
Z/ nZ

Eigenschaften..................... ... ... 11-14

Invertierbarkeit .............. ..o Ll II-16

Rechengesetze ................... ... ... 11-13
Aij(e)

Multiplikation .............. ... ...l I11-31
M; ()

Multiplikation ... 111-29
Sn

SEIL. e I11-67
r-ZyKlen ..o e II-7
Definition..........covviiiiiiiiiiines I1-2
Inversion............. ...l I11-66
Signum ... I11-67
SEtZe. ..o I11-67
VU e e I11-19
Aquivalenzklasse ...........ovvieennin... II1-19
Vektorraumstruktur. ............... .. ... 111-20
Multiplikation ... I11-30
f-invarianter Unterraum...................... IV-31
Beispiele.........ooiieiiiiiiiic e, Iv-31
A
Abbildungen
Definition.........oooviiiiiiiiiinns II-1
Lineare
Eigenschaften ......................... I11-3
Verkniipfung ..................oool I11-11
abelsch............ooo i II-8
Abhéngigkeit
lneare. .....ooueenin it I-15
nicht lineare ............ .. ...t 1-15
Affine Unterrdume
Aquivalente Beschreibungen............. VI-20
dim(A™) ..o VI-23
Beispiel zu AZ(F2) ......ooovviiinnnn.. VI-19
Definition..........cooeiiiiiiiii VI-19
Dimension ..........ccoieiiiiiiiiie... VI-23
Eindeutigkeit der Geraden .............. VI-18
Gerade
Definition ..ot VI-17
Eindeutigkeit.................. ... . VI-18
Parallelenaxiom ...................... VI-18
Parallelitdt ............... ..ot VI-18
Hyperebene
Definition ...l VI-23
Eindeutigkeit............... ... .. oL VI-23
Parallelenaxiom ..........coovviiiint, VI-18
Parallelitdt von Geraden ................ VI-18
Affiner Punktraum ............... ... ..o VI-1
affiner Unterraum
Definition..........oooviiiiiii i 1-22
Affines Koordinatensystem. ...........ooovvuunn VI-4
Algebra
Fundamentalsatz......................... 11-27
algebraische Strukturen
Halbgruppen...........cooiiiiiieiiainn.. 1I-3
MOonoid et e 11-4
Algorithmus
Erweiterter Euklidscher.................. 11-17
Euklidscher...............oooioiiiiol, 11-16
Polynomdivision...................... Iv-14
Allgemeine Anmerkungen zur
Teilbarkeitslehre . .................. 1v-12
Allgemeines Assoziativgesetz ................... 11-9
Allgemeines Kommutativgesetz................ 11-10
Assoziativgesetz
allgemeines ............... ...l I1-9
Assoziativitét
Definition.............oooooiiiL I1-2
Austauschsatz von Steinitz.................... 11-45

Automorphismus



Definition.......... .o I11-15

B
Basis
Austauschsatz von Steinitz............... 11-45
Basisauswahlsatz......................... 11-43
Basisergédnzungssatz ..................... 11-44
Beispiele......oooviiiiiiiiiiiiiii i 1I-41
Darstellung durch Basen................. 11-46
Definition ... 1-19, I1-41
Dimension .........ccoiiiiiiiii i 11-42
Eindeutigkeit
beziiglich der Basisdarstellung......... 11-47
lienare Unabhdngigkeit ................... 1-17
n-dimensional ...t 1-19
Basisauswahlsatz................. ...l 11-43
Basisergdnzungssatz. ..........coiiiiiiiiiinn 1I-44
Beispiele
g8 II-16
G I1-27
R?’L
Nutzung ... I-3
/B II-13, 1I-14
Mgy (T) e 1V-52
Affine Unterrdume
Geraden........ocviiiiiiiiiiiiii e, VI-17
Affine Unterrdume zu A% (F2)............ VI-19
Algorithmus
Euklidscher ... II-16
Basen.........ooooiiiiiii e I1-41
Berechnung von chrakteristischen
Polynomen ............... ...l V-5
Deteminante (3 X 3) ....ooovvneninn.... 111-62
Eigenwert...............ooooiiia V-1
Eukliedscher Algorithmus................ II-16
Geraden ...........ooiiiiiiiiiiia VI-17
GIUDPDE . .t iii i e 11-6
Halbgruppe .........ccooiiiiiiiiia o, 11-4
Inverses Element .................ocoouuae. 11-6
Invertierbarkeit ................. ..ol 11-4
Korper. ... II-21
Kommutative Verkniipfung................ 11-8
Komplexe Zahlen ........................ II-27
Kongruenzklasse ...........ooovviiiinnnnn II-12
Koordinatensysteme...................... VI-5
Koordinatenwechsel . ..................... VI-8
Lineare Unabhédngigkeit................... 1-19
Lineare Unabhéngigkeit und Abhéngigkeit
von Vektoren........................ 1-16
Multiplikation in der
Potenzgruppe ... II-10
Norm
praktische Bedeutung .................. 1-25
Nutzung des R™ ........... ...t 1-3
Potenzgesetze
Multiplikation................ooooetn 11-10
Quadrik. ... VI-9
Drei Wichtige ........................ VI-12
Ringe........oooiiiiiiii II-19
Spann ..o I1-39
Untervektorraum .................. 11-33, II-35
Konstruktion..................... ... II-35
Vektor
Lineare Unabhidngigkeit und
Abhéngigkeit................. . ... 1-16
Winkel........oooiiii i 1-26
Vektoren
RZ 1-6

Vektorraum. ........oooviiiiiiniiieann, 11-31
Konstruktion.....................o.oe I1-35
Standardvektorraum .................. II-31
Untervektorraum................ 11-33, 1I-35
Verkniipfung.................. ...l I1-3
Kommutative .....................oo.. I1-8
Winkel zwischen zwei Vektoren ........... 1-26
70 Satz (IV.AT) e V-48
Bemerkungen

2Ur GL (7,K) oe et II1-71
bijektiv .. oov I1-2
Bilinearform

alternierende.................. ..o il V-3
Beispiele ...t V-4

Basiswechsel.............ooooiiiiiiinn V-10

Beispiel ... V-3
C([a,b],R) ceiiiiiiii i V-2
Der Dualraum.................ooouoee, V-2

Beschreibung durch Matrizen ............. V-6
Definition . ...l V-6

Definition........coooviiiiiiiiiiines V-1

Skalarprodukt..............oooiiiiiia, V-4

symmetrische ................ ...l V-3
Beispiele ... V-4

C

Cantor

Mengenbegriff............coiiiiiiiienn I-1
Cauchy-Schwartz-Ungleichung. ................. 1-23
Cauchy-Schwarz-Ungleichung

Herleitung und Beweis................... V-38
Cayley-Hamiltin

Satz von......ooiiiiii IV-40
Charakteristisches Polynom.................... V-5

Beispiele..........ooooiiiiiin e, v-41

von Endomorphismen................... IV-25
CosinuSSatz . ..o 1-26
COU it e e 1-23

D

Darstellung

durch Basen ..............oociiiiiia, 11-46
Darstellungsmatrizen......................... 111-41
Definition

Ahnlichkeit von Matrizen (IV.3.2)....... 1V-24

Aquivalenzklasse in

Faktorrdumen (II1.2.b)............. I11-19

Aquivalenzrelation (IL1.j)................ II-11

Bild(f) (ITL1.C) cveveneineieanianenns. 111-10

GL(n,K) (IT1.3.2) . . ov i I11-25

Homyg (V,K) (TTL1.b). . eeeienenn.n. 111-5

Kern(f) (IIL1.¢) vvvvvvivnininiiinunnns I1I-10

sign(A) (V.2.e) oo, V-24

Aim(V) (TTA.C) e evtineieiiniaeaiianins 11-45

dim(A™) (VI.3.d) ..ooovviiiiiiiat. VI-23

(Z/pz) ALLM) oot 111

R™ (L1B) e et eitet et -3

Mgy (T) (TV.5.D) o, 1V-52

o-zyklischer Unterraum (IV.5.a)......... Iv-51

Hn(C) (V.3:C) cvveiiiiiiiiiae V-28

Abbildungen (IL1.b) ...ovvvvviiiieninenens II-1

Addition von Polynomen (IV.2.b) ........ Iv-7

Adjungierte Matrix ..................... 111-69

Affiner Punktraum (VI.1.a) .............. VI-1

affiner Unterraum (I.2.e).................. 1-22

Affiner Unterraum (VI.3.¢).............. VI-19

Affines Koordinatensystm (VI.1.b) ....... VI-4

Algebraische Vielfachheit................ 1V-32



alternierende Bilinearform (V.1.b)......... V-3

Assoziativitdt (IT.1.c) ....ovvueinieniin.... 11-2
Automorphismus (TT1.2.a) ............... 11I-15
Basen (I.2.d) ....vovniiniiiii i I-19
Basis (ILAD) ..ovovrriiieaneiennn., I1-41
Bilinearform (V.5.a) ...................... V-1
Charakterisitsches Polynom (IV.1.c)...... Iv-5
Charakteristik eines Korpers (II.2.d) ..... 11-30
Charakteristisches Polynom
von f (IV.3.¢) vvvvniineininnnnn.. 1V-26
Diagonalisierbarkeit von f (IV.3.b)...... V-24
Dimension affiner
Unterrdume (VI.3.d)............... VI-23
Direkte Summe von
Unterrdmen (IV.3.d)........ovvne. IV-28
Ebene (1.2.2) covvvvriiiniiiiiiinininennns I-15
Eigenraum (IV.1.a) c..vvvviniieiiinenne, Iv-1
Eigenraume, verallgemeinerte (IV.5.c)...IV-61
Eigenvektor (IV.l.a) ..................es. Iv-1
Eigenwert (IV.1.a) .....oovvieniiiiinn. Iv-1
Endomorphismus (II1.2.a)............... I1I-15
Epimorphismus (IT1.2.a)................. III-15
Euklidscher Vektorraum (V.4.b).......... V-36
Euklidsches Koordinatensystem (VI.1.d)..VI-5
Geometrische Vielfachheit............... IV-32
Gerade (VI.3.a) ...oovvveniiniiiina... VI-17
Gerade (VI.3.b)
Parallelitdt........................oL. VI-18
Gleichheit von Polynomen (IV.2.a)....... -7
Grad eines Polynoms (IV.2.d)........... IV-10
Gruppe (IL1.f)...ooooiiiii 1I-6
Gruppe Sy, (IL1.d)..oooveiiini ... 11-2
Halbgruppe (IT.1.€) coovvvvninieinenen.... 11-3
Hauptraume (IV.5.¢)....covvivniinn... IV-61
Hermitesche Form (V.3.a)................ V-27
Hermitesche Matrix (V.3.b).............. V-27
Hyperebene (VI.3.€) ......oooieiiinnt. VI-23
Inverses Element (IL.1.g) .................. 11-6
Inversion (IIL5.b).........c.covviiin.... 111-66
Invertierbarkeit (IL1.f).................... 11-4
irreduziebel (IV.2.f) ..................... IvV-14
Isomorphismus (II1.2.a) ................. I1I-15
Jordanblock (IV.5.f) .................... IV-62
Jordanmatrix (IV.5.8)..........coovnnnn. IV-62
Korper (IL2.C) vovviininneiiiieinennnss I1-21
Alternative Definition................. 11-22
Kommutative Verkniipfung (IL.1.i) ........ 11-8
kommutativer Ring mit 1 (IL.2.b) ........ 11-20
Komplement eines
Untervektorraums (IL.4.d) .......... 1I-53
Kongruenz von
Hermiteschen Matrizen (V.3.e) ..... V-29
Kongruenz zweier Matrizen (V.1.h) ...... V-11
Kongruenzklasse (IL.1.1).................. II-11
Kongruenzrelation (IL.1.k) ............... II-11
Koordinatensystem
Affines (VI.1.b)...oooiiiiiiiiiiiiins VI-4
Euklidschen (VL.1.d)................... VI-5
Standardkoordinatensystem (VI.1.c)...VI-4
Kreuzprodukt im R? (1.3.¢) c..vvevennn.... 1-27
Lineare Abhéangigkeit (I.2.c) .............. I-15
Lineare Unabhéngigkeit (I.2.c)............ I-15
Lineare Unabhidngigkeit von
Vektoren (IT.4.a).........cooounenn... 11-41
Matrix von s beziiglich Basis 2 ........... V-6
Matrix von sbeziiglich Basis 2 ............ V-5

Matrizenprodukt (IIL.1.d)............... I11-12

Menge der Aquivalenzklassen ............ 1I-11
Menge der Kongruenzklassen (II.1.m)....II-11
Metrik (Vodud) . ooereniaraniieanaennnns V-37
Minimalpolynom m4 (T), my, (T)...... Iv-41
Monoid (TL1£) .o .eeiniiinanianaiaenen, I1-4
Monomorphismus (I11.2.a) .............. I11-15
Multiplikation von Polynomen (IV.2.c) ...IV-7
neutrales Element......................... II-3
Norm (V.4d) ...ouoneneiienanaienss. V-37
Norm in R (I.3.b) .....oooviiniiiiiiia.t. 1-23
Normierung (IV.4.€) .................... Iv-11
Orthogonalbasis (V.2.¢).................. V-14

einer hermiteschen Form (V.3.f)....... V-30
Orthogonale Gruppe (V.4.d)............. V-39
Orthogonale Zerlegung (V.2.b)........... V-13
Orthogonalitdt (V.1.a)

(Vi2.8) et et V-13
Orthogonalitédt (V.1.d)

(verallgemeinert) ....................... V-5
Orthogonalraum (V.2.a) ................. V-13
Orthonormalraum (V.4.¢)................ V-36
Parallelitdt von Geraden (VI.3.b)........ VI-18
positiv-definit (V.1.c)..................... V-3
positiv-semidefinit (V.1.c)................. V-3
Punktraum (affiner) (VI.1.a)............. VI-1
quadratische Form (V.2.d) ............... V-18
Quadrik (VI.2.a) . ....ooooiiiniiniann.. VI-9
Radikal

(V.1l.e) linkes und rechtes............... V-5

einer hermiteschen Form (V.3.d) ...... V-28
Restklassenringe . ........................ II-11
Ring (T1.2.2) « v oveveneeiaeenineeanansns 11-19
Selbstadjungierter

Endomorphismus (V.4.f)............ V-40
Signatur (V.2.€) ......cooviiiiiiiiann.. V-24
Signum (IT1.5.C) . .vvnivnenniiinnen... I11-67
Skalarprodukt

N A V-35

fiir Funktionen ......................... V-2

zweier Vektoren in R (I.3.a) ............ 1-23
Spaltenrang (IIL3.b) .................... 111-37
Spann und Erzeugendensystem (II.3.c)...II-39
Spur einer Matrix (IV.1.b) ............... 1v-5
Standardkoordinatensystem (VI.1.c)...... VI-4
symmetrische Bilinearform (V.1.b) ........ V-3
Teilmenge (I.1.a)......ovvniiniiniiiioan.. I-1
Transponierte Matrix (IIL.5.a)........... 111-63
Trigonalisierbarkeit ..................... 1V-35
Unitdre Gruppe (V.d.€) .....oooiivinnt. V-39
Unitérer Vektorraum (V.4.b)............. V-36
Untervektorraum (I1.3.b)................. 11-33
Vektorraum

(TL312) e e e e eeeeea 11-31

R™ (T1.C) +eeveneeeeieeeee e -7
Vektorraumhomomorphismus (III.1.a) ....III-1
Verallgemeinerte Eigenraume (IV.5.c) ... IV-61
Verkniipfungen (IL.1.a).................... II-1
Vielfachheit einer Nullstelle (IV.3.c)..... IV-31
Zeilenrang (IT1.3.b)...................... 111-37

Determinante
Eigenschaften gegeniiber

Zeilenumformungen................ I11-60
Eindeutigkeit ................... ... .. II1-58
Multiplikationssatz...................... I11-59
Multiplikationssatz fiir

Blockdeterminanten ............... 111-62
Praktische Berechnung.................. 111-62



Rechenbeispiel .....................oo. 111-62
Regel von Sarrus.................... ... Iv-4
Wiederholung..........ooovviiiinnn, III-55
Diagonalisierbarkeit
Weitere Charakterisierung............... 1v-27
Dimension
Affiner Unterrdume ..................... VI-23
Basis ...ooooiiiiiiii 11-42
der Eigenrdume.................cooonut. IV-31
Dimensionsformel
Aquivalente Aussagen.................... 11-52
Anwendung auf lineare
Gleichungssysteme.................. 11-51
Lineare Abbildungen.................... I11-16
Untervektorrdume ...............covuuee II-49
Direkte Summe ........... ..o 1I-53
Beispiel fiir Unterrdume................. IV-29
von Unterrdumen (Mehr als zwei) ....... Iv-28
Diskriminantenbedingung...................... V-5
Distributivgesetz
Allgemeines. ... vvriviiniiniinineennnnns 11-33
Division mit Rest
In K[ X] o Iv-12
Dreiecksungleichung................. ...l 1-23
Dualraum ..o I11-7
E
Ebene. ... 1-14
Definition. ..., I-15
Eigenraum
Definition...........ooooiiiiiiit Iv-1
Dimension ...............ooooiiiii IV-31
Endomorphismus..................... ... IvV-27
Finale Anmerkungen..................... V-6
Eigenschaften
VO Z [ v veeeeeeeeee et 1I-14
Eigenvektor
Definition.........coooiiiiiiiiai V-1
Eigenwert
Beipiele ... V-1
Definition............oooiiiiit Iv-1
Endomorphismus................. ... ... IV-26
Beispiel ... IvV-27
Eindeutigkeit
beziiglich der Basisdarstellung ........... 11-47
der Determinante ....................... I11-58
der Faktorzerlegung..................... IV-15
Gerade........oooiiiiiiiiiiii VI-18
Geraden...........ooiiiiiiiiiiiiiia. 1-10
Hyperebene................. ...l VI-23
Minimalpolynom..............oooouun. .. IvV-41
Element
neutrales..............ooiiiiiiiiiiiiiea II-3
Elementare Matrizenumformungen............ 111-32
Elementare Umformungen
Gleichungssysteme ...................... 1I1-53
Elementarteilersatz....................... ... IV-56
Eliminationsverfahren
Gaufi-Jordan.............. ...l I11-51
Beispiel ..., II1-52
Ellipse. ..ot VI-1
Graphik...........oo oo VI-1
Endomorphismen
Polynome.................ooooa V-39
Beispiele ...l V-39
Endomorphismus................ooooiaa IV-23
Charakteristische Polynom .............. IV-25
Definition. ... III-15

Eigenraum....................o 1v-27

Eigenwert................ooooiiont IV-26
Beispiel ...ooviiiiiiiiiii i Iv-27
Selbstadjungierter........................ V-40
Epimorphismus
Definition............ooooiiiioiiia II11-15
Erweiterter Euklidscher Algorithmus.......... 11-17
Erzeugendensystem
Definition. ... I1-39
Erzeugung von Untervektorrdumen............ 1I-37
Euklidscher Algorithmus ...................... 11-16
Beispiele
Polynomdivision...................... IV-16
Erweiterter ..........oooiiiiiii i 1I-17
Polynomdivision................. ...l IvV-14
Euklidsches Koordinatensystem................ VI-5
Existenz
g . IV-13
Zerlegung fiir irreduzieble Polynome..... IvV-13
F
Faktorraum .................o oot I11-19
AquivalenzKlasse ........oovevrieennnn... I11-19
Aquivalenzrelation ...................... I11-19
Vektorraumstruktur. ............... .. ... 111-20
Faktorzerlegung
Eindeutigkeit .............. ..ol IV-15
Formel von De Moivre..........ooooviiiiinnen, II-30
Frobenius-Begleitmatrix...................... IV-36
Fundamentalsatz der Algebra.................. 11-27
G
Gauf-Jordan Eliminationsverfahren .......... II1-51
Beispiel ..o 111-52
Gerade. ... I-14
Beispiele .....oooviiiiiiiiii i VI-17
Definition.............oooooiiin L VI-17
Eindeutigkeit ............... .. ...l VI-18
Eindeutigkeit der Darstellung............. I-11
geometrische Konstruktion................. 1-9
Gleichungsform ...................... ... I-14
Parameterdarstellung .................. 1-22
Parallelenaxiom............ocooviiiunn. VI-18
Parallelitdt.............ooooiiii s, VI-18
Parameterdarstellung
Gleichungsform ........................ 1-22
Gleichungsform
Parameterdarstellung ..................... 1-22
Gleichungssysteme
Elementare Umformungen............... II1-53
Gram-Schmidt ............ ..o V-19
Beispiele...........ooooiiiiiiin e V-20
Orthogonalisierungsverfahren ............ V-33
Gruppe
S e e 11-2
Definition.............ooooiiiiiL I1-6
Mehrfache Produkte ...................... I1-9
Orthogonale ......................... ... V-39
Potenzgesetze................. ...l I1-10
Rechengesetze. ...................... ... 11-8
Unitdre. ..o V-39
H
Halbgruppe ... II-3
Definition.........ocooviiiiiiiiiiiiiiiat, II-3
Eindeutigkeit des netralen Elemends...... 11-4
Hamilton

Satz von Cayley-Hamilton............... IV-40



Hauptachsentransformation

1.Version «..oveveiiiiiiii i V-39
2.Version ...vvvviiiei i V-40
3.Version .. ..o V-41
Herleitung
von C. o e e 11-23
Hermitesche Form
Basiswechsel ... V-29
Beispiele..........ooooiiiiiiiinia e, V-27
Definition. ..., V-27
Orthogonalbasis ......................... V-30
Radikal....oovvviiiiiiiiiiiiieiiiiens V-28
Sylveserscher Tréagheitssatz............... V-30
Hermitesche Matrix
Definition.....ooovvveiiiiiiiiii i V-27
Kongruenz............. ...l V-29
Hessesche Normalform ......................... 1-28
Homomorphiesatz.................... ... I11-23
Homomorphismus
Vektorraumhomomorphismus............. I11-1
Hyperbel ..o VI-1
Garphik. ..o VI-2
Hyperebene
Definition.....coovvviiiiiiiiiiiiiinnn, VI-23
Eindeutigkeit ............... ... ...l VI-23
I
Tdentitdt «ovvveeiie e e e 11-3
Identitédtsrelation............ ... il II-11
injektiv ... 11-2
Inversenbildung
Eindeutigkeit .........coooviiiiiiiiiiin, 11-5
Inversenbildung von Matrizen ................ I11-45
Inverses Element
Definition....... ...t 11-6
Produkt ... 1I-10
Invertierbarkeit
Definition.......ccoviiiiii i 11-4
INZ /e 11-16
Isomorphismus
Definition......coovviiiiiii i, III-15
Umkehrabbildung....................... I11-15
zwischen Matrizen und K-linearen
Abbildungen................. ... .. I11-4
J
Jordanblock
Definition.........cooiiiiiiiiiiiii 1V-62
Jordanmatrix
Definition..........cooviiiiiiiai i, IV-62
Jordansche Normalenform .................... IV-63
K
Korper
C
Herleitung ......... ... .ol 11-23
Konstruktion............cooiiiia... 11-24
Beispiele.........ooooiiiiiiiiiiioin e, 1I-21
Charakteristik ................... ool 11-30
Definition............ooiiiiiiii i, 1I-21
Kegelschnitte..........ocooviiiiiiieni i, VI-1
Ebene
Ellipse.....coooviiiiiiiiiiiiiii VI-1
Hyperbel ...t VI-1
Parabel......... ... ... i VI-1
Ellipse .....cooviiiiiiiiiii i VI-1
Graphik........... ..o oo VI-1

Hyperbel..........oooiiiiiiiiii

Garphik ... VI-2
Parabel ....... ... i VI-1
Garphik.....oooviiin VI-2
Quadrik.......oooiii VI-9
Kommutativgesetz
allgemeines.................ooiiila II-10
Komplement
eines Untervektorraums.................. 11-53
Komplexe Zahlen
Formel von De Moivre ................... I1-30
Multiplikation ...l 11-29
Polarkoordinatendarstellung ............. I1-28
Kongruenzklasse ..................ooioi s II-11
Kongruenzrelation............................. II-11
Konstruktion
Vektorraum.............ooiiiiiiia 11-34
von C. oo 11-24
Koordinatensystem
Affines . ... e VI-4
Euklidsches ... VI-5
Standardkoordinatensystem .............. VI-4
Koordinatentransformation . ................... VI-3
Koordinatenwechsel................ ... VI-6
Beispiel ...t VI-8
Satz (VLL.2) . oooiiiiiiiiiiiiiiiae VI-7
Spezialfall ..., VI-7
Kreuzprodukt im R?
Definition. ...t 1-27
L
Laplacescher Entwicklungssatz................ 111-64
Lineare Abbildungen
Dimensionsformeln...................... 111-16
Eigenschaften.................... ... I11-3
Matrizen .. ...ccooiiieen i I11-39
Verkniipfung .............ooooiiiiil I11-11
Eigenschaft.................... ... ... I11-11
Lineare Abhédngigkeit .................. ... ..., I-15
Lineare Unabhédngigkeit........................ I-15
Basen ... I-17
Definition. ......cooeiiiiiiiiiiiiina... 11-41
Linearitdt
der Summe...............o e II1-3
M
Matrizen
Ahnlichkeit .........covieeeenan.. 1V-24, IV-26
ad.....o 111-69
Adjungierte..............oiiiie, I11-69
Zur Inversenbildung .................. I11-69
beschreibende Matrix ................... 111-40
Charakteristisches Polynom ............. IV-26
Darstellungsmatrizen.................... 111-41
Multiplikationssatz ................... I11-43
Elementare Umformungen............... I11-32
Frobenius-Begleitmatrix................. 1V-36
Inversenbildung . ................. ... ... 111-45
mittels der adjungierten.............. 111-69
Isomorphismen................. ... ... I11-4
Jede Matrix 148t sich in Zeilenstufenform
bringen.........oooiiiiii i I11-35
Kongruenz..................oooooiiia V-11
Laplacescher Entwicklungssatz .......... 111-64
Lineare Abbildungen.................... I11-39
Multiplikation .................cooooiat. I11-12
Multiplikationssatz der
Darstellungsmatrizen .............. 111-43
Polynome...........coooiiiiii i V-39



Beispliele................oooiil V-39
Produkt ... II1-12
Rechenregeln.............oooiiiiinnnet III-13
Spaltenrang..............cooiiiiiian, I11-37
SPUT s V-5
Transformationsformel .................. 111-45
Transponierte
Definition ...l I11-63
Zeilenrang ...........oooiiiiiiiiaiia. I11-37
Matrizenmultiplikation ....................... I11-12
Matrizenprodukt . ......... ..o I11-12
Mehrfache Produkte

(€5 T 03 05 o I1-9
Mengenbegriff

Cantor. ..ovviii i e e I-1
Metrik

Definition..........cooiiiiiii i V-37
Minimalpolynom

Beispiele............. ...l IvV-41

Definition........cooiiiiiiiiiii ... 1v-41

Eindeutigkeit ...l IV-41
modulom ...t II-11
Monoid ... s 11-4
Monomorphismus

Definition.......coovieeiiiiiiia.. III-15
Moore-Penrose-Inverse ........................ V-47

Allgemeiner Rahmen..................... V-47

Praktische Anwendung................... V-48

Problemstellung ......................... V-47
Motivation

R 1-3
Multiplikation

Ai J (a) .................................. I11-31

1LY Y () 111-29

Ve 111-30

InC o e 11-29

in den komplexen Zahlen................. 1I-29

Matrizen.......oooiiiiiiiiiiiiii i II1-12
Multiplikationssatz

fiir Determinanten ...................... I11-59

N

neutrales Elements

Eindeutigkeit ............... .. ...l 11-4
Norm

Definition..............ooooiiiL V-37

Eigenschaften............................ V-38

geometrische Bedeutung .................. 1-25

in R

Definition........c.ooooiiiiiiiii., 1-23

Null

triviale Darstellung .................... ... I-15

(0]

Orthogonalbasis

Konstruktion

Beispiel ...t V-16

Orthogonale Gruppe ........c.coveiiiiieiunann. V-39
Orthogonale Zerlegung ........................ V-13

Beispiel ......ooiiiiiiiii V-14
Orthogonalisierungsverfahren

Gram-Schmidt................ ..o V-33
Orthogonalitdt.................. ...t 1-27

und Skalarprodukt................. ... ... V-5
Orthonormalbasis

Beispiel fiir die Berechnung .............. V-37
Orthonormalraum

Definition........oooiiiii i, V-36

Parabel.... .. ... VI-1
Garphik........ooiiiinnn VI-2
Parallelenaxiom ..............ooooiiii VI-18
Parameterdarstellung
Gleichungsform........................... 1-22
Permutation.............cooiiiiiii i 11-4
Polarkoordinatendarstellung
G 11-28
der komplexen Zahlen.................... 11-28
Polynom
Charakteristisches...............o00euee IV-5
Charakteristisches Polynom
Beispiele ... v-41
von Endomorphismen ................ IV-25
Definition
Addition ..o Iv-7
Multiplikation ............. ... Iv-7
Division
Euklidscher Algorithmus ............. IV-14
Division mit Rest ................oo00i Iv-11
Division mit Rest in K [X].............. IV-12
Einsetzen ............... ... ool IV-16
Einsetzen von Matrizen und
Endomorphismen .................. IV-39
Beispiele .............ooo i IV-39
Euklidscher Algorithmus................ IV-16
Gleichheit
Definition ..o, V-7
Grad.....cooiiiiiiii IV-10
Gradformel .......... ...t IV-10
irreduzibel
Definition ...l 1V-14
Minimalpolynom
Beispiele .............oooooiiii v-41
Normierung.........c.ooovviiiiiin.n, Iv-11
Polynomdivision
Euklidscher Algorithmus................ IV-16
Polynomring...............oooooi Iv-7
Einbettung von R....................... IV-10
Potenzgesetze
GIUPPEN . .ttt II-10
Produkt
Inverses Element......................... 11-10
mehrfache
GIuUppen .. .oviiiiiii i 11-9
von Matrizen .........oooiiiiiiiiein, I11-12
Projektion
Beispiel ......coooiiiioi i IV-60
Punktmenge
R e e 1-2
Punktraum
Affiner...........ooiiii VI-1
Q
Quadrik
Beispiel ... VI-9
Drei Wichtige .................... ... VI-12
Ellipse.....ccoooveiiiiiiiian. VI-9, VI-11
Definition ........cooviiiiiiiiiiiiinne... VI-9
Drei Wichtige........................... VI-12
Ellipse ....ccoviiiiiiiiiiii i VI-9
Kegelschnitte............cooovviiiiiinnn, VI-9
R
Radikal
Abspaltung ... V-14
linkes und rechtes......................... V-5



Beispiel ... V-5

Rechengesetze

AQUE Z [z e e II-13
Rechenregeln

G 1I-26, II-27

R I1-8

auf Ringen...............oooociiiil 11-20

fiir komplexe Zahlen ..................... 1I-27

fiir Matrizen.................. ...l I11-13

komplexe Zahlen......................... 11-26

Matrizen............oooiiiiiiiin i I11-13
Reflexivitdt ....oovvvviiiiiiiiiiiiiiie, II-11
Ring

Definition............ooooiiiii it II-19

kommutativ.........ooooiiiiiien, II-20
kommutativer.............. ...l 11-20
Rechenregeln ............................ 11-20

S
Sarrus
Regel von................ooiil, 1v-4
Satz
[ I-10
(1.2.2) Eindeutigkeit der Gerade .......... I-11
(123) ce e I-14
(To2:4) et e e I-14
(T2.5) oo I-17

Beweis.......ooooiiiiiiiiiii i 1-21
52 I-17

Beweis..........oooooiiiinin i 1-21
(L2.6) et 17
(I.3.1) Cosinussatz............cvvvneennnn. 1-26
) P 1-28
(II.1.1) Eindeutigkeit des neutalen

Elements.................ooiiaii 1I-4
18 1I-14
(I1.1.11) Invertierbarkeit in Z /pz......... 1I-16
(I1.1.2) Eindeutigkeit der Inversenbildng...II-5
(I1.1.3) Kardinalitdt von Sy ............... 11-7
(II.1.4) Rechengesetze in Gruppen......... 11-8
(II.1.5) Allgemeines Assoziativgesetz ...... 11-9
(I1.1.6) Allgemeines Kommutativgesetz. ..II-10
(I1.1.7) Potenzgesetze . ................... 1I-10
(TL1.8) ettt II-11
L) 1112
(I1.2.1) Rechenregeln auf Ringen......... 11-20
(11.2.2) (Z/pz, +,-) ist Korper

< n Primzahl ... 11-22
(I1.2.3) Cist KOrper ........c.ooovveunnn.. 11-24
(I1.2.4) Fundamentalsatz der Algebra ....II-27
(11.2.5)

Rechenregeln fiir komplexe Zahlen..... II-27
8 3 11-28
(11.2.8)

Multiplikation in C. ................... 11-29

Multiplikation in den komplexen

Zahlen .............ooooiiii, 1I-29
[ TR 11-32
(I1.3.2) Allgemeines Distributivgesetz . ... II-33
(I1.3.3) Untervektorraum. ................ 1I-35
(1I1.3.4) Kleinster Untervektorraum....... 1I-38
(I1.4.1) Hauptsatz

Vektorraum . ... 11-43
(II.4.1.a) Basisauswahlsatz............... 11-43
(11.4.1.b) Basisergdnzungssatz............ 1I-44
(I1.4.1.c) Austauschsatz von Steinitz ..... 11-45
(I1.4.2) Eindeutigkeit beziiglich der Basendar-

stellung ......... .ol

1I-47

(TLAB) e e 11-48
(I1.4.4) Dimensionsformel fiir Unter-

vektorrdume. ...l 11-49
(11.4.5) Aquivalente Aussagen zur
Dimensionsformel................... I1-52
(I1.4.6) Komplementssatz beziiglich
Untervektorrdume . ................. II-53
(II1.1.1) Eigenschaften linearer
Abbildungen........c.ooiiiiiiiiiin I11-3
(II1.1.2) Linearitdt der Summe ........... I11-3
(I11.1.3) Isomorphismen zwischen Matrizen
und K-linearen Abbildungen ........ I11-4

(I11.1.4) Homg (V,K) ist K-Vektorraum. .III-5
(II1.1.5) Bild(f) ist Untervektorraum . ..III-10
(I11.1.5) Kern(f) ist Untervektorraum . . III-10
(II1.1.6) Linearitit der Verkniipfung..... II1-11
(II1.1.7) Rechenregeln fiir Matrizen. ... .. 111-13
(II1.2.1) Umkehrabbildung ist wieder ein

Isomorphismus .................... II1-15
(II1.2.2) Es gibt geneau eine lineare

Abbildung zwischen zwei

Vektorrdumen .........oovvuninnnnn II1-15
(111.2.3) Dimensionsformel .............. I11-16
(ITL2.4) . ettt e I11-17
(TTL.2.5) . . eveeee et 111-18
(111.2.6) Aquivalenzrelation auf

Faktorrdumen ..................... I11-19
(ITL2.7) et 111-20
(I11.3.10) Multiplikationssatz der

Darstellungsmatrizen .............. I11-43
(II1.3.11) Transformationsformel ........ 111-45

(I11.3.12) Jede Matrize in GL(n,K)
wird durch Elementarmatrizen

erzeugt ......... ... i, I11-48
(I11.3.3) GL (n,K)ist Gruppe beziiglich

der Matrizenmultiplikation......... 111-27
(II1.3.4) Jede Matrix 148t sich in

Zeilenstufenform bringen........... II1-35
(II1.3.5) Matrizenumformungen.......... I11-37
(II1.3.6) Zeilenrang gleich Spaltenrang. ..III-38
(TIL3.7) e e I11-39
(111.3.8) Homomorphiesatz .............. I11-23
(TIL3.9) s ettt I11-42
(IILAL) o oo e 111-49
(ITLA2) . oo e 111-50
(IT1.5.1) Zusammenhang zwischen rg

unddet......................LL 111-56

(II1.5.2) Eindeutigkeit der Determinante III-58
(I11.5.3) Multiplikationssatz fiir

Determinanten .................... III-59
(II1.5.4) Multiplikationssatz fiir

Blockdeterminanten ............... II1-62
(I11.5.5) Laplacescher Entwicklungssatz. .I1I-64
(II1.5.6) Lemma fiirs Signum ............ 111-67
(IIL.5.7) Sétze iiber das Signum ......... 11I-67
(I11.5.8) zur Inversenbildung von Matrizen

mittels der adjungierten Matrix....III-69
(IV.1.1) Eigenwert - Determinante. ....... Iv-3
(TV.12) oot e V-5
(IV.2.1) R[X] ist ein kommutativer

Ring mit Eins....................... V-8
(IvV.2.2) Gradformel..................... IV-10
(Iv.2.3) Division mit Rest............... Iv-11
(IV.2.4) Einsetzen ist

Ringhomomorphismus............. IV-16
(IV.2.5)

Abspalten der Nullstellen............. v-17



Partialbruchzerlegung ................ Iv-17
(IV.31) e 1V-24
(IV.3.2) X 4 (X) ist eine Invariante

gegeniiber Ahnlichkeit ............. 1V-26
(IV.3.3) Eigenwerte von
Endomorphismen.................. IV-26

(IV.3.4) Die Summe von Eigenrdumen zu
verschiedenen Eigenwerten ist

direkt ... IV-29
(IV.3.5) oo IV-31
(IV.3.6) geometrische Vielfachheit

< algebraische Vielfachheit ........ 1V-32
(IV.3.7) Hauptsatz der Eigenwerttheorie.IV-33
(IV.3.8) oot V-34
(IV.3.9) oo V-35
(IV.4.1) Satz von Cayley-Hamilton...... IV-40
(IV.4.2) Eindeutigkeit des

Minimalpolynoms.................. IV-41
(TVAB) it V-41

Beweis ... Iv-47
(IVA4.4) Lemma.......oovvnvineinnnn.... 1V-43
(IV.4.5) Lemma.....oooovinvineinnnn.... 1V-46
(IV.4.6) Zerlegungslemma............... IV-46
(IV.4.7)

Beispiel ...l IV-48
(TV.5.1) et V-53
(TV.5.2) et et V-53
(IV.5.3) oo V-54
(IV.5.4) Elementarteilersatz............. IV-56
(IV.5.5) Korollar. ................cooeene IV-58
(IV.5.6) Korollar........................ IV-59
(IV.5.7) Jordansche Normalenform ...... IV-63
(V.1.1) Symmetriesdtze ................... V-7

Bemerkung.............. ..o V-10
(V.1.2) Basiswechsel fiir Bilinearformen ..V-10
(V.2.1) Abspaltung des Radikals ......... V-14
(V.2.2) Existenz von

Orthogonalbasen ................... V-14

Beweis ............oooo il V-15
(V.2.2)’ Satz (V.2.2) fiir char (K) = 2....V-17
(V.2.3) Abspaltungslemma............... V—14
(Va2uA) it V-16
(V.2.4)’ Satz (V.2.4) fiir char (K) =2....V-17
(V.2.5) Gram-Schmidt ................... V-19

Beispiele ..........ooooiiiiiio V-20

Konsequenz ..................... ... V-22
(V.2.6) Spezielle Raume

iber Rund C..........ooooviiini V-23
(V.2.7) Sylvesterscher Trégheitssatz...... V-24
(V.2.8) Zghler, reelle Nullstelle

Beispiele .........cooiiiiiiiiiii V-26
(V.2.8) Zihler, reelle Nullstellen.......... V-26
(V.3.1) Beschreibung von hermiteschen

Formen durch Matrizen............. V-28
(VB.2) it et V-29
(V.3.3) Korollar. ........ooovinieniin.... V-29
(V.3.4) Basiswechsel fiir

hermitesche Formen ................ V-29
(V.3.5) Sylvesterscher Trigheitssatz

fiir hermitesche Formen............. V-30
(VALL) e V-36

Beweis..............l V-36
(V.4.2) Eigenschaften der Norm.......... V-38

Beweis..............l V-39

Folgerungen....................... ... V-39
(V.4.3) Ungleichung von

Cauchy-Schwarz.................... V-38

(V)i e V-40

Beweis......ooooviiiiiiiiiin V-43
(V.4.4.a) Hauptachsentransformation
1.Version...........oooviiiiio i, V-39
(V.4.4.b) Hauptachsentransformation
2.Version.......oooiiiiiiiiiiii i V-40
(V.4.4.c) Hauptachsentransformation
3.Version........ooiiiiiiiiiiiion s V-41
(V.4.5)
Beweis..........ooooiiiiiian V-42
(V.4.6) Lemma ...oovvvniinnieinninnnn. V-43
(V.5.1) Moore-Penrose-Inverse ........... V-47
(VI.1.1) Absténde zweier Punkte im euklidschen
Koordinatensystem ................. VI-5
(VI.1.2) Koordinatenwechsel.............. VI-7
(VI.1.3) Korollar . .......oovvniiniininn, VI-7
(VIL.3.1) Eindeutigkeit der Gerade. ...... VI-18
(VI.3.1) Parallelenaxiom ................ VI-18
(V1.3.2) Aquivalente Beschreibungen affiner Un-
terrdume ..., VI-20
(VI1.3.3) Eindeutigkeit der
Hyperebene........................ VI-23
Signum
SEEZE .t II1-67
Skalarprodukt
Beispiele............oooiiiiion V-35
Definition ...............coo il 1-23, V-35
fiir Funktionen......................ole. V-2
und Orthogonalitdt ....................... V-5
zweier Vektoren................... ... ... 1-23
Spann
Beispiele.............ooooiiion I1-39
Definition..........oooviiiiii i 11-39
Spur
Matrix ..o V-5
Standardkoordinatensystem. ................... VI-4
Steinitz
Austauschsatz ...........oviiiiiin, 11-45
Summe
Direkte .....oovvviiiiiiii II-53
von Unterrdumen (Mehr als zwei) ....IV-28
Linearitdt..........cooviiiiiiiiiiine, III-3
surjektiv ... 11-2
Sylvesterscher Trégheitssatz................... V-24
Symmetridcher Gauf-Jordan Algorithmus (symme-
trische Umformungen) .............. V-18
Symmetrie ..o i e II-11
Symmetrische Gruppe ...........cccoiiiiaiit. 1I-3
r-Zyklen ... II-7
Wiederholung im Zusammenhang mit
Determinnaten .................... I11-66
T
Teilbarkeit
I K [ X] e IV-13
Teilbarkeitslehre
Allgemeine Anmerkungen ............... IvV-12
M K [ Xttt v-13
Teilmenge
Definition..........ooooiiiii i I-1
Transformationsformel........................ 111-45
Transitivitdt ... II-11
Tripel oo I-2
U
Umformungsmatrizen......................... I11-28
(@) e I11-28



Ve 111-28
Unabhéngigkeit
Lineare ......coovvviiiiiiiiiii i II-41
Ungleichung von Cauchy-Schwarz ............. V-38
Unitdre Gruppe
Definition........c.coovviiii i iiaiiia... V-39
Untervektorraum
Bild(f)...cooviii 111-10
Kern(f)..coovviiiiiiiiiiiiiai i II1-10
p-zyklisch............. ...l IV-51
Beispiel ... IV-51
f-invariant..........c i e, IvV-31
Beispiele. ... 11-33
Beispiele und Konstruktion .............. I1-35
Beispiele: f-invariant.................... 1V-31
Definition.........coooviiiiiiiiiaiiia... 11-33
Dimensionsformel ........................ 11-49
Aquivalente Aussagen ................. 11-52
Anwendung auf lineare
Gleichungssysteme.................. 11-51
Direkte Summe zweier ................... II-53
Erzeugung..................ooooolll 1I-37
Kleinster...........oooii i 11-38
Komplement.........coovviiiiiiiniinnnns II-53
Konstruktion und Beispiele .............. 1I-35
Studium ... 11-52
A%
Vektoraum
Konstruktion ........... ...l 11-34
Vektoren
An- bzw. Abtragen................. ... 1-13
Vektorraum
Homg (V,K) ..ot 111-5
R e e e e e e 14
Definition . ........ccoiiiiiiiiiiiiae. . I-7
Austauschsatz von Steinitz............... 11-45
Basisauswahlsatz...................o0 .. 11-43
Basisergédnzungssatz ..................... 11-44
Bemerkung
zu nicht endlichen..................... II-47
Definition.........coooiiiiiiiiiiiiae., II-31
Dimensionsformel fiir Untervektorrdume . I1-49
euklidscher...........coooiiiiiie V-36
Hauptsatz ............... ..o, 11-43
Homomorphiesatz....................... I11-23
nicht endlichen................... ... 11-47
Rechenregeln ............................ 11-32
UNIEATEr. .ottt V-36
Untervektorraum ................. ... ... 11-33
Bild(f)...ooovii 111-10
Kern(f) . ooveviniiiiiiniiiiiiiniin II1-10
p-zyklisch ............o ool IV-51
f-invarianter Unterraum.............. IvV-31
Beispiel fiir f-invariante
Unterrdume .................c.vue. IV-31
Beispiele...........ooooiiiiio 1I-33
Dimensionsformel ..................... 11-49
Direkte Summe....................... IV-28
Direkte Summe zweier................. 11-53
Erzeugung .........coviiiiiiiiiiiin II-37
Kleinster...........oooiiiioii i 11-38
Komplement .............oooevvin.t. II-53
Konstruktion und Beispiele............ I1-35
Studium ... I1-52
Vektorraumhomomorphismus............. I11-1
Homg (V,K) ...l 111-5

Beispiele ... I1I-1

Vektorraumhomomorphismus

Homg (V,K) oo II1-5
Beispiele ........ooiiiiii it II1-1
Definition..............oooiii III-1
Verkniipfung
Kommutative.................ooooiiii I1-8
linearer Abbildungen ist linear .......... III-11
von linearen Abbildungen............... II1-11
w
Winkel
Zwischen zwei Vektoren ............. 1-25, 1-26
zZ
Zermelo-Fraenkle.................oooiiiia 11-48



