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n EGF 7IHJ:+KMLN7POQKR4S<P:5TU4SVWH
Rn E :+7�KM:5XY7IKRZ\[M]MC�VMKM^

!�_�! `a� b��
	����
(I.1) ced �1fg���
	��ih������j_a_A_a_A_a_a_A_a_A_a_8_a_a_A_a_A_a_A_a_a_A_a_8_a_A_a_A_ �lk�!

!�_�!�_�! mn�������o_A_a_A_a_A_a_a_8_a_A_a_A_a_A_a_a_A_a_8_a_A_a_a_A_a_A_a_A_a_a_8_a_A_a_A_a_A_ �lk�!
!�_�!�_qp rSh��Isn�������i	It���u cSv ����u����Nsn��u��I�iwx�������xyz� ��	�h��o_a_a_A_a_A_a_A_a_a_8_a_A_a_A_a_A_ �lk�!
!�_�!�_ { d �1f����
	��ih��

(I.1.a) ce| �����i}~����u���_a_a_A_a_A_a_A_a_a_A_a_8_a_A_a_a_A_a_A_a_A_a_8_ �lk�!
Rn �����-�et�����	I}~����u��
!�_�!�_ � �/���

n = 1 c R1 kQ�;���)m�� ��������u��������;��_A_a_8_a_A_a_a_A_a_A_a_A_a_a_8_a_A_a_A_a_A_ �lkPp
!�_�!�_q� �/���

n = 2 c R2 kQ�;���8��sg������_a_A_a_a_A_a_8_a_A_a_a_A_a_A_a_A_a_a_8_a_A_a_A_a_A_ �lkPp
!�_�!�_ � �/���

n = 3 c R3 kQ�;���R�M� t�}�_a_A_a_a_A_a_8_a_A_a_a_A_a_A_a_A_a_a_8_a_A_a_A_a_A_ �lkPp
!�_�!�_�� d �1f����
	��ih��

(I.1.b) c Rn _a_A_a_A_a_a_A_a_8_a_A_a_a_A_a_A_a_A_a_a_8_a_A_a_A_a_A_ �lk�{
!�_�!�_ � v h�	I�����	I��h��������M���i�a�e���;�������It���u��;���

Rn _a_A_a_a_A_a_A_a_A_a_a_8_a_A_a_A_a_A_ �lk�{
!�_�!�_ � �z�����Ib��i���i�8�����W�;�i�)�Mt;	I��t���u��;���

Rn, n ≥ 4
_A_a_a_A_a_8_a_A_a_a_A_a_A_a_A_a_8_ �lkl{

Rn �����-rS����	�h�������t�}
!�_�!�_�!����������
	��ih��'t���� v t��i	I��b��i������	��ih��'��}

R1 _a_8_a_A_a_a_A_a_A_a_A_a_a_8_a_A_a_A_a_A_ �lkl�
!�_�!�_�!�!��������
	��ih��'t���� v t��i	I��b��i������	��ih��'��}

R2 _a_8_a_A_a_a_A_a_A_a_A_a_a_8_a_A_a_A_a_A_ �lkP�
!�_�!�_�!�p�rS����	�h������'�i}

R2 _a_8_a_A_a_A_a_A_a_a_A_a_8_a_A_a_a_A_a_A_a_A_a_a_8_a_A_a_A_a_A_ �lk��
!�_�!�_�!�{ d �1f����
	��ih��

(I.1.c) ced ���
n
k��;�i}~��������h��g� ���8rS����	Ih������ t�}

Rn _a_a_8_a_A_a_A_a_A_ �lk��
!�_�!�_�!����������������I��u������������M�����;�i	I��h�� t���� �I��� ��� ��� v t��
	��ib������G� 	I��h�� ��}

Rn _a_A_a_A_a_A_ �lk��
!�_qp `a� b��
	����

(I.2) c�¡ �������;���'t����'�esn������� �i}
Rn _a_A_a_a_A_a_A_a_A_a_a_8_a_A_a_A_a_A_ �lk��

!�_qp;_�! u���h�}~��	I�����������A`Mh����P	��It���	��ih��¢���i����� ¡ �������;����_a_a_A_a_A_a_A_a_a_8_a_A_a_A_a_A_ �lk��
!�_qp;_qp �;� 	I�

(I.2.1)
_A_a_a_A_a_A_a_A_a_8_a_a_A_a_A_a_A_a_a_A_a_8_a_A_a_a_A_a_A_a_A_a_8_ �lk�!��

!�_qp;_ { �;� 	I�
(I.2.2) c �e�i�g�;��t;	��iu��)�z���������I���is�t���u~��������� ¡ �������;���'��}

R2 c ax+ b = c
�lk�!�!

!�_qp;_ � mntg�I��}£}~���;�¤������t���u c Rn �����-��t�����	I}~����u��at����'rS����	�h�������t�}¥_a_8_a_A_a_A_a_A_ �lk�!�{
!�_qp;_q� �M�;k�sn���������Nt���u��I¦Q�����I�8�Ms;	I��� u����'�h���rS����	�h������ _A_a_A_a_A_a_a_8_a_A_a_A_a_A_ �lk�!�{
!�_qp;_ � ¡ �������;���'�i}

Rn _a_8_a_A_a_A_a_A_a_a_A_a_8_a_A_a_a_A_a_A_a_A_a_a_8_a_A_a_A_a_A_ �lk�!��
!�_qp;_�� �;� 	I�

(I.2.3) ced t������
P,Q, P 6= Q

u�����	Ru������ t�������� ¡ �������;��_§_A_a_A_a_A_a_8_ �lk�!��
!�_qp;_ � �;� 	I�

(I.2.4)
_A_a_a_A_a_A_a_A_a_8_a_a_A_a_A_a_A_a_a_A_a_8_a_A_a_a_A_a_A_a_A_a_8_ �lk�!��

!�_qp;_ � �M��}~������t���u~��t��R�Mh 	�� 	I��h��'�h�� v ����u����¨_a_A_a_a_A_a_A_a_A_a_a_8_a_A_a_A_a_A_ �lk�!��
!�_qp;_�!��J�esn�������Y��}

Rn _a_8_a_A_a_A_a_A_a_a_A_a_8_a_A_a_a_A_a_A_a_A_a_a_8_a_A_a_A_a_A_ �lk�!��
!�_qp;_�!�! d �1f����
	��ih��

(I.2.a) c �esn����� _a_8_a_a_A_a_A_a_A_a_a_A_a_8_a_A_a_a_A_a_A_a_A_a_8_ �lk�!��
!�_qp;_�!�p d �1f����
	��ih��

(I.2.b) ced �i�A	��I��N�����i� d ������	I���i��t���u��;���R�Rt����j_A_a_a_A_a_8_a_A_a_A_ �lk�!��
!�_qp;_�!�{ d �1f����
	�h��

(I.2.c) c �Q��u����
w©���������i����� �����'t����'��������	-�����������I���'�Ms���ª ��u���u������
	«_ �lk�!��
!�_qp;_�!����z�����Ib��i��� c �����������I�A¬R����s���ª���u���u������i	zt��g�'�Ms���ª���u���u������i	-�h��'rS����	Ih��I���§_A_a_A_ �lk�!��
!�_qp;_�!����;� 	I�

(I.2.5)
_A_a_a_A_a_A_a_A_a_8_a_a_A_a_A_a_A_a_a_A_a_8_a_A_a_a_A_a_A_a_A_a_8_ �lk�!G�

!�_qp;_�!����;� 	I�
(I.2.6)

_A_a_a_A_a_A_a_A_a_8_a_a_A_a_A_a_A_a_a_A_a_8_a_A_a_a_A_a_A_a_A_a_8_ �lk�!G�
!�_qp;_�!G�J�;� 	I�

(I.2.6)′
_A_a_a_8_a_A_a_A_a_A_a_a_A_a_8_a_A_a_a_A_a_A_a_A_a_a_8_a_A_a_A_a_A_ �lk�!��

!�_qp;_�!�� | ����h����i�A��t����i������� ����� ¬R����s���ª ��u���u������
	-�h����-���I���U_a_A_a_A_a_a_8_a_A_a_A_a_A_ �lk�!��
!�_qp;_�!����z�����Ib��i���i�8�����M�i���������I�A¬R�g� s���ª���u���u������i	_8_a_A_a_a_A_a_A_a_A_a_a_8_a_A_a_A_a_A_ �lk�!��
!�_qp;_qp � d �1f����
	��ih��

(I.2.d) c �-���I�����i}
Rn _a_A_a_8_a_A_a_a_A_a_A_a_A_a_a_8_a_A_a_A_a_A_ �lk�!��

!�_qp;_qp;!��-���I�������Iu�ª ����t���u®��}
R3 _a_A_a_A_a_a_A_a_8_a_A_a_a_A_a_A_a_A_a_a_8_a_A_a_A_a_A_ �lk�p��

!�_qp;_qp�pJ�z��¦z�����-�h��'�;� 	I�
(I.2.5)

_A_a_8_a_a_A_a_A_a_A_a_a_A_a_8_a_A_a_a_A_a_A_a_A_a_8_ �lkPp;!
!�_qp;_qp {��z��¦z�����-�h��'�;� 	I�

(I.2.6)
_A_a_8_a_a_A_a_A_a_A_a_a_A_a_8_a_A_a_a_A_a_A_a_A_a_8_ �lkPp;!

!�_qp;_qp����¯� �����it���u��;�����S� ��� }~��	I������������	I���i��t���u>�����������esn�����a�i� ������� ¡ ���������Nt���u�_a_A_ �lk�p�p
!�_qp;_qp�� d �1f����
	��ih��

(I.2.e) c k k��;�i}~��������h��g� ��������°������ ¬M��	I������� t�} _a_a_8_a_A_a_A_a_A_ �lk�p�p
!�_ { `a� b��
	����

(I.3) c �;�G�������Ib��Ih;�;t���	-�i} Rn _a_A_a_8_a_A_a_a_A_a_A_a_A_a_a_8_a_A_a_A_a_A_ �lk�p�{
!�_ {�_�! d �1f����
	��ih��

(I.3.a) ced ���R�N��� ��� ��b���h;�;t���	���¦z�������-rS����	Ih��I���±_a_a_A_a_A_a_A_a_8_ �lkPp {
!�_ {�_qp d �1f����
	��ih��

(I.3.b) c �Rh��I}§���������-rS����	�h����²_a_8_a_a_A_a_A_a_A_a_a_A_a_8_a_A_a_A_ �lkPp {
�e��� ��	I���I�����8�z������t;	�t���u��;���R�N��� ��� ��b��Ih;�;t���	����zt���� �;���R�Rh��I}

�N���
	��a� ³D��	I��	I�)´R�g�;����t���u c p��N_;µ�t����¶p ����!



���'���N����! ������� �i	��I����I���������������

!�_ {�_ { �Ms��P	�� ���'�h��
P,Q ∈ Rn _A_a_A_a_a_A_a_8_a_A_a_a_A_a_A_a_A_a_a_8_a_A_a_A_a_A_ �lk�p��

!�_ {�_ � �B���������D��¦������������'��¦z����rS����	�h������'�i}
R2 � R3 c ] (u, v)

_a_A_a_a_8_a_A_a_A_a_A_ �lk�p��
!�_ {�_q� �;� 	I�

(I.3.1) ced ���8yQh��I�i�Nt�������	I�
c2 = a2 + b2 − 2ab · cos γ

_a_a_8_a_A_a_A_a_A_ �lk�p��
!�_ {�_ � �W�I	I��h�u�h���� ���
	�ª�	z�h��'rS����	�h������ _a_a_A_a_8_a_A_a_a_A_a_A_a_A_a_a_8_a_A_a_A_a_A_ �lk�p��
!�_ {�_�� d �1f����
	��ih��

(I.3.c) c `A����t���b���hN��t���	z���
R3 _a_A_a_a_A_a_A_a_A_a_a_8_a_A_a_A_a_A_ �lk�p��

!�_ {�_ � �;� 	I�
(I.3.2) c _A_a_a_A_a_A_a_A_a_8_a_a_A_a_A_a_A_a_a_A_a_8_a_A_a_a_A_a_A_a_A_a_8_ �lkPp �

!�_ {�_ � �M���������I�����a�Mh���}~���i���;��h���} �;�����esg����� _8_a_A_a_a_A_a_A_a_A_a_a_8_a_A_a_A_a_A_ �lk�p��

354/687�9;:+<>=;=�?��B<P^e:��MC�4S7�L��g]R:
	z9;C�V��z9�VRC�:¶K
p;_�! `a� b��
	����

(II.1) c�¡ ��t�b�bn����_a_A_a_8_a_A_a_a_A_a_A_a_A_a_a_8_a_A_a_A_a_a_A_a_A_a_8_a_A_ �I�lk�!
p;_�!�_�! d �1f����
	��ih��

(II.1.a) c rS�����N�N��b;��t���u���� _a_A_a_A_a_a_A_a_A_a_8_a_a_A_a_A_a_A_a_A_ ���lk�!
p;_�!�_qp d �1f����
	��ih��

(II.1.b) c �Rs�s��i���;t���u��������� (M,M)
_a_A_a_8_a_a_A_a_A_a_A_a_A_ ���lk�!

p;_�!�_ { d �1f����
	��ih��
(II.1.c) c �W�I�Ih������ 	I����i	�ª 	�_8_a_A_a_A_a_a_A_a_A_a_8_a_a_A_a_A_a_A_a_A_ ���lkPp

p;_�!�_ � d �1f����
	��ih��
(II.1.d) c ���N}~}£��	I����������� ¡ ��t�b�bn�

Sn �
�2����}®t;	���	��ih��¥_a_A_a_A_a_A_ ���lkPp

p;_�!�_q� d �1f����
	��ih��
(II.1.e) c �M� ��s�u��It�b�bg� � �R��t�	I��� �����-�e����}~����	~_a_A_a_a_8_a_A_a_A_a_A_ ���lk�{

p;_�!�_ � �;� 	I�
(II.1.1) c �e�i�g�;��t;	��iu������
	M�;��������t;	I��� �����'�e����}~����	��R�i� �����������M� ��s�u��It�b�bg� ���lkl�

p;_�!�_�� d �1f����
	��ih��
(II.1.f) cev h���h���� � ���N�����	��i���Isg� �������i	�_a_A_a_8_a_A_a_a_A_a_A_a_A_a_8_ �I�lk �

p;_�!�_ � �;� 	I�
(II.1.2)

_a_a_A_a_A_a_A_a_A_a_a_8_a_A_a_A_a_a_A_a_A_a_8_a_a_A_a_A_a_A_a_A_ ���lkP�
p;_�!�_ � d �1f����
	��ih��

(II.1.g) cSd �����i�N��������8�e����}~����	 _A_a_a_A_a_A_a_A_a_a_8_a_A_a_A_a_A_ ���lk��
p;_�!�_�!�� d �1f����
	��ih��

(II.1.h) ce¡ �It�b�bg��_A_a_a_A_a_A_a_A_a_a_8_a_A_a_A_a_a_A_a_A_a_8_a_A_ �I�lkl�
p;_�!�_�!�!«�;� 	I�

(II.1.3)
_a_a_A_a_A_a_A_a_A_a_a_8_a_A_a_A_a_a_A_a_A_a_8_a_a_A_a_A_a_A_a_A_ ���lk��

p;_�!�_�!�pJ�Mh 	�� 	I��h�� c r kPm��N�N������_a_A_a_A_a_8_a_a_A_a_A_a_A_a_a_A_a_8_a_A_a_a_A_a_A_a_A_a_8_ �I�lkP�
p;_�!�_�!�{��;� 	I�

(II.1.4) c ������������u�������	I���8��� ¡ �It�b�bg��� _A_a_a_A_a_A_a_8_a_a_A_a_A_a_A_a_A_ ���lk��
p;_�!�_�!�� d �1f����
	��ih��

(II.1.i) c `Wh�}~}®t;	���	��i��WrS���I�N�N��b;��t���u _a_A_a_8_a_a_A_a_A_a_A_a_A_ ���lk��
p;_�!�_�!�� v �����I�¤�������A�e��h;�;t���	I�A�h�� ¡ ��t�b�bn�������M� ��s�u��It�b�bg����� _a_A_a_a_8_a_A_a_A_a_A_ ���lk��
p;_�!�_�!����;� 	I�

(II.1.5) c �R���iu���}~�����������W�I�Ih������ 	I��Nu����I�1	�� _a_A_a_A_a_8_a_a_A_a_A_a_A_a_A_ ���lk��
p;_�!�_�!G�J�;� 	I�

(II.1.6) c �R���iu���}~����������`Wh�}~}>t;	�� 	I���u����I�1	�� _A_a_A_a_8_a_a_A_a_A_a_A_a_A_ �I�lk�!��
p;_�!�_�!����M��¦z���g�;t���u c �2h�	I������u�������	I���8��� ¡ �It�b�bg��� _A_a_a_A_a_A_a_A_a_a_8_a_A_a_A_a_A_ �I�lk�!��
p;_�!�_�!����;� 	I�

(II.1.7) c �/h�	I������u����I�1	I��� _A_a_a_8_a_A_a_A_a_a_A_a_A_a_8_a_a_A_a_A_a_A_a_A_ �I�lk�!��
p;_�!�_qp � d �1f����
	��ih��

(II.1.j) c ´���t����� ���������I����� 	I��h��'� t;�/��������� v ����u��
M c _8_a_A_a_A_a_A_ �I�lk�!�!

p;_�!�_qp;! d �1f����
	��ih��
(II.1.k) c `Mh���u���t���������������	��ih��

mod n
� t��

Z
_U_A_a_a_A_a_A_a_A_a_8_ ���lk�!�!

p;_�!�_qp�p��;� 	I�
(II.1.8) c ≡ mod n

���P	��������)´���t����� ������	I��������	��ih�� _a_A_a_a_A_a_A_a_A_a_8_ ���lk�!�!
p;_�!�_qp { d �1f����
	��ih��

(II.1.l) c a _A_a_A_a_8_a_a_A_a_A_a_A_a_a_A_a_8_a_A_a_a_A_a_A_a_A_a_8_ ���lk�!�!
p;_�!�_qp�� d �1f����
	��ih��

(II.1.m) c ������	I�N�������������I����u�� Z/nZ

_a_A_a_A_a_A_a_a_8_a_A_a_A_a_A_ �I�lk�!�!
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�¥&���� 	���(¯"���� �-,
n �	� ��
 ��# ����)#'&)( ��� &���


Rn � ���1#���� �1#�����%�,���#��
����� 354/687�9;:+<

(I.1)
?©@o:��8KW7�9�7PO�KM:+K

� G���2�����E.� � ��E<��E:� � � 
"!���G���� 
 � �
• ���"K�� �1���"! ��"! � E 
 
*� 
"������E���"� � E.����K2G���IJE
• � E<� ��E.�2!��"G���� 
�� ��"! � E 
 Rn # ��"� � I��JK��&E
• � E.�J�(� ��E<IJE !������(� H>��E:��E ��E%$ 
"� ��� � 
�E 

• 
 � K2G �&E<� 
"E � � ����E<� ���� �

& L & L & ' ��E<IJE
( 
 � �JE.��E<� ��"��K2G 
"� ��� � � I�I�E 
�F��� � E 
 Rn E.� 
�� �I��I�� � � 
������ E 
 �&E � 
 � E<� 
"� �I �IJ� � E.� �� �&�2������ � E%$ 
��JE.�2E 
5L
& L & L*) � �&� �ME.�2E<����� 
�� �	� E 
 � E 
 �5E �&���+! 
"�K2G �  
*� �1�
� � 
"E � E 
 �&E ����� E<� 
"E ' �"���� � E 
�!A������ 
 � 	 � 
 �ME<�����J� � ��E 
 � � G"I 	&E.����K�G"��E � E 
�E 
-, ��.�E.����E 

� � E 
� 
 
*��/�� IJE<� E 
*��E�0 � � 
���E.�2E<� ��E 
��&E 
"� � � E:� � 
"��E.��E.�� 
"��K2G"��"� 
 � �,� E<� 
�E<� �� 
 �,E 
5L
�	�&��>��� � 
 !������ E 
 �&E 
1� � ���32 E � �"K2G����� �ME 
 # �&!7� M,N, . . .

L
�M�JE<�4/

a ∈M 0 �IJ�5/
a
����� � IJE.� E 
*� 	 � 


M
0:L

�M�JE<�4/
M 3 a0 �IJ�5/ M E 
*��G"H�I �

a
0,L

� E.�J�(� ��E<IJE !���� � E 
 �&E 
1�
N,Z,Q,R,C, {a} , φ

��E:� � E 
�� E
φ
� � � � ��E<� 
"E � � 
 � E.�2� � I�IJE �,� # E<��G" 
 � E<I�������K2G �"� � ��E IJE.E.��E � E 
 �&E L � �JEI�E<E.��E � E 
�� E E 
*��G"H�I � �3!ME 
�����K2G*��I���K2G �&E<� 
�E � I�E<� E 
*��E&L

��K�G���E<� � � E<����E6�
{x ∈M |x G�>� � � � E 
���K2G�1!J� }

� ��E.� 
�� 
 E<� 
 � E<�J�(� ��E<IM!���� � ��E ��K�G���E<� � � E<����E6�
R+ = {x ∈ R |x ≥ 0}

& L & L87 ��E%$ 
"� ��� � 

(I.1.a)

� �5E<�JI�� E 
 �&E
M
����� � E<��IJ� E 
�� E 	 � 


N
� E 
 
 !����4.�E � E<� m ∈M � ��I��9�

m ∈ N L
��K�G���E<� � � E<����E6�

M ⊆ N � � E.� M ⊂ N:�1I�I��
M 6= N

�J�(� �F� � � ��"K�G ! � I � E 
 � E � K2G���E.� � � E<����E �ME 
���� �@�;� M $ N
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@B:DC
Rn 4S<�L�� VWK��z9�H�:¶KR^e:

& L & L�� : ���
n = 1

�
R1 � � ��E ' �G�IJE 
�� E.�2 � E

����E ��� I��JK2G�E 
 ��E<K2G�E 
 �&E<��E:���,E �  � � ����� � 
 # � �"I ��� � I�����>��� � 
 # E.��K1L � � E<I ��E 
5L ' ��� � E<�����"�JE<I � ���������(��� � ����� 	 � E<��E.� �	�
a · (b+ c) = a · b+ a · c

����E<��E ,F�ME.�2���� � 
"E 
 ��� 
 � �IJI�E.� � � 
�� � 
 � K2G 
��JK2G*� !���� � �JE � � 
������ E 
 �&E � E;$ 
"��E.�2�,L ����E<��E��E;$ 
"� ��� � 
"E 
 � � � � E 
 E.���(� ���"H>��E.�.L
� � �F� � 
 
�E 
 � 
�� � E 
 R1 �&E � � E.�(������K2G �IJ� ' �G"I�E 
"�(�����G�I 	 E:�� 
"��K�G"��"I��JK�G"E 
 �

−2 −1 0 +1 +2

�Rs�s������;t���u��lk�! cSd �i�au���h�}~��	I�����������8rS����� ��������� t��i�����Nt���u>�����
R1

& L & L�� : ���
n = 2

�
R2 � � ��E � �ME 
�E

� � �F� � 
 
�E 
 � 
�� � E 
 R2 �&E � � E.�(������K2G �IJ� ���ME 
"E 	&E.�� 
���K2G�1��IJ��K2G�E 
1�

�� P = (x0, y0)
y0

x0

y

x

�Rs�s������;t���u��lkPp cSd �i�au���h�}~��	I�����������8rS����� ��������� t��i�����Nt���u>�����
R2

��E:�
R2 �J�(� � E;$ 
"��E.�2� 1I�� R2 = {(x, y) |x, y ∈ R} L �  �5E.� �F� � � (x, y)

�I�� � 1>� �5E �:E<��K2G 
"E.�,L

& L & L	� : ���
n = 3

�
R3 � � E:� � ��"�

� � �F� � 
 
�E 
 � 
�� � E 
 R3 �&E � � E.�(������K2G �IJ� ����"� 	&E.�� 
"��K2G"��"I���K2G"E 
 �


�

x

z

y

x0

y0

z0

P = (x0, y0, z0)

�Rs�s������;t���u��lk�{ cSd �i�au���h�}~��	I�����������8rS����� ��������� t��i�����Nt���u>�����
R3

��E:�
R3 �J�(� � E;$ 
"��E.�2� 1I�� R3 = {(x, y, z) |x, y, z ∈ R} # (x, y, z)

�F� � � �IJ� �M��� �5E.I �ME �:E.�JK2G 
"E.�,L
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& L & L � ��E%$ 
"� ��� � 

(I.1.b)

�
Rn

��E:�
Rn ����� � E%$ 
��JE:�2� �I��;�

Rn = { (x1, x2, . . . , xn) |x1, x2, . . . , xn ∈ R}

(x1, x2, . . . , xn)
�F� � � �IJ� n � �5���ME<I �ME �,E<��K2G 
�E.�,L � �  
�K2G"� �I ��"K�G �I�� � E �&� � 
"E.��E<� n � � ���ME<I �2L' � E<�

n �
�5���ME<I5��� 
 � �&IJE<��K2G � E 
 
 � ��I��9�

(x1, x2, . . . , xn) = (y1, y2, . . . , yn) :⇔ x1 = y1, x2 = y2, . . . , xn = yn

�M�JE<�4/
:⇔0 �I���/��ME.� ��E%$ 
"� ��� � 
�E<� 0	� � E.��/ � E 
"�� �  
 
 � E 
 
 0:L

& L & L�� � �1��� 	�>��� � 
 !���� � ��E � � 
"! �"G��2� 
 � � E<� Rn

• n = 1, 2, 3
� ��E.�2 � E # ���5E 
"E � 
 � � ���� � ��"� � E.�� 
���K2G�1��� 
�� G�E.����"� ��L

• n = 4
� ����"� � ' E<� � � � � 
*��� 
��"��� � 
 � E.� � G � ����� L

• n �ME<I��JE �"��� � ���JE.G"E� E<�J�(� ��E<I�E � E<� ��E.��� 
*��E 


& L & L�� � E<�����"�JE<I�E�! ��� � ��E � ��� �:� 
 � � E<� Rn, n ≥ 4

& L � E<�����"�JE.I�� �M � E.��� � �
n
������ � E.I 


A1 . . . An
L
xi
��E.� � ��E �  2 E<� 
"G�E<��� � E<�  �2�����&E<I�� Ai

��"!
�M �&E.�<L � �JE � ���&IJ��K2G�E 
 �M � E.� �:������H 
 � E � � 
 
�E 
 
�� 
 ! �&I��&E 
 � E.���  2 E 
 �������E.G"E 
 �
{

(x1, . . . , xn) ∈ R10
∣∣ 0 ≤ xi ≤ 150

!����
i = 1, 2, . . . , 6

� � E.� 0 ≤ xi ≤ 60
! ���

i = 7, 8, . . . , 10
}

) L�� E<�����"�JE<I � �5� 
"E.��2E ��I�E<��K2G�� 
�� ��� � ����E<� E6� � �F��E<�M! � I � E 
 � E<� ��IJE.�JK2G�� 
 �&��� � �(��E.� �&E�� E �5E 
1�

(∗)
{
x1 + 2x2 + 3x3 + x4 + x5 − x6 + x7 + x8 = 1

x1 + x2 − x3 − x4 − x5 = 0

: ��� � �JE	� � ��� 
 �&��� E 
�� E L
	 � 


(∗) � ��I � 
�� 
 1I�I � E<� E<� 
1�
L =

{
(x1, . . . , x8) ∈ R8

∣∣ (x1, . . . , x8)
E.��!���IJI �

(∗)
}

� �F����� ��E<I�>��� 	 E<� 
"!71K�G �,� ��E.G"E 
 # �  2 L 6= φ # �  ���2�
	 ���IJE � � ��� 
 �&E 
 �F��E x1, . . . , x7 = 0
� 
 �

x8 = 1
E�� �J�(����E.��E 
ML

�����"�(���G"��E.��E 
 � ��� 
�� 
 � �JE �ME<� � E 
 ��IJE.�JK2G�� 
 �&E 
 	 � 
"E.� 
� 
 � E.� # � � E:��G"�I ��E 
 � ��� �
x2 + 4x3 + 2x4 + 2x5 − x6 + x7 + x8 = 1

� � ��E 
 �F� � � �JE���I�E<��K2G�� 
�� 
"�K2G x2
��"! # � � E.��G��I���E 
 �F� � �

x2 = −4x3 − 2x4 − 2x5 + x6 − x7 − x8 + 1

�M1��� � E.� ��� E<����E 
 ��I�E<��K2G�� 
�� 	 � 
 (∗) �&�JI �;�
x1 + x2 − x3 − x4 − x5 = 0 ⇔ x1 = −x2 + x3 + x4 + x5

��E:���,E 
 �F� � 
�� 

x2
E<� 
 # � � E.� �&� ��� ���JK2G �

x1 = −x2 + x3 + x4 + x5

= − (−4x3 − 2x4 − 2x5 + x6 − x7 − x8 + 1) + x3 + x4 + x5

= 4x3 + 2x4 + 2x5 − x6 + x7 + x8 − 1 + x3 + x4 + x5

= 5x3 + 3x4 + 3x5 − x6 + x7 + x8 − 1
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� �&� ��� �J�(�
(x1, . . . , x8)

� � ��� 
 � 	 � 

(∗) L � � � ��I��9�

(∗∗)
{
x1 = 5x3 + 3x4 + 3x5 − x6 + x7 + x8 − 1
x2 = −4x3 − 2x4 − 2x5 + x6 − x7 − x8 + 1

��� �&E.� E.G��2�9� ��� 
 � x3, . . . , x8
�ME<I��JE �"��� � E � H�G"I ��E ��E<E<I�IJE ' �G"I�E 
 � 
 � �5E:��E<K2G 
"E.� �  
 x1

� 
 �
x2
� E<� H 2

(∗∗) # � � ����� (x1, . . . , x8)
E.� 
�E	� �&��� 
�� 	 � 


(∗) L� E � E.�J�9��� � 
"��E.� �:E 
 � 
 � 1������E.K2G 
�E 
5L
�IJ� � � ��I�� !���� � �JE	� � ��� 
 �&��� E 
�� E6�

L = {(x1 = 5x3 + 3x4 + 3x5 − x6 + x7 + x8 − 1,

x2 = −4x3 − 2x4 − 2x5 + x6 − x7 − x8 + 1,

x3, . . . , x8) ∈ R8}
� � 
"E � �JK2G*��� � E � � � E 
"��K�G"�!7� 	 � 


L
�
L ⊆ R8

�IJI � E<� E<� 
"E.� ��I�E<��K2G�� 
�� ��� � ����E<� ��"�
m
��IJE<��K2G�� 
 � E 
 � 
 � n

� 
 �ME.�� 
 
*��E 
1�

(∗ ∗ ∗)





a11x1 + . . . + a1nxn = b1
a21x1 + . . . + a2nxn = b2___ ___ _ _ _ ___ ___ ___ ___
am1x1 + . . . + amnxn = bm

aij , bi ∈ R
� � �

i = 1 . . .m
� 
 � j = 1 . . . n

L
: ��� � �JE	� � ��� 
 �&��� E 
�� E L

� ��I�� �J� �IJI � E.� E.� 
�E 
1�
L = {(x1, . . . , xn) ∈ Rn | (x1, . . . , xn)

E.��!���IJI �
(∗ ∗ ∗)}' � � E<� �&�JI � �I�I��&E<� E<� 
 �

L ⊆ Rn

Rn 4S<�L��©: �z9;OeC�C�4SVMH
��"! � E<� Rn ��� 
 �  � � � ��� � 
 � 
 � �(���IJ>��E � �"I �����"IJ� ��>��� � 
 � E%$ 
"��E.�2�,L
& L & L &��  � � � ��� � 
 � 
 � � �"I �����"IJ� ��>��� � 
 �J� R1

 � � � ��� � 
 ��� R1 �
a+ b
b
a

0 a b a+ b

�Ms�s�������t���u��lkl� c �����;�i	I��h��'��}
R1

� �"I ��� � I�� ������ � 
 ���
R1 �

0 a 3 · a

3 · a
a

�Rs�s������;t���u��lkP� cSv t��i	I��b����i��� 	I��h��Y��}
R1

����E  � � � ��� � 
 E.��! �&I��1� � ���(��E<IJ���&E.����K2G*��E:��E 
 � �(��E<K��&E 
5L ����E � �"I ��� � I�����>��� � 
 I�H 2�� ���JK2G 1��! � ��E � � � ��� � 
 	 � 
�� E:���JK�G*��E.��E 
 ������E.K�� E 
 �,��� ��K�� !���G���E 
ML5: ��� � �JE  � � � ��� � 
 � 
 � � �"I �����"IJ� ��>��� � 
� E.I���E 
 � �JE ��� I��JK2G�E 
 ��E<K2G�E 
 �&E<��E.� �,E L
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n
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Rn ke���i���a���i�;�������It���u �N���i	I�a�lkP�

& L & L &6&  � � � ��� � 
 � 
 � � �"I �����"IJ� ��>��� � 
 �J� R2

� � 
 � E:��� �1� ����� E<� 
"E � E:���JK�G*��E.��E � �(��E<K��&E −−→
PQ

!����
P,Q ∈ R2

��

−−→
PQ

P

Q

�Rs�s��i���;t���u��lk�� c �e��� rS����	Ih����i}
R2

� ��K2G*����� � � E.��� �&��E 
 G" �ME 
 E<� 
"E ���JK�G*��� 
 � � 
 � E<� 
"E	�MH 
�� E L:�� 
 � �� E 
*���I � −−→PQ =
−→
RS :⇔ −−→PQ � 
 � −→RS G" �ME 
 � ��E � I�E<��K2G"E ����K2G*��� 
 � � 
 � �MH 
�� E L� E.G"�������� 
 � � ��E<��E 

P = (a1, b1) , Q = (a2, b2) , R = (c1, d1) , S = (c2, d2) ∈ R2 �  
 
 �&�JI �9�
−−→
PQ =

−→
RS ⇔ (a2 − a1, b2 − b1) = (c2 − c1, d2 − d1)

� � � � � I�IJE 
 
�� 
 � � � � E	� E.G"�������� 
 � �ME � E<����E 
ML �  E<� ���JK�G �"� E<� 
"E ��� ���
	��I�E 
 ��G" 
 � E<I���ME � E<����E 
 �F����E.�2��� 	 � 
 I�� 
�� � 
"�K2G ��E.K2G*���F� 
 � �  
 
	 � 
 ��E<K2G*��� 
"�K2G IJ� 
�� �,L
/ ⇒0;� ' �"E.�2���F!AE:�2��� � E 
 �F� � E.� 
�E � � � � �,E  
 �

��

��
��

�	

R

SP

Q

d1

d2

b1

b1
−−→
PQ

−→
RS

a1 a2 c1 c2

�Rs�s��i���;t���u��lk�� c �N�N�������A�����RrS����	�h������
� � 
 E:� � H 
 �,E 
��F� � � ��E � E.��� �&��E 
 �,� ��E<K2G*� �F� 
�� IJ� � E 
 � ��E<��E<K��&E 
 � 
 � �5E 
"E 
 
"E 
 � �JE 
�E<�"E 
� K���� � 
�����E3�


�

�
��

��

��

��

S

Q

d1

d2

b1

b1
−−→
PQ

−→
RS

a1 a2 c1 c2

Q1

S1

P

R

�Rs�s������;t���u��lk�� c �N�N�������A�����������Iu�ª ����t���u��;����rS����	Ih������'��t d �I���i���������
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�N���
	��a�lkl� ³D���������I�a�R��u���s����®�QkerSh����i����t���u

������K2G � ��21I�I�E<I
	&E.����K2G"��E �"� 
 � E:� � � �"�F���JK�G1� 4PQQ1

PV
→ 4RSS1

���� � � ��� 
 � � ��E	�5H 
 �&E 
 	 � 
 PQ � 
 � RS
� � E 
*������K2GML' � � E<� �&�JI �;�

PQ1 = a2 − a1
� 
 � RS1 = c2 − c1��E:���,E 
 �F� � E<� 
 # � � E.��G��I���E 
 �F� � � a2 − a1 = c2 − c1

L
 
"�I ��� �F� � � !���� b2 − b1 = d2 − d1

	&E.��!A�G��2E 
5L
/ ⇐0;� a2 − a1 = c2 − c1

� 
 � b2 − b1 = d2 − d1
L � E.�(���K2G*��E �F�JE � E.� � ��E<��E<K��&E6� 4PQQ1

� 
 �
4RSS1

L � �K2G � �&�21������E.���,� 
�� � ��I��9�
PQ1

� 
 � RS1
��� 
 � �&IJE.�JK2G I� 
 � # � � �F��E QQ1

� 
 � SS1��� 
 � ���K2G �&IJE.�JK2G I� 
 ��L ' � � E<� ��� 
 � � �JE�	 � 
 PQ1
� 
 � QQ1

�ME �:��E<G�� 
 � � � E<�J��E
RS1

� 
 �
SS1

E<� 
 � E.��K2G�I �&����E 
"E 
 � � 
��&E<I � I�E<��K2G �1���32 �
900 �2L  I�� � �&�JI ��
�1K�G � ����G" � �&����;�

PQ
G">� � ��E� I�E<��K2G"E	�MH 
 �&E � �JE

RS
L  ��� � E.��� � 
��&����E 
 � � E.��� ��E.�JE<K�� E ! �&I��1�;� PQ � 
 � RS

G" �ME 
 � ��E� I�E<��K2G"E , ����E 
*���JE.�2� 
 ��L��IJ� � � −−→
PQ =

−→
RS
L
�� ����G�E.��� � E<� � � � E � 
"���;� ����E � E.��� �&�2E 
 � 
 � E.� ���ME 
"E IJ�����E 
 ����K2G � ����K�G � ��E � IJE.� E 
*��E � E<�

R2 �ME<��K2G���E.� �ME 
ML � � � ��K2G���E<� �ME 
 x = (a, b)
L�( 
 � 
"��E:��E<� � E.�J�(� ��E<I −−→

PQ = (a2 − a1, b2 − b1)

& L & L & ) � E:��� �1��E 
 ���
R2

� E.��� �&�2E 
 ���
R2 ��� 
 � � E:���JK�G*��E.��E ������E.K�� E 
 ���F�J��K2G"E 
 ��� E.� � � 
�����E 
5L ' � E<� � E.��� �&��E 
 ��� 
 �� I�E<��K2G # !A�IJI�� � E.��E 
 �MH 
 �&E � 
 � ���JK�G*��� 
 � � � E 
*���J��K2G �����,L

� E.��� �&�2E 
 �J�
R2 I������E 
 ����K2G � ����K2G � IJE<� E 
*��E � E<� R2 �ME<��K2G��2E<� �ME 
 �

��

��

P

Q

v2

v1

−−→
PQ

�Rs�s��i���;t���u��lk�� c rS����	�h������'�i}
R2

: ��� −−→
PQ

� ��I��9� −−→
PQ = (v1, v2)( 
*��E:�2�"��E:��>��� � 
 	 � 
�� E.��� �1�� � � ����� � 
 � 
 � �����I���2E.� � ��I������"IJ� ��>��� � 


 � � � ��� � 
 �

v

u

v

u

u+
v

�Rs�s������;t���u��lk�!�� c `Wh�}~}®t�	���	��iN�i	�ª 	�������rS����	�h��������;�i	I��h��

� E.��� �&�2 � � � ��� � 
 � � ����E<I��  � � � ��� � 
 � E.��� � � � � 
�E 
*��E 
1�

a+ c

a c

b

d

b+ du

v

u+ v

�Ms�s������;t���u��lk�!�! c ��h�}£bnh�������	I����¦z�����I�8�������
	��ih��'�h��'rS����	Ih��I���
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n
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Rn ke���i���a���i�;�������It���u �N���i	I�a�lk��

� � ��E<�
u = (a, b) # v = (c, d)

L�� � �&�JI �;�
u+ v = (a, b) + (c, d) = (a+ c, b+ d)� ���I�>��E � ��I���� � I�����>��� � 


λ · u � � � λ ∈ R
L

� � � 
"E<G�� E 
 E<� 
"E :��IJI�� 
*��E.����K2G"E.� � � 
 � 	 �&�%�
• λ ≥ 0

�
λu
G">� � �JE.��E<I �ME�,F�2�JE 
*����E.��� 
�� �F��E u � 
 � G�>� � ��E	�5H 
�� E �J�(� λ· �5H 
 �&E 	 � 
 u L

• λ < 0
�
λu

G">� � ��E E 
*� � E��&E 
 �&E<��E.� �@��E , ����E 
*����E.��� 
 � 	 � 

u
� 
 � G">� � ��E �5H 
 �&E

|λ| · �5H 
�� E u L
��E.�

u = (a, b) ∈ R2 # λ ∈ R
L

� E.G"�������� 
 � �
λ · u = (λ · a, λ · b) L� E � E.�J�9� � � � � 
*��E.����K2G"E<� � E 
 � � E<� :�H�I�IJE3�

& L :�1I�I � � �(���G"I�E 
���H>���,E � � E.� �M����� � 
 � � E.�(���JE 	 E.� � E 
 � E 
1�

a

λ · a

b

λ · bu

λ · u

�Rs�s��i���;t���u��lk�!Gp c ��	I��� ���i�����I� 	I�8�����
λ > 0

) L5:��I�I�� � �(���G"I�E 
"��H�� �,E�� � E.���5��� � � 
 � � E.�(����E 	&E.��� E 
 � E 
 �

�� b

aλ · a

λ · bλ · u
u

�Rs�s��i���;t���u��lk�!�{ c ��	I��� �������g�I� 	I�8�����
λ < 0

& L & L & 7 � E%$ 
������ � 

(I.1.c)

� � E.�
n � � ��� E 
"��� � 
��IJE � E.��� �&�2�21��� Rn

• ��E:� n � � ��� E 
"��� � 
��IJE � E:��� �1�2����"� ���ME.�
R
�J�(� � E.� Rn 	 E.�2��E<G�E 
 � � � � E.�  � � � ��� � 
� 
 � � E.�������I���2E 
 � �"I ��� � I�����>��� � 
5L

•  � � � ��� � 
 � (x1, . . . , xn) + (y1, . . . , yn) := (x1 + y1, . . . , xn + yn)
L

• � ���I�>��E � ��I���� � I�����>��� � 
1� λ · (x1, . . . , xn) := (λ · x1, . . . , λ · xn)

!���� �I�IJE
λ ∈ R, (x1, . . . , xn) , (y1, . . . , yn) ∈ R � L� E:�����K2G*��E.� �  
 � E 
 Rn �:������ � E 
 � ��� � ��E<��E 
 , �ME.��>� �1��E 
 ��� � E.��� 
 ��� !7� 
 �&E 
 � # � �
"E 
 
*�F�  
 � ��E � I�E<� E 
*��E � E<� Rn ���K2G � E.��� �&��E 
ML

� E.� E:�2� � 
�� E 
 �
• Rn = { (x1, . . . , xn) |x1, . . . , xn ∈ R}

� �IJ� n � � �J� E 
���� � 
�1I�E.� � � 
����������� � 
 � E.�21I�I � E<� E<� 
"E.�2� 
 � 	 � 
 ' 1G�IJE 
 �&�2 � E # � �ME �
"E � 
 � ��1��� L
� �IJ� ����"� 	 � 
�� E.��� �&�2E 
5L

• � E.� � E 
 � � 
 � 	 � 
 / +0 � 
 � / ·0 � 
 � E.����E%$ 
"� ��� � 
 
"��K2G*� E<� 
"G�E<����I��JK2GML
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�N���
	��a�lkl� ³D���������I�a�R��u���s����®�QkerSh����i����t���u

& L & L & � ��E<K2G�E 
���E � E<I 
 !����� � � � ��� � 
 � 
 � �(���IJ>��E � �"I ��� � I�� ������ � 
 �J� Rn

� � � ��I��9�
• ���� ���:��>��� 	 � ��H>� � E.�� � � ����� � 
1� ∀u, v, w ∈ R

�&�JI �;�
(u+ v) + w = u+ (v + w)

• � E<�������I�E<� � I�E<� E 
*�9� : ��� � E 
 � �"I�I 	 E.��� �&� 0 := (0, . . . , 0) ∈ Rn � 
 � !���� .�E � E<� v ∈ Rn

�&�JI �9�
0 + v = v + 0 = v

• ( 
�	 E:����E<� � I�E<� E 
*�;�1: ���$�I�IJE v = (v1, . . . , vn) ∈ Rn � 
 � ��E.� 
 ( 
�	&E.����E<� −v = (−v1, . . . ,−vn) ∈
Rn � ��I �;�

v + (−v) = (−v) + v = 0

• � � � � ����>���
	 � ��H>�9�4: ����1I�I�E
v, w ∈ Rn � ��I �;�

v + w = w + v

• �������(��� � ����� 	 ����H>� : ��� �IJI�E v, w ∈ Rn � 
 � λ, µ
� ��I �;�

(λ+ µ) · v = λ · v + µ · v
λ · (v + w) = λ · v + λ · w

• ���� ���:��>��� 	 � ��H>� � E.��� �"I ��� � I�����>��� � 
1�
λ · (µ · v) = (λ · µ) · v

1 · v = v

� E � E<����E6� G"��E.� � E.� 
 � ����K�G"!���G���� 
 � # � E<� � 
*��E.��E.������E.�2��E 
 ����� � E 
*��E 
 ���5E:��IJ�����E 
ML

� ��K2G*�����&E �	�&������ � 
"E 
1� ∀v, w ∈ Rn � v − w := v + (−w)��E �&� E:��������K�G ����E<G*� � ��E ���������2������ � 
 ! � I � E 
 � E:���  2 E 
 ��"�9�

v −v w v −w

v − w
�Rs�s��i���;t���u��lk�!�� c rS����	Ih���t���� �����i�'��������������-rS����	Ih���_e�Nt�s�	I��� ��	I��h��'��¦z��������rS����	�h������
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����� 354/687�9;:+<
(I.2)

? �B:DC�4 F :+K VMK F X �a:+KR:+K7IH
Rn

& L*) L & � E �&� E:��������K�G"E � � 
����(��������� � 
 E<� 
"E.� ��E:�� � E 

����E � E � � E.�(���J��K2G"E � � 
"���(��������� � 
 E.� 
�E.����E.�� � E 
 �

��

��

P

v

P + v

�Rs�s��i���;t���u��lk�!�� c u���h�}~�1	I�����I�����A`Wh�����	I��t���	I��h������������ ¡ �������;���
 
"�I ��������K2G �

P + (x1, . . . , xn)
L

( � E<E !�����E<� 
�E���E.�� � E v 6= 0
�
g
P � v

��
P

v

�Rs�s��i���;t���u��lk�!�� c �P�����A�����R���i��� ¡ �������;�
����E���K2G���E<� � � E.�J��E

g
P � v

�5E.��K2G���E<� �"� E<� 
"E���E.�� � E � ����K2G � E 
 � � 
����
P
� � � � E<� ����K2G*��� 
 �&� �

	&E.��� �1�
v
L

�M�JE��1� 
�� 
 E.� 
�� � 
����
Q
��"! � E.����E.�� � E 
 # � � � ��I��9�

Q ∈ g
P � v ⇔ −−→

PQ = λ · v
: ���

P
� 
 � Q

� � I�I �&E<I ��E 
 �
P =

(
x0

1, . . . , x
0
n

)

Q = (x1, . . . , xn)

� � 
 �&�JI � !���� −−→
PQ

�
−−→
PQ =

(
x1 − x0

1, . . . , xn − x0
n

)

' � � E<� �&�JI � !���� � E 
 ���JK�G*��� 
 � � 	 E:��� �1� v � E:���E:�� � E 
 �
v = (v1, . . . , vn)

���� � � E.� �&� ��� ���JK2G ! ��� � ��E���E.�� � E g
P � v

! � I � E 
 � E � E%$ 
������ � 
1�
g
P � v =

{(
x0

1 + λ · x1, . . . , x
0
n + λ · xn

)∣∣λ ∈ R
}

= {P + λ · v |λ ∈ R}
= P + R v
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& L*) L*) ��>���
(I.2.1)

������K2G .�E ��� E.� � � 
�����E
P,Q ∈ Rn � � � P 6= Q

� E<G*� � E 
��� E<� 
�E���E.�� � E&L
� � � � � I�IJE 
 
�� 
 � ��E<��E 
 ��>� � �ME � E<�J��E 
5L � � � � E.� � E 
 ! � I � E 
 � E.�2�  2 E 
 	 �&� �&E<G"E 
 �
• �,�"E.���(� � E<����E 
 �F��� � �JE � � �J�(��E 
 �
"�K2GML

•  
"��K2G"I��JE;2 E 
 � �:E<� � E 
 �F� � � �JE � � 
 � E<����� �&�&E<� �:L
� � ������E 
 � � E:���E:�� � E � � ��E��ME.�(���K2G*��E 
 � ��E ��E:�� � E g

P � −−→PQ

L � � � ��I �;�
• g

P � −−→PQ
3 P ! ���

λ = 0 # �  P � E.��, �2��� 	&E.��� �1� � E.����E.�� � E 
 �J�(�:L
• g

P � −−→PQ
3 Q !���� λ = 1 # �  −−→PQ � E:� ���JK�G*��� 
 � � 	 E:��� �1� � E.� ��E:�� � E 
 ����� � � 
 � � �JE ����� � E

� E<� , �2��� 	&E.��� �1� �:� P � 
 � � E<� ���JK2G*��� 
�� � 	 E.��� �&�2� −−→PQ � E 
�� E:��� �1� �,�
Q
E.� �&� ���:L

� � 
 � E<����� �&�&E<��� � E:���E:�� � E 
 �  
�� E 
 � � � E 
 E<� �&� ��� E<� 
"E � E<� ��E:��E ��E.�� � E g
R � v 6= g

P � −−→PQ� ���
P,Q ∈ g

R � v
L��IJ� � �&� ��� E<�

λ0, µ0 ∈ R
� � �

λ0 6= µ0
L���

P,Q ∈ g
R � v

��� 
 � � � 2 !���� � ��E<��E�ME<� � E 
�� � 
�����E �&E<I ��E 
 �
P = R+ λ0 · v # Q = R+ µ0 · v

L � ��I � E 
 � ��� 
�� 
 � �JE ���+!ME.��E 
 � � E:��ME<� � E 
 ��I�E<��K2G�� 
�� E 
 # � � E.��G�1I ��E 
 �F� � �
P −Q = R+ λ0 · v − [R+ µ0 · v]
P −Q = R−R + λ0 · v − µ0 · v
P −Q = λ0 · v − µ0 · v
P −Q = (λ0 − µ0) · v

� � 
 �����FI����� � �1����"����E.� �:� 
 �
λ0 6= µ0

L  I�� � � � 
 
"E 
�F� ���&G 
�E � E<��K2G���H 
�� � 
 � � E.�� I�I��&E �� E<� 
"G"E.��� 
"�K2G
v
���� � ��E 
1�

v =
1

λ0 − µ0
· (P −Q)

� � 
"E H � �"� 	��IJE 
*��E ��K2G���E<� � � E<�J��E !����
P − Q �����
�� 
 −−→

QP
L ' � � E<� � ��I��9� −−→

QP = −−−→PQ L � � ���E:���,E 
 E<� 
 � 
 � E.��G�1I ��E 
 !���� v �
v =

1

λ0 − µ0
· −−→QP =

1

λ0 − µ0
·
(
−−−→PQ

)
=

1

− (λ0 − µ0)
· −−→PQ =

1

µ0 − λ0
· −−→PQ

v
�������I�� � 	 � 
 −−→

PQ
IJ� 
"E.��  �"G"H 
 �&����L �I�� � ��� 
 � � �JE ���JK�G*��� 
 � � 	 E:��� �1��E 
 � E.���5E.� � E 
 ��E ��� � E 
 � I�E<�JK�G5L � � 
 � ������E 
 �F� � 
 � K2G 
��K2G�� E<�J��E 
 # �  2 � ��E �5E.� � E 
 ��E.�2 � E 
 � � 
 � E<�(��E 
"�E<� 
"E 
 � � 
������ E<� E<� 
"���� G� �5E 
 � ���� � �$G" �ME 
 � ��E �ME<� � E 
���E:�� � E 
�
">� ����I��JK�G �IJI�E � � 
�� ���E �&E<� E<� 
"���� � 
 � ��� 
 � � � E 
*���J��K2G �2L

� E<� ��E.� �&�JI � ! �����IJI�E
λ ∈ R

�
R+ λ · v = R+ λ · v + 0 = R + λ · v + λ0 · v − λ0 · v︸ ︷︷ ︸

= 0

= R+ λ0 · v + (λ− λ0) · v

� � 
 �&�JI � !����
P
I����� � �1����"����E.� �:� 
 � �

R+ λ0 · v = P
� � � ��E.� �,E 
 E<� 
 � 
 � E.��G"�I ��E 
1� R+ λ · v = P + (λ− λ0) · v
� � 
 ��E.� �:E 
 �F��� 
 ��K�G � 
"��E.� � � � E � 
"��� !����

v
E<� 
 � 
 � E<� E.� � � �"�F���JK2G �

R + λ · v = P + (λ− λ0) ·
[

1

µ0 − λ0
· −−→PQ

]
= P +

λ− λ0

µ0 − λ0
· −−→PQ

�IJ� � �
g
R � v = g

P � −−→PQ

L � ��� E:��G"�I ��E 
 �IJ� � E<� 
"E 
 � � � E.�2���"�2�"K2G �,� � E 
 � �1����"����E.� �:� 
 �&E 
5L
����E �ME<� � E 
 ��E:�� � E 
 g

R � v
� 
 � g

P � −−→PQ

��� 
 � � � E 
*������K2GML
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n
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& L*) L87 ��>���
(I.2.2)

� � � 
 � E<����� � E� E<��K�G���E<� � � 
 � E<� 
"E:� ��E.�� � E 
 ��� R2 � ax+ b = c

��E.�
g ⊆ R2 L �� 
 
 �J�(� g ��E.�� � E�� E 
"�� �  
 
 � E 
 
 E<�

a, b, c ∈ R
�&� ��� � � �;�

• (a, b) 6= (0, 0)

• g =
{

(x, y) ∈ R2
∣∣ ax+ by = c

}

��E 
�1� �  
 
 � E 
 
 ��� � I�� �,��E.�2� # �  2 �F� � �ME<� � E ���JK2G*��� 
�� E 
 �ME � E<����E 
 � ������E 
5L� E � E.�J� � / ⇒0
g
��E<� ��E.�� � E&L ��E<� g = g

P � v
L � �JE $ 
 � E 
 �F� � 
�� 
 a, b, c �  
"��>��� � �	�&� � E 
 � � � E � E � � 
 � � 
 � � I�E<� ��E 
ML  I�I�E � � 
�����E 	 � 


g
� �&IJI�E 
 � ��E ��I�E<��K2G�� 
�� ax + by = c

E.��!���IJI�E 
ML : ���
P
� 
 � v� ��I �;�

P = (p1, p2)
# v = (v1, v2): �����I�IJE

λ ∈ R
� ��I �;�

ax+ by = c ⇔ a · (p1 + λ · v1) + b · (p2 + λ · v2) = c
� H�G"I�E 
 � ���

λ = 0
� � E.� �&� ���F����K2G1�

a · (p1 + 0 · v1) + b · (p2 + 0 · v2) = c ⇔ a · p1 + b · p2 = c (∗)
� H�G"I�E 
 � ���

λ = 1
� � E.� �&� ���F����K2G1�

a · (p1 + 1 · v1) + b · (p2 + 1 · v2) = c ⇔ a · p1 + a · v1 + b · p2 + b · v2 = c (∗∗)
� � 
 �"�JI � E 
 �F� � � ��E ���+!5E:��E 
 � 	 � 
 (∗∗) � 
 � (∗) �

a · p1 + a · v1 + b · p2 + b · v2 − [a · p1 + b · p2] = c− c ⇔ a · v1 + b · v2 = 0

� � 
 � �"����E 
 �F� � E.� 
�E :��I�IJ� 
*��E.�2��K2G�E<� � � 
�� 	 �1��
"E.G"� E 
1�& L5:��I�I��
v1 = 0, v2 6= 0��� ���">��� � 
 � � E.� � ��K2G*��� 
 �&� 	&E.��� �&�

v � E.����E.�� � E 
 �J�(� � 
 � ��E<��E<� :��IJI �
v = (0, v2)

����
P

v

gP,v

�Ms�s�������t���u��lk�!G� c ��������	It���u��I�����	�h�� v = (0, v2)

����FG�E<�"2�� # !���� �IJI�E Q = (x, y)
�&�JI �;�

Q ∈ g ⇔ Q = (p1 + λ · 0, p2 + λ · v2) = (p1, p2 + λ · v2) ⇔ x = p1

� � E.� � � �"� ����K2G E<� 
"E���I�E<��K2G�� 
�� � E.� : �&��� ax+ by = c
� ���

a = 1 # b = 0 # c = p1
L

�IJ� � �
1 · x+ 0 · y = p1 ⇔ x = p1) L5:��I�I��
v1 6= 0' ��E.���(� 
 ��K�G E<� 
"� �I � ��E����� � E 
 
 �1� � E 
 � ���&E 
 � E � � 
�� � 
�� E 
  � �&E<I�E<����E.��E 
 ��IJE.�JK2G�� 
 �&E 
1�

a · p1 + b · p2 = c a · v1 + b · v2 = 0

� � 
 
�E<G"� E 
 �F��� � �JE ��� E<����E ��IJE.�JK2G�� 
 � � 
 � ��E.�JI�E 
 � ����K2G v1 # �  v1 6= 0
I�1��� � �1����"����E.� �

�,� 
 � �
a · v1 + b · v2 = 0 ⇔ a · v1 = −b · v2 ⇔ a = −b · v2

v1
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Rn



�N���
	��a�lk�!Gp ³D���������I�a�R��u���s����®�QkerSh����i����t���u

� E.� �@� ��E.� �:E 
 �F� � � �� � � �&E � 
��J� � 
 � �JE E.�2����E���IJE<��K2G�� 
 � E<� 
1�
a · p1 + b · p2 = c ⇔

[
−b · v2

v1

]
· p1 + b · p2 = c ⇔ −b · p1 ·

v2
v1

+ b · p2 = c

 
"��K�G"I��JE%2 E 
 � � H�G"I�E 
 �F� �
b := v1

L�� � E.� � � �"� ���JK�G1�
a = −v1 · v2

v1
= −v2

� � 
 
"E<G�� E 
 �F� � � ��E E.���(��E ��I�E<��K2G�� 
�� � E:� 
 �&� � E 
 � � � E 
 � E � � 
�� � 
 � E 
 � 
 � E<� E:� � � �"�����K2G !����
c
�

c = a · p1 + b · p2 = −v2 · p1 + v1 · p2� ����G�E.� G" �ME 
 �F� � G"E:����"� �&E<!A� 
 � E 
1� (x, y) ∈ g ⇒ ax+ by = c
E � ��������E.�2�,L

��� �&E<G��2� 
 � � ��E.�
(x, y) ∈ R2 � � � ax+ by = c

L	� � 
 ��E.���,E 
 �F� �
a, b

� 
 � c
E<� 
 � 
 � E.� � ��I��9�

−v2 · x+ v1 · y = −v2 · p1 + v1 · p2

� � 
 I � ��E 
 � ��� 
"�K2G
y
1��! � 
 � E.�2G"�I���E 
 �
v1 · y = −v2 · p1 + v1 · p2 + v2 · x

y = −v2
v1
· p1 +

v1
v1
· p2 +

v2
v1
· x

y = −v2
v1
· p1 + p2 +

v2
v1
· x (∗ ∗ ∗)

� � 
 � �&IJI�E 
 � ��� �,E<���&E 
 # �  2 � E.� � � 
���� P ���! � E.����E.�� � E 
 g I��JE �&�9�
(x, y)− (p1, p2) = (x− p1, y − p2)

� � 
 ��E.� �:E 
 �F���
y
1���

(∗ ∗ ∗) E.� 
 � 
 � E<� � ��I��9�
(x− p1, y − p2) =

(
x− p1,−

v2
v1
· p1 + p2 +

v2
v1
· x− p2

)

=

(
x− p1,−

v2
v1
· p1 +

v2
v1
· x
)

=

(
x− p1,

v2
v1
· (−p1 + x)

)

=

(
x− p1,

v2
v1
· (x− p1)

)
=

(
v1 ·

x− p1

v1
, v2 ·

x− p1

v1

)

=
x− p1

v1
· (v1, v2)

���� � � ����� � ��E � �"!ME.�2E 
 � E<� 
"E<���ME<IJ��E �"���&E 
 � � 
�����E<� 1��! � E.����E:�� � E 
 g � 
 � E<� 
�E<� � � 
�����E<�
P
E<� 
 	 �JE.IJ!A�K2G�E<� � E<� ���JK�G*��� 
 � � 	 E:��� �1��� v � E:� ��E.�2 � E 
5L  I�� � I���E��&� P ���! � E.� ��E.�2 � E 
 g L/ ⇐0;�

g =
{

(x, y) ∈ R2
∣∣ ax+ by = c

} � � �
(a, b) 6= (0, 0)

L � � 
 ����� �:� �,E<� � E 
 �
g
�J�(� E<� 
"E���E:�� � E L

� � 
 ��E<�
b 6= 0

� � �  ��� G 
�E � E<��K2G���H 
�� � 
 � � E:� �IJI � E.� E.� 
�G"E<� � �2L � � H�G�IJE 
 � ���
a 6= 0� ������E 
 �F� � � ��F! �&I��&E 
 � E �� � �"� E 
*� �"� � �2E<G"E 
���L � � 
 I � ��E 
 � ��� 
"�K2G y 1��! �

a · x+ b · y = c ⇔ b · y = c− a · x ⇔ y =
c

b
− a

b
· x (A)

��E.�
(x0, y0)

� �&��� 
�� � E:���I�E<��K2G�� 
�� # �  
 
 � ��I �;� (x, y)− (x0, y0) = (x− x0, y − y0)
� � 
 � �"����E 


y
� 
 � y0 � �JE���I�E<��K2G�� 
�� (A)

E:��!��"I�I�E 
5L � � �&�JI �;�
y = c

b − a
b · x # y0 = c

b − a
b · x0� � � ��E.� �,E 
 E<� 
 � 
 � E.��G"�I ��E 
1�

(x− x0, y − y0) =
(
x− x0,

c

b
− a

b
· x−

[c
b
− a

b
· x0

])
=
(
x− x0,

c

b
− c

b
− a

b
· (x− x0)

)

=

(
x− x0

b
· b,−a ·

(
x− x0

b

))
=
x− x0

b
· (b,−a)

�IJ� � �J�(�
(x, y) ∈ g

(x0, y0) � (b,−a)
# �I�� � E<� 
"E���E:�� � E L

��� �&E.� E.G��2� IJ��E<!AE:�2�
g
(x0, y0) � (b,−a)

�F��E��J� E:������E 
 :��IJI5E<� 
"E ��I�E<��K2G�� 
�� � 
 � ��� >�
ax+ by = c� ��E.� �,� ��E.� �:E 
 �F� � ! � I � E 
 � E � E.�2��E E<� 
1� x0 = p1

# y0 = p2
# b = v1

� 
 � −a = v2
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	��a�lk�!�{

& L*) L�� ' �"���� � E 
�!A������ 
 � �
Rn �I�� � � 
������ E 
�� E�� 
 � � E.��� �&������"�

� � E � �J�(����E.��E 
�� � E<� ( 
*��E.�2����E.��>��� � 
�E 
 !���� � 1����E<I �ME � � � � � I Rn �

Rn :

{ � � 
�����E.� E 
 � E
� E.��� �&������"�-� � E.��� �&��E 


,+, λ · v
� � � � E.� � E 
�� E.��� �&��E 
 
��JK�G*� 1I��

~v
�5E �:E<��K2G 
"E 
ML � ��>��� � E<����E 
 �

• � E.��� �&�2E 
 �IJ� � I�E<� 
"E I�>��E<� 
"����K�G"E	� ��K2G"�(�� �ME 
ML

• � ���I�>��E 1I�� � I�E<� 
"E �&�2�JE<K�G"����K2G�E�� �"K2G����� �5E 
5L

• � � 
�����E �I�� �&���	2 E IJ>��E<� 
"����K2G�E	� �"K�G"���� �ME 

, � � � E �	�&��>��� � 
 � ��I�� � 
 � E.� � E � E<I L � �JE ��� � E:� �F� � � E<�  ��� 
"�G�� E 
 � E �5E 
5L

& L*) L��  
 � �ME �,�JE<G�� 
 �&� � E<����E  �"�(�� � E 
	 � 
�� E:��� �1��E 


��
P

v

�Rs�s������;t���u��lk�!�� c �e���Y�et�����	
P

t����'������rS����	�h��
v

��� � E 
 � E.��� �&�
v
1� � � 
����

P
 � �,���(�� � E 
 	&E.����K2G"��E �ME 
 �F� � ��G 
1�

��
v v

P

�Rs�s������;t���u��lk�!�� c rS����	�h�� v � s�u��1	I��� u����'� } �et�����	
P

: �&��� E<I�� H 2 � � �
P + v = (p1, . . . , pn) + (v1, . . . , vn)

= (p1 + v1, . . . , pn + vn)

P
����� E<� 
 � � 
���� # v ����� E.� 
 � E.��� �1� # (p1 + v1, . . . , pn + vn)

����� � �JE � E.����� E.� 
�� � 
����,L
: ��� � E 
 Rn ����� ��"K2G ! �&I��&E 
 � E ��K2G���E<� � � E<�J��E � ��� I��JK�G1�

Rn =








x1LLL
xn




∣∣∣∣∣∣∣
xi ∈ R





����E<��E � >���� 
*��E �F��� � ��"K�G �IJ� � �"1I ��E 
������� �ME �:E.�JK2G 
"E.�,L � E.� ��� �I ��E 
�����"� G��� � �JE<��E<I �5E� E � E<����� 
 � �F��E � E:� ' E<��IJE 
�����"� � 
 � �J�(� 
�����E<� 
"E���K2G���E<� �"��E<K2G 
��J��K2G"E � >���� 
*��E L
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�N���
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& L*) L	� ��E.�� � E 
 ��� Rn

��E.�
v 6= 0

L5: ��� � �JE���E.�2 � E � 
 � E.� � >���� E.��E.� � 1�(��E.IJI�� 
�� � ��I��9�
g
P � v = {P + λ · v |λ ∈ R} =: P + R v

��

��

v

P

P + λ · v

�Ms�s�������t���u��lkPp � c �e����� ¡ �������;�A�i}
Rn

& L*) L � ��>���
(I.2.3)

� � ����K2G
P,Q, P 6= Q

� E<G*� � E 
�1� E.� 
�E���E.�� � E L
� E � E.�J� �  
"�I ��� �,�"� � E � E<��� 	 � 


(I.2.5)
L

& L*) L�� ��>���
(I.2.4)

g ⊆ R2 �J�(� E<� 
"E���E.�2 � E�� E 
�1� �  
 
 # � E 
 
 E<� a, b, c ∈ R, (a, b) 6= (0, 0)
�&� ��� � ���

g =
{

(x, y) ∈ R2
∣∣ ax+ by = c

}

, � � � E���E.�� � E 
 �&IJE<��K2G�� 
 � �F� � � �I��5/ ��I�E<�JK�G�� 
 �&��! �1��� 0��ME �,E<��K2G 
�E.�:L� E � E.�J� �  
"�I ��� �,�"� � E � E<��� 	 � 

(I.2.6)

L

& L*) L��  
�� E:�2� � 
�� �,��� �	�&������ � 
 	 � 
 � E 
�� E 


A ⊆ B � � E � E.� a ∈ A ����� 1��K2G � 
 B E 
*��G"�I ��E 
 ⇒ A
�J�(� E<� 
"E �5E<��IJ� E 
�� E 	 � 


B
L

A ⊂ B
G">� ��� E.��� E � E<����� 
 � E 
1� � E<��IJ� E 
�� E �5E �:��E<G�� 
�� � � E.�J��E E<K2G*��E � E<��I�� E 
 � E3�

A ⊆
B,A 6= B
��"! �1��� 
 � � ��E<��E.� � �&���5E.I �ME � E<����� 
�� � E.� � E 
 �F� � � �JE �	�1��>��� � 
 A ⊂ B 
"��K2G*� 	&E.��� E 
 � E 
ML: ����E<� 
"E E.K2G*��E � E.�JI�� E 
 �&E ��K2G���E.� �ME 
 �F� � �

A $ B
L

& L*) L &�� ���5E 
"E 
 ���
Rn

( 
*��������� 	�� � � 
"E ���5E 
"E �ME 
 �1��� �&� ��� E.��� 
� �"G"H 
 �&���&E � ��K2G*��� 
�� � 	&E.��� �&��E 
1�

��

��

�	


�

v

P u P + λ · u

P + µ · v P + λ · u+ µ · v
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Rn
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n
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Rn ke���i���a���i�;�������It���u �N���
	��a�lk�!G�

& L*) L &6& � E%$ 
������ � 

(I.2.a)

��� �ME 
"E
��E��&E �ME 


P ∈ Rn # I�� 
�E<>��� 
" �"G"H 
 �&���&E � E.��� �&��E 
 u, v L �  
 
 G"E.�"2��
EP � u � v = {P + λ · u+ µ · v |µ, λ ∈ R} = P + Ru+ R v

� ��E � �ME 
�E � E<IJK�G"E � ����K2G u � 
 � v
��"! � E<�(�  
 
*� �F� � � L

& L*) L & ) � E%$ 
������ � 

(I.2.b)

� ����E������ 	 ��1I�E ��>���(��E.IJI�� 
�� � E.��� ��IJI

����E��(���
	 ���IJE � ��2����E<IJI�� 
�� � E:� � ��IJIMI�1����E:�;� 0 · u1 + . . .+ 0 · uk = 0

& L*) L & 7 � E%$ 
���� � 

(I.2.c)

� � E��1���+! � E.��IJ� 
"E<>��E 
 � 
 � 
"��K2G*� IJ� 
"E.��2E 
  � G"H 
�� � �&�&E<���
� E �&���+! � E.� I�� 
"E<>��E 
� � G�H 
 � � �&�&E<� �;� u1, . . . , uk ∈ Rn G"E<�+2 E 
 I�� 
�E<>� � 
" � G�H 
�� � � # � E 
 
 ����
E<� 
"E.� ��E<I�>��� � 


α1 ·u1 + . . .+αk ·uk = 0, αi ∈ R
!����

i = 1, . . . , k
�(��E.��� ! � I �&�9�

α1 = . . . = αk = 0
L

& L ��E%$ 
"� ��� � 
 � ��E��&E �ME 

u, v ∈ Rn L

!�_
u, v

��� 
 � I�� 
�E<>��� 
" � G�H 
 � � � � I�� 
5L � 
" �"G5L � :⇔ u 6= 0, v 6= 0
� 
 � !������I�IJE λ ∈ R, λ 6= 0�&�JI �

v 6= λ · u L

p�_ � E<����E.��E ��E;$ 
"� ��� � 
1�
u, v

��� 
 � I�� 
"E<>� � 
" �"G"H 
 �&��� :⇔ ��"�
α · u+ β · v = 0

! � I �&� �(��E.���
α = β = 0

L

� � 
 � � I�I�E 
 �F� � � �JE
��� ���
	��I�E 
 � � ��E<��E.� �5E.� � E 
 ��E%$ 
"� ��� � 
�E 
 �ME � E<����E 
ML �  �F� � � � ��E��� ���
	��I�E 
 � �,E<� � E 
 ���&IJI�E 
 �&E<G"E 
 �F� � ! � I � E 
 � E.���  2 E 
 	 �1� �

• ��"� & L ��E%$ 
"� ��� � 
 ⇒ ) L � E%$ 
������ � 
5L  ��� ) L � E%$ 
������ � 
 ⇒ & L ��E%$ 
"� ��� � 
ML
• ⇒ � & L � E%$ 
������ � 
 ⇔ ) L ��E%$ 
"� ��� � 
���L

/ & L ��E%$ 
"� ��� � 
 ⇒ ) L � E%$ 
������ � 
 09�
' � �,E<���&E 
1� ��� 
 � � E:��� �1��E 
 
"�K2G � E.� & LF��E;$ 
"� ��� � 
 I�� 
"E<>� � 
" �"G"H 
 �&��� # � � ��� 
 � ����E ���K2G
"�K2G � E.��) L � E%$ 
������ � 
 I�� 
�E<>��� 
" �"G"H 
 �&��� �
��E.�JE 


u, v
I�� 
"E<>� � 
" �"G"H 
 �&��� � E.� H 2 & L � E%$ 
������ � 
 # ��E.� α · u + β · v = 0

L ' � �,E<� � E 
 �
α = β = 0

L
� � � !��"G���E 
 
�� 
 E<� 
"E 
 � E � E<��� � ����K2G � � � E.�2���"�2�"K2G �� 
 
"�G"� E6�	
��JK�G*� α = β = 0 # �I�� �
α 6= 0

� � E.� β 6= 0
L

��E.�
α 6= 0

� 
 � α · u+ β · v = 0
L � ��21��� ! � I �&�9�

α · u+ β · v = 0 ⇔ α · u = −β · v0 ⇔ u = − β
α
· v

:�1I�I��
β = 0

! �&I��1�;�
u = 0 ⇒ � � � E.�2���"�2�"K2G �,��� & L ��E%$ 
"� ��� � 
ML

:�1I�I��
β 6= 0

! �&I��1�;�
u = − β

α · v ⇒
� � � E.�2���"�2�"K2G �,��� & L ��E%$ 
"� ��� � 
ML

�IJ� � � I�E<� �"� � E.� :��I�I α = 0, β 6= 0
L �� 
 
 ! �&I��1�;�

β · v = 0 ⇒ v = 0
��� ���">��� � 
 �

v = 0
L ⇒ � � � E:���������"K2G �,��� & L ��E%$ 
"� ��� � 
ML

/ )�L ��E%$ 
"� ��� � 
 ⇒ & L � E%$ 
������ � 
 09� ��E.I �"��� � � E.� 
"��E L) L ��E%$ 
"� ��� � 
 � ��E��&E �ME 
1�
u1, . . . , uk ∈ Rn L u1, . . . , uk

G"E<�+2 E 
 IJ� 
"E<>�F� 
" � G�H 
 � � � # � E 
 
 ����
� E<� 
�E.� ��E<IJ>��� � 
 �

α1 · u1 + . . .+ αk · uk = 0
����E.��� ! � I �&�9�

α1 = . . . = αk = 0
L
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�N���
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7�L ��E%$ 
"� ��� � 
 �
u1, . . . , uk

��� 
 � I�� 
�E<>�� � G�H 
 � � � ⇔ E.��E�� �J�(����E.��E 

α1, . . . , αk

# 
"��K2G*��1I�I�E
αi = 0

� � �

α1 · u1 + . . .+ αk · uk = 0
�
0
�J�(� 
"��K2G*� � �(��� 	 �J�I � ��2����E<IJI � >���IJ���"� 
�E<>��� � � � � 
">��� � 
 	 � 
 u1, . . . , uk

��L

(∗)
⇔ E<� � � �"�

i
� � �

ui
����� � � ���5� 
"E.���� �&� � � 
">��� � 
 � � E.� � E.��� �&�2E 
 u1, . . . , ui−1, ui+1, . . . , uk

L
� E � E.�J� 	 � 


(∗) L � E � E<��� � E.� ��� ���
	��I�E 
 �,��"���� � E � ����K2G A⇒ B,B ⇒ A
L

/ ⇒0;�
� �K2G � �&�21������E.���,� 
�� �

α1 · u1 + . . .+ αk · uk = 0
� 
 � E<� 
 αi 6= 0

L � � 
 �&�JI �9�
0 = α1 · u1 + . . .+ αi−1 · ui−1 + αi · ui + αi+1 · ui+1 + . . .+ αk · uk

ai · ui = −α1 · u1 − . . .− αi−1 · ui−1 − αi+1 · ui+1 − . . .− αk · uk

ui = −α1

αi
· u1 − . . .−

αi−1

αi
· ui−1 −

αi+1

αi
· ui+1 − . . .−

αk

αi
· uk

ui
�J�(� �IJ� � E<� 
"E	� � � E.� � E.��� �&��E 
 u1, . . . , ui−1, ui+1, uk

L ⇒ � E<G�1���"��� 
���L
/ ⇐0;�
� �K2G � �&�21������E.���,� 
���� � �"� E<�

ui
# � � �  2 ui

� � 	 � 

u1, . . . , ui−1, ui+1, uk

L �I�� � �
ui = α1 · u1 + . . .+ αi−1 · ui−1 + αi+1 · ui+1 + . . . αk · uk

 � � � ��� � 
 	 � 
 (−ui)
��"!��ME<� � E 
 � E<����E 
 E:� � � �"�9�

0 = α1 · u1 + . . .+ αi−1 · ui−1 + (−u1) + αi+1 · ui+1 + . . . αk · uk

��E:� � ��E � �:��E 
*�
αi = −1 6= 0

L �����G"E<�+2��9� � ��IJI �J�(� 
"��K2G*� ���2�
	 ���I � >� � E<�(��E.IJI �:L ⇒ � E<G����� ���� 
 ��L

& L*) L & � � E<�J�(� ��E<I � I�� 
�E<>��E ��
� � G"H 
�� � �&�&E<��� � 
 �  � G�H 
 � � �&�&E<� � 	 � 
�� E.��� �&�2E 

��E��&E �ME 
 ��E.�JE 


u1 = (1, 2) , u2 = (2, 4) , u3 = (1, 5)
L

: �� � E 
 �
!�_ � � 
 � u1, u3

I�� 
"E<>��� 
� �"G"H 
 �&��� �
p�_ � � 
 � u1, u2

I�� 
"E<>�� � G"H 
�� � � �
�,� & � � E<�

α · u1 + β · u3 = (0, 0)
L �I�� � �

(α, 2α) + (β, 5β) = (0, 0)
L ����FG"E.�"2��9�

α+ β = 0

2α+ 5β = 0
�  
 G">� � �JE � � ��� 
�� E 
 � �JE.��E<� ��IJE.�JK2G�� 
 �&��� � �(��E.� � �,� � 
*��E.�����"K2G�E 
5L ����EFE.������E ��I�E<��K2G�� 
��I��JE<!7E.�2�9�

α = −β L � � 
"��E.� �:E 
 � E:�	� �&��� 
 � � E.� E.�2����E 
 ��I�E<��K2G�� 
�� � 
 � ��E ��� E<� ��E ��I�E<��K2G�� 
��
I��JE<!7E.�2�9� −2β + 5β = 0 ⇒ 3β = 0

L  I�� � ! �&I��1� ��"� � E<� ��IJE<��K2G�� 
 � ��� � �(��E<�-�
α = 0, β =

0
L ���� ��IJE<��K2G�� 
 � ��� � �(��E<� G">� �I�� � 
���� � ��E �(��� 	 �J�I�E � � ��� 
���L ���� ��� ��� 
 � u1, u3

I�� 
�E<>�
� 
� � G"H 
�� � ��L
�,� ) � � � � ��I��9�

α · (1, 2) + β · (2, 4) = (0, 0)
L ����E<� E.� � � �"� ! � I � E 
 � E<� ��I�E<��K2G�� 
�� ��� � ����E<�-�
α+ 2β = 0

2α+ 4β = 0
���� ��I�E<��K2G�� 
�� ��� � ����E<� G">� 
��JK2G*� ����� 	 ��1I�E � �&��� 
 � E 
5L�� E<����� ��E<I

α = −2, β = 1
L

� � 
 � �&IJI�E 
 � ��� 
 � K2G E.� 
�� �I � �ME 
�E 
 �&E 
"��"E:���ME.�(���K2G*��E 
1�
E = EP � u � v = P + Ru+ R v

� E.� �@� � �&IJI�E 
 �F� � �F�JE � 
 ��>� �
(I.2.3)

� 
 � (I.2.4)
!���� � ��E ��E.�� � E  
"�I ��� E ��"���� � E 
 !����

� ��E � �ME 
�E �ME � E<�J��E 
5L
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	��a�lk�!��

& L*) L & � � �� �
(I.2.5)

������K2G � �2E<� 
"��K2G*� � � I�I�� 
�E<>��E � � 
�����E � � �"� E<� � E 
"�� E<� 
"E � �ME 
�E L

& L*) L & � � �� �
(I.2.6)

E ⊆ R3 �J�(� ���5E 
"E � E 
"�� �  
 
 # � E 
 
 E<� a, b, c, d ∈ R
� � �"� � � �

� � �
(a, b, c) 6= (0, 0, 0)

� �J� �
E = { (x, y, z)|ax+ by + cz = d}

& L*) L & � � �� �
(I.2.6)

′

g ⊆ R3 �J�(� ��E.�� � E �&E 
"�� �  
 
 # � E 
 
 E<� a, b, c, d ∈ R
� 
 � a′, b′, c′, d′ ∈ R

�&� ���F� ���9�
� � �

(a, b, c) 6= (0, 0, 0)
� 
 � (a′, b′, c′) 6= (0, 0, 0)

L
� �J� �

g = {(x, y, z)| ax+ by + cz = d, a′x+ b′y + c′z = d}
� � � � E.� � E 
 � �� � (I.2.6′)


"��K2G*���ME � E<����E 
ML � � 
�E ��E.�2 � E ��� � ���� �F��� � ���2K2G ��� E.� ���JK2G
��K�G 
"E.� � E 
 � E � �ME 
"E 
 � E%$ 
"��E.�2� # � �JE	
��JK2G*�F�">���IJI�E<I�� � E.� � � E 
*���J��K2G ��E<� 
 � ����!7E 
5L

& L*) L & � � G"E �&����E �:��� I�� 
"E<>��E 
 ��
" �"G"H 
 �&���1� E<� � 	 � 
 � ���E 

� �1� �ME.��E<� ��� 
 � �

a, b, c, d ∈ R
L � �JE � E.��E.��� � 
� 
*��E E<� 
"E:�

2× 2 �
� >����� � �J�(� � E;$ 
"��E.�2� �IJ�9�

∣∣∣∣
a b
c d

∣∣∣∣ = a · d− b · c

� E.G"�������� 
 � �
� � �

(a, b) , (c, d) ∈ R2 ��� 
 � IJ� 
"E<>��� 
� � G"H 
�� � � ⇔
∣∣∣∣
a b
c d

∣∣∣∣ = a · d− b · c 6= 0

� �J� �
(a1, . . . , an) , (b1, . . . , bn) ∈ Rn ��� 
 � IJ� 
"E.�� � 
" � G�H 
 � � � ⇔ ∃i, j � � �

i 6= j
�

∣∣∣∣
ai aj

bi bj

∣∣∣∣ = ai · bj − aj · bi 6= 0

� E � E.�J� �,�
(i)
�

/ ⇐0��E.�
α · (a, b) + β · (c, d) = (0, 0)

� � 
 � � 
 
"E 
�F� � ! � I � E 
 � E.� ��I�E<�JK�G�� 
 �&��� � ����E<� 1��!A����E<I�IJE 
1�
I : α · a+ β · c = 0
II : α · b+ β · d = 0

� � 
 � �"I ��� � I�� �:��E.��E 
��F� �
I
� � �

b
� 
 � II

� � �
a
� 
 � E:��G"�I ��E 
 �

I : α · a+ β · c = 0 |·b
II : α · b+ β · d = 0 |·a
⇔ α · ab+ β · bc = 0
∧ α · ab+ β · ad = 0
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� � 
 �"�JI � E 
 �F� � � ��E ���+!5E:��E 
 � � E.� �ME<� � E 
 ��IJE<��K2G�� 
 � �
⇒ α · ab+ β · bc− (α · ab+ β · ad) = 0− 0
⇔ β · (bc− ad) = 0
⇔ (−1) · β · (bc− ad) = (−1) · 0
⇔ β · (ad− bc) = 0

�M1��� � �&�21������E.���,� 
�� �J�(� ∣∣∣∣ a b
c d

∣∣∣∣ 6= 0⇒ β = 0
L

: ���
α
�&E<G"E 
 � ��� 
�� 
  
��I ��� 	 �1� �

� � 
 � �"I ��� � I�� �:��E.��E 
��F� �
I
� � �

d
� 
 � II

� � �
c
� 
 � E.��G�1I ��E 
1�

I : α · a+ β · c = 0 |·d
II : α · b+ β · d = 0 |·c
⇔ α · ad+ β · cd = 0
∧ α · bc+ β · cd = 0

� � 
 �"�JI � E 
 �F� � � ��E ���+!5E:��E 
 � � E.� �ME<� � E 
 ��IJE<��K2G�� 
 � �
⇒ α · ad+ β · cd− (α · bc+ β · cd) = 0− 0
⇔ α · (ad− bc) = 0

�M1��� � �&�21������E.���,� 
�� �J�(� ∣∣∣∣ a b
c d

∣∣∣∣ 6= 0⇒ α = 0
L

���� ��I�E<��K2G�� 
�� ��� � ����E<� G">� 
���� E.� 
�E������ 	 ��1I�E	� � ��� 
 ��L
/ ⇒0 � � ���(��E.IJ� � � � E.���(�"����K2G �ME � E<��� �
 
 � E 
 � � � E 


a · d− b · c = 0
L � �JE.�21��� ����� E<� 
 � � � E:���������"K2G �:� � E 
 � �&���������E:���,� 
�� E 
��,�

�,E<���&E 
5L
� �K2G � E:� � �&���������E:���,� 
�� � ��I��9� (a, b) 6= (0, 0) , (c, d) 6= (0, 0)

L � � 
 
�E<G"� E 
 �F� � E<� 
�E :��I�I �� 
*��E.����K2G"E.� � � 
 � 	 �&�%�
• :�1I�I a 6= 0

L � � 
 �&�JI � ! ���
d
�
a · d− b · c = 0 ⇔ d =

b

a
· c

� � 
 ��E:���,E 
 �F� � � �� d � 
 � E 
 � E:��� �1�
(c, d)

E<� 
 � 
 � E.��G��I���E 
1�
(c, d) =

(
c,
b

a
· c
)

= c ·
(

1,
b

a

)
=
c

a
· (a, b)

�I�� � ��� 
 � � ��E � E.��� �&��E 
 IJ� 
"E<>�  � G�H 
 � � ��L � � � E.���(�"����K2G �:��� � �&���������E:���,� 
���L

• :�1I�I b 6= 0
L ��� � � � � �K2G

c
�� � � ��E 
 �2L

� E � E.�J� �,�
(ii)

�
/ ⇐0��E��&E �ME 
 ��E.�

α · (a1, . . . , an) + β · (b1, . . . , bn) = 0
L � � 
 �ME.�(���K2G*��E 
 �F� � � �JE i � ��E � 
 � j �

��E
� � ��� ��� � 
 � E.� � E:��� �1��E 
1�

α · ai + β · bi = 0

α · aj + β · bj = 0

� � � E.��G�1I ��E 
1�
α · (ai, aj) + β · (bi, bj) = 0

� �K2G
(i)

� ��I��9�
α = β = 0

L
/ ⇒0��E.I �"��� # � � E:� � 
 � E 
 � �"� 
�� E 
 � 
 � � ��� �1����E 
5L
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Rn ke���i���a���i�;�������It���u �N���
	��a�lk�!��

& L*) L & � � E<�J�(� ��E<I�E�!�����I�� 
�E<>��E ��
� � G"H 
�� � �&�&E<���

��E.�
i = 2, j = 10

L  I�� � ∣∣∣∣ a2 a10

b2 b10

∣∣∣∣ 6= 0

( 
"� � E<��1� � �&� ��� E<� ( n
2

)
=
n · (n− 1)

2

	 E.�2��K2G��JE � E 
"E 2× 2
��E.��E.��� � 
" 
*��E 
5L

� E.�J�(� ��E<I��
α1 · (1, 2, 3) + α2 · (0, 6, 7) + α3 · (6, 1, 4) = 0 = (0, 0, 0)� E.� E:�2� � 
�� �  ��� � E.� � � 
*��E���� G"E:����"� � ��� � � IJ>� # �  2 � ��� � E.��/ 00 E<� 
 � E.��� �&� �&E<� E<� 
*�

�����,L
� � � E.��G�1I ��E 
 E<� 
 ��IJE.�JK2G�� 
 �&��� � �(��E.� �

1 · α1 + 0 · α2 + 6 · α3 = 0

2 · α1 + 6 · α2 + 1 · α3 = 0

3 · α1 + 7 · α2 + 4 · α3 = 0

�  
 G�>� 
�� 
 � �� ��IJE<��K2G�� 
 � ��� � �(��E<� �,� � 
*��E.������K2G"E 
 � !���� I�� 
"E<>��E ��
� � G"H 
�� � �&�&E<��� �����
�,� �:E<� � E 
 # �  2 � 1� ��I�E<��K2G�� 
�� ��� � ����E<� 
���� E.� 
�E������ 	 ��1I�E � �&��� 
 � G���,L

& L*) L*) � � E%$ 
������ � 

(I.2.d)

��� ���E 
 �J�
Rn

� ���E 
1�
u, v

� ���E 
 �J�
R2 :⇔

� � �
u, v

��� 
 � IJ� 
"E<>� � 
" � G�H 
�� � �
� �J� � .�E � E<� w ∈ R2 ����� � � 	 � 


u, v # � ��FG�E<�"2�� E<� E � ��������E.��E 
 α, β ∈ R
� � �

w = α · u+ β · v L

� E.�J�(� ��E<I�� ��E.�JE 

u = e1 = (1, 0)

� 
 � v = e2 = (0, 1)
L

: ����E<� 
"E 
 �ME<IJ��E �"���&E 
 � E.��� �1�
(a, b) ∈ R2 �&�JI �;� (a, b) = a · e1 + b · e2

L
� E.G"�������� 
 � �� ���

(i)
! � I �&�

(ii)
L

��E��&E �ME 
1� IJ� 
"E<>� � 
� �"G"H 
 �&���&E � E:��� �1��E 

u, v

� � �
u = (a, b) # v = (c, d)

L ' � � E<� ��E<� E<� 

� E.��� �&�

w
� E � E �ME 
 � � �

w = (r, s)
L

' � $ 
 � E 
 ��� 
 � α, β ∈ R
� � �

w = α · u+ β · v �&E�� E �ME 
ML����FG�E<�"2��9� � �� ��IJE<��K2G�� 
 � ��� � �(��E<�
α · a+ β · c = r

α · b+ β · d = s

����� 
"�K2G
α, β

���� �&� �"���� 
*��E.� � E.� � �1����"����E.� �:� 
 � # �  2
∣∣∣∣
a b
c d

∣∣∣∣ 6= 0
L ' ��E.���(� ! �&��� E 
 �F� �

� �� ��I�E<��K2G�� 
�� ��� � ����E<� �"�-�
I : α · a+ β · c = r |·d
II : α · b+ β · d = s |·c
⇔ α · ad+ β · cd = rd
∧ α · bc+ β · cd = sc

� � 
 �����������G��JE.�2E 
 �F� � � ��E���IJE<��K2G�� 
 � E 
 	 � 
"E<� 
" 
 � E.��� 
 � E.��G�1I ��E 
1�
⇒ α · ad+ β · cd− (α · bc+ β · cd) = rd − sc
⇔ α · (ad− bc) = rd − sc

� � 
 ��K2G��2E<� �ME 
 �F��� � �JE��5E.��� E��IJ�F� E.��E.��� � 
� 
*��E 
 �"�-�
α · (ad− bc) = rd− sc ⇔ α ·

∣∣∣∣
a b
c d

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣
r s
c d

∣∣∣∣
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: ���
α
E.� � � �"�F���JK2G �

α =

∣∣∣∣
r s
c d

∣∣∣∣∣∣∣∣
a b
c d

∣∣∣∣

# � � �5E.� I�1��� � �1����"����E.� �:� 
 � ∣∣∣∣ a b
c d

∣∣∣∣ 6= 0
L

� � � 	 E:��!A�G���E 
  
"�I ��� ! ���
β
�
I : α · a+ β · c = r |·b
II : α · b+ β · d = s |·a
⇔ α · ab+ β · bc = br
∧ α · ab+ β · ad = as

� � 
 �����������G��JE.�2E 
 �F� � � ��E���IJE<��K2G�� 
 � E 
 	 � 
"E<� 
" 
 � E.��� 
 � E.��G�1I ��E 
1�
⇒ α · ab+ β · bc− (α · ab+ β · ad) = br − as
⇔ β · (bc− ad) = br − as
⇔ β · (ad− bc) = as− br

� � 
 ��K2G��2E<� �ME 
 �F��� � �JE��5E.��� E��IJ�F� E.��E.��� � 
� 
*��E 
 �"�-�
⇔ β · (ad− bc) = as− br ⇔ β ·

∣∣∣∣
a b
c d

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣
a b
r s

∣∣∣∣

: ���
β
E.� �&� ���F����K2G1�

β =

∣∣∣∣
a b
r s

∣∣∣∣∣∣∣∣
a b
c d

∣∣∣∣

# � ���ME<� I����� ���&����"����E.� �,� 
 � ∣∣∣∣ a b
c d

∣∣∣∣ 6= 0
L

� ����G�E.� � ��� ���FE<� E<� 
"E	� � ��� 
��
α, β

	 � 

w = α · u+ β · v # � � ��� 
 � α, β

E.� 
 � E<����� ��L������K2G 
"�K2G���E<K2G 
"E 
 E.� �&� ��� ���JK2G # �  2 � ��E  
 �&E�� E �ME 
�E 
 α, β � ��E	� �&��� 
�� ��� 
 � L
u, v, w

� ���E 
 ���
R3 :⇔

� � �
u, v, w

��� 
 � I�� 
"E<>� � 
� � G"H 
�� � �
� �J� � .�E � E<� z ∈ R3 ����� � � 	 � 


u, v, w # � ��FG"E.�"2�� E<� E � �������JE:��E 
 α, β, γ ∈ R
� � �

z = α · u+ β · v + γ · w
� E.�J�(� ��E<I�� ��E.�JE 


u = e1 = (1, 0, 0) # v = e2 = (0, 1, 0)
� 
 � w = e3 = (0, 0, 1): ����E<� 
"E 
 �ME<IJ��E �"���&E 
 � E.��� �1�

(a, b, c) ∈ R3 � ��I��9� (a, b, c) = a · e1 + b · e2 + c · e3
L

� E.G"�������� 
 � �� ���
(i)
! � I �&�

(ii)
� ,FG 
�E�� E � E<��� ⇒ ���"H>��E.��� 
 �IJI � E<� E<� 
"E:� : �&��� �2L

' ����>� �	�
z = α · u+ β · v + γ · w # α, β, γ ��� 
 � E<� 
 � E<��������L

& L*) L*) & � 1���J��E.� �&H 
 �:� 
 � ���
R3

��E.�JE 

u, v

I�� 
�E<>��� 
" �"G"H 
 �&��� # �  
 
 � � �"� E.� w ∈ R3 # � � �  2 u, v, w E.� 
�E	� ������ � ��I � E 
ML� E � E.�J�9� ' ��� � E.� � E<����IJ��K2G�� 
 � E<� 
"E ( I�IJ�����(��>��� � 
 �

��w

v

u
Eu,v

�Ms�s�������t���u��lkPp�p c u, v, w s���������� �������a�-���I���
: ���

w
� � 2 � E<I ��E 
1�

w /∈ E0 � u � v

L
� �"H>��E.� � E.� � E 
 � ����
 � K2G � � �(��E.� >���J��K2G  
 � �JE � 1���J��E.� �&H 
 �:� 
 � G"E:�� 
 � E.G"E 
 � � ��E<��E<��� E.� ����"�JE.I5����� 
���� E<� 
 � �&� �&E<��K�G"� �K����:L
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Rn ke���i���a���i�;�������It���u �N���
	��a�lk�p�!

& L*) L*)6) � E � E<�J� 	 � 
 ��>���
(I.2.5)

' ����� �2� 
 
"E.��� 
 � � � ����K2G 7 
��JK2G*� � � I�IJ� 
"E.��2E � � 
�����E
P,Q,R

�&E<G*� � E 
��� E<� 
"E � �ME 
�E
E� ���9�

E = EP � −−→PQ �

−→
PR

� E � E.�J�9�

�� ��

��R

P Q

�Rs�s��i���;t���u��lkPp { c P,Q,R �������'��������	���h����i���������

P,Q,R
��� 
 � 
"��K2G*� � � I�IJ� 
"E.�� ⇒ −−→

PQ,
−→
PR

��� 
 � IJ� 
"E.�� � 
� �"G"H 
 �&����L � 1� � � �J�(� EP � −−→PQ �

−→
PRE<� 
"E ���5E 
"E # � ��E � ��E � � 
�����E P,Q,R E 
*��G"H�I �:L

����E � � 
 � E<����� �&�&E<� � � E.� � �ME 
"E �,E<���1� �  
 � 
�� E<!AH�G��F� � �F��E �ME<� � E:� ��E.�� � E � ��"! �& �5E ��"!� �"� 
�� � �"IJ>�(� 7 #  ��! �  �ME ) �2L

& L*) L*)37 � E � E<�J� 	 � 
 ��>���
(I.2.6)

' ��� � ��� 
 
�E.��� 
�� � � �JE ���ME 
"E ����� � 
 ��I�E<��K2G�� 
�� ��! �&��� �&E�� E �ME 
 � ���2K2G1�
ax+ by + cz = d

� � �
(a, b, c) 6= (0, 0, 0)

� E � E.�J�9� ' ��E.���(� ���ME.��! �"G��2E 
 �F� � � ��E���IJE<��K2G�� 
 � � 
 � ��E � >���� E.��E.� � ��2����E<IJI�� 
���L
��

(a, b, c) 6= (0, 0, 0)
I�1��� � �1����"����E.� �:� 
 � ��E.��, � ��� G 
"E	� � 
���K2G���H 
�� � 
 � �

a 6= 0
L � �&��E 


�F� � � ��E � �ME 
"E 
 � I�E<��K2G�� 
�� 
�1K�G x ��"! # � � E:��G"�I ��E 
 � ��� �

ax+ by + cz = d ⇔ x =
d

a
− b

a
· y − c

a
· z

� � 
 � E.� �:E 
 �F���
x
!���� � E 
�� � 
����

P = (x, y, z)
E<� 
5L � � �&�JI �;�

(x, y, z) =

(
d

a
− b

a
· y − c

a
· z, y, z

)

=

(
d

a
, 0, 0

)
+ y ·

(
− b
a
, 1, 0

)
+ z ·

(
− c
a
, 0, 1

)

=

(
d

a
, 0, 0

)
+
y

a
· (−b, a, 0) +

z

a
· (−c, 0, a)

y
� 
 � z

��� 
 � �ME<I��JE � � ��L ���G"E:� E:��!��"I�I � P � �JE���I�E<��K2G�� 
�� �
P ∈ E 
 d

a
, 0, 0 � � (−b, a, 0) � (−c, 0, a)

�	�&��>��� � 
 � � �� � E<� ��� � I � 
 G"� 
*��E:� � E<� � � ��� � 	&E.��� �&� ����E 
 
*� � ��E<��E 
 	 � 
 � E 
 � ��K2G*��� 
�� � �	&E.��� �1��E 
ML
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�N���
	��a�lk�p�p ³D���������I�a�R��u���s����®�QkerSh����i����t���u

& L*) L*) � �  
 � IJ� 
 � � E:� � >���� E.��E:� � >���(��E<I�I�� 
 � E<� 
�E.� � �ME 
�E � 
 E<� 
�E���IJE.�JK2G�� 
 �
� � � � �"� � E<G���E.��E � ��� I��JK2G�� E.����E 
1�
• ��E:��E.�2� � 
" 
*��E 
 �&IJE.�JK2G�� 
 �&E 
 � ���"H>��E.� �

• ����E<� �,����� � ����� # � E<����E �	�&��� �IJ! �&��� �
(I.3.2)

�

• � 
*��E.� � E.� � E 
 � � 
 � 	 � 
 � �� � (I.2.6)

��E��&E �ME 
 ��E.�
E = EP � u � v

� 
 � ��E<��E 
 u, v IJ� 
"E<>� � 
" � G�H 
�� � ��L
� � � H 
 �,E

u, v
�,� E<� 
�E.� � ����J� ���

R3 L � 1�FG�E<�+2�� !����4.�E � E 
�� E.��� �1�
z
�

z = α · u+ β · v + γ · w
( ���

Q ∈ E ⇒ −−→
PQ = α · u+ β · v + γ · w # �  
 
 Q ∈ E ⇔ γQ = 0

L
��E.�

P = (p1, p2, p3)
# Q = (q1, q2, q3)

L � � 
 � ��I � !���� −−→
PQ

�
−−→
PQ = Q− P

= (q1 − p1, q2 − p2, q3 − p3)

= (q1 − p1) · e1 + (q2 − p2) · e2 + (q3 − p3) · e3
� � 
 ��E.� �:E 
 �F����!���� � ��E	� ���E 
 e1, e2, e3 ! � I � E 
 � E.� E<� 
1�

e1 = α1 · u+ β1 · v + γ1 · w
e2 = α2 · u+ β2 · v + γ2 · w
e3 = α3 · u+ β3 · v + γ3 · w

� � E.� � � �"� ����K2G1�
−−→
PQ = (q1 − p1) · e1 + (q2 − p2) · e2 + (q3 − p3) · e3

= (q1 − p1) · (α1 · u+ β1 · v + γ1 · w) + (q2 − p2) · (α2 · u+ β2 · v + γ2 · w)

+ (q3 − p3) · (α3 · u+ β3 · v + γ3 · w)
� � 
 � �"I ��� � I�� �:��E.��E 
��F� ����"�F� 
 � E.��G�1I ��E 
1�

−−→
PQ = α · u+ β · v + [(q1 − p1) · γ1 + (q2 − p2) · γ2 + (q3 − p3) · γ3]︸ ︷︷ ︸ ·w

γQ

Q ∈ E ⇔ γQ = 0
L

��
 �ME.�� 
 
*� ��� 
 � q1, q2, q3
L � � � ��I��9�

q1 · γ1 + q2 · γ2 + q3 · γ3 = p1 · γ1 + p2 · γ2 + p3 · γ3

& L*) L*) � � E%$ 
������ � 

(I.2.e)

�
k � � �J� E 
���� � 
"�I�E.� �� 
�E 
 ��
*��E.�2�21���

� � � � E%$ 
"��E.��E 
 E<� 
�E 
 k � � �J� E 
���� � 
�1I�E.�  � 
"E 
 � 
*��E.������"� �I��

P + Ru1 + . . .+ Ruk
� ���ME<�

u1, . . . , uk
I�� 
�E<>� � 
" � G�H 
 � � � ��� 
 �

����E �ME<� � E 
 E.� 
�!A�K2G"�(��E 
-:�H�I�IJE ��� 
 � � 
�� ��K�G � 
 � 
*��E.�� 
 � E.��E 
 � �� E 
 �5E:�� 
 
*�;�
• & � � ��� E 
"��� � 
"�I � ��E.�� � E6� P + Ru # u 6= 0

� ⇔ u
IJ� 
"E.�� � 
" � G�H 
 � � � �2L

• ) � � ��� E 
"��� � 
"�I � � �ME 
"E3� P + Ru+ Rv # u, v IJ� 
"E<>� � 
" � G�H 
�� � ��L

<�p ce¡ �������;����t��g����sg�������Y��}
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n
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Rn ke���i���a���i�;�������It���u �N���
	��a�lk�p�{

����� 354/687�9;:+<
(I.3)

? 	 �¶4S<�4/C�6MC�O F V��z9U7�H
Rn

& L87�L & ��E%$ 
"� ��� � 

(I.3.a)

� � 1�������IJ>�2����� � ����� ��� E<��E.� � E.��� �&��E 

��E.�JE 


x, y ∈ Rn � 〈x, y〉 := n∑

i=1

xi · yi �
 �ME<�

x = (x1, . . . , xn) , y = (y1, . . . , yn)

& L87�L*) ��E%$ 
"� ��� � 

(I.3.b)

� �	�1��� E<� 
�E<� � E.��� �1���
����E �	�&�2� E<� 
�E<� � E.��� �1���

x � E;$ 
"��E.��E 
 �F� � � ��� � ��IJ!AE � E<� �����IJ>�2����� � ������E<�9� ‖x‖ :=
√
〈x, x〉��E.�JE 


x, x′, y, y′ ∈ Rn, α ∈ R
L � � � E 
"��K�G"�!7��E 
 � E:� �	�1���-�

� � � 〈x, y〉 = 〈y, x〉
� �J� � 〈x, y + y′〉 = 〈x, y〉+ 〈x, y′〉 � 
 � 〈x+ x′, y〉 = 〈x, y〉+ 〈x′, y〉
� ���J� � 〈α · x, y〉 = α · 〈x, y〉 � 
 � 〈x, α · y〉 = α · 〈x, y〉
� �
	 � � 
 �&IJE<��K2G�� 
 � 	 � 
 � ��"K�G � � � K2G�� ������ �

|〈x, y〉| ≤ ‖x‖ · ‖y‖
' �"���� � � ��IJE.�JK2G�G"E<� � � ��I�� � 
 � E.� � ��"K2G � � ��K�G�� >�2� �,��K2G�E 
 ��
�� I�E<��K2G�� 
�� �

CSU
� !71I�I��

� �JE � E.��� �1��E 
 I�� 
�E<>�  � G"H 
�� � � ��� 
 � L
� 	 � ‖x‖ = 0 ⇔ x = 0
� 	 � � ‖α · x‖ = |α| · ‖x‖
� 	 ��� � ����E<��E<K�� ��� 
 �&IJE.�JK2G�� 
 � � ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖
����E	� E � E.�J��E !����

(i) � (iii)
E.��! �&I��1��E 
 1��! � E<� � �"� 
�� � �"IJ>�(� & L

' �
(iv)

� � E � E.�J� � E.� � ��"K�G � � � K2G�� ������,��K2G�E 
 ��
�� I�E<��K2G�� 
���L�� E<G"����"��� 
 �

|〈(x, y) , (x′, y′)〉| = |x · x′ + y · y′| ≤
√
x2 + y2 ·

√
(x′)2 + (y′)2

' ��E.���(� � � I�IJE 
 �F��� E.� 
�!A�K2G � �IME<� 
 � �>� � E.����E ��"�(�"��� � ��E.��E 
 �
� H�G"I�E

x = (2, 7) # y = (1,−4)
L � � 
���E.� �:E 
 I��JE<!7E.�2�9�

|〈(2, 7) , (1,−4)〉| = |2− 28| = 26 ≤
√

53 ·
√

17 =
√

22 + 72 ·
√

11 + (−4)2( 
 � ��E<��E.� :��I�I ����� � �JE � 
 � I�E<��K2G�� 
�� E.��! �"I�I��,L� ��E.� 
�� 
 � E.��1I�I � E<� E<� 
"E � E � E<���;�
� � � 
"E<G�� E 
 �,�"E.�2���FE<� 
"E :��IJI�� 
*��E.����K2G"E.� � � 
 � 	 �&�%�& L5:��I�I

y = 0
�
0
�J�(� � E.��� �&��� ���

|〈x, 0〉| ≤ ‖x‖ · ‖0‖ ⇔
n∑

i=1

xi · 0 ≤ ‖x‖ · 0 ⇔ 0 ≤ 0

) L5:��I�I
y 6= 0 ⇒ ‖y‖ 6= 0

� � 
 �ME.�2E<K2G 
�E 
 �F� ��! � I � E 
 � E.�F� ���I�>�2�"��� � �����9�

0 ≤ 〈x+ λy, x+ λy〉
(ii)
= 〈x, x〉 + 〈x, λy〉+ 〈x, λy〉+ 〈λy, λy〉

(iii)
= 〈x, x〉 + 2λ · 〈x, y〉+ λ2 · 〈y, y〉
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�N���
	��a�lk�p � ³D���������I�a�R��u���s����®�QkerSh����i����t���u

λ
�J�(� �ME<I��JE �"����L � ��� E.�2G"�I���E 
 E<� 
"E���I�E<��K2G�� 
�� # � ��E �&���	2 E � G 
"I��JK2G�� E.��� �,� E<� 
"E.� � �� � ��>��� ���K�G"E 
 ��I�E<��K2G�� 
�� 1��! � E<�����,L � � � 
"E<G�� E 
 
�� 
 E.� 
�E � �" � ��>���J��K2G"E � � � H 
 �,� 
�� 	 �1� �

〈x, x〉+ 2λ · 〈x, y〉+ λ2 · 〈y, y〉

= 〈y, y〉 ·
[
λ2 + 2λ · 〈x, y〉〈y, y〉

]
+ 〈x, x〉

= 〈y, y〉 ·
[
λ2 + 2λ · 〈x, y〉〈y, y〉 +

( 〈x, y〉
〈y, y〉

)2

−
( 〈x, y〉
〈y, y〉

)2
]

+ 〈x, x〉

= 〈y, y〉 ·
[
λ2 + 2λ · 〈x, y〉〈y, y〉 +

( 〈x, y〉
〈y, y〉

)2
]

+ 〈x, x〉 − 〈y, y〉 ·
( 〈x, y〉
〈y, y〉

)2

= 〈y, y〉 ·
[
λ+
〈x, y〉
〈y, y〉

]2
+ 〈x, x〉 − 〈x, y〉

2

〈y, y〉

= 〈y, y〉 ·
[
λ+
〈x, y〉
〈y, y〉

]2
+
〈x, x〉 · 〈y, y〉 − 〈x, y〉2

〈y, y〉

� � 
 � H�G"I�E 
 � ���
λ
� � �

λ = −〈x, y〉〈y, y〉
L � � ����E.� �:E 
 E<� 
 � 
 � E.��G"�I ��E 
1�

0 ≤ 〈x+ λy, x+ λy〉 = 〈y, y〉 ·
[
−〈x, y〉〈y, y〉 +

〈x, y〉
〈y, y〉

]2

︸ ︷︷ ︸
= 0

+
〈x, x〉 · 〈y, y〉 − 〈x, y〉2

〈y, y〉

⇔ 0 ≤ 〈x, x〉 · 〈y, y〉 − 〈x, y〉
2

〈y, y〉
⇔ 0 ≤ 〈x, x〉 · 〈y, y〉 − 〈x, y〉2

⇔ 〈x, y〉2 ≤ ‖x‖2 · ‖y‖2

⇔ |〈x, y〉| ≤ ‖x‖ · ‖y‖
 
"� E.�2� � 
 � � � � 
"E �	�&��� �J�(� ��� � E.� � � ��� ���
	 L ���G"E:�F� � 
 
"E 
 �F� � � E 
 � E.���2 � � E�� I������E 
5L
�	� K2G �,� �:E<� � E 
1� /���IJE<��K2G�G"E<� � 0 ⇔ x, y

��� 
 � I�� 
�E<>�  �"G"H 
 �&����L/ ⇐0 ���5E.�JK2G*� �
� H�G"I�E

x = 0
L � � 
"��E.���,E 
 I���E<!AE.�2�9�

|〈0, y〉| ≤ ‖0‖ · ‖y‖ ⇔
n∑

i=1

0 · yi ≤ 0 · ‖y‖ ⇔ 0 ≤ 0

� H�G"I�E
x 6= 0

L �� 
 
 ! � I �&� ���! �&��� 
 � � E.� IJ� 
"E.��2E 
 ��"G"H 
 �&���1� E<� �9� y = α · x � � � α ∈ R
L

� � 
"��E.� �:E 
 IJ��E<!AE.���;�
|〈x, y〉| ≤ ‖x‖ · ‖y‖

⇔ |〈x, α · x〉| ≤ ‖x‖ · ‖α · x‖
⇔ |α · 〈x, x〉| ≤ ‖x‖ · |α| · ‖x‖
⇔ |α| · |〈x, x〉| ≤ |α| · ‖x‖ · ‖x‖
⇔ |α| · ‖x‖2 ≤ |α| · ‖x‖2

/ ⇒0
� � � 
"E<G�� E 
 E<� 
"E :��IJI�� 
*��E.����K2G"E.� � � 
 � 	 �&�%�& L :��IJI

y = 0 ⇒ x, y
��� 
 � I�� 
"E<>�� �"G"H 
 �&��� 
"�K2G ��E%$ 
"� ��� � 
 � E:��I�� 
�E<>��E 
 ��"G"H 
 �&��� ��&E<���,L

<�{ c �N��� ���Ib���h;�;t���	��i} Rn ��	�	Ib c �����¤�I}~� 	I�D_ }���	�����}���	��i�$_ t����ikl��h��I	I}®t�����_ �;�G� �I���I��b;	
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Rn ke���i���a���i�;�������It���u �N���
	��a�lk�p��

) L5:��I�I
y 6= 0

L ' � � E<� �F� � � ��IJE.�JK2G�G"E<� �  
�� E 
 � � � E 
5L � �K2G (∗) ! � I �&� ��� ��� �,E<I �,��E<G"E 
 � � �

‖x+ λy‖ = ‖y‖ ·
[
λ+
〈x, y〉
〈y, y〉

]

 
"� E.�2� � 
 � � 〈x, x〉 · 〈y, y〉 − 〈x, y〉2
〈y, y〉 =

‖x‖2 · ‖y‖2 − 〈x, y〉2
〈y, y〉( ��� 
�� 
 � ��E���IJE<��K2G�G"E<� � 	 � 
 ‖x‖2 · ‖y‖2 = 〈x, y〉2 ⇔ ‖x‖ · ‖y‖ = |〈x, y〉|  
�� E 
 � � � E 
 # � � � ��I �;�

‖x‖2 · ‖y‖2 − 〈x, y〉2
〈y, y〉 = 0

λ
�J�(� �ME<I��JE �"����L � ��� ��E.� �:E 


λ = −〈x, y〉〈y, y〉
� 
 � E:��G"�I ��E 
 �

‖x+ λy‖ = ‖y‖ ·
[
λ+
〈x, y〉
〈y, y〉

]
= ‖y‖ ·

[
−〈x, y〉〈y, y〉 +

〈x, y〉
〈y, y〉

]

︸ ︷︷ ︸
= 0

= 0

� � � G" �ME 

(v) # (vi) # �  � ��E<��E � ����E:���F��"� � E 
 ��E%$ 
"� ��� � 
�E 
 ! �&I��&E 
5L' �

(vii)
! � I �&� ���� � E.� CSU L�( � E<E3�

‖x+ y‖2 = 〈x+ y, x+ y〉 = 〈x, x〉 + 2 · 〈x, y〉+ 〈y, y〉
� � � E � 
"��� � E.� � � � � E 
 ��� ! �&�2� � 
�� � 
 � ��E CSU E.� 
���E.� �:E 
5L

�©C�4 �z9�7�L��g]R: �¯: F :+VR9;VWKR^ F :¶L 	 �/4S<P42C�6WC�O F V��z9;:+L VMK FF :DC��O�C�H
& L87�L87 ��"���� 
 � 	 � 


P,Q ∈ Rn

� ��E.� �� � E<�J�(� ��E<I !����
n = 2

�

��

��Q

xQ − xP

P

yQ − yP

�Ms�s�������t���u��lkPp�� c �Rsg�P	�� ���'��¦z����������t�����	I�a��}
R2

( 
 � ��E<��E.� :��I�I � ��I � !���� � E 
  � ���� 
 � 	 � 

P
� 
 � Q

��
"�K2G � ����G" � �1���� � �

d (P,Q) =

√
(xQ − xP )2 + (yQ − yP )2 =

∥∥∥−−→PQ
∥∥∥
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& L87�L�� � � 
�� E.I ���F�J��K2G"E 
 � � E<� � E.��� �&��E 
 ���
R2 # R3 � ] (u, v)

� � � ��I��9� 〈u, v〉 = ‖u‖ · ‖v‖ · cos] (u, v)

��

v

u
α

�Ms�s�������t���u��lkPp�� c �B������������¦����I�������
u
t��g�

v

� � ��I�� IJ���� ��K2G���IJE �
� � 
 ��"� � E<G 
�� 
�� ��"! � E 
 Rn � � 1K�G CSU � ��I��9�

|〈x, y〉| ≤ ‖x‖ · ‖y‖ ⇔ |〈x, y〉|
‖x‖ · ‖y‖ ≤ 1

� � 
 � E%$ 
��JE:��E 
 �F� � �
cos (] (u, v)) :=

|〈x, y〉|
‖x‖ · ‖y‖

� ���ME<�
] (u, v) ∈ [0, π]

& L87�L�� ��>���
(I.3.1)

� � E.� � � ��� 
�������>� �
c2 = a2 + b2 − 2ab · cos γ

b

c

aγ

�Rs�s��i���;t���u��lkPp � cSd ���WyQh��I�i�Nt����I� 	I�8�i}
R2

� E � E.�J� ! ��� � E 
 Rn �

����

����

����γ

A

C

B

�Rs�s��i���;t���u��lk�p�� cSd ���WyQh��I�i�Nt�������	I�8��}
Rn

� � 
 �&�JI �9�
−−→
AB =

−→
AC +

−−→
CB

⇒ c2 =
∥∥∥−−→AB

∥∥∥
2

=
〈−−→
AB,

−−→
AB
〉2

=
〈−→
AC +

−−→
CB,

−→
AC +

−−→
CB

〉2

=
〈−→
AC,
−→
AC
〉

︸ ︷︷ ︸
= a2

+ 2 ·
〈−→
AC,
−−→
CB

〉
+
〈−−→
CB,

−−→
CB

〉

︸ ︷︷ ︸
= b2

= a2 + b2 + 2 · ab · cos]
(−→
AC,
−−→
CB

)
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	��a�lk�p��

� E:�����K2G*��� 
�� � E<��� � 
��&E<I��;�

����

����

����γ

A

C

B

β

�Ms�s�������t���u��lkPp � c β = ] (AC,CB)

� � � ��I�� �
cosα = − cos (π − α)

���
cos]

(−→
AC,
−−→
CB

)
= − cosγ

� � � ��E.� �,E 
 E<� 
 � 
 � E.��G"�I ��E 
1�
c2 = a2 + b2 − 2 · ab · cos γ

& L87�L	� ,F�2��G ��� � 
"�IJ� ��H�� 	 � 
�� E.��� �&��E 

��E.�JE 


u, v 6= 0
L � � 
 � ��I �;� 〈u, v〉 = 0 ⇔ u⊥v L� ��� 
 � ���! �  �ME6� ' � �&E�� E �5E 
"E 
 u, v, . . . $ 
 � E x � � � u⊥x, v⊥x, . . .

& L87�L � ��E%$ 
"� ��� � 

(I.3.c)

� ����E<� �,����� � ����� � 
 R3

���� ����E.� �@�"��� � ����� ����� 
���� ��� R3 � E;$ 
"��E.�2�,L���E�� E �ME 
 ��E<��E 
 x = (a1, a2, a3)
# y = (b1, b2, b3)

L
���� ����E.� �@�"��� � ����� ��� E.�JE.� � E:��� �1��E 
 ����� � E%$ 
��JE.��� �IJ�9�

x× y =

(∣∣∣∣
a2 a3

b2 b3

∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣
a3 a1

b3 b1

∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣
a1 a2

b1 b2

∣∣∣∣
)

� � � � E<G�E 
 �ME<� � E 
 � E.��E:��� � 
� 
*��E 
�� ��� I��J��K2G 	 �1�<L � E.1K�G*��E � ��E � � E<� ��E � �&��� ��� � 
ML
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& L87�L�� ��>���
(I.3.2)

�
��E.�JE 


x, y
IJ� 
"E<>� � 
" � G�H 
�� � ��L �  
 
 � ��I �;�

� � �
v⊥x, y ⇔ v = α · (x× y) !�����E<� 
 α ∈ R

� �J� � ‖x× y‖ = ‖x‖ · ‖y‖ · sin (] (x, y))

����E �&E � � E.�(������K2G�E�� E � E.����� 
 � 	 � 
 (ii)
� � �JE :�IJH�K2G�E � E<� � >���I�IJE.I ���&���� � � # � 1� � ����K2G x� 
 � y

��"! � E<�(�  
 
*� �F� � � �

���������������������������������������������������������������������������������������������������������

�����������������������������������������������������������������������������������������������
y

x

‖y‖ · sin(α)

α

�Rs�s��i���;t���u��lkPp � c ‖x‖ · ‖y‖ · sin] (x, y)

& L87�L�� � E<����E<��K2G�E �	�&�2� �I�E 
"! �&��� � E.� � �ME 
"E
� E:�����K2G*��� 
�� � E.� � �ME 
�E � E��&E �ME 
 � 
 � ��21� E.��E.� � >������E<I�IJ� 
 � �

��
uP

v

�Ms�s������;t���u��lkl{�� c �S� ��� }~�1	����I��h���}��;�����esn����� c E = P + R · u+ R · v
( � E<E3� � � � E.����E:���,E 
 u � 
 � v � ����K�G E.� 
�E 
 ��"!$��G 
"E 
 ��E 
�����E<K2G*� �(��E.G"E 
 � E 
 � E.��� �1� �

�� ��
n

P

Q

�Ms�s�������t���u��lk�{�! c �M���������I�����a�Mh���}~���
��h��I} �������esn����� c E : 〈x, n〉 = d

��E:� �	�1��� �IJE 
�	&E.��� �&� � E.� � �ME 
"E nE
����E<G*� ��E 
����2E<K2G*� ��"!

u, v
�
n⊥u, v L ����FG"E<�+2��9�

〈n, α · u+ β · v〉 = α · 〈n, u〉+ β · 〈n, v〉 = 0
� � 
"E � ��� I��JK2G�� E.���

nE
�,� �5E:��E<K2G 
"E 
 �����

n = u× v L
� � 
 �ME.�(���K2G*��E 
�F� � E<� 
�E 
�� � 
����

Q = (x, y, z)
L�: ���

P
� ��I��9�

P (a, b, c)
L � � 
 � ��I��9�

Q ∈ E ⇔ −−→
PQ⊥n ⇔

〈
n,
−−→
PQ
〉

= 0

�  
 E.��G"H�I � � ��E	� E<����E<��K2G"E �	�1��� �IJ! �1��� � E:� ���ME 
"E6�
〈n, P 〉 = 〈n,Q〉 ⇔ 〈n, (a, b, c)〉 = 〈n, (x, y, z)〉

<�{ c �N��� ���Ib���h;�;t���	��i} Rn ��	�	Ib c �����¤�I}~� 	I�D_ }���	�����}���	��i�$_ t����ikl��h��I	I}®t�����_ �;�G� �I���I��b;	



`a� b��
	�������� c �R��u���s��������������a��	I��t���	It������ �N���
	��a���lk�!

�¥&���� 	���(¯"+"�� � (� ���',/& � �+02%���� 	¶, ��� 	 �¢, ��#
� � � � E.� � E 
 � 
 � �JE<��E<� � >� � ��E.I ! �&I��&E 
 � E��I��&E �"�������K2G�E � �(������������E 
 �ME.�(���K2G*��E 
1�
• � �����"�ME 


• ��� 
�� E�� 
 � ���&�2�ME.�

• � E.��� �&����H��"� E L

� ��� 354/687�9;:+<
(II.1)

? �BC�VR6W6a:+K
) L & L & ��E%$ 
"� ��� � 


(II.1.a)
� � E:�2� 
 ���"!A� 
�� E 


��E.�
M
E<� 
"E 
"��K2G*� I�E<E.�2E � E 
�� E # � ��E.� M × M = { (a, b)| a, b ∈M} ��L � � 
"E � E.�2� 
 ���"!A� 
��

� � �&� � �&��� ��� � 
�� 1��!
M
�J�(� E<� 
"E  � �"�JI � � 
 � f : M ×M →M

L
� E.�J�(� ��E<IJE3�
�  �

+ : Q×Q→ Q, (a, b) 7→ a+ b

� � � · : Q×Q→ Q, (a, b) 7→ a · b
� K �

f1 : N× N→ N, (a, b) 7→ ab

� � � �  � : N× N→ N, (a, b) 7→ �  � {a, b}
� E � � � 


: N× N→ N, (a, b) 7→ � � 
 {a, b}
� ! � �����

: N× N→ N, (a, b) 7→ ����� {a, b}
� � � � � �

: N× N→ N, (a, b) 7→ � ��� {a, b}

) L & L*) ��E%$ 
"� ��� � 

(II.1.b)

�  � �"�JI � � 
 � E 
  � � (M,M)

� � � � E%$ 
"��E.��E 
 �� � � (M,M) = {f : M →M} � � E 
 �&E � E.�  � �"�JI � � 
 �&E 
 	 � 
 M 
"�K2G
M
�

� ��E.� E<� 
 � E<�����"�JE.I5!���� � E.�2� 
 ��� !A� 
 � E 
1�
M

f−→ N
g−→ P

IJ��E<!AE.���
g ◦ f : M → P # m 7→ g (f (m))

L
�M�JE<�4/

g ◦ f 0 �IJ��/�� E.�2� 
 ���"!A� 
���	 � 
 f, g 0 # / � �&� � �&��� ��� � 
 	 � 
 f, g 0 � � E.� �I���/ � � 
*��E.�2E<� 
� 
 �
� E:����"��! �"G��2� 
 � 	 � 
 f, g 0:L
� �� 
 � �� � 	&E.�2� 
 ���"!A� 
�� ��"!� � � (M,M)

�
 � �

(M,M)× ���� (M,M) → ����
(M,M)

(f, g) 7→ g ◦ f
� E.�J�(� ��E<I�� ��E.�

M = R
� 
 � f

�
R→ R, x 7→ x3 � 
 � g

�
R→ R, x 7→ (x+ 1)2

� � 
 �&�JI �9�
(g ◦ f) (x) = g (f (x)) = g

(
x3
)

=
(
x3 + 1

)2

(f ◦ g) (x) = f (g (x)) = f
(
x2 + 1

)
=
(
x2 + 1

)3

� ��E �  
 IJE<��K2G*� ����E<G*�F���"�JE.I�� � ��E � E.�JG�E 
"! �&I��&E�E<� 
"E � � I�I�E L
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�N���
	��a���lkPp ³D���������I�a�R��u���s����®�QkerSh����i����t���u

) L & L87 ��E%$ 
"� ��� � 

(II.1.c)

� ���� ���:��>��� 	 � ��H>�
� � 
"E � E.�2� 
 ���"!A� 
�� 1��!

M
G"E.�"2�� 1��� ���:��>��� 	 # � E 
 
 � ��I��9�

∀a, b, c ∈M : (ab) c = a (bc)

 
"� E.�2� � 
 � � � ��� 	&E.��� E 
 � E 
 �&E<� 
"E ,F�ME.�2�� �&�2E 
 ��� �I�I��&E<� E<� 
"E 
 :��I�I # E<��� ��I��9� (a, b) 7→ ab
L

� E.�J�(� ��E<I !����  ��� ���:��>��� 	 ����H>�;�
+ : (a+ b) + c = a+ (b+ c)

L
��E.�

f1
� E � E �ME 
 � � �

f1 (x, y) = xy

� � 
 � �&IJI�E 
 � ���
f1
��"!����� ���:��>��� 	 � ��H>� � 
*��E:������K2G"E 
ML  I�I � E<� E<� 
 E:� � � �"� ����K2G1�

• !���� � �JE I�� 
��&E ��E<� ��E3� f1 (f1 (a, b) , c) =
(
ab
)c L

• !���� � �JE��2E<K2G*��E � E<����E6� f1 (a, f1 (b, c)) = abc L

� � � 	 E:��� ����E 
 # �  2 � ��E ���� ���:��>��� 	 � ��H>� 
��JK2G*� � E��&E �ME 
 �����,L ��E.��G"�I � �"� ��� ��E.��E 
 �F� � ����;�
(
23
)4

= 4096

234

= 281 ≈ 100.3·81 ≈ 1024.3
≫ 4096

� � � G" �ME 
 E<� 
 ��E�� E 
 �5E.�J�(� ��E<I�! ��� E<� 
"E ��"���� � E � E<!7� 
 � E 
 � ��EF�IJI � E.� E.� 
 � ��I���������E<� 
 � �&IJI L�IJ� � �J�(�
f1

��JK2G*� 1��� ���:��>��� 	 L

� ��K2G*����� � � E.�2� 
 ��� !A� 
 �&E 
 ��"!�����
(M,M)

��� 
 � ���� ���:��>��� 	 L
��E��&E �ME 
1�

M
f−→ N

g−→ P
h−→ Q

L � � 
 �&�JI �9�
h ◦ (g ◦ f) = (h ◦ g) ◦ f L� E � E.�J�9����"! � E.��I�� 
�� E 
 ��E<� ��E6�

h ◦ (g ◦ f) (m)

�������

= h ((g ◦ f) (m))

�������

= h (g (f (m)))

��"! � E.� ��E.K2G*��E 
 � E<� ��E E.� � � �"� ���JK�G1�

((h ◦ g) ◦ f) (m)

�������

= (h ◦ g) (f (m))

�������

= h (g (f (m)))

) L & L�� ��E%$ 
"� ��� � 

(II.1.d)

� � � � � E.�(������K2G�E	� �����"�ME
Sn
# � E.��� ����>��� � 


� � � � E%$ 
"��E.��E 
 � ��E�� �������5E Sn
�I��;�

Sn = { � 
�	 E.������E.� �"��2E  � �
({1, . . . , n} , {1, . . . , n}) , ◦}

� � � ��I��9�
σ =

(
1 2 3 . . . n
i1 i2 i3 . . . in

) # �  �ME<�"�(��E<G�E 
 � 
 � E.� ���ME.��E 
 ' E<��IJE � ��E � I�E<� E 
*��E � 
 �
� 
 � E.� � 
*��E.�2E 
 ' E<�JI�E � ��E � ��I � E.�<L σ ����� � 
�	&E.�2����E.� � >� :⇔ ∃ � � �&E<G��� � � ��I � � 
�� � ⇔ σ

�����
� � .�E.����� 	 ��L
( ���FE.� 
�E ���� ��I � � 
 � � � .�E.�����
	 # � � ����� � ��E<��E � 
 .�E:����� 	 � 
 � ����� .�E.����� 	��

f : M → N :
����� .�E.�����
	

:⇔ ∀y ∈ N ∃x ∈M : y = f (x)

f : M → N :
� 
%.�E.�����
	

:⇔ ∀m1,m2 ∈M : m1 6= m2 ⇒ f (m1) 6= f (m2)

σ
� � .�E.�����
	 ⇔ �IJI�E

ij
��� 
 � �"��� � E.�J��E 	&E.����K�G"��E � E 
 ⇔ /�) L ' E<��I�E ������E<� 
"E � E:��� ����>��� � 
 � E.�& L ' E<��IJE 0:L
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`a� b��
	�������� c �R��u���s��������������a��	I��t���	It������ �N���
	��a���lk�{

��E;$ 
"� ��� � 
 � 
 � �	�&������ � 
1�
Sn := ({σ : {1, . . . , n} → {1, . . . , n} , σ � � .�E.����� 	 } , ◦)

Sn

"E 
 
*� �  
 � ��E � � � � E:��������K�G"E�� �����"�ME 	 � 
 n

' �"!ME.� 
5L � I�E<� E 
*��E 	 � 

Sn

� E.� � E 
 �I��� E.��� ����>��� � 
"E 
 �5E �:E<��K2G 
"E.�,L
�  
 �ME 
 �1��� �&� !���� � ��E ��E%$ 
"� ��� � 
 � E.� � � � � E:��������K�G"E 
�� �����"�ME Sn

! � I � E 
 � E � >�����K2G"E6� f, g� � .�E.����� 	 ⇒ f ◦ g �"� .�E:����� 	 L��E 
�E.��E<I�IJE:� ���K2G�	&E.��G"�I �;�
f, g

� 
 .�E.����� 	 ⇒ f ◦ g � 
 .�E.����� 	
f, g

����� .�E.����� 	 ⇒ f ◦ g ����� .�E.����� 	
 
"� E.�2� � 
 � � � E<� E<� 
"E:� � � � � � ��� ��� � 
 	 � 
  � �"�JI � � 
 � E 
 �,�"E.�2��� �J� � E.� � ��E I�E.� �,��E  
 �� E 
 � E 
5L� E � E.�J�9�

M
g−→ N

f−→ P' ��E.���(� � ��E ( 
 .�E.����� 	 ����H>�;� ∀m1,m2 ∈ M : m1 6= m2 ⇒ g (m1) 6= g (m2) ⇒ f (g (m1)) 6=
f (g (m2)) ⇔ (f ◦ g) (m1) 6= (f ◦ g) (m2)

L�� �JE E.������E : � I � E:��� 
�� �ME.����G*�����! � E.� ( 
%.�E.�����
	 � ��H��	 � 

g # � �JE ��� E<� ��E�: � I � E.��� 
 � �ME.�2�"G*�F��"! � E.� ( 
%.�E.�����
	 � ��H�� 	 � 
 f L

� � 
 � �JE � ��� .�E.����� 	 � ��H>�9� ' � �,E<���&E 
1� ∀p ∈ P ∃m ∈M : p = (f ◦ g) (m)
L

��E.�
p ∈ P � E � E �ME 
 # �  
 
 � � �"� E<� � E � E 
 � E.� � ��� .�E:����� 	 ����H>� 	 � 
 f

E<� 

n ∈ N : p = f (n)

L
� E<��I

g
����� .�E.�����
	 ����� ∃m ∈M : n = g (m)

L � � 
"��E.� �:E 
 IJ��E<!AE:�2�;�

p = f (g (m))

�������

= (f ◦ g) (m)

� E.�J�(� ��E<I !����
Sn
# n = 4

�
(

1 2 3 4
2 1 4 3

)
◦
(

1 2 3 4
4 1 3 2

)
=

(
1 2 3 4
a b c d

)

g ◦ f

a, b, c, d
E:� � E �ME 
 ����K2G 
�� 
 ! �&I��&E 
 � E.���  2 E 
1�

1
f−→ 4

g−→ 3 = a, 2
f−→ 1

g−→ 2 = b, 3
f−→ 3

g−→ 4 = c, 4
f−→ 2

g−→ 1 = d

) L & L�� ��E%$ 
"� ��� � 

(II.1.e)

��� 1I � �1�������ME # � E<�����21I�E<� � IJE.� E 
*�
� � � � � 
�E � E 
 �&E � ��� ���� ���:��>��� 	&E.� � E.�2� 
 ��� !A� 
 � G"E<�+2�� � �I � �1�������5E&L
� �J� � ��E � E �ME 


(M, ◦) L e ∈M G�E<�+2���
�E<���(���I�E<� � IJE.� E 
*� � � � 
���E<I�E<� E 
*� # � ��IJI�E<I�E<� E 
*� # E.��K � #
� E 
 
 � ��I �;� ∀a ∈M : a · e = e · a = a

L

 
"� E.�2� � 
 � � � E<� / ◦0 G� 
 � E.I���E<� ����K2G ��� E<� 
"E � E.�2� 
 ���"!A� 
�� � 
 � 
��JK2G*���"� � �JE � �"I ��� �� I�� ������ � 
 ����� �ME �,�JE<I�I�E 
5L
� E.�J�(� ��E<IJE3�
• (Q,+) , (Z,+)

� 
�E<���(���I�E<� � I�E<� E 
*�
0
L

• (Q∗ = Q \ {0} , ·) � 
"E.���(���IJE<� � I�E<� E 
*� 1
L

• (
 � �

(M,M) , ◦) � 
"E.���(���IJE<� � IJE.� E 
*� e : M →M, e ◦ f = f ◦ e = f = idM

� � M
����� � �JE ( � E 
*��� ��H��,L ����E �ME<��� � �,� ! � I � E 
 � E	
 �����,IJ��K2G�E � ���&E 
"��K2G"�!7�9� � � M (m) = m ∀m ∈M
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� E.��� 
 ��� !7� 
 � �
f : M ×M →M

L
 � ���(��>���9�

(a, b) 7→ ab
L � � 
�����E.� !���� � ��E � �"I ��� � I�� ������ � 
1� (a, b) 7→ a · b L

� � � E 
"��K�G"�!7��E 
 E<� 
"E.� � �I � �&�2���"�ME6�
� � � ���� � �,�J>���
	 � ��H��9�

(ab) c = a (bc)
L � E.�J�(� ��E<I�� �  �

(
�  �

(a, b) , c) =
�  �

(a,
�  �

(b, c))
L

� �J� ��
�E<���(���I�E<� � I�E<� E 
*�
e
� ��"K2G / � ��IJI�E<I�E<� E 
*� 0	� � E:� /�� � 
"��E<IJE.� E 
*� 0 � ∀a : ea = ae = a

L

� E.�J�(� ��E<IJE !���� � �I � �&�����"�ME 
 �
�  �

(Z,+)
�J�(� ���� � �,�J>���
	 # 0

�J�(� 
"E.���(���IJE<� � IJE.� E 
*�:L
� � �

(N, ·) �J�(� ���� � �,�J>���
	 # 1
�J�(� 
"E.���(���IJE<� � I�E<� E 
*�:L

� K �
(
����

(X,X) , ◦) ����� ���� � �,������ 	 # � � X
����� 
�E<���(���I�E<� � I�E<� E 
*�,L

� � � Sn = (σ : {1, . . . , n} → {1, . . . , n}|σ �"� .�E.����� 	
, ◦) �J�(� 1��� ���:��>��� 	 # � � ����� � �� 
�E<���(���IJE� IJE.� E 
*�:L

� �ME �,��E<IJI�E �	�1��>��� � 
 !����
σ
�

σ =

(
1 2 . . . n
i1 i2 . . . in

)
�F� � � �IJ� � E.��� ����>��� � 
 �ME �,E<��K2G 
�E.�

� E.�J�(� ��E<I��
M = {n ∈ N|n ≥ 2} L (M, ·) � 
 � (M,+)

��� 
 � ���� ���:��>��� 	 # E 
*��G"�I ��E 
  �5E:� � E<� 

"E.���(���IJE<� � I�E<� E 
*�:L

) L & L	� ��>���
(II.1.1)

� � � 
 � E<����� �&�&E<� � � E.� 
"E<�����21I�E 
� IJE<� E 
*��� � 
 E.� 
�E.� � �I � �&�����"�ME
( 
 E<� 
"E.� � �I � �&�2���"�ME �&� ��� E<�FG ��K�G"����E 
�� E<� 
 
"E<�����21I�E<� � IJE.� E 
*�:L
� E � E.�J�9� ��E.� 
�E 


e, e′

�E<���(���IJE � IJE<� E 
*��E�� 
 � E.� � 1I � �1�������ME H L' � �,E<� � E 
 �

e = e′
L

� � �J�(�;�
e

(∗)
= e · e′

(∗∗)
= e′

 
"� E.�2� � 
 � �
(∗) : e′

����� 
�E<���(���I�E<� � I�E<� E 
*� # (∗∗) : e
����� 
"E<�������I�E<� � IJE<� E 
*�,L

) L & L � ��E%$ 
"� ��� � 

(II.1.f)

� � � 
 � � � # ( 
�	&E.�2����E.� � >�2�&E<� �
��E;$ 
"� ��� � 
"E 
 �
� � � � � 
 � � � :=

� �I � �&�2���"�ME � � � 
�E<���(���IJE.� � IJE<� E 
*�,L
� �J� � ( 
�	&E.�2���JE:� � >�2�&E<� �;��� E<�

H
E<� 
"E � �I � �&�����"�ME � � � 
�E<���(���IJE.� � I�E<� E 
*�

e
LF�  
 
 G�E<�+2��

a ∈ H � 
�	&E.�2����E.� � >� # � E 
 
 E<� b ∈ H �&� ��� � � �
ab = ba = e

L

� E.�J�(� ��E<IJE3�
�  � ��E � E �ME 
 ��E<�

(N, ·) L a �J�(� � 
�	 E.������E.� �"�� � �5E � ��� I��JK2G � E.��� �"I ��� � I�� ������ � 
 �
⇔ ∃b ∈ N : a · b = b · a = 1

� � 

N
�����

a = 1 � ��FE<� 
 �:� � � 
�	 E:�2����E.� �">��E � IJE.� E 
*� �2L
� � � ��E � E �ME 
 ��E<�

(R, ·) L a �J�(� � 
�	 E.������E.� �"��
⇔ ∃b ∈ R : a · b = b · a = 1 ⇔ a 6= 0

L
� K � ��E � E �ME 
 ��E<�

(Abb (X,X) , ◦) L f : X → X
����� � 
�	&E.�2���JE:� � >�

⇔ ∃g : X → X
� � �

f ◦ g =
� � X

� 
 � g ◦ f =
� � X

L
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� E.G"�������� 
 � �
f
�J�(� � 
�	 E:�2����E.� �">� ⇔ f

����� � � .�E.�����
	 L
� E � E.�J�9�
/ ⇐0;�
f
����� �"� .�E.����� 	 ⇒ � � E�� �J�(����E.�2� � ��E ��� � E.G���!A� 
������ � 
 f−1 : X → X, f (x) 7→ x

L

��E:���,E
g := f−1 � (f ◦ g) (x) =

(
f ◦ f−1

)
(x)

�������

= f
(
f−1 (x)

) !
= x

L
' ��� � E � E<���;� � E.� �:E

x := f (a)
! ��� E<� 


a ∈ X �
f
����� ����� .�E.�����
	 � # �  f−1 (f (a)) = a

L
� E<� ��E.�%�

f
(
f−1 (x)

)
= f

(
f−1 (f (a))

)
= f (a) = x

L
� � 
 �ME.�(���K2G*��E 
�F� �

(g ◦ f) (x)
�

(g ◦ f) (x) =
(
f−1 ◦ f

)
(x) = f−1 (f (x))

(∗)
= x

L � � � 	&E.��� E 
 � E 
 �ME<� (∗) � ��E�� � � E 
"��K�G"�!7��E 

� E:� � E%$ 
������ � 
 � E.����� � E.G���!A� 
������ � 
5L( 
"� � E<��1� � G� �5E 
 �F��� �"�J��G"E.� �&E �:E.���1�;�

f ◦ f−1 = id
� 
 � f−1 ◦ f = id

L
/ ⇒0;�' � �,E<� � E 
 �

f ◦ g = id
(1)⇒ f

����� .�E.����� 	 E # g ◦ f =
� � (2)⇒ f

� 
%.�E.�����
	&E #
� E � E.�J� ! ���

(1)
�

��E.�
y ∈ X L ' � �:E.���&E 
1� ∃x ∈ X : f (x) = y

L
� � �J�(�

y =
� � X (y) = f ◦ g (y) = f (g (y))

L
�IJ� � � ���

g (y) = x
E:� � � �"� ����K2G1�

f (g (y)) = f (x) = y
L

� E � E.�J� ! ���
(2)

�
' � �,E<� � E 
 �

x 6= x′ ⇒ f (x) 6= f (x′)
L

� � 
*�(��>� �&��� ��� � 
 �
(A⇒ B) ⇔ (¬B ⇒ ¬A)

L
( 
 � ��E<��E.� :��I�I �,� �,E<� � E 
 �

f (x) = f (x′)⇒ x = x′
L

��E.�
f (x) = f (x′)⇒ g (f (x)) = g (f (x′))

L
����FG�E<�"2�� 
"�K2G ��E;$ 
"� ��� � 
1�

(g ◦ f) (x) = (g ◦ f) (x′)
L

� �K2G � �&�21������E.���,� 
���� ��I��9�
(g ◦ f) = idX

L ���G"E.�%�
� � X (x) =

� � X (x′)

x = x′

) L & L�� ��>���
(II.1.2)

��E.�
H
E.� 
�E	� 1I � �1�������ME � � ��
"E<�������I�E<� � I�E<� E 
*�,L �  
 
 � ��I��9�

ab = ab′ = ba = b′a = e⇒ b = b′

��� �& 
�� �����"�21K�G"I��JK2G � � 1� ( 
�	&E.����E������ E.� 
 � E<����� ��L� E � E.�J�9�
b

(N◦)
= b ◦ e

����� �

= b ◦ (a ◦ b′)
(A◦)
= (b ◦ a) ◦ b′

�������

= e ◦ b′
(N◦)
= b′
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) L & L�� ��E%$ 
"� ��� � 

(II.1.g)

� � ��F� 
�	&E.����E � IJE.� E 
*�
ab = ba = e

L � ��� �ME �,E<��K2G 
�E 

b
�IJ� � 1� ( 
�	&E.����E �,� a L

�	�&��>��� � 
 �
b = a−1 L

� E.�J�(� ��E<IJE3�
�  �

(R \ {0} , ·) a−1 = a−1 + 1
a

L

� � �
(
����

(X,X) , ◦) L f−1 ����� � �� ( 
�	 E:����E � f−1 ����� � ��E ��� � E.G���!A� 
������ � 
 �2L
� K �

(Z,+)
L � 1� ( 
�	&E.����E �,�

a
�J�(� −a # �  a+ (−a) = 0

L

� � � σ ∈ Sn
# σ ����� �"� .�E.����� 	 # �I�� � E � ��������E.�2� σ−1

� E.�J�(� ��E<I !����
σ, σ−1 ∈ S5

�

σ =

(
1 2 3 4 5
3 4 1 5 2

)

σ−1 =

(
3 4 1 5 2
1 2 3 4 5

)
=

(
1 2 3 4 5
3 5 1 2 4

)

���
σ−1 �,� E.�2G"�I���E 
 G" �ME 
��F� � � ��E�� E:�2��E�� 
 � � �JI � E:� 	&E.�2����"��K2G*� � 
 �  �"��K2G�IJ��E%2 E 
 � � ��E
"E.�"E 
 � E.����E � E:�� � �32 E	
"�K2G � �&�2���JE:�2�:L

) L & L &�� � E%$ 
������ � 

(II.1.h)

� � �������ME
� � 
"E � �������5E

G
����� E<� 
�E � �I � �&�����"�ME � � ��
"E<�����21I�E<� � IJE<� E 
*� # � 
 � E.� .�E � E<� � I�E<� E 
*�� 
�	 E.������E.� �"�� �����,L � ��� � �� 
*� �1��E 
1�

� � � ���� � �,�J>���
	 � ��H��9� ∀a, b, c ∈ G : (ab) c = a (bc)
L

� �J� ��� E.���(���IJE<� � I�E<� E 
*�;� ∃e ∈ G ∀a ∈ G : ae = ea = a
L

� ���J� � ( 
�	&E.����E<� � I�E<� E 
*�9� ∀a ∈ G ∃b ∈ G : ab = ba = e

� E.�J�(� ��E<IJE3�
�  �

(Z,+) , (Q,+) , (R,+)
��� 
 � � �2���"�ME 
ML � ��E.� e = 0,

( 
�	&E.����E.� � I�E<� E 
*� −a L
� � �

(Q∗ = Q \ {0} , ·) , (R∗ = R \ {0} , ·) ��� 
 � � �2���"�ME 
ML�� ��E.� e = 1
L

( 
�	&E.����E<� � I�E<� E 
*�9�
a−1 =

1

a

L

� K �
({−1, 1} , ·) ����� E<� 
"E�� �����"�ME � � � � � E<� � IJE.� E 
*��E 
ML

� � � ({0} ,+)
����� E.� 
�E�� �������5E � � � E.� 
�E<� � I�E<� E 
*�:L
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) L & L &6& � �� �
(II.1.3)

Sn
����� E.� 
�E�� �������5E � � �

n!
� I�E<� E 
*��E 
5L

� E � E.�J�9�
Sn
����� � �I � �&�2���"�ME�� � � 
"E<�����21I�E<� � IJE<� E 
*�,L � E.�2E<����� �5E �F�JE.��E 
 ��.�E � E<� � I�E<� E 
*�� 


Sn
�J�(�F� 
�	 E.������E.� �"�� � E<��I � �JE � IJE<� E 
*��E 	 � 
 Sn

� � .�E.�����
	 ��� 
 � L� E.G"�������� 
 � � |Sn| = n!
� |Sn| :=

 
 �,�G"I � E.� � I�E<� E 
*��E�� 
 Sn
L �

� ���&IJ��K2G��&E<� ��E 
 !���� � �JE	� �JI � E.� E.� 
�E.� � E:��� ����>��� � 
1� σ =

(
1 2 . . . n
i1 i2 . . . in

)

: ��� � E 
 E.���(��E 
 � E:�2� � � �"� E<� n � ���&IJ��K2G��&E<� ��E 
 !���� � �JE � � ������� � 
 	 � 
 i1 L� E.� �&E � H1G�I���E<�
i1
� � �"� E<�

(n− 1)
� ��� I��JK2G�� E.����E 
 ! ��� � ��E�� � ������� � 
 	 � 


i2
L �

σ
� 
 .�E.����� 	

⇒ i2 = σ (2) 6= σ (1) = i1
��L

� E.� � E � H�G�I���E 

i1, i2

� � �"� E<�
(n− 2)

� ���&IJ��K2G�� E<� ��E 
 !���� � �JE � � ������� � 
 	 � 
 i3 L� E<� ��E.� � � � ��� �F� ���IJI�E
ij � ����K2G"I���"!AE 
 G� �5E 
5L( 
"� � E<��1� �;�

n · (n− 1) · (n− 2) · . . . · 1 = n!
	 E.�2��K2G��JE � E 
"E � ��� I��JK2G�� E.����E 
 � E.�� 
 �&� � 
�� 
 ��L

) L & L & ) �	�1��>��� � 
1�
r �
' ��� IJE 


� � � ��I��9�
Sn =

{(
1 2 . . . n
i1 i2 . . . in

)}
, |Sn| = n!

� �ME �,��E<IJI�E � E.��� �������� � 
"E 
1�
r �
' ��� I�E 
 � G� �ME 


r
' �+!ME.��
 � �

σ =
(
i1 i2 . . . ir

)

����E<� �ME � E<����E.�9�
��( �

i1 7→ i2 7→ . . . 7→ ir−1 7→ ir 7→ i1
��( ( �

k 6= i1, . . . , ir ⇒ σ (k) = k
L

�  
 �� 
 
 ����K2G � ��E<� ���K2G  
�G" 
 � E<� 
"E.� ����E<����E.� 	 �&���(��E<I�I�E 
1�
i3

ir

i4 i2

i1

�Ms�s������;t���u����lk�! c ����� r k�m��N�N�it������ ��������}§`A�������
� ��E.� 
�� 
 E<� 
 � E<�J�(� ��E<I �

σ =
(

1 3 4 5
)

=

(
1 2 3 4 5 6
3 2 4 5 1 6

)

σ2 = σ ◦ σ =

(
1 2 3 4 5 6
4 2 5 1 3 6

)
=
(

1 4
) (

3 5
)

σ3 = σ ◦ σ ◦ σ = σ ◦ σ2 =

(
1 2 3 4 5 6
5 2 1 3 4 6

)
=
(

1 5 4 3
)

σ4 = σ ◦ σ ◦ σ ◦ σ = σ ◦ σ3 =

(
1 2 3 4 5 6
1 2 3 4 5 6

)
=
� �

��E 
�E.��E<I�I �&�JI �9� (
i1 . . . ir

)r
=
� � L	� � 
 �&�JI �;�

σ7541 = σ4·1885+1 =
(
σ4
)1885 ◦ σ1 = id1885 ◦ σ = σ
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) L & L & 7 � �� �
(II.1.4)

� � E<K�G"E 
�� E<��E.���,E � 
 � �������ME 

( 
 .�E � E.� � �����"�ME ��� 
 � �5E.� � E��&E �ME 
"E 


a, b ∈ G � ��E ! � I � E 
 � E 
 ��I�E<��K2G�� 
�� E 
 E<� 
 � E<�������I � � �">� �
I : a · x = b II : y · a = b

� 
 � ��� >�
I : x = a−1 · b II : y = b · a−1

� E � E.�J� ! ������IJE.�JK2G�� 
 �
I
�

� � � � ������E 
 � � � �&G"I � �JE � � �J�(��E 
 ���I�� ��"K2G � ��E � � 
 � E<����� �&�&E<��� � E.� � � ��� 
 � �:E<� � E 
5L
� � ������E 
 �	� � ��� ��E.���,E 
 � 
"��E.��E � E.��� ����� 
�� � 
 � ��E IJ� 
��&E ��E<� ��E E<� 
 � 
 � E:��G"�I ��E 
 �

a · x = a ·
(
a−1 · b

)
����� �

=
(
a · a−1

)
· b

����� �

= e · b = b

� � � E.��G�1I ��E 
 � ��E���E<K2G*��E ��E<� ��E&L
� � 
 � E<����� �&�&E<��� � E.�	� � ��� 
 � ����E<� x ∈ G # � ���G�E<�+2�� a · x = b

L � � 
 � �"I ��� � I�� �,��E.��E 
 �F� � � � �
a−1 ��"!��ME<� � E 
 � E<� ��E 
 	 � 
 IJ� 
�� � � 
 � E.�2G"�I���E 
 � a−1 (a · x) = a−1 · b����FG�E<�"2�� � ���� � �,�J>���
	 �&E<��E:��� ��� (

a−1 · a
)
· x = a−1 · b����FG�E<�"2�� � � E.���(���IJE<� � I�E<� E 
*� � �

e · x = a−1 · b ⇔ x = a−1 · b��E:� � E � E<��� !����
II
E:��! � I �&�  
"�I ��� # ��� �ME<� � � � a−1 	 � 
 ��E.K2G*��� � �"I ��� � I�� �,��E.�2� �F� � � L

) L & L & � � E%$ 
������ � 

(II.1.i)

� � �&� � ����>��� 	 E � E.�2� 
 ��� !A� 
 �
� � 
"E � E.�2� 
 ���"!A� 
�� G"E<�+2�� � � � � �������� 	 �  �ME<IJ��K2G � � E 
 
 � ��I �;�

∀a, b : ab = ba

� E.�J�(� ��E<IJE c
�  �

(Z,+) , (Z, ·) , . . . , (R,+) , (R, ·) ��� 
 � � � � � ����>���
	 L
� � �

u, v ∈ R : u, v 7→ u× v ����� 
��JK�G*� � �&� � ����>��� 	 L
� K �

S1, S2
��� 
 � � � � � �������� 	 L

� � � Sn, n ≥ 3
��� 
 � 
"��K2G*�F� � � � ����>���
	 L

� E.G"�������� 
 � �
u× v = −v × u� E � E.�J�9�

u = (a1, a2, a3) , v = (b1, b2, b3)
L

u× v =

(∣∣∣∣
a2 a3

b2 b3

∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣
a3 a1

b3 b1

∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣
a1 a2

b1 b2

∣∣∣∣
)

=

(
−
∣∣∣∣
b2 b3
a2 a3

∣∣∣∣ ,−
∣∣∣∣
b3 b1
a3 a1

∣∣∣∣ ,−
∣∣∣∣
b1 b2
a1 a2

∣∣∣∣
)

= −
(∣∣∣∣

b2 b3
a2 a3

∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣
b3 b1
a3 a1

∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣
b1 b2
a1 a2

∣∣∣∣
)

= −v × u
� E.G"�������� 
 � �

Sn
!A�"E.�

n ≥ 3
�J�(� 
��JK2G*�F� � � � �������� 	 L

�����E<� ����K2G �"��E<� 
�E� ������ �&E !������I�IJE G" 
 � E<I �F��E<��K2G*��E<� 
 ��E��&E 
 �ME<����� ��E<IM�"� �:� �:E.���&E 
 #
�  2 Sn, n ≥ 3


"��K2G*� � � � � ����>���
	 �����,L
��E.�

σ, τ ∈ S3
�
σ =

(
1 2

)
=

(
1 2 3
2 1 3

)
, τ =

(
1 2 3

)
=

(
1 2 3
2 3 1

)

� � 
 �&�JI �9�
σ ◦ τ =

(
2 3

)
6=
(

1 3
)

= τ ◦ σ
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) L & L & � � E<G���!A�K2G"E � ��� � ������E 	 � 
 � �����"�ME 
 ��� �I � �&�����"�ME 
 �
� � 
"E � E:�2� 
 ���"!A� 
�� ����� �"� 
�H>�<L � �� G�E<�+2��;� E<� � � 
 
"E 
 
���� � � E<� � I�E<� E 
*��E ���! E<� 
"� �I
	&E.�2� 
 ���"!7� � E.� � E 
5L��E��&E �ME 
 ��E<��E 
 � ��E<� � I�E<� E 
*��E6� a, b, c ∈ G L � � 

�&� ��� E<� � E.G���E.�2E � ��� I��JK�G��&E<����E 
 � �JE<��E� I�E<� E 
*��E �,�	 E.��� 
 ��� !7E 
1�

(ab) c # a (bc) # (ba) c # . . .
��E��&E �ME 
 ��E.�JE 


a1, . . . , an ∈ G
L � � 
 � ��I��9� n∏

i=1

ai := (. . . ((a1 · a2) · a3) . . . · an−1) · an

�IJ� �2E.� �������
	&E 
 � E%$ 
������ � 
1� 1∏

i=1

ai := a1
� 
 �

n+1∏

i=1

ai :=

(
n∏

i=1

ai

)
· an+1

� � � � � I�IJE 
 
�� 
 � E 
-:��I�I !����
n = 4

�ME.�(���K2G*��E 
1� 4∏

i=1

ai = ((a1 · a2) · a3) · a4

� � �J�(�  �ME.��1��K2G E<� 
"E  
 � E.��E � IJ�� � E.��� 
 � � ��� I��JK�G1�
(a1 · a2) · (a3 · a4)

L

� E.G"�������� 
 � �5( 
 E.� 
�E.� � �I � �&�����"�ME � ��I��9� 4∏

i=1

ai = (a1 · a2) · (a3 · a4)

� E � E.�J�9�
(( a1 · a2︸ ︷︷ ︸

x

) · a3︸︷︷︸
y

) · a4︸︷︷︸
z

A
= ( a1 · a2︸ ︷︷ ︸

x

) · ( a3︸︷︷︸
y

· a4︸︷︷︸
z

)

' � � E<� �&E<I���E 
 
��K2G � E<� ���� ���:��>��� 	 � E.��E.� ����"K�G1�

((a1 · a2) · a3)·a4

A
= (a1 · a2)·(a3 · a4)

A
= a1·(a2 · (a3 · a4))

A
= a1·((a2 · a3) · a4)

A
= (a1 · (a2 · a3))·a4

) L & L & � � �� �
(II.1.5)

�� I�I��&E<� E<� 
"E<� ���� ���:��>��� 	 � E.��E.� �
��E��&E �ME 
1�

H
��E<��� �I � �&�2���"�ME # � ��� a1, . . . , an, an+1, am ∈ H

L �� 
 
 � ��I �;�
n∏

i=1

ai ·
m∏

j=1

an+j =

n+m∏

i=1

ai

� E � E.�J� 
�� 
 �ME.� 	 �&IJI�����H 
 � ���&E.� ( 
 � ������� � 
 
��K2G n+m
L

( 
 � ������� � 
"� 	&E.�� 
�� E.�2� 
 � � n+m = 2
L ����FG"E.�"2��

n = m = 1 # �  n,m ∈ N
L

� E:�����K2G*��� 
�� � E.��I�� 
�� E 
 � E<� ��E6� 1∏

i=1

ai ·
1∏

j=1

an+j = a1 · a2

� E:�����K2G*��� 
�� � E.� ��E<K�G*��E 
 � E<����E6� 2∏

i=1

ai = a1 · a2

( 
 � ������� � 
"����K2G"I�� 2�� � � �&� ��� ��� E.� � ���&IJ��K2G��&E<� ��E 
1�
n+m n+m+ 1 =

{
(n+ 1) +m
n+ (m+ 1)� ��E.� � � I�IJE 
 �F��� 
���� � E 
 � 
*��E.�2E 
 :��I�I �ME.�(���K2G*��E 
1�

n+m n+ (m+ 1)
� � � � ���������E 
 ��"! � E.��IJ� 
��&E 
 � E<����E6�

n∏

i=1

ai ·
m+1∏

j=1

an+j =

(
n∏

i=1

ai

)
·




m+1∏

j=1

an+j




� �����

=

(
n∏

i=1

ai

)
·






m∏

j=1

an+j


 · an+m+1




� ��� �

=




n∏

i=1

ai ·
m∏

j=1

an+j


 · an+m+1

� �

=

(
n+m∏

i=1

ai

)
· an+m+1

�������

=

n+m+1∏

i=1

ai
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) L & L & � � �� �
(II.1.6)

�� I�I��&E<� E<� 
"E<� � � � � ����>���
	 �&E<��E.� �
��E��&E �ME 
1�

H
��E<�5� � � � ����>���
	&E� �I � �&�2���"�ME # � ��� a1, . . . , an ∈ H, σ ∈ Sn

L �� 
 
 �&�JI �9�
a1 · a2 · . . . · an = aσ(1) · aσ(2) · . . . · aσ(n)

� ��E.� � E<� 
 � E � E<���:L � � �F��� � ���! � �JE �M����E.��>����� 	&E.��� �JE<��E 
 � ((� � ��� 
 �,��� �F��E � E � E<��� � E<��IJI � E.� E.� 
�E 
  ��� � �,������ 	 � E<��E.��� �2L

) L & L & �  
�� E 
 � � 
 � � � �1��E 
 � � E<��E.���,E � 
 � �������5E 

��E.�

G
E<� 
"E�� �2���"�ME # a ∈ G,n ∈ N an :=

n∏

i=1

ai
!����

ai = a a0 := e

: ���
n ∈ Z

� ��I �;�
n ≥ 0

� ����E<G�E	���ME 
 # n < 0 c an =
(
a|n|
)−1

) L & L & � � �� �
(II.1.7)

� � �1��E 
 � �&E<��E:���,E
��E.�

G
� �����"�ME # a, b ∈ G,n,m ∈ Z

L �  
 
 � ��I��9�

� � � � ��I������"IJ� ��>��� � 
 �

anam =

n∏

i=1

a ·
m∏

i=1

a
(II.1.5)

=

n+m∏

i=1

a = an+m

(an)
m

=

m∏

j=1

an = an · . . . · an = a
�

m
j=1 n = an·m

� E<����� ��E<I �
a10 · a−14 = a10 ·

(
a14
)−1

= a−1 · a−1 · a−1 · a−1 · a14
︸ ︷︷ ︸

= a10

·
(
a14
)−1

= a−1 · a−1 · a−1 · a−1 · a14 ·
(
a14
)−1

︸ ︷︷ ︸
= e

= a−1 · a−1 · a−1 · a−1 · e

=
(
a1 · a1 · a1 · a1

)−1
=
(
a4
)−1

= a−4a−4

� �J� � � �� ( 
�	&E.����E � I�E<� E 
*� E.� 
�E.� � ��� � ������E<�9� (ab)−1 = b−1a−1' � �:E.���&E 
1�
(ab)

(
a−1b−1

)
=
(
b−1a−1

)
(ab) = e

L
� � 
 � ��I � !���� � �JE I�� 
��&E � E<� ��E6� (ab)

(
a−1b−1

)
=
(
abb−1

)
a−1 = (ae) a−1 = aa−1 = e��"! � E.� ��E<K2G*��E 
 ��E<� ��E � ��I��9� (b−1a−1

)
(ab) = b−1

(
a−1ab

)
= b−1 (eb) = b−1b = e� �� � � �J�(� (

b−1a−1
) � ��F� 
�	 E.�2��E � I�E<� E 
*� �:� (ab)

L

� ���J� �
G
 �ME<I���K�G1�

(ab)
n

=

n∏

i=1

(ab)

� ��� �

=

n∏

i=1

a ·
n∏

i=1

b = anbn
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) L & L*) � � E%$ 
������ � 

(II.1.j)

� � � �"� 	�1I�E 
 �,��E.IJ>��� � 
 1��! E.� 
�E.� � E 
 �&E
M
�

� � � ∀x ∈M : x ∼ x � � � � E 
"��K�G"�!7� � E.� � E � E � � 	 ����H>� �
� �J� � ∀x, y ∈M ; x ∼ y ⇒ y ∼ x � � � � E 
"��K�G"�!7� � E.��� � � � E.���2�JE �
� ���J� � ∀x, y, z : x ∼ y, y ∼ z ⇒ x ∼ z � � � � E 
"��K�G"�!7� � E.� �5�� 
���� ��� 	 ����H>� �
����E ��� ���
	��I�E 
 �@��E<I�>��� � 
 ����� E<� 
�E ��"��K2G�� H�K2G�� 
 � � E.� ( � E 
*��� ��H>������E<I�>��� � 
ML��E;$ 
"� ��� � 
1� � � �"� 	�1I�E 
 �,� I������E3�

[x] := {y ∈M | y ∼ x}
� � � ��I��9�

M =
⋃· 	&E.����K2G"��E � E 
"E ��� ���
	��I�E 
 �@� IJ�����E 


[x3]

[x4][x1] [x2]

�Ms�s������;t���u����lkPp c �N�N�������W�����
M

��E;$ 
"� ��� � 
 � � E 
 �&E � E.� ��� �"� 	��IJE 
 �,� I������E 
 �F� � � 1I�� M/∼
�ME �:E.�JK2G 
"E.�,L ����E � IJE<� E 
*��E � E.�

� E 
 �&E ��� 
 � � �JE � E.������� E 
 � E 
5L

) L & L*) & � E%$ 
������ � 

(II.1.k)

� � � 
 �1���"E 
 �,�2E<IJ>��� � 

mod n

��"!
Z
L

�M�JE<� /�� � � �"I � n
1��!

Z
0:L : ���

a, b ∈ Z
� 
 � E<� 
 !AE<�(��E<� n ∈ N

�&�JI �9�
a ≡ b mod n ⇔ n|a −

b
� E<� E.�2� � 
�� E 
 �
• n ∈ N # � �
	 ����� � 
 � � � � E<�(�;� a = q · n+ r

� � �
0 ≤ r ≤ n− 1

L

• a ≡ b mod n⇔ a, b
I������E 
 �ME<� � �
	 ����� � 
 � � � � E<�(� � ����K2G n � E 
"��E.I �ME 
 � E<�(�:L

��E;$ 
"� ��� � 
 !������5E<�JI�E.� �
x|y ⇔ ∃z : x · z = y

L

) L & L*)6) � �� �
(II.1.8)

� ≡ mod n
�J�(� E<� 
"E ��� ���
	��I�E 
*�(��E<I����� � 


� E � E.�J�9�
��E � E � � 	 � ��H>�9�

a ≡ a|n # � E 
 
 n|a− a = 0
L

� � � � E.�(����E6� ��E<�
a ≡ b mod n # ' � �,E<���&E 
1�

b ≡ a mod n
L ����FG"E.�"2��

n|b− a L
� �K2G � �1����"����E.� �:� 
 � �&�JI �9�

n|a− b⇔ a− b = k · n ⇔ b− a = (−k) · n ⇔ b− a = l · n
�5�2 
���� ��� 	 � ��H>�9� ��E<�

a ≡ b mod n
� 
 � b ≡ c mod n

L
' � �,E<� � E 
 �

a ≡ b mod n # b ≡ c mod n ⇒ a ≡ c mod n
L

� � � ��I��9�
a− c = (a− b) + (b− c) = k · n+ l · n = (k + l) · n

) L & L*)37 � E%$ 
������ � 

(II.1.l)

�
a

a =
� � 
��&����E 
 �@� I�1����E 	 � 


a = {b ∈ Z| a ≡ b mod n} = {b ∈ Z| (n|a− b)} L����E � � 
 �1���"E 
 �@� IJ�����E �J�(� E<� � E 
*��I��JK2G E<� 
�E ��� ���
	��I�E 
 �@� IJ�����E L

) L & L*) � � E%$ 
������ � 

(II.1.m)

� ��E<���(� IJ�����E 
���� 
�� E
Z/nZ

Z/nZ :=
� E 
�� E � E.��� � 
 �&�2�"E 
 �,� I������E 
 modn = {a| a ∈ Z} L
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) L & L*) � � �� �
(II.1.9)

�
� � � ��I��9�
� � �

a = a+ n · Z = {a, a+ n, a− n, a+ 2n, a− 2n, . . .}
� �J� � � � � � �"� � E 
��� |n| 	&E.����K2G"��E � E 
"E � � 
 �1���"E 
 �@� IJ�����E 
 !���� n 6= 0

L

� E � E.�J��E �
�,�

(i)
�
b ∈ a

�������

⇔ a ≡ b mod n ⇔ ∃k ∈ Z : a− b = k · n
⇔ ∃k ∈ Z : b = a+ (−k) · n⇔ l ∈ Z : b = a+ l · n

�,�
(ii)

�
n = 0 : a ≡ b mod 0

� �����

⇔ 0|a− b⇔ ∃k ∈ Z : 0 · k = a− b⇔ a = b
L

�IJ� � � ≡ mod0
����� � �JE�( � E 
*��� ��H>�,L ����FG�E<�"2�� a = a

L

n 6= 0
� � �
	 ����� � 
 � � � � E<�(� �ME � � �&IJ��K2G

n : b = q · n+ r
!����

0 ≤ r ≤ |n| − 1

����	I���I����i�D�;���M³+ª���u�� |n|

3|n|2|n||n|0−3|n| −2|n| −|n| k|n| (k + 1)|n|
�Rs�s��i���;t���u����lk�{ c �N�N�������8�����

n < 0

����FG�E<�"2��9�
b ≡ r mod n

� ���
0 ≤ r ≤ |n| − 1⇒ b = r

!�����E<� 

r ∈ N0

� � �
0 ≤ r ≤ |n| − 1

L
� � � � �"� �I�� � |n| 	 ��E<IJE � I������E 
5L
�	� K2G �,� �:E<� � E 
1� � �JE � I������E 


r
!����

0 ≤ r ≤ |n| − 1
��� 
 � �"1>��� E<����E 	&E.����K2G"��E � E 
5L

��E.�
r = s

� � �
0 ≤ s ≤ |n| − 1

L � ��FG"E<�+2��
r ≡ s mod n⇔ n|s− r ⇔ s− r = k · n⇒ |s− r| = 0� � E.� |s− r| ≥ |n| L � E<��I r, s ∈ [0, |n| − 1[
��� 
 � �� 
 
 
������ E<I ��E 
1� |s− r| = 0⇒ s = r �

L
� E.�J�(� ��E<IJE3�
�  �

n = 2 c Z/2Z =
{
0, 1
} L � � � ��I��9�

0 = {x ∈ Z | (2|x− 0)} = { �I�IJE � E:�� � E 
 ' �G�IJE 
 }
1 = {x ∈ Z | (2|x− 1)} = { �I�IJE � 
�� E.�2 � E 
 ' �G"I�E 
 }

� � �
n = 3 c Z/3Z =

{
0, 1, 2

} L�� � �&�JI �;� �
0 = {x ∈ Z | (3 |x− 0)}

= { �IJI�E � ���2K2G � ��E<����E<��I �">��E 
 ' �G�IJE 
 }
1 = {x ∈ Z | (3 |x− 1)}

= { ' �G"I�E 
 # � ��E
�5E.����� 	 �J��� � 
 � ����K2G 7 � E<�(� & �,��� ��K�� IJ�����E 
 }
2 = {x ∈ Z | (3 |x− 2)}

= { ' �G"I�E 
 # � ��E
�5E.����� 	 �J��� � 
 � ����K2G 7 � E<�(� ) �,��� ��K�� IJ�����E 
 }
� K �

n ∈ N
�

Z/nZ =
{
0, 1, 2, . . . , n− 1

}
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) L & L*) � ��E<K2G�E 
 �&E<��E.� �,E 1��!
Z/nZ

�
• (Z/nZ,+, ·)
• : ��� n 6= 0

�
Z/nZ =

{
0, 1, . . . , n− 1

}
= {x|x ∈ Z} L

��I�E<�JK�G"G"E.���9�
x = y ⇔ n|x− y ⇔ x ≡ y mod n

 � � � ��� � 
 � x+ y = x+ y
� �"I ��� � I�� ������ � 
1�

x · y = x · y
� � G�I � E%$ 
��JE.����G�E<���9� ' ��E<I�� / � I�1����E 
60 �,�  � � ��E.��E 
 � 
 � � �"I ��� � I�� �:��E.��E 
ML��E��&E �ME 
 ��E.� 
�E 


K1,K2
L � � 
 �

�  � � H1G�IJE
x1, x2

� ���
K1 = x1

� 
 � K2 = x2

� � �  � � ��E.��E x1 + x2

� K � � E%$ 
��JE:��E
K1 +K2 := x1 + x2

� � 
 ����E<I�I�� ���JK2G � �� � � ��� I�E<� � E.� � � G�I � E%$ 
��JE:�2��G�E<� �;� ' E<� � E # �  2 � E.� � E:�2� K1 + K2� 
� � G"H 
�� � � 	 � 
 � E.����"� � �G"I � E.� xi
� � �

i = 1, 2
�J�(�:L

� �1� � E<� �IJI � E<� E<� 
"E 
 � E � E<�J� �:��E.���(�FE<� 
 � E<�����"�JE.I��
��E.�

n = 15
L � � 
 � ��I��9�

1 = 46
� 
 � −6 = 84

� ( 
 �ME<� � E 
 :�H�IJI�E 
 G" 
 � E<I � E<� ����K2G �"���E.�"��H���E 
*�� 
*��E 
 � E.����E<I �ME 
 � � 
��&����E 
 �@� I�1����E �2L : �"G���E 
 �F�JE E<� 
"E  � � ����� � 
 � ����K�G # � �E.� �&� ��� ���JK2G �
1 + (−6) = −5 = 10 = 130 = 46 + 84

����E ��"� � �G"I ��� ��E<I � �I�� � � 
 � ��E<��E<� � E<�����"�JE.IM�&E<� 
"E � � I�IJE L
�IJI � E<� E<� 
"E:� � E � E<�J�9� � E<�

x1 = x′1
� 
 � x2 = x′2

L
' � �,E<� � E 
 �

x1 + x2 = x′1 + x′2
L ����FG"E.�"2��9�

n| (x1 + x2)− (x′1 + x′2)︸ ︷︷ ︸
+ ∆� E.� E:�2� � 
�� � ( 
 � ��E<��E.� :��I�I �J�(� �I�IJE<� ���&� ��� �F� � >� �ME<� ��E 
 � � 
 
�E 


n|x1−x′1
� 
 � n|x2−x′2

L
� � 
 �&�JI � !����

∆
�

∆ = (x1 + x2)− (x′1 + x′2)

����� �

= n · l1 + n · l2 = n · (l1 + l2)
�IJ� � �J�(�

n
E<� 
 � E.�JI�E.� 	 � 


∆
L

� E<� ��E.� ����� �:� �,E<� � E 
 �
x1 · x2 = x′1 · x′2

L � ��FG"E<�+2��
n| x1 · x2 − x′1 · x′2︸ ︷︷ ︸

+ δ
� � 
 �&�JI � !����

δ
�

δ = x1 · x2 − x′1 · x′2 = x1 · x2 −x′1 · x2 + x′1 · x2︸ ︷︷ ︸
= 0

− x′1 · x′2

= (x1 − x′1) · x2 + x′1 · (x2 − x′2) = n · l1 · x2 + x′1 · n · l2 = n · (l1 · x2 + l2 · x′1)
�IJ� � �J�(�

n
E<� 
 � E.�JI�E.� 	 � 


δ
L

� E.�J�(� ��E<IJE3� � E<�
n = 10

�
• 6 + 9 = 15 = 5

• 6 · 9 = 54 = 4

• 4 · 5 = 20 = 0

• 7
3

= 343 = 3

• 9
343461

=
(
9
2
)171730

· 9 =
(
1
)171730 · 9 = 9
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) L & L*) � � �� �
(II.1.10)

� � � ��I��9�
� � �

(Z/nZ,+)
�J�(�  �ME<I���K2G�E � �����"�ME�� � � 
"E<�������I�E<� � I�E<� E 
*�

0
L ����  � � � ��� 	&E ( 
�	 E.�2��E �,�

a
�J�(� −a L

� �J� �
(Z/nZ, ·)

�J�(� E<� 
"E�� � � � �������� 	 E� �I � �1�������5E � � � 
�E<���(���I�E<� � I�E<� E 
*�
1
L

� E � E.�J�9�
�,�

(i)
� ���� � �,�J>���
	 � ��H>�,L ' � �,E<� � E 
 � (

a+ b
)

+ c = a+
(
b+ c

) L

�M� 
�� E ��E.����E6� (
a+ b

)
+ c

� � ���

= a+ b+ c

�������

= (a+ b) + c
L

��E<K2G*��E � E<� ��E6�
a+

(
b+ c

)
�������

= a+ b+ c

�������

= a+ (b+ c)
L

�� � ��E  � � � ��� � 
 � 
 Z
���� ���:��>��� 	 ����� ! � I �&� # �  2 � ��E I�� 
�� E � 
 � � ��E ��E<K�G*��E 
 ��E<� ��E H � �"� 	�1I�E 
*���� 
 � L� E:�����K2G*��� 
�� � E<� 
�E<���(���IJE 
 � I�E<� E 
*���;� a+ 0 = a+ 0 = a = 0 + a = 0 + a

� E:�����K2G*��� 
�� � E.��� � � � ����>���
	 � ��H>�9� a+ b = a+ b
Z
= b+ a = b+ a

� E:�����K2G*��� 
�� � E<�F� 
�	 E:����E 
� IJE.� E 
*���9�
a+−a

� �����

= a+ (−a)
Z
= 0

�,�
(ii)

� � E � E.�J� E:��! � I �&�  
"�I ����L
) L & L*) � � ���&E 
"��K2G"�!7��E 
 	 � 


Z/nZ

�
• (Z/nZ,+)

�����  �ME<I���K�G"E � �������ME
� � E<�������I�E<� � IJE<� E 
*�9� 0 = n = −2n = . . .
� ( 
�	 E:����E<� � IJE.� E 
*�;� − (a) = −a = n− a = . . .

• (Z/nZ, ·)
�J�(� � � � � ����>���
	&E� �I � �&�2���"�ME

� � E<�������I�E<� � IJE<� E 
*�9� 1 = n+ 1 = −6n+ 1 = . . .
� � E<� 
"E�� �����"�ME # �  0 · x = 0 · x = 0 6= 1

� � �FE � �������JE.��� �&E<� 
 � 
�	&E.����E.� � I�E<� E 
*� !����
|n| > 1

�

� � 
"E  
"� E.��� � 
 � �:��� �	�1��>��� � 
1�
a− b = a+

(
−b
)

= a− b L

) L & L*) � ��E<K2G�E 
 �ME<�J�(� ��E<I�E�!������ � 
��&����E 
 �@� IJ�����E 

��E.�

n = 10
L�� E.��E<K�G 
"E 
 ����E

16
3 − 2

6
+ 22

L � � 
 �&�JI �;�
16

3
= 16

2 · 16 = 6
2 · 16 = (−4)2 · 16 = 16 · 16 = (−4)2 = 16 = 6

2
6

= 2
3 · 23

= 8 · 8 = −2 · −2 = 4

22 = 2��E:���,E 
 �F� � 
�� 
 E<� 
 # � � E.�2G"�I���E 
 � ��� � 16
3 − 2

6
+ 22 = 6− 4 + 2 = 8− 4 = 4

L
��E.�

n = 10
L � �� �����

9
k �

��E:� ��K2G"I�E<K2G*��E # �  ��"! � E 
 � � � E � E�� � 9
k

= 9k
L

��E:� �&����E � E � �
9

k
= −1

k L � � 
 �&�JI �;�

−1
k

=

{
1 k

� E.�2 � E

−1 k
� 
 � E:�� � E
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) L & L87 � ( 
�	&E.�2���JE.� � >�2�&E<��� 	 � 

Z/8Z

a
����� � 
�	&E.�2���JE.� � >��� 


(Z/nZ, ·) ⇔ ∃b ∈ Z/nZ : a · b = b · a = 1
��� 
 � � ��E � I������E 
 � 
 Z/8Z

� 
�	 E.������E.� �"�� �
�e�i��}~����	 c 0 1 2 3 4 5 6 7

d � ��t�u���� ������u����¢�i�N����������¢�e����}~����	 − 1 − 3 − 5 − 7

����E � 
�� E.�2 � E 
� I�E<� E 
*��E���� 
 � IJE<��K2G*� �:� �ME.��E<K�G 
"E 
5L� >���"� � � �"� E<� �&E<� 
�E � 
�	&E.����E<� � I�E<� E 
*� !����
2
�

� ��� ��I��9�
2 · x = 2x = y

L
y
� � 2���E 
�� 


1
��E.� 
ML  �5E:�

y
�J�(� � E:�� � E # � E<��I 8|y − 2x

L ���G�E.�
E � �������JE:�2� !����

2
�&E<� 
 � 
�	&E.����E<� � I�E<� E 
*�:L � 1�  � � ��� E 
*� IJH 2�� ���JK2G  
"�I ��� ��"! �I�IJE� 
 � E.��E 
� E:�� � E 
 � � 
��&����E 
 �@� IJ�����E 
 � 


Z/8Z

 
�� E 
 � E 
5L

) L & L87 & � E.�������
(a, b)

�����
(a, b) =

�&� �	2���E	
��� ���2IJ��K2G"E ' 1G�I # � ��E a � 
 � b
��E<��I��,L

� E<I�K2G"E ( 
��"�����F��� 
 � � ��� I��JK2G �
a, b ∈ Z, (a, b) 6= (0, 0)

L
��E;$ 
"� ��� � 
 � E<��I�E.� �

x|y ⇔ ∃k = k · x = y
L

 
"� E.�2� � 
 � �,����� �"I�I �
• x|0 # � E 
 
 0 · x = 0 # ��� �ME<� � �JE E.�2����E � �"I�I k ����� � 
 � � �JE ��� E<� ��E � ��IJI y L

• 0|x⇒ x = 0
L

� ��K2G*�����&E � � � E 
���K2G�1!J��E 
 � E<� ����� (a, b)
�

� � � �����
(a, b) =

�����
(a, b− a · q) � ��� a 6= 0, q ∈ Z

L

� �J� � �����
(a, 0) = |a|

� ���J� � �����
(a, b) =

�����
(b, a)

� E � E.�J��E6�
' �

(iii)
� � IJ>� # �  a � 
 � b

� � � � E.�(������K2G � 
 � ��E ��E%$ 
"� ��� � 
 E<� 
�� E<G�E 
5L' �
(ii)

� � IJ>� # �  �I�IJE ' �G"I�E 
�� �"I�I5��E<��IJE 
5L � E.���&� �	2���E �5E<��IJE.� 	 � 
 a � 
 � � ��IJIM�J�(� |a|' �
(i)
� ��E.�

d =
�����

(a, b) , e =
�����

(a, b− q · a) L d|a, b L
����FG�E<�"2��

a = x · d � 
 � b = y · d⇒ d|a, (b− a · q = y · d− (x · d) · q = (y − x · q) · d) L

����FG�E<�"2��9�
d|a, a− b · q

� �����

⇒ d ≤ e L
� � 
 �"IJE.� ��� �,� �:E<� � E 
1�

e ≤ d � �  
 
 ! � I �&� e = d
�2L

� � �J�(�
b = (b− a · q) + a · q = (b− a · q)− a · (−q) L �IJ� � b = b′ − a · (−q) L� ��E.� 
 � K2G E<� 
"� �IME<� 
�E � E.� � E<����I��JK2G�� 
 � �

a, b → a, b′ → a, b
d ≤ e ≤ d

��� 	 ����� � 
 � � � ��E<�(�;�
a 6= 0, b = a · q + r

� ���
0 ≤ r ≤ |a| − 1

L
r = b− a · q L

� �K2G � � � E 
���K2G��!7�
(i)
! �&I��1�;�������

(a, b) =
�����

(a, r)
L
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) L & L87 ) � ��� I�� � ��K2G�E.�� I � �1������G"� �"�
� E:��E<K2G 
"E 
 � �JE � E 
 ����� (196, 217)

L � � 
 �&�JI �;�
�����

(196, 217) =
�����

(196, ?) ? : 217 = 196 · 1 + 21
⇒ �����

(196, 217) =
�����

(196, 21) =
�����

(21, ?) ? : 196 = 21 · 9 + 7
⇒ �����

(196, 21) =
�����

(21, 7) =
�����

(7, ?) ? : 21 = 7 · 3 + 0
⇒ �����

(7, 21) =
�����

(7, 0) = |7| = 7
�����

(a, b)
I���E<!AE.�2� � E 
 �1� �32���E 
 �&E<� E<� 
"E<��1� E 
��5E<��IJE.� 	 � 
 a � 
 � b

L
��E.�JE 


a, b ∈ N
�

a0 = b · q1 + a2 0 ≤ a2 ≤ b− 1

b = a2 · q2 + a3 0 ≤ a3 ≤ a2 − 1

a2 = a3 · q3 + a4 0 ≤ a4 ≤ a3 − 1

a3 = a4 · q4 + a5 0 ≤ a5 ≤ a4 − 1LLL LLL

ai−1 = ai · qi + ai+1 0 ≤ ai+1 ≤ ai − 1 ai+1 6= 0

ai = ai+1 · qi+1 + 0
�� 
 
 �J�(�

ai+1 � E.������� (a, b)
L

��E:� � ��� I�� � �J��K2G"E �I � �&�2����G"� �"� IJ��E<!AE.��� x, y ∈ Z
� ��� �����

(a, b) = x · a+ y · b L

) L & L8767 � E<�J�(� ��E<I � � E.��E<K2G 
�� 
�� 	 � 
 �����
(471, 113)

� � � ��I��9�
471 = 113 · 4 + 19

113 = 19 · 5 + 18

19 = 18 · 1 + 1

18 = 1 · 18 + 0

⇒ �����
(471, 113) = 19− 18 · 1

= 19− (113− 19 · 5) · 1
= 19 · 6− 113 · 1
= (471− 113 · 4) · 6− 113 · 1
= 471 · 6− 113 · 25

���� � � E.� �&� ��� ���JK2G � �����
(471, 113) = 1 = 471 · 6− 113 · 25

) L & L87 � � �� �
(II.1.11)

��( 
�	 E:�2����E.� �">�2� E.����� 

(Z/nZ, ·)

��E.�
a ∈ Z/nZ

� E��&E �ME 
5L �� 
 
 �ME<����� �,�
a
E<� 
 � � �"I ��� � I�� ������ 	 E<� � ( 
�	&E.����E.� �&E 
"�� �  
 
 # � E 
 
�����

(a, n) = 1
L  ��� � E.����>���(��E.IJI�� 
�� 1 = x · a+ y · n E.� �&� ��� ���JK2G �

(a)−1 = x
� ��K2G*� 	 � I�IJ�(��H 
 � ���&E.� � E � E.�J�9�

1 = x · a+ y · n ⇒ 1 = x · a+ y · n = x · a+ y · n︸︷︷︸
= 0

= x · a

�IJ� � �
1 = x · a L

<�! ce¡ �It�b�bg��� ��	�	Ib c �����¤�I}~� 	I�D_ }���	�����}���	��i�$_ t����ikl��h��I	I}®t�����_ �;�G� �I���I��b;	



`a� b��
	�������� c �R��u���s��������������a��	I��t���	It������ �N���i	I�a�I�lk�!��

) L & L87 � � ��� E<����E.�2��E.� � ��� IJ� � ��K2G"E:� �I � �&�2����G"� �"�
�����

(a, b) # a1 = a, a2 = b
L�: ���

i ≥ 2 : ai−1 = ai · qi + ai+1
� ���

0 ≤ ai+1 ≤ |ai| − 1
L

��� , � �
ai+1 = 0

L , ��� � ��� � �����
(a, b) = ai

L
( 
 � E.� i � ��E 
 ��K2G�IJE<��!AE6������� (ai−1, ai) =

�����
(ai+1, ai)

L � 	&E 
*���"E<I�I �������
(a, 0) = |a| L� ��E.� 
�� 
 � E.��E.��� E<� ��E.����E E<��� IJ� � ����K2G�E �I�� �&��� ��G�� ���;�

a1 = a2 · q2 + a3

a2 = a3 · q3 + a4LLL
LLL
LLL

ai−3 = ai−2 · qi−2 + ai−1

ai−2 = ai−1 · qi−1 + ai

ai−1 = ai · qi + 0

��"� � E:� 	 �&�2IJE.� �@��E 
 ' E<��IJE ! �&I��1�;�
d = ai = ai−2 + ai−1 · (−qi−1)

��"� � E:� � ��� ����IJE:���@��E 
 ' E<��I�E ! � I �&�9�
d = ai−2 + (ai−3 + ai−2 · (−qi−2)) · (−qi−1)

= ai−3 + ai−2 · (1 + qi−2 · qi−1)

� 	&E 
*���"E<I�I E:��G"�I ��E 
 � ��� �
d = a1 · x+ a2 · y

= a · x+ b · y
�	� K2G E<� 
"E  
"� E.�2� � 
 � �:��� � � �:��E 
 � � E<� E.��� E<� ��E.����E 
� ��� I�� � �J��K2G"E 
  I � �1��� ��G�� �"�
a, b < N ⇒ �  
 
 I�H 2������JK2G � E.� ����� (a, b)

� 
 G � K2G�����E 
"�
2 · lnN � � 
 � E 
 �5E:��E<K2G 
"E 
ML � � 
"E��� 
 � E �J�(� �  �ME<� E<� 
�E���� 	 ����� � 
 � � � ��E<���,L

 
 
"�G�� E
N = 10100 L � � 
 � ������E 
 �F� � 
���� 
 � K2G 2 · ln 10100 �ME.��E.K2G 
�E 
 ��� � �JE��  � ��� �IJE 
 �,1G�I � E:� ��� 
 � E 
 �,� E.��G��I���E 
1�

2 · ln 10100 = 100 · 2 · ln 2 ≈ 200 · 2.3 = 460

�  
 �"�����K2G*��1I�� � �  � ��� 1I � � � � �
	 ����� � 
�E 
 � � � ��E<�(� ��� � E 
 ����� ��� E<��E.� &�� � � ����E<IJI�� � E.�' �G�IJE 
 �,� �ME.��E<K�G 
"E 
5L
� E.G"�������� 
 � �

a · b = 1⇔ �����
(a, n) = 1/ ⇐0;� 1 = ax+ ny ⇒ a · b = 1

L
/ ⇒0;� a · b = 1⇒ a · b = 1 + l · n !�����E<� 
 l L d|a, n⇒ d|1⇒ d = 1

L
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) L & L87 �
(Z/nZ)

∗ ����� � �2���"�ME �ME � � � I���K2G � E:� � ��I������"IJ� ��>��� � 


� � � ��I��9�
(Z/nZ, ·) ⊇ {a| a ist invertierbar}

(II.1.11)
= {a| ����� (a, n) = 1}

� � 
 � E%$ 
��JE:��E 
 �F� � � (Z/nZ)
∗

:= {a ∈ Z/nZ| a
����� � 
�	 E:�2����E.� �">� }� E � E.�J�9�

• ���� ���:��>��� 	 � ��H>�9� � I��� # � E 
 
 � ��E � �"I ��� � I�����>��� � 
 � 
 Z/nZ

����� ���� � �,������ 	 L

• 
"E.���(���IJE<� � I�E<� E 
*�;� 1 ∈ (Z/nZ)
∗ # 1 · a = a · 1 = a

L

• ( 
�	 E:����E<� � IJE.� E 
*� � 
 (Z/nZ)
∗ � ' �

a
����� E<� 


b
�:� $ 
 � E 
 � � � a · b = b · a = 1

L
� �K2G � E%$ 
������ � 
 �

a
�J�(� � 
�	 E:�2����E.� �">� � ∃b � � � a · b = b · a = 1

L
� �K2G � E%$ 
������ � 
 � E.� ( 
�	&E.�2����E.� � >�2�&E<� ���J�(� ��"K2G b � 
�	 E:�2����E.� �">�<L

• �	� K2G��,� �:E<� � E 
1� � ��I������"IJ� ��>��� � 
 I��JE<!7E.�2� � E.�2� 
 ���"!A� 
�� 1��!
(Z/nZ)

∗ L

' � �:E.���&E 
1�
a, b

��� 
 � � 
�	 E:�2����E.� �">�
(∗)
⇒ a · b �����F� 
�	&E.�2���JE.� � >�<L

� E � E.�J� 	 � 

(∗) L ' � �:E.���&E 
 ∃c � � � (a · b) · c = c ·

(
a · b

)
= 1
L

� ��
"� ����E<G*� �,��� � E.��!���� � 
 � �
a, b

��� 
 � � 
�	 E:�2����E.� �">� � a · a1 = a1 · a = 1
� 
 � b · b1 = b1 · b = 1 �

� � ! � I �&�9�
(
a · b

)
·
(
a1 · b1

)
= (a · a1) ·

(
b · b1

)
= 1 · 1 = 1

(
a1 · b1

)
·
(
a · b

)
= (a1 · a) ·

(
b1 · b

)
= 1 · 1 = 1

�IJ� �
c =

(
a1 · b1

)
=
(
b1 · a1

) L
� E.� E:�2� � 
�� E 
 �
� � �

(Z/nZ)
∗ ����� E<� 
"E  �ME<IJ��K2G"E�� �2���"�ME

� �J� � ∣∣(Z/nZ)
∗∣∣ =: ϕ (n)

L
ϕ (n)

����� � ��E � �"I�E.����K2G"E ϕ � :�� 
������ � 
5L

) L & L87 � � �"I�E.����K�G"E
ϕ �
:�� 
������ � 


: ��� � �JE � �"I�E.����K�G"E ϕ � :�� 
������ � 
 �&�JI �;�
ϕ (n) =

∏

p|n
pαp−1 (p− 1)

�ME<�
n =

∏

p|n
pαp

) L & L87 � ' �"���� � E 
"!71����� 
 � 	 � 
 � ��"����E<I
(II.1)

• (Z,+) , (Q,+) , (R,+)
��� 
 �  �ME<IJ��K2G5L

• Sn
� � � |Sn| = n!

����� 
"��K2G*�  �ME<IJ��K2G !����
n ≥ 3

L

• (Z/nZ,+)
� � � |(Z/nZ,+)| = n

�J�(�  �ME<I���K2GML

• (Z/nZ)
∗ � � � ∣∣(Z/nZ)

∗∣∣ = ϕ (n)
�J�(�  �ME<IJ��K2G5L

<�! ce¡ �It�b�bg��� ��	�	Ib c �����¤�I}~� 	I�D_ }���	�����}���	��i�$_ t����ikl��h��I	I}®t�����_ �;�G� �I���I��b;	



`a� b��
	�������� c �R��u���s��������������a��	I��t���	It������ �N���i	I�a�I�lk�!��

� ��� 354/687�9;:+<
(II.2)

?xTB7�KM^e: VWK F 3��eC�6a:DC
) L*) L & ��E%$ 
"� ��� � 


(II.2.a)
� ��� 
��

� � 
"E � E 
 �&E
(R,+, ·) � ��� ��� E<� � E.�2� 
 ��� !A� 
 � E 
 �"/ +0;�� � � ����� � 
 �&E 
" 
 
*� # / ·0;��� ��I���� � I�� ���>��� � 
 �&E 
" 
 
*� � G�E<�+2�� ��� 
�� # � E 
 
 ����E ! �&I��&E 
 � E  � � � � E�E:��!��"I�I � ��� 
 � �

• (R,+)
�J�(�  �ME<I���K2G�E�� �������5E

• (R, ·) ����� � �I � �&�����"�ME

• ����E �������(��� � ����� 	 � E<��E.� �:E �&E<I ��E 
 � ∀a, b, c ∈ R
�

a (b+ c) = ab+ ac (a+ b) c = ac+ bc
� ��"� � � ��K�� IJ��K2G � � �JK2G*�(� � � � ����>���
	 � ��H>� 	 � 
 / ·0 �

 
"� E.�2� � 
 � E 
��:�����	�&������ � 
1�
• � E<�������I�E<� � IJE<� E 
*� �ME � � �&IJ��K2G � E.�� � � ����� � 
1� 0 # � �"I�I�E<IJE.� E 
*� � � �

0 + a = a+ 0 = a

• ( 
�	 E:����E<� � IJE.� E 
*� �ME � � �&IJ��K2G � E.�� � � ����� � 
1� (−a) � ���

(−a) + a = a+ (−a) = 0

• ����E � ���"�(��>����� � 
 �J�(� � �JE  � � � ��� � 
 � E<� � 
�	&E.����E 
 � I�E<� E 
*��� �5E � ��� I��JK2G � E.�  � � � ��� � 
 �
a− b := a+ (−b)

• � E<�������I�E<� � IJE.� E 
*� �ME � � �&IJ��K2G � E.� � �"I ��� � I�����>��� � 
 � !A�I�IJ� 	 �1��G" 
 � E 
 � � 1 # � � 
���E<I�E �� E 
*� � ���9�
1 · a = a · 1 = a

) L*) L*) � E<�����"�JE<I�E�! ��� � � 
 �&E

• (Z,+, ·) , (Q,+, ·) , (R,+, ·) � ��"� � E.����K2G���IJE �ME.�� 
 
*� �

• (Z/nZ,+, ·)
� ��"� � E:� ���&��I�E<��� 
 � �ME.�� 
 
*� �

� �K2G�� E<��� # �  2 (Z/nZ,+, ·)
E<� 
 � � 
 � �J�(�;�

•  � � � ��� 	 E � �����"�ME6� ��K2G � 
 E.��I�E � ���1�:L
• � �"I ��� � I�� ������ 	 E� �I � �1�������5E3� ��K�G � 
 E:��IJE � � �&�,L
• ��
*��E.�����"K2G�� 
 � ��� � �JE � �J�(���2� �"�����
	 �&E<��E.� �,E � E<I ��E 
1�

& L �������(��� �"�����
	 �&E<��E:��� �
a ·
(
b+ c

)
= a ·

(
b+ c

)
= a · (b+ c) = ab+ ac = ab+ ac = a · b+ a · c

��E:� �M����K���� � � � ! �"G��2E 
 ,F�ME.�2���� � 
"E 
 � 

Z/nZ

��"! , �5E:��>��� � 
�E 
 � 

Z
�,��� ��K�� L

) L �������(��� �"�����
	 �&E<��E:��� � � ���) L �������(��� �"�����
	 �&E<��E:��� � ��I�� # �  � �JE � ��I������"IJ� ��>��� � 
 � 
 Z
� � � �� ����>���
	 ����� � 
 � � �� & L � �J�(����� � ����� 	 � E.��E.� � �&�JI �,L �

� � 
"��E<I�E<� E.� �
1
����� � �� � � 
"��E<IJE.� E 
*� � 
 (Z/nZ,+, ·)

�
1 · a = 1 · a = a = a · 1 = a · 1

³D��	I��	I�)´R�g�;����t���u c p��N_�µ�t����¶p ����! <�p c ������u��At���� ` ����bg���
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) L*) L87 ��E%$ 
"� ��� � 

(II.2.b)

� � � � � ����>���
	&E.� ��� 
 � � � �
1

(R,+, ·) G"E<�+2�� � � � � �������� 	 E.� ��� 
 � � � � 1
� � � 
"��E<IJE.� E 
*� � !A�I�IJ� �&�JI �9�

• (R,+, ·) �J�(� E<� 
 ��� 
���L

• ����E � �"I ��� � I�� ������ � 
 �J�(� � � � � ����>���
	 L

• ∃ 1
� � � E � �������JE:�2� E<� 
 � � 
���E<I�E<� E 
*� �

� � E � �������JE.���  �ME.� E.� 
 � IJE<� 
"E.� � ��� � I�E<�-�� � � �����
	&E � 
 � � �"I ��� � I�� ������ 	 E /�� �JE<I�!A�K2G�G"E<� � 0 E<� 
"E<�� I�E<� E 
*���;�
��E.�

(H, ·) E<� 
�E	� �I � �&�����"�ME6�
� �"I ��� � I�� ������ 	 E � ��E<IJ!71K�G"G"E.���9�

an := n �
!71K�G"E � E.�2� 
 ��� !A� 
 � 	 � 


a
� ��� ����K2G ��E.I �"��� ! ���

n ≥ 1
L

 � � � ��� 	 E � �JE.IJ!A�K2G�G"E<� �9�
• : ��� n ∈ N a+ . . .+ a︸ ︷︷ ︸

n−mal

=: n · a

• n = 0
�

0
∈ Z
· a = 0

∈ R

• n ∈ Z, n < 0
�
n · a := |n| · (−a) = (−a) + . . .+ (−a)︸ ︷︷ ︸

|n| � � 1I

� � � E<I ��E 
 � ��E ����E<I�!A�K2G"E 
�� E<��E.� �:E � !7� ��G"E.� � � �&��E 
 � �&E<��E.� �,E ���JE.G"E (II.1.7)
� � 
 � �2���"�ME 
 !����

n,m ∈ Z
�

n · a+m · a = (n+m) · a
n · (m · a) = (n ·m) · a
− (−a) = a

− (a+ b) = (−a) + (−b)
n · (a+ b) = n · a+ n · b, !A�IJI��

a+ b = b+ a

����E � �JE<I�!A�K2G�E 
 �&E<��E.� �,E �5E � ��� I��JK2G � E.��� �"I ��� � I�����>��� � 
 � � �"� n ∈ N
�

an := a · . . . · a︸ ︷︷ ︸
n �
� �I

� ���
n ≥ 1a0, := 1

!A�IJI��
1 ∈ R

� � � E<I ��E 
 � ��E �I�� �ME.�� 
 
*��E 
 � �1��E 
 � � E<��E.���,E �ME � ��� I��JK�G � E.��� �"I �����"IJ� ��>��� � 
 �
an · am = an+m (an)

m
= an·m = (am)

n

) L*) L�� ��>���
(II.2.1)

� ��E<K2G�E 
���E � E<I 
 ��"! ��� 
�� E 

��E.�

(R,+, ·) � � 
 � # a, b, c ∈ R
L � � 
 �&�JI �9�

� � �
a · 0 = 0 · a = 0

� �J� �
a · (−b) = (−a) · b = − (a · b) # (−a) · (−b) = a · b

� ���J� �
(a− b) · c = a · c− b · c # a · (b− c) = a · b− a · c

<�p c ���i��u��at���� ` ����bg��� ��	�	Ib c �����¤�I}~� 	I�D_ }���	�����}���	��i�$_ t����ikl��h��I	I}®t�����_ �;�G� �I���I��b;	



`a� b��
	�������� c �R��u���s��������������a��	I��t���	It������ �N���i	I�a�I�lk�p�!

� E � E.�J��E6�
' �

(i)
� � � �&�JI � �

0 · a + 0 · a = (0 + 0) · a = 0 · a L � � 
  � � ��E.��E 
 � ��� − (0 · a) ��"! �5E.� � E 
��E.����E 
 � E.����IJE<��K2G�� 
 � � 
 � E.��G��I���E 
1�
0 · a+ 0 · a+ (− (0 · a))︸ ︷︷ ︸

= 0

= 0 · a+ (− (0 · a))︸ ︷︷ ︸
= 0

a · 0 = 0
� � � 	 E:��!A�G���E 
  
"�I ��� ! ���

a · 0 = 0
L

' �
(ii)

� � � �&�JI �9�
a · (−b) + a · (b) = a · ((−b) + b)︸ ︷︷ ︸

= 0

= a · 0 = 0

a · (b) + a · (−b) = a · (b+ (−b))︸ ︷︷ ︸
= 0

= a · 0 = 0

�IJ� � ! � I �&�9�
a · (−b) = −a · b L � ��� 	&E.��!A�G���E 
  
"�I ��� !���� (−a) · b = −a · b L

� E 
 � E 
 �F� � 
�� 
 � �JE	� � � � E ��E�� E<IM 
 # � � E.��G��I���E 
 �F� ��!���� (−a) · (−b) �
(−a) · (−b) = [− (−a)] · b = a · b

� � � 
���� �:E 
 � �JE �5>����1K�G"E 1��� # �  2 − (−a) = a
�����,L � ����E<G"E � ��E<IJ!71K�G"E 
�� E<��E.���,E �2L

' �
(iii)

� � � � ��I �;�
(a− b) · c = (a+ (−b)) · c = a · c+ (−b) · c = a · c+ (−b · c) = a · c− b · c

� � � 	 E:��!A�G���E 
  
"�I ��� ! ���
a · (b− c) = a · b− a · c L

) L*) L�� ��E%$ 
"� ��� � 

(II.2.c)

� ���&�2�ME.�
� E.� E:�2� � 
�� �

R
��E<� � � 
 ��� � �

1
L
x ∈ R

��E<��� 
�	&E.�2���JE:� � >� � E 
 
�� ��I��9� ∃y ∈ R : x ·y = y ·x = 1
L

� �1����"����E.� �:� 
 � �
1 6= 0

L ����E � �"I�I ����� 
"��K2G*�F� 
�	 E.������E.� �"�� # � E 
 
 0 · x = 0 6= 1
L

⇒ {x ∈ R|x �J�(� � 
�	 E.������E.� �"�� } ⊆ R \ {0} L

��E;$ 
"� ��� � 
 � � � 
�E � � � � �������� 	 E.� ��� 
�� � � �
1 6= 0

G"E<�+2���� �1�2�ME.� # � E 
 
 .�E � E.� � IJE.� E 
*�F� 

R \ {0} � 
�	&E.�2���JE:� � >� �J�(� � �5E � ��� I��JK2G � E.��� �"I ��� � I�����>��� � 
 �2L� E.� E:�2� � 
�� � � E.� � >��G �&I ��� ����K2G�E :��I�I � � � � 
"E � � 
 � � � � 1 = 0⇔ R = {0} L

� E � E.�J� �
/ ⇒0;� x = x · 1 = x · 0 = 0/ ⇐0;� R = {0} : 0 + 0 = 0, 0 · 0 = 0

����� � � 
 � � ���
1 = 0

L
� � 
 
�� 
  
 � �&IJI5!������IJI�E �ME.�(���K2G*��E:��E 
 ��� 
�� E �&E<I ��E 


1 6= 0
L

) L*) L	� � E<�����"�JE<I�E�! ����� �1�2�ME.�
� E.�J�(� ��E<IJE3�
�  �

(Z,+, ·) �J�(� �&E<� 
 ���&�2�ME.� # �  E<� � 
�	 E.�2��E � IJE<� E 
*��E �&� ��� # � ��E 
"��K2G*� � 
 Z
E 
*��G��I���E 


��� 
 � L
� � �

(Q,+, ·) �J�(� E<� 
 ���&�2�ME.�<L�� � ����� � E.� � I�E<� 
�����E � �1�2�ME.� ⊇ Z
L

� K �
(R,+, ·) , (C,+, ·) ��� 
 � � �1�2�ME.�<L

� � � (Z/pZ,+, ·)
�J�(� ���&�2�ME.� # � E 
 
 p � ���J� �,�G"I ����� � E � E<��� ���JE<G�E

(II.2.2)
L
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) L*) L � ��>���
(II.2.2)

�
(Z/nZ,+, ·)

����� ���&���5E:� ⇔ n
����� � �2�J� �,1G�I L

/ ⇒0 � E<� n = r · s, 1 < r, s < n
L�� � ! �&I��1�;�

n = r · s L  I�� � r · s = 0
L � � �����

r 6= 0
L

� H>��E
r
� 
�	 E.������E.� �"�� # � � ∃t : t · r = 1

L � � ! � I �&�9�
t · 0︸︷︷︸
= 0

= t · r︸︷︷︸
= 1

· s = 1 · s L  I�� � � n|s ⇒
� � � E.�2���"�2�"K2G �,���� 
 
"�G�� E

n = r · s L �IJ� � ����� n E<� 
"E � �2�J� �,1G�I L
/ ⇐0;� � K2G � 
 !7� ��G"E.� �ME �F��E<��E 
 � a �J�(� � 
�	 E.������E.� �"�� ⇔ �����

(a, n) = 1
L � E.�(���K2G*��� 
�� � E.�� I�E<� E 
*��E � 


Z/nZ =
{
0, 1, . . . , n− 1

} L : ���
a = 1, 2, . . . , n − 1

����� � E.� ����� (a, n) = 1 # �  nE<� 
"E � ����� �:�G�I �����,L ���� � � ����� .�E � E<� � I�E<� E 
*� � 
 Z/nZ \ {0}
� 
�	&E.�2���JE:� � >�<L

) L*) L�� ��E%$ 
"� ��� � 

(II.2.c)

� �I���E.��
����� 	 E ��E;$ 
"� ��� � 
 !��������&�2�ME.�
(R,+, ·) G"E<�+2�� ���&���5E:� :⇔
� � �

(R,+)
�����  �ME<I���K2G�E�� �������ME �

0
����� 
�E<���(���IJE.� � I�E<� E 
*� �

� �J� �
(R \ {0} , ·) �����  �ME<I���K2G�E � �������5E

� ���J� � ∀a, b, c ∈ R : a · (b+ c) = ab+ ac

� E.� E:�2� � 
�� � & L � E%$ 
������ � 
 ⇔ ) L ��E%$ 
"� ��� � 

� E � E.�J�9�
/ ⇒0 �	� K2G �,� �:E.���&E 
1�
�  � ∀a, b ∈ R \ {0} : a · b 6= 0

��� � G�I � E%$ 
��JE.����G�E<��� �
� � � ���� � �,�J>���
	 � ��H��
� K � � � 
���E<I�E<� E 
*�
� � � ( 
�	&E.�2���JE:� � >�2�&E<� �
' �

(a)
�  
 �&E 
 �&� � E 
 �

a · b = 0, a 6= 0
L � �"I �����"IJ� ��>��� � 
 	 � 
 IJ� 
�� � � � �

a−1 E:� � � �"�9�
a−1 · (a · b) = a−1 · 0(
a−1 · a

)
· b = 0

1 · b = 0

b = 0

 �5E:� �
b = 0

�J�(�FE<� 
 � � � E.�2���"�2�"K2G �,��� � �1����"����E.� �:� 
 ��L
' �

(b)
� � IJ>� # � E<��I (R, ·) ���� ���:��>��� 	 L' �

(c)
�

1 6= 0 # 1I�� � 1 ∈ R \ {0} � 1 · a = a = a · 1' �
(d)

�
a 6= 0

L ' � �,E<� � E 
 � ∃b 6= 0
� � �

a · b = 1

∃b � � � a · b = 1

"�K2G � E:� & L ��E;$ 
"� ��� � 
5L b 6= 0 # � � 
"��� a · b = a · 0 = 0 6= 1

L
/ ⇐0;� � E<I � ��� � � E.� 
��JE L
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@B:DC 3��eC�6a:+C
C

) L*) L�� � � � 
 � E !�����E<� 
 ����� � ���"� � E<����E.��E:� ���&���5E:� �
�  �

Q→ R c
• ��IJE<��K2G�� 
 � E 
 I �&��E 
 �F�JE �,�"� � E.�J�(� ��E<I��

x2 − 2 = 0
L

• �5H 
 �&E 
 � 
 � E.� ��E � � E.�(���JE3� � 1K�G � E 
 ���&���(��E<I�I�� 
 �&E 
 � E.� � ����E<K2G�E 
 ��� 
 � 1I �I�E � �(��E<K�� E 
 � �&� � E 
������ � E.�2 �"IJE � G" �ME 
 E<� 
 ��>��� � 
�1I�E<� � �(��E<K�� E 
�	&E.��G�H�I�� 
"��� �2L
� �K2G � ����G" � �1������J�(�� �ME.� � �JE � ��� �1��G�E 
��"��E E<� 
"E<� ��E<K�G*��E � � 
�� IJ� � E 
 � ��E.�JE<K�� �� ��� � E 
 � ���G"E:��E 
 � E.� �5H 
�� E � � 
"��
"��K2G*�F� �&� � E 
"����� � E:�� � I�E # �  � ��E	� ��� � ���G"E 
�����E � ��E	�5H 
�� E √2

G">�,L

• ����E<�����"� !A 
�� �
πr2
L � � �&� ��� �&E<� 
�E �I��&E �"�������K2G�E ��IJE<��K2G�� 
 � � E:� : �1���

πk + α1 · πk−1 + . . .+ αk = 0
� ���

αi ∈ Q
L � � 
"E  
 � E.��E �(�� 
"� �:E 
 � E 
*���IJE ' 1G�I������ �,�"� � E.�J�(� ��E<I

e
L

� � � � 
 � IJ��K2G"E ���&���5E:� �
• � E<��I �">�2� E.������I�E<G��2E � ⇒ � � 
��&����E 
 �@��E<I�>��� � 
��
• � � � ��E.��� 
 �&����G"E �1���JE
• ��� ���"� ���1��>� G"��E

� K �
R→ C

�
• � ��� � ���"� � E<� ��E.�2E.� ��I�E<��K2G�� 
�� E 
ML ' �"� � E<�����"�JE<I �

x2 + 1 = 0

x2 + 4x+ 9 = 0

x27 + 22x13 + x6 − 1 = 0

) L*) L &�� � E.�2IJE<� ��� 
 � 	 � 

C

 
 � E 
 � � � E 

K ⊇ R, ∃i : i2 + 1 = 0

L
R ⊆ K ⇒ a+ ib ∈ K ∀a, b ∈ R

L
��I�E<�JK�G"G"E.��� � � E<��E.� � I�E<� E 
*��E6�
� E.G"�������� 
 � �

a+ bi = a′ + b′i
� � �

a, a′, b, b′ ∈ R⇒ a = a′, b = b′
L

� E � E.�J�9�
(a− a′) = (b′ − b) · i |

� �� � ����E.��E 

(a− a′)2 = (b′ − b)2 · i2
(a− a′)2 = − (b′ − b)2

(a− a′)2 + (b′ − b)2 = 0
� 


R
���G�E.� �

(a′ − a)2 = 0 ∧ (b′ − b)2 = 0⇒ a = a′ ∧ b = b′
� �"I ��� � I�� ������ � 
 ��� E<��E.� � I�E<� E 
*��E6�

(a+ bi) · (c+ di)
D
= a · (c+ di) + bi · (c+ di)

D
= ac+ adi+ bic+ bidi

A+K
= ac+ adi+ bci+ bdi2

A+K
= (ac− bd) + i · (ad+ bc)

��"� � E:�  
 
��G"� E R ⊆ K # ���&���5E:� # i2 + 1 = 0, i ∈ K
! �&I��1�;�

K ⊇ {a+ bi|a, b ∈ R} ����� � � 
 ��L
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� E.G"�������� 
 � �
a+ bi 6= 0⇒ a+ bi

����� � 
�	&E.�2���JE.� � >�<L
,FG 
"E � �JE.� .�E.� �,� �J� ��E:�����I�G"E.� �:��IJE<� ��E 
 � I�����ME 
 � ��� �

(a+ bi)
−1

=

(
a

a2 + b2
− b

a2 + b2
· i
)

� E � E.�J�9�
(a+ bi) ·

(
a

a2 + b2
− b

a2 + b2
· i
)

=
(a+ bi) · (a− bi)

a2 + b2
=
a2 − (bi)

2

a2 + b2
=
a2 + b2

a2 + b2
= 1

⇒ K ⊇ {a+ bi| a, b ∈ R} ����� � ���&�� ���&���5E:�<L

) L*) L &6& � � 
����(��������� � 
 	 � 

C

C =
(
R2,+, ·

)
 � � � ��� � 
 � (a, b) + (c, d) = (a+ c, b+ d)

� � �&� � � 
"E 
*��E 
�� E<����E �
� �"I ��� � I�� ������ � 
1�

(a, b) · (c, d) = (ac− bd, ad+ bc)

) L*) L & ) � �� �
(II.2.3)

C
�J�(� E<� 
 ���&�2�ME.� �
• � �"I�I�E<IJE.� E 
*�;� (0, 0)

• � � 
"��E<I�E<� E 
*�;� (1, 0)

• ( 
�	 E:����E<� � IJE.� E 
*� ! ��� (a, b) 6= (0, 0)
�

(a, b)
−1

=

(
a

a2 + b2
,− b

a2 + b2

)

� E � E.�J��E6� � �K2G���E<K2G 
"E 
ML � E<�����"�JE<I�E �  �:� �
���� ���:��>��� 	 � ��H>� �ME � � �&IJ��K2G � E.��� ��I���� � I�����>��� � 
1� ��E<� 
"E 
 a, b, c, d, e, f ∈ R

�
� E.G"�������� 
 � �

[(a, b) · (c, d)] · (e, d) = (a, b) · [(c, d) · (e, f)]
L

��"! � E.��I�� 
�� E 
 ��E<� ��E E.� � � �"� ����K2G1�
[(a, b) · (c, d)] · (e, d) = (ac− bd, ad+ bc) · (e, f)

= ((ac− bd) · e− (ad+ bc) · f, (ac− bd) · f + (ad+ bc) · e)
= (ace− bde− adf − bcf, acf − bdf + ade+ bce)

��"! � E.� ��E.K2G*��E 
 � E<� ��E E.� � � �"� ���JK�G1�
(a, b) · [(c, d) · (e, f)] = (a, b) · (ce− df, cf + de)

= (a · (ce− df)− b · (cf + de) , a · (cf + de) + b · (ce− df))

= (ace− adf − bcf − bde, acf + ade+ bce− bdf)

��F� 

R
 � � � ��� � 
 � 
 � � ��I���� � I�����>��� � 
�� �&� � ����>��� 	 ��� 
 � # E.�2G"�I���E 
 �F� � � �����E.I �ME � � �&E � 
��J�!���� � �JE I�� 
��&E � 
 � ��E.K2G*��E ��E.����E L

� E<�������I�E<� � IJE<� E 
*�9�
(1, 0) · (a, b) = (1 · a− 0 · b, 1 · b+ 0 · a) = (a, b)

(a, b) · (1, 0) = (a · 1− b · 0, a · 0 + b · 1) = (a, b)
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( 
�	 E:����E<� � IJE.� E 
*�;�
(a, b) ·

(
a

a2 + b2
,
−b

a2 + b2

)
=

(
a · a

a2 + b2
− b · −b

a2 + b2
, a · −b

a2 + b2
+ b · a

a2 + b2

)

=

(
a2 + b2

a2 + b2
,
−a · b+ a · b
a2 + b2

)

= (1, 0)(
a

a2 + b2
,
−b

a2 + b2

)
· (a, b) =

(
a

a2 + b2
· a− −b

a2 + b2
· b, a

a2 + b2
· b+

−b
a2 + b2

· a
)

=

(
a2 + b2

a2 + b2
,
a · b− a · b
a2 + b2

)

= (1, 0)

� � 
 � �&IJI�E 
 � ��� � ��E	� � ��� 
 � � E.����IJE.�JK2G�� 
 � � x2 + 1 = 0
� 
*��E.�����"K2G�E 
5L

��E 
�1��E.� � ∃ (a, b)
� ���

(a, b)
2

+ (1, 0) = (0, 0)
�

����FG�E<�"2��9� (
a2 − b2 + 1, 2a · b

)
= (0, 0)

L � � � E.��G��I���E 
 �IJ� � E<� 
 ��I�E<�JK�G�� 
 �&��� � ����E<� � 

R
�

a2 − b2 + 1 = 0

∧ 2ab = 0

����E ��� E.����E ��IJE<��K2G�� 
 � I��JE<!7E.�2�9�
a = 0

� � E.� b = 0
L

: ���
a = 0

E.� �&� ��� ���JK2G � −b2 + 1 = 0⇒ b = ±1
L

: ���
b = 0

E.� �&� ��� ����K2G �
a2 + 1 = 0

L ����E<��E���I�E<��K2G�� 
�� G">� �&E<� 
�E � �&��� 
�� � 

R
L

:�1I�I�� E<� 
"E	� � ��� 
 � 	 �&�2G" 
 � E 
 �J�(� � � 2 � E<I ��E 
1� a = 0, b = ±1
L

� �K2G��2E<K2G 
�E 
 IJ��E<!AE:�2�
(0,±1)

�I�� � ��E �5E.� � E 
 � � ��� 
 �&E 
5L
����E���I�E<�JK�G�� 
 �

x2 + 1 = 0
G�>�F�IJ� � � E 
��� � � E<� � � ��� 
�� E 
 � 


C
L

) L*) L & 7 � � 
 �ME.�(��� 
 � 	 � 

R
� 


C
� � �F� � 
"�(�������JE:��E 
 
�� 
 E.� 
�E :�� 
������ � 


ϕ
� ���9�

ϕ : R→ C : a 7→ (a, 0)
L

� � � E 
"��K�G"�!7��E 
 	 � 

ϕ
�
ϕ (a+ b) = ϕ (a) + ϕ (b) ϕ (a · b) = ϕ (a) · ϕ (b)

ϕ : R→ {(a, 0) | a ∈ R} , ϕ �J�(� �"� .�E:����� 	 L� ����K2G�� �&�2�9� ( � � � �1�2� G��J��� �"�,L
� E � E.�J��E � G��JE:� 
�����!���� / ·0 # / +0 �J�(�  
"�I ��� ���

ϕ (a · b) = (a · b, 0)

ϕ (a) · ϕ (b) = (a, 0) · (b, 0) = (a · b− 0 · 0, a · 0 + 0 · b) = (a · b, 0)
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����E � E � � E.�(���J��K2G"E�� E � E<����� 
�� � R2 �J�(� E<� 
"E ���5E 
"E6�

��
(a, 0)

R

R R2

�Rs�s��i���;t���u��I�lk � c R
���i��u���sn�1	I	I�1	M�����

� x
k��������I� 


 
"� E.�2� � 
 � � � E<� � E.��/ x �  K2G"��E�0 ��������K2G*�F�  
 ��"K2G	 � 
 � E:���2E<E<I�IJE 
  K2G"��E L
� � 
 � �JE�� � � �"IJE � E 1

� 
 � 0 � i
� 
 � −i ��� C

�

����

��

�	

i

10

−i

R

iR C

�Rs�s������;t���u��I�lk�� c `Wh�}~b������;�
1
t��g�

0 � i
t���� −i ��} ` ����bg���

C

� ��K2G*����� �
(a, b) = (a, 0) + (b, 0) · i # � 

(a, 0) + (b, 0) · (0, 1) = (a, 0) + (b · 0− 0 · 1, b · 1 + 0 · 0) = (a, 0) + (0, b) = (a, b)

�IJ� � ! � I �&�9�
(a, b) 7→ a+ ib

L ����E<� I�H 2�� ����K2G � E � � E.�(���J��K2G ! � I � E 
 � E.���  2 E 
 � >���(��E<I�I�E 
1�

b

a

z = a+ ib

|z|

R

iR C

�Rs�s��i���;t���u����lk�� c u���h�}~�1	��I��������� d � ����	I������t���u£�h��
a+ ib

) L*) L & � ��E<K2G�E 
���E � E<I 
 !���� � � � � I�E � E ' �G"I�E 

• ��I�E<�JK�G"G"E.��� � � E<��E.� � � � � I�E � E.� ' 1G�IJE 
1� a+ ib = a′ + ib′ ⇔ a = a′ ∧ b = b′

•  � � � ��� � 
���� E<��E.� � �&� �"IJE�� E.� ' �G�IJE 
 �
(a+ ib) + (c+ id) = (a+ c) + i · (b+ d)

• � �"I ��� � I�� ������ � 
1� (a+ ib) · (c+ id) = (ac− bd) + i · (ad+ bc)

• ( 
�	 E:����E � I�E<� E 
*�9� a+ bi 6= 0⇒ (a+ ib)
−1

=
a

a2 + b2
− i · b

a2 + b2

• ' ����H>� �:I��JK�G � ��I��9�
i2 = −1
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) L*) L & � � E<�J�(� ��E<I�E�!���� � 1� ��E<K2G 
"E 
 � � � � � � �"IJE � E 
 ' �G�IJE 

� E:��E<K2G 
"E 
 � �JE �I�IJE	� � ��� 
 �&E 
 � E.����IJE<��K2G�� 
 � x4 − 4 = 0

� 

C
L

� � 
 �&�JI �9�
(1 + i)

4
=
(
(1 + i)

2
)2

=
(
1 + 2i+ i2

)2
= (1− 1 + 2i)

2
= (2i)

2
= 4i2 = −4

���� G"E<�+2��
(1 + i)

4 �J�(� E<� 
"E � �&��� 
 � � E:� ��I�E<�JK�G�� 
 � x4 − 4 = 0
L � �JE 	 �JE<I�E � � ��� 
 �&E 
 G">�


�� 
 � �JE���I�E<��K2G�� 
�� x4 + 4 = 0
� 


C
�

��E.�
x4 + 4 = 0 # �  
 


(
x2

2

)2

+ 1 = 0 ⇒ x2

2
= ±i L��I�� � x2 = 2i ∨ x2 = −2i

L

 
"� E.�2� � 
 � �
y2 = 1⇒ (y + 1) · (y − 1) = 0⇒ y = ±1

L

��"�
x2 = 2i

! � I �&�9�
x2 = (1 + i)

2 ⇒
(

x

1 + i

)2

= 1 ⇒ x = ± (1 + i)
L

��"�
x2 = −2i

! � I �&�9�
x2 = − (1 + i)

2 ⇒
(

x

1 + i

)2

= −1 ⇒ x

1 + i
= ±i L � � 
 � ��I��9�

x = i · (1 + i) = i− 1 = −1 + i

∨ x = −i · (1 + i) = 1− i
�IJ� � E.� �&E �ME 
 ����K2G ! � I � E 
 � E �  
 � � � ���E 
 !���� � �&��� 
�� E 
 � E.����I�E<�JK�G�� 
 � x4 + 4 = 0

�
± (1 + i) ,−1 + i, 1− i

������K2G E<� 
"��E:���,E 
 � 
 � ��"���2E<K2G 
�E 
 E.� �&� ��� ����K2G # �  2 �IJI�E 	 ��E.� �  
 � � � >��E 
 � �&��� 
�� E 
 ��� 
 � L
) L*) L & � � �� �

(II.2.4)
�5:�� 
 � �� E 
*���IJ���� � � E.�� I � E ���� � �&G 
"E � E � E<�J� �

��E.�JE 

n ∈ N, a0, . . . , an ∈ C

L
�� 
 
 �5E.��� ���@�

f (x) = a0 + a1 · x1 + a2 · x2 + . . .+ xn · xn � � 
 � E<����E 
�� E<� 
"E � �"I�IJ�(��E<I�I�E�� 
 C
L

) L*) L & � � �� �
(II.2.5)

� � E<K�G"E 
���E�� E.I 
 ! ��� � �&� � I�E � E ' �G�IJE 

��E.�JE 


z, w ∈ C
L �  
 
 � ��I��9�

� � �
z ∈ R ⇔ z = z

� �J� �
z · z = |z|2 # |z| = √z · z

� ���J� �
z + w = z + w # z · w = z · w

� �
	 �
z 6= 0 ⇒ z−1 =

1

|z|2
· z

� 	 �
w 6= 0 ⇒

( z
w

)
=
z

w
� 	 � �

z = z

� E � E.�J��E6� � E<�JE 

z = a+ i · b, w = c+ i · d � � � a, b, c, d ∈ R' �

(i)
�

z = z ⇔ a+ ib = a− ib ⇔ ib = −ib ⇔ b = 0 ⇔ z ∈ R' �
(ii)

�
z · z = (a+ ib) · (a− ib) = a2 − (bi)2 = a2 + b2 = |z|2 �  |z| =

√
a2 + b2

|z| =
√
z · z ! �&I��1� � � ��E.��� # � 
 � E<� �F� � � ��E � ��� �,E<I �,�JE<G�E 
5L
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' �
(iii)

�4: ��� � ��E  � � ����� � 
1�
z + w = (a+ ib) + (c+ id) = (a+ c) + i · (b+ d)

= (a+ c)− i · (b+ d) = (a− ib) + (c− id) = z + w

: ��� � �JE � �"I �����"IJ� ��>��� � 
 �
z · w = (a+ ib) · (c+ id) = ac− bd+ i · (bc+ ad)

= ac− bd− i · (bc+ ad) = ac− bd− ibc− iad
= (a− ib) · (c− id) = (a+ ib) · (c+ id) = z · w

' �
(iv)

� ! �&I��1� ��"�
(ii)
L

' �
(v)

�
w 6= 0

L ( z
w

)
· w =

z

w
· w = z ⇒ � E<G"����"��� 
 ��L

' �
(vi)

�
z = a+ ib = a− ib = a+ ib = z

) L*) L & � � �� �
(II.2.6)

��E.�JE 

z, w ∈ C

L �  
 
 � ��I��9�
� � � |z| ≥ 0 # |z| = 0 ⇔ z = 0

� �J� � |z · w| = |z| · |w|
� ���J� � |z + w| ≤ |z|+ |w| � � ��E<��E<K�� ��� 
�� I�E<�JK�G�� 
 � �

(i)
� 
 � (iii)

! � I � E 
 ���� � E 
 E 
*���(�"��E<K�G"E 
 � E 
 ��H>� �:E 
 !���� � �JE �	�&�2� E 
 ��� R2 L
� E � E.�J� �,�

(ii)
� � E<��E 


z = a+ i · b, w = c+ i · d � ��� a, b, c, d ∈ R
� � 
 �&�JI �9�

|z · w| = |(a+ ib) · (c+ id)| = |ac− bd+ i · (ab+ cd)| =
√

(ac− bd)2 + (ab+ cd)
2

=
√
a2c2 − 2abcd+ b2d2 + a2b2 + 2abcd+ c2d2

=
√
a2c2 + b2d2 + a2b2 + c2d2 =

√
a2 + b2 ·

√
c2 + d2 = |z| · |w|

) L*) L & � � �JE � � I����� � �&� � � 
">��E 
 � >���(��E.IJI�� 
�� � �&� � I�E � E.� ' �G�IJE 


b

a

z = a+ ib

R

iR C

r
ϕ

�Rs�s��i���;t���u��I�lkP� c �2h���� ����hNh����;������	�������������	I���i��t���ua��h�}~b������;���Mm$���������
����E � � I����� � �&� � � 
">��E 
 � >���(��E.IJI�� 
�� !���� z 6= 0

����� �ME<�����J� � � � ����K�G (r, ϕ)
L

�� �ME<�
r ∈ R+

# ϕ ∈ [0, 2π[
L � � �����

r = |z| L
��E;$ 
"� ��� � 
1�

ϕ = arg (z)
� �M��E<�5/ � 1�  � �&�"� E 
*� 	 � 
 z 0 �

<�p c ���i��u��at���� ` ����bg��� ��	�	Ib c �����¤�I}~� 	I�D_ }���	�����}���	��i�$_ t����ikl��h��I	I}®t�����_ �;�G� �I���I��b;	
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) L*) L*) � � �� �
(II.2.7)

� ��� ��E<K2G 
�� 
�� ��! �&��� E<I 

� � � � E<�

z ∈ C
� E��&E �ME 
 � ���2K2G r ∈ R+

# ϕ ∈ [0, 2π[
L �  
 
 �����

z = a+ ib = r · (cosϕ+ i · sinϕ)
� �J� � � E<�

z = a+ ib ∈ C \ {0} � E��&E �ME 
5L �� 
 
 ����� r = |z| =
√
a2 + b2 # cosϕ = a

r
# sinϕ = b

r� E � E.�J��E�� �&IJI ��E 
 � 
 � E.�� 
"�I � ���J� E.��! �&I��&E 
5L

) L*) L*) & ��E �&� E.���2�J��K2G"E� E � E.����� 
 � � E.�� � � � ��� � 
 � 
 C
��E.�JE 


z1
# z2 � 
 � E:� : �&�2� zk = ak + ibk

# k = 1, 2
�&E�� E �ME 
ML

����E  � �J� ��� � 
 � 
 C
� E.G*�F��"! � ��E � E.��� �&�� � � ����� � 
 ��� R2 �:��� �"K�� L

a1 a2 a3

b3

b2

b1
z2

z 1

z 3

�Rs�s��i���;t���u��I�lkl� c rS����	Ih��������;�i	I��h��'�i}
R2

) L*) L*)6) � �� �
(II.2.8)

� �"I ��� � I�� ������ � 
 � 

C

��E.�JE 
 � � E<�1� �&� �"IJE�� E ' �G"I�E 
 � 
 � � I����� � �&� � � 
">��E 
 � E��&E �ME 
�� � � |zj | = rj ·(cosϕj + i · sinϕj)!����
j = 1, 2

L �  
 
 � ��I��9�
z1 · z2 = r1 · r2 · (cos (ϕ1 + ϕ2) + i · sin (ϕ1 + ϕ2))

z1

z2

z3

R

iR C

ϕ1

ϕ2

|z 1
| ·
|z 2
|

ϕ 1
+
ϕ
2

�Rs�s������;t���u��I�lkl� cev t��i	I��b��i������	��ih��'��¦Q���i���-��h�}~b������;���Rm�� �������
� E � E.�J�9� � �1� �&���+! 1��! � ��E  
"�I�� �����;�
� � � ��I��9�

cos (ϕ1 + ϕ2) = cosϕ1 · cosϕ2 − sinϕ1 · sinϕ2

sin (ϕ1 + ϕ2) = cosϕ1 · sinϕ2 + sinϕ1 · cosϕ2

�IJ� � � ��I�� !����
z1 · z2

�
z1 · z2 = r1 · r2 · [(cosϕ1 + i · sinϕ1) · (cosϕ2 + i · sinϕ2)]

= r1 · r2 · [(cosϕ1 · cosϕ2 − sinϕ1 · sinϕ2) + i · (cosϕ1 · sinϕ2 + sinϕ1 · cosϕ2)]

= r1 · r2 · (cos (ϕ1 + ϕ2) + i · sin (ϕ1 + ϕ2))
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) L*) L*)37 � �� �
(II.2.9)

�5: �1��� E<I 	 � 
 � E � �&�
	��2E
( ���

z = r · (cosϕ+ i · sinϕ)
� 
 � n ∈ N # � � ����� zn = rn · (cos (n · ϕ) + i · sin (n · ϕ))

L
� E.1K�G*��E6�

n · ϕ � � E.� ϕ1 + ϕ2
�J�(� ��� � E.� 1I��

mod2π
�ME �,��E<G�� 
�� � � E<����E � � � ��I � 3600 �,�

	&E.������E<G�E 
5L
( 
 � E.�� 
"�I�� �����;� cosϕ+ i · sinϕ = eiϕ � � �&� �"IJE�� E � ��� � 
�E 
*���J�I�!A� 
������ � 
��
�� 
 
1�

exp (x+ y) = exp (x) · exp (y) # z = r · eiϕ ⇒ zn = rn · en·iϕ
 
�� E 
 � � 
 � � ' ��E<G"E 
 � E.� n � ��E 
 � ��� �,E<I ����FE<� 
�E.�F� � � � I�E � E 
 ' �G"I
� � E.� �&IJE<��K2G�E  ��! �  �ME � ��"! � �"� 
�� � �"IJ>�(� � �

:� �,� �;��7 � E<����� 
�� E 
 	 � 

C
�

� & �
(a, b) ∈ R2 L � ��� �:I���K2G !����� � � � ��� � 
 # � E.���2 � # E.��K1L

� ) �
a+ ib

L	� ��� �:I��JK�G !���� ��E<K2G 
�� 
 �&E 
 (
i2 = −1

) L

��7 � � � I�>�2� � �1� � � 
">��E 
5L � ��� �:I��JK�G !������ �"I ��� � I�� ������ � 
 # � ��� �:E<I �:��E<G"E 
 # E:��K�L
� >��
�� 
�� � ,F!7� �F� � � �&E<��K2G�����E �ME 
1� i =

√
−1
L

' ����E.� 
�E 
1�
i =

{
z ∈ C : z2 = −1

} L � E 
 

i =
√
−1 # � � �J�(�F��"K2G −i =

√
−1 #  �ME.� i 6= −i L' ��� � E<����� ��E<I �

−1 =
√
−1 ·
√
−1 =

√
(−1) · (−1) =

√
1 = 1

� � � E.��G�1I ��E 
 E<� 
"E 
 � � � E.���������"K�G5L

) L*) L*) � � E%$ 
������ � 

(II.2.d)

� � G">��>����E.����������� E<� 
"E<� ���&���5E:���
K

��E.�
K
E<� 
 ���&���5E:�<L � �JE � G">��>����E.����������� E<� 
"E<� ���&�2�ME.�2�

K
�J�(� E 
 � IJ��K2G # !A�I�IJ� ∃n ∈ N # � � �  2

n× 1K = 1K + 1K + . . .+ 1K︸ ︷︷ ︸
n−mal

= 0K

� E.�J�(� ��E<IJE3�
�  � � �JE ���&���5E:�

Q,R,C
G� �ME 
 � E<� 
"E � G�>��>����E.�2�J�(��� � L

� � � � E.��E 
 � IJ��K2G�E � �1�2�ME.� Z/pZ = Fp
G">� � ��E � G">��>����E.����������� p L

�IJI � E<� E<� 
 � ��I�� !�����E 
 � I��JK�G"E � �1�2�ME.� � K2G">� (K) =
� � 
 {n ∈ N : n× 1K = 0K}

!
=

� �2�J� �,1G�I
 
"� E.�2� � 
 � E 
1�
• K2G��� (K) = 1 ⇒ 1× 1K = 0

� � >��G �&I ��� ����K2G�E.� :��I�I � �&E<G*� 
��JK2G*� �
• K2G��� (K) = 2 ⇒ 2× 1K = 1K + 1K = 0K ⇒ ∀a ∈ K c a+ a = 0 ⇔ a = −a _� � 
 � E<�����"�JE<I �

Z/2Z = F2

• ��� �&E.� E.G��2�9� ∀a ∈ K
�
a+ a = 0 ⇒ K�G">�

(K) = 2

<�p c ���i��u��at���� ` ����bg��� ��	�	Ib c �����¤�I}~� 	I�D_ }���	�����}���	��i�$_ t����ikl��h��I	I}®t�����_ �;�G� �I���I��b;	
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� ��� 354/687�9;:+<
(II.3)

? �©: �z9;OeC�C 
2VWHJ:
) L87�L & ��E%$ 
"� ��� � 


(II.3.a)
� � E:��� �1�2����"�-�

K
��E<� E.� 
 ���&���5E:�<L

V = (V,+, ·) � � �;�
•  � � � ��� � 
 � + : V ×V→ V

• �����I�>��E � �"I ��� � I�����>��� � 
1� · : K×V → V
L

���� �M�����ME<I
(V,+, ·) �F��� � 1I�� K �

� E.��� �1�2����"� �
K �

� � � �ME �,E<��G 
"E:�:L
� � 
 � �"����E 
 ! � I � E 
 � E  � � � � E�E.��! �"I�I�� ��E<� 
1�

� � & �
(V,+)

�����  �ME<I���K2G�E � �������5E # � �� 
�E<���(���IJE � IJE.� E 
*� 0
G"E<�+2�� � ��IJI 	&E.��� �1�<L

� � ) � : ��� �I�IJE
v, w ∈ V, α, β ∈ K

� �&IJI � E.I���E 
 � �������(��� � ����� 	 � E<��E.���,E �
�  �

(α · β) · v = α · (β · v) � � E.�2�(��H � I��JK�G��&E<��� � E.��� �"I ��� � I�����>��� � 
 �
� � �

α · (v + w) = α · v + α · w
� K �

(α+ β) · v = α · v + β · v
� � � 1 · v = v

) L87�L*) � E<�����"�JE<I�E�! ��� � E.��� �&�2�2H1��� E
�  � � �� 
 � >� � n � � ��� E 
"��� � 
��IJE.� � E.��� �&������"�-�
Kn = {(x1, . . . , xn) : xi ∈ K} ����� K �

� E.��� �&������"� � � �

(x1, . . . , xn) + (y1, . . . , yn) = (x1 + y1, . . . , xn + yn)

α · (x1, . . . , xn) = (αx1, . . . , αxn)
� � 
 ��� �"!7E 
 �F� � 
"�K2G # � � � ��E� � � � � E E.��!���IJI �F��� 
 � �
 �5E.IJ��K2G"E�� �����"�ME � ������K2G�� �&����E � �
• ���� ���:��>��� 	 � ��H>�9� ��"! +

� 

K

�,��� ��K�� !���G���E 


• 0 = (0, . . . , 0)

• ( 
�	 E:����E<� � IJE.� E 
*� �ME � � �&IJ��K2G � E.�� � � ����� � 
1� − (x1, . . . , xn) = (−x1, . . . ,−xn)

 
"� E.�2� � 
 � � �  
 � � 2 ���JK�G 	 � 
 � E.� ���&���(��E<I�I�� 
 � 	 E.�2 �"��K2G��JE � E 
 # �  2 � ��E � I�E<� E 
*��EE<� 
"E<� � E.��� �1�2����"� � �+/�� E.��� �&��E 
 0 � E<� 
"E � ��K2G*��� 
 � � 
 � �5H 
 �&E G� �ME 
 # � �JE �:��� � E<�J�(� ��E<I
� E:� Rn L � � 
� E<�J�(� ��E<I1!���� E<� 
"E 
 � E:��� �1�2����"� # � E<����E 
 , � .�E.����E �&E<� 
"E �5H 
�� E � � E.� � ��K2G*��� 
��� E<G�� G" �ME 
 �J�(�

Z/2Z

L
� � �

M 6= φ,V = {f : M → K} L	� � 
 � ������E 
  � � ����� � 
 � 
 � �����I�>��E � �"I �����"IJ� ��>��� � 
 E:�2� IJH>�2���E.� 
ML ��E.��G"�I � � E;$ 
"��E.��E 
 �F� � �
(f + g) (m) = f (m) + g (m) (α · f) (m) = α · f (m)

: ��� � �JE � ��IJI � ��I��9� 0V :

{
M → K
m 7→ 0K: ��� � 1�F � � � ��� 	 E�( 
�	&E.����E � 
 V

� ��I��9�
(−f) (m) = −f (m)

L
� E � E.�J�9� ' � �,E<� � E 
 �

f + (−f) = 0V

L
��E 
�1��E.� �:� �,E<� � E 
 � ∀m ∈M : (f + (−f)) (m) = 0V (m) = 0K

L

�M� 
�� E ��E.����E6�
(f + (−f)) (m)

� � ���

= f (m) + (−f) (m)

� �����

= f (m)− f (m) = 0K

��E<K2G*��E � E<� ��E6�
0V (m)

�������

= 0K

L�� � ! �&I��1� � �JE	� E<G"�������� 
 ��L
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� K �
M = R, K = R, V = {f : R→ R}

� � � M = {1, . . . , n} , K = R, V = {f : {1, . . . , n} → R} L
� � 
 �&�JI �9�

V = {f : {1, . . . , n} → R} = {(x1, . . . , xn) : xi ∈ R} = Rn L
�IJ� � �

f ↔ {xi = f (i) , i = 1, . . . , n} L � � � � E;$ 
"��E.��E 
1�
(f + g) (i) = f (i) + g (i) (α · f) (i) = α · f (i)

� � � E � 
"���;� {f : {1, . . . , n} → R} �J�(��� �� 
 � >� � 	 E:��� �1�2����"� Rn L  
"�(��>�(� R
�F� � � ��"K�G �&!7� K	&E.��� E 
 � E.�,L

� E �
R
�J�(� ��"! 
">� ����I���K2G"E� �2� � 
 � � E.�J��E Q �

� E.��� �&������"� � � �9�
K = Q + : R× R = R · : Q× R = R

� ��E.� 
�� 
 � E.��� 1K�G�� E.�"2 � 
 ������K2G�� �&����E 
 �
• (R,+)

�J�(�  �ME<IJ��K2G"E � �����"�ME � � IJ>� �

• (α · β) · r = α · (β · r) � ���� � �,�J>���
	 � ��H>� � E.��� �"I ��� � I�����>��� � 
 � 
 R

• α · (r + s) = α · r + α · s � 
 � (α+ β) · r = α · r + β · r � � �J�(���2� �"�����
	 � ��H>� � 
 (R,+, ·)
• 1 · r = r

� � �JE � � 
�� � 
 R
�

) L87�L87 ��>���
(II.3.1)

� ��E<K2G�E 
���E � E<I 
����ME.� � E:��� �1�2��H��"� E 

��E<K2G"E 
���E��&E<I 
1� � E<�

v ∈ V, α ∈ K
L�� � � E<I ��E 
1�

� � �
0K · v = 0V

� �J� �
λ · 0V = 0V

� ���J� �
λ · v = 0V ⇒ λ = 0K ∨ v = 0V

� �
	 �
(−1) · v = −v

� 	 �
λ · (−v) = (−λ) · v = − (λ · v)

����E	� E � E.�J��E E.��! �&I��&E 
 �F��E � 
 � E.� ��� 
��&��G"E �1���JE&L� ��E.� �IJ� � E<����� ��E<I
(i)
� 
 � (iii)' �

(i)
� � � � ��I��9�

0K · v + 0K · v = (0K + 0K) · v = 0K · v
� � 
  � � ��E.��E 
 � ��� � �� ( 
�	&E.����E �,� 0K · v

�
(−0K · v) + (0K · v + 0K · v) = (−0K · v) (0K · v)
(−0K · v + 0K · v) + (0K · v) = 0V

0V + (0K · v) = 0V

0K · v = 0V' �
(iii)

� ' � �:E.���&E 

λ · v = 0⇒ λ = 0 ∨ v = 0

L
��E.�

λ 6= 0
L �� 
 
 � �"I ��� � I�� �,��E.��E 
 �F� � � ��E � IJE<��K2G�� 
 � � � � λ−1 	 � 
 I�� 
�� �:L

⇒ λ−1 · (λ · v) = λ−1 · 0 L
� � 
 E:� � � �"� ����K2G ��"! � E.��I�� 
�� E 
 ��E<� ��E6� λ−1 · (λ · v) =

(
λ−1 · λ

)
· v = 1 · v = v

L
: ��� � �JE���E.K2G*��E ��E.����E � ��I��9� λ−1 · 0 = 0
�IJ� � ⇒ v = 0

L  
��I ��� E.� � � �"� ����K2G
λ = 0

L
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) L87�L�� ��>���
(II.3.2)

�IJI � E<� E<� 
"E.� � �J�(���2� �"�����
	 �&E<��E.� �,E

(i)

(
n∑

i=1

λi

)
· v =

n∑

i=1

λi · v
� 
 � (ii) λ ·

(
n∑

i=1

vi

)
=

n∑

i=1

λ · vi

����E	� E � E.�J��E !����
(i)
� 
 � (ii)

E.��! �&I��&E 
 �ME.� ( 
 � ������� � 
5L�: ��� � E 
-( 
 � ������� � 
"����K2G��2���(� � ��I �;�
n∑

i=1

λi =

(
n−1∑

i=1

λi

)
+ λn,

n∑

i=1

vi =

(
n−1∑

i=1

vi

)
+ vn

��E:� ��E<�(� � E.� � E � E<����E.� ����� � I�>� # �  � ��E  � � � � E�! ��� � � 
"H>��E ����� � E 
 �&E<I���E 
ML

) L87�L�� ��E%$ 
"� ��� � 

(II.3.b)

� � 
*��E.� 	 E.��� �&������"�
U
G"E<�+2�� � 
*��E.� 	 E.��� �&������"� 	 � 


V
� �	�&��>��� � 
 �

U < V
� � E 
 


U
�ME � � � I���K2G � E:� � � 
���K2G���H 
 �� � 
�� � E.�� � � � ��� � 
 � 
 � �(���IJ>��E 
 � ��I������"IJ� ��>��� � 
 E<� 
 � E.��� �&�2�21���������,L

) L87�L	� � E<�����"�JE<I !�������
*��E.��	&E.��� �1�2��H��"� E
� E.�J�(� ��E<IJE3�
�  �

U = {x, y, 0} �ME � � �&IJ��K2G � E.� � � 
"��K2G���H 
�� � 
 � � E.�� � � ����� � 
�� 
 � �����I�>��E 
 � �"I ��� � I�� ������ � 
����� E.� 
 � E.��� �1�2����"� L � �� � � �����
U
E.� 
 � 
*��E:��	 E:��� �1�2����"�-�

U = {(x, y, 0) : x, y ∈ K} < K3

�����������
�����������
�����������
�����������

z

y

x

�
= x− y � �ME 
"E

R3

�Ms�s������;t���u����lk�!�� c �z�����Ib������$�����R���i�����Y¬R��	I���I�����	Ih��I��� t�}
� � �

U := {(x, 1) : x ∈ R} ⊆ R2

R2

x

y

U
1

�Rs�s������;t���u��I�lk�!�! c U
��}

R2

( ���
+|

U

E<� 
"E � E.�2� 
 ��� !A� 
 � ��"!
U
�

� E<� 
 # � E 
 
 (x, 1) + (y, 1) = (x+ y, 1 + 1) = (x+ y, 2) /∈ U
� K �

U :=
{
(x, y) : x, y ∈ Z/3Z, x

3 + y3 = 0
}
⊆ (Z/3Z)2

� � 
 � E 
 � E 
 �F����E<� 
"E 
 �5����K��  
 ��: ��� Z/3Z

�&�JI �;�
x3 = x ∀x L� E � E.�J�9� ������K2G ��"���������"�JE:��E 
 E.� � � �"� ���JK�G1�

0
3

= 0 1
3

= 1 2
3

= 2
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�N���
	��a���lk�{ � ³D���������I�a�R��u���s����®�QkerSh����i����t���u

���� � � E.� �&� ��� ���JK2G ! ���
U
�

U = {(x, y) : x, y ∈ Z/3Z, x+ y = 0}
� � 
 �&�JI � !����

x
� 
 � y

�
y = −x L � 1� � � E:� � � �"�F���JK�G E 
 � � ��I������ !���� U

�
U = {(x,−x) : x ∈ Z/3Z}

 � ��K�G"I��JE%2 E 
 � � ������E 
 �F� � �:E<� � E 
 # �  2 U
�ME � � �&IJ��K2G � E:� � � 
���K2G���H 
�� � 
�� E 
�	 � 
  � � ����� � 
� 
 � �����I���2E.��� ��I���� � I�����>��� � 
 E<� 
 � E.��� �&������"� �J�(�:L

 � � � ��� � 
 � (x,−x) + (y,−y) = (x+ y,−x+ (−y)) = (x+ y,− (x+ y))
L� 
"� E.�2� � 
 � � ( 
 � E.�� �����"�ME 
*��G"E �1���JE G" �ME 
 �F��� ! � I � E 
 � E � E.K2G"E 
���E��&E<I � E 
 
"E 
 � E.IJE.� 
*�;� − (a+ b) = −a+ (−b) L

� ���I�>��E � ��I������"IJ� ��>��� � 
 �
α · (x,−x) = (α · x, α · (−x)) = (α · x,−α · x) L  
�� E:�2� � 
�� ��( 
 � E:���� 
��&��G"E �1���JE�G" �ME 
 �F� ��! � I � E 
 � E ��E<K2G�E 
��2E�� E<IM� E 
 
"E 
 � E.IJE.� 
*�;� a · (−b) = −a · b = (−a) · b L

���� � � � ��I �;�
+ : U×U→ U

· : Z/3Z ×U→ U

�IJI�E  
 � E.�2E 
  � � � � E ��� 
 � ��K2G � 
 � 
 (Z/3Z)2
E.�2!��"I�I��,L ���� ��� �����

U
E<� 
 ��
*��E.��	&E.��� �1�2����"� L

� � � L
��E<� � E.� � �&��� 
 � �(����"� � E.� IJ� 
"E.��2E 
 ��IJE.�JK2G�� 
 �&��� � �(��E.� �9�

a11 · x1 + a12 · x2 + a13 · x3 + . . . + a1n · xn = b1
a21 · x1 + a22 · x2 + a23 · x3 + . . . + a2n · xn = b2
a31 · x1 + a32 · x2 + a33 · x3 + . . . + a3n · xn = b3LLL

LLL
LLL L L L LLL

LLL
LLL

am1 · x1 + am2 · x2 + am3 · x3 + . . . + amn · xn = bm

x1, . . . , xn
��� 
 � � ��E ��
 �ME.�� 
 
*��E 
ML � �JE aij

��� 
 � � �ME.�� 
 
*��E � � � E � �,�JE 
*��E 
 � E<� ��I�E<�JK�G�� 
 �&� �� � �(��E.� �,L
(b1, . . . , bm)

�J�(� � �JE	� � ��� 
 �&���(� �I���E L
� � 
 �&�JI � !���� � E 
 � �&��� 
�� �(����"�-�

L (aij , bk) =



(x1, . . . , xn) ∈ Kn :

n∑

j=1

aij · xj = bi





� ���ME<�
i = 1 . . .m # j = 1 . . . n # k = 1 . . .m

L
' � �,E<� � E 
 �

L (aij , bk) < Kn L

) L87�L � � � 
"���(��������� � 
 	 � 
 � E:��� �1�2��H��"� E 

�  �

U1,U2 < V ⇒ U1 ∩U2 < V
L � � � � E;$ 
"��E.��E 
1�

U1 + U2 := {u1 + u2 : u1 ∈ U1, u2 ∈ U2} < V

� >��
�� 
�� � ��� 1I�I � E<� E<� 
"E 
 �
U1 ∪U2 ≮ V

� � �
V1,V2

��E<� 
"E 

K �

� E.��� �&�2�2H1��� E ⇒ V1 × V2 = {(v1, v2) : vi ∈ Vi}
�����

K �
� E:��� �1�2����"�

�ME � � � I���K2G1�
(v1, v2) + (v′1, v

′
2) = (v1 + v′1, v2 + v′2)

α · (v1, v2) = (α · v1, α · v2)
�IJI � E<� E<� 
1�

Ui < Vi ⇒ U1 ×U2 < V1 ×V2
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) L87�L�� ��>���
(II.3.3)

�
��E.�

(V,+, ·) E<� 
 K �
� E.��� �&�2�21��� L

U ⊆ V
G�E<�"2�� ��
*��E.��	&E.��� �&�2������ # � E 
 
 � ��I��9�

� � �
U 6= φ

� �J� � ∀u, v ∈ U : u+ v ∈ U

� ���J� � ∀α ∈ K, ∀u ∈ U : α · u ∈ U

� E � E<����� 
 � � (U,+, ·) ����� E.� 
 � E.��� �1�2����"� ���ME.�
K
L

� E � E.�J�9� ��E.I �"��� � � E.� � ��K2G����E<��E � ��E<� ��������E.����E 
 � E.� � E 
 ��� �IJI � E<� E<� 
"E 
�!���� � E 
�� �K2G�� E<�J� 	 E:���  
 � �,L ����E  
 � E.��E 
 � � �&� E���� 
 � � 
 � E:� ��E��&E<I5! ��� U
E.�2!��"I�I�� # �  � �JE<��E  � � �&� E���K2G � 
 !����

V
E.��! �"I�I�� ��� 
 � L

� ���&� ���$� � 
 � E<����E 
�� ��� E.� � 
*��E:��	 E:��� �1�2��H��"� E ! ��� E.� 
�E 
 � E.��� �&�2������ V
�
V < V {0} < V

) L87�L�� � E<�����"�JE<I�E�! ������
*��E.��	&E.��� �&�2��H���� E � 
 � � E.�2E 
 � � 
"�(����������� � 

�  � ��E�� E �ME 
 ��E<� � E.� R3 L � � 
"E ���5E 
"E������ � E��&E �ME 
 � ����K2G E : ax+ by + cz = d

L
� E.G"�������� 
 � �

E < R3 ⇔ d = 0� E � E.�J�9�
/ ⇐0;� ��E � E �ME 
 � ax+ by + cz = 0

L
' � ' E<� � E 
 �

(i)− (iii)
�&E<I���E 
ML

' �
(i)
�

(0, 0, 0) ∈ E
� � I�>� �

' �
(ii)

�  � � ����� � 
 �����  � � E<��K2G"I � ����E 
 ���E.�
ax+ by + cz = 0

� 
 � ax′ + by′ + cz′ = 0⇔ (x, y, z) + (x′, y′, z′) ∈ E
L

 � � � ��� � 
 � E.����IJE.�JK2G�� 
 �&E 
 IJ��E<!AE:�2�;�
ax+ by + cz + ax′ + by′ + cz′ = a · (x+ x′) + b · (y + y′) + c · (z + z′)

�IJ� � �
(x, y, z) + (x′, y′, z′) ∈ E

L
' �

(iii)
�	� ��I���� � I�����>��� � 
 � ��� E<� 
"E<� �����IJ>� �J�(�  � �&E<��K2G�I �&����E 
1�

��E.�
ax+ by + cz = 0

� 
 � α ∈ R⇔ α · (x, y, z) ∈ E
L � � 
 � ��I��9�

0 = α · (ax+ by + cz) = α · ax+α · by+α · cz = a · (αx) +a · (by) + a · (cz) ⇒ α · (x, y, z) ∈ E

� � � � � � ���ME%$ 
 � E 
 � 
�� ��� R3 L � � � �ME.���21K�G*��E 
 ! �&I��&E 
 � E � � 
"�(���2������� � 
1�
z

E

y

E′
x

�Ms�s������;t���u����lk�!�p c m$¦Q�����esg�������Y��}
R3

E ∩E′ �����FE.� 
�E ��E.�� � E � ����K2G � E 
 � ���(�"��� 
 ��L
� K � � � E<����E.��E � � 
"���(��������� � 
�E 
 !������ 
*��E.� 	 E.��� �&����H��"� E ��� 
 � � U1 ∩U2, U1 + U2, U1 ×U2

L

³D��	I��	I�)´R�g�;����t���u c p��N_�µ�t����¶p ����! <�{ c rS����	Ih�����ª t�}~�



�N���
	��a���lk�{�� ³D���������I�a�R��u���s����®�QkerSh����i����t���u

� � � � � E<IJK�G"E ��E.�� � E 
 ��� 
 � � 
*��E.� 	 E.��� �&����H��"� E ��� R3 �
� � 
"E���E:�� � E g �J� R3 ��E<� � E��&E �ME 
 � ����K2G �

ax+ by + cz = d

a′x+ b′y + c′z = d′

� E.G"�������� 
 � �
g < R3 ⇔ d = d′ = 0

L
� E ��� ��E<��E 


U1 = Rv1
� 
 � U2 = Rv2

L
� � 
 �&�JI �9�

U1 + U2 = {u1 + u2 : u1 ∈ U1, u2 ∈ U2}
� ��E.� � 
 � ��E<��E<� :��IJI � ��I��9�

U1 + U2 = {αv1 + βv2 : α, β ∈ R} = E0 � v1 � v2� � � ���" 
 
"E 
 �IJ� ��E<� 
"E ���5E 
"E � ����K2G � E 
 � ��IJI � � 
���� � � � � E 
 � ��K2G*��� 
 �&� 	&E.��� �&��E 
 v1 � 
 �
v2
��"! �

���� v2v1

�Rs�s������;t���u��I�lk�!�{ c �esn�����®��t������ �;���'�Mt��i��b�t�����	W}£�i	M��������	It���u��������	Ih��I���
v1

t��g�
v2

� ! �
R× R2 = {(x, (y, z)) : x, y, z ∈ R}

(∗)
= {(x, y, z) : x, y, z ∈ R} = R3

 
"� E.�2� � 
 � �:�
(∗) � ������E 
 ���&E 
 �&� � E 
���� 
 � � ��E �ME<� � E 
 � E:��� E 
"��K2G*� � I�E<�JK�G # ����E ��� 
 �  �ME.�� � �:� � � E 
*���+$ �,�JE.�2E 
5L

U = R < R
� 
 � V = ((a, 0) : a ∈ R) < R2 L ��E 
���"E.� � V = {a · (1, 0) : a ∈ R} = R (1, 0)

L

y

x

�

�Rs�s��i���;t���u��I�lk�!�� c V
���Y�;������sg�����

U×V = {(x, y, 0) : x, y ∈ R} = xy �
� �ME 
"E��J�

R3 L

�����������
�����������
�����������

�����������
�����������
�����������

z

y

x

�
= x− y � �ME 
"E

R3

�Ms�s�������t���u����lk�!�� c U×V
�i� �;���R�esn�����
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) L87�L &�� � � �:E.� � � 
 � 	 � 
 � 
*��E.� 	 E.��� �&����H��"� E 

� � 
 � �&IJI�E 
 � ����!���� E.� 
�E 
 E 
 � I��JK2G�E 
 � E:��� �1�2����"��1I�I�E ��
*��E.�2��H��"� E �ME<������� � E 
 �
��E.�

V = (Z/2Z)
2

= {(x, y) : x, y ∈ Z/2Z}
=

{(
0, 0
)
,
(
0, 1
)
,
(
1, 0
)
,
(
1, 1
)}

����E��(���
	 ���IJE 
-:�H1I�I�E !���� � ��E ��
*��E.��	&E.��� �&�2�2H1��� E ��� 
 � � (0, 0) � 
 � V
L

��� �"�FE<� � E.����E.��E � 
*��E.� 	 E.��� �&����H��"� E �
� E � E.� � E<� ��E.�2E ��
*��E.��	&E.��� �&�2������ 	 � 


V
� � 2 � � 
 � E.����E 
"� � �� � I�E<� E 
*� (0, 0) E 
*��G��I���E 
5L

�IJ� � ��>��E 
 �F���%�
� E.G"�������� 
 � �

U =
{(

0, 0
)
,
(
0, 1
)} ��E<�JE 
 E<� 
 � 
*��E.� 	 E.��� �&������"� L � � 
 � �"����E 
 � ��� � ��E� � � E 
"��K�G"�!7��E 


(i)− (iii)
���5E:�2�"� ��!AE 
 �

' � � � ��� {(
0, 0
)
,
(
0, 1
)}
6= φ

� � I��� �
' � � ��� � �� � �&E<��K2G�I �&����E 
"G�E<��� �ME � � � I���K2G � E:�  � � � ��� � 
5L � � ���2E.��E 
 � ��E<�1:�H�IJI�E ��"! �

(
0, 0
)

+
(
0, 0
)

=
(
0, 0
)
∈ U

(
0, 0
)

+
(
0, 1
)

=
(
0, 1
)
∈ U

(
0, 1
)

+
(
0, 1
)

=
(
0, 0
)
∈ U

����E  � � � ��� � 
 ����� 1I�� �  � � E<��K2G"I � ����E 
ML' ��� �J��� �  � �&E<��K�G"I � ����E 
"G�E<� ���ME � ��� I��JK�G � E.� �(��1I�>��E 
 � �"I ��� � I�����>��� � 
5L � � �(��E.��E 
 	 ��E.� :�H1I�I�E��"! �
0 ·
(
0, 0
)

=
(
0, 0
)
∈ U 0 ·

(
0, 1
)

=
(
0, 0
)
∈ U

1 ·
(
0, 0
)

=
(
0, 0
)
∈ U 1 ·

(
0, 1
)

=
(
0, 1
)
∈ U

��"K2G �ME � � � I���K2G � E:� �(���IJ>��E 
 � ��I������"IJ� ��>��� � 
 ����� U
 � � E.��K2G�I �&����E 
5L

� � ! � I �&�9�
U =

{(
0, 0
)
,
(
0, 1
)}

< V
L

 
"�I ��� �,E<���&E 
 �F� � # �  2 U =
{(

0, 0
)
,
(
1, 0
)}

< V
� 
 � U =

{(
0, 0
)
,
(
1, 1
)}

< V
L

��� �"� E<� 
�� 
 ���K2G � 
*��E:��	 E:��� �1�2��H��"� E�� 

V # � �JE 
�� 
 � � 
 � E.����E 
"� � ��E<� � I�E<� E 
*��EFG� �5E 
 � �

��E.�
U < V

� 
 � |U| ≥ 3
L�� � � ��I��9� (

0, 0
)
∈ U

�  
"� � 
"�(��E 
 ����� E<� �&��2 
*����E.�2� �&E<� 
 ��
*��E.��	&E.� �� �&�2������ �2L � � 
 ���2E.��E 
 � ��E<�1:�H�IJI�E ��"! �& L5:��I�I�� (
0, 1
)
,
(
1, 0
)
∈ U ⇒ ��"K�G (

1, 1
)
∈ U

� � � 
���� 
"��K2G*�  � � E.��K2G�I �&����E 
 � ⇒ U = V
L

) L5:��I�I�� (
0, 1
)
,
(
1, 1
)
∈ U ⇒ ��"K�G (

1, 0
)
∈ U

� � � 
���� 
"��K2G*�  � � E.��K2G�I �&����E 
 � ⇒ U = V
L

7�L5:��I�I�� (
1, 0
)
,
(
1, 1
)
∈ U ⇒ ��"K�G (

0, 1
)
∈ U

� � � 
���� 
"��K2G*�  � � E.��K2G�I �&����E 
 � ⇒ U = V
L

���� � � G" �ME 
 � ����E<� 
"E	�M�J�(��E �I�IJE:� ��
*��E.��	&E.��� �1�2��H��"� E 	 � 

V
�&E<!A� 
 � E 
1�

(
0, 0
)
,V,

{(
0, 0
)
,
(
1, 0
)}
,
{(

0, 0
)
,
(
0, 1
)}
,
{(

0, 0
)
,
(
1, 1
)}

����E<��E 
 � E.��� �&������"� � � 
 
"E 
 �F������"K�G �1��>� G��J��K2G � >���(��E<I�I�E 
1�
��

�� ��

��(0, 1)

(0, 0)

(1, 1)

(1, 0)

�Rs�s��i���;t���u����lk�!�� c u�����b������I����� d � ���P	������it���u£�h��
V
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: ��� � �JE �1��>� G"����K�G"E ��>���(��E<I�I�� 
 � � E.����
*��E.��	&E.��� �&�2�2H1��� E 	 � 
 V
� ��I���
�� 
 �

��

�� ��

�� �	


� �

�� ��

�� ��

��

��

�� ��

��  !

"# $%

&'(0, 1)

(0, 0)

(1, 1)

(1, 0)

(0, 1)

(0, 0)

(1, 1)

(1, 0)

(0, 1) (1, 1)

(0, 0) (1, 0)

(0, 1)

(0, 0)

(1, 1)

(1, 0)

(0, 1)

(0, 0)

(1, 1)

(1, 0)

�Ms�s������;t���u����lk�!G� c u�����b������I����� d � ���P	������it���u��;���R¬M��	����������	�h�����ª�t�}~�
��E��&E �ME 
1�

v1, . . . , vk ∈ V
L ���"K�G"E �IJI�E ��
*��E.��	&E.��� �&�2��H���� E

U 3 v1, . . . , vk
_

� � E.� � E �5E 
 ����K2G ! �&I��&E 
 � E
 �1� � E 
 � ���&E 
 � E � � 
 � � 
 �&E 
1�
��"� � �J��� � � ∀α1, . . . , αk ∈ K : α1v1, . . . , αkvk ∈ U
��"� � �J� ��� ∀α1, . . . , αk ∈ K : α1v1 + . . .+ αkvk ∈ U

�IJ� � � ⇒ U ⊇
{
�I�IJE �M� 
�E<>�2� � � �"� 
�>��� � 
�E 
 k∑

i=1

αivi

}

) L87�L &6& � �� �
(II.3.4)

��E��&E �ME 
 ��E<��E 

v1, . . . , vk ∈ V

L �� 
 
 �����
{

k∑

i=1

αivi : αi ∈ K, i = 1, . . . , k

}
� E.��� I�E<� 
�����E ��
 �

��E.��	&E.��� �1�2����"� 	 � 

V # � E.� � ��E � E.��� �&��E 
 v1, . . . , vk

E 
*��G�H�I��,L
� E � E.�J�9�
� �K2G � E.� � �1� ���ME.�2IJE��&� 
�� � E 
 � �&� E<� �,� �:E<� � E 
 # �  2

{
k∑

i=1

αivi : αi ∈ K, i = 1, . . . , k

}
< V

� � 
 ��E<� �
U :=

{
k∑

i=1

αivi : αi ∈ K, i = 1, . . . , k

}

� � � � ������E 
 � ��E � � � E 
"��K�G"�!7��E 
 (i)− (iii)
���ME.���"� ��!AE 
1�

' � � � ���
U 6= φ # � E 
 
 v1 = 1 · v1 + 0 · v2 + . . .+ 0 · vk ∈ U' � � ��� � �� � �&E<��K2G�I �&����E 
"G�E<��� �ME � � � I���K2G � E:�  � � � ��� � 
1�

k∑

i=1

αivi +

k∑

i=1

βivi =

k∑

i=1

(αivi + βivi) =

k∑

i=1

(αi + βi) · vi ∈ U

' � � ���J� ��� �� � E<��K2G"I � ����E 
�G"E<� � �5E � ��� I��JK2G � E.�������I�>��E 
 � �"I ��� � I�� ������ � 
1�

α ·
k∑

i=1

αivi =

k∑

i=1

α · (αivi) =

k∑

i=1

(α · αi) · vi ∈ U

�� 1I�I�E � ���&E 
"��K2G"�!7��E 
 E.�2!��"I�I������ 
 � ����� U < V
L � �JE  
 � E.��E 
  � � �&� E ��� 
 � ��K2G � 
 � 
 VE.��! �"I�I�� � 
 � ���ME.�2�(�� � E 
 ���JK2G � �� � � 1��! U

L
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) L87�L & ) � E%$ 
������ � 

(II.3.c)

� ���  
 
 � 
 � � � �:E.� � E 
 � E 
"� � �(��E.�

� � � 〈v1, . . . , vk〉
� ��� � E;$ 
"��E.�2� �IJ� 〈v1, . . . , vl〉 :=

{
k∑

i=1

αivi : α1 . . . αk ∈ K

}

〈v1, . . . , vk〉
�J�(� � E:�	 � 


v1, . . . , vk
E.� �,E<���&��E � � E.� ��"! � E<�(�  
 
*��E � E.��� �&�2������ � � E:�

Span (v1, . . . , vk)
L

� �J� � ( �(�
U = 〈v1, . . . , vk〉

�
U
�F� � � 	 � 
 v1, . . . , vk

E:� �:E.� �&� � � E.� ��"! � E<�(�  
 
*�,L v1, . . . , vk
�F��� ��I�� � � �:E<��� E 
 � E 
�� � �(��E<� 	 � 


U
�ME �:E.�JK2G 
"E.�,L

) L87�L & 7 � E<�J�(� ��E<I�E�!��������  
 

��E.�� � E ��� R2 � gP,v = P + R · v = P + 〈v〉 L
� �ME 
�E �J�

R3 � EP,v1,v2 = P + Rv1 + Rv2 = P + 〈v1, v2〉
L

�  
 
"E 
 
*�FE<� 
 � �&IJK2G�E<� � � ����E<�-�  � 
"E.��� 
*��E.������"� � E<� Kn � P + 〈v1, . . . , vk〉
L

� � 
 �J�(� E<� �&!7� � E<! �1� � E:�2� ! ��� E<� 
"E 
 � 
*��E.� 	 E.��� �&������"� E.� 
 � � �,E<��� E 
 � E 
�� � ����E<� �:� $ 
 � E 
5L� ��E.� 
�� 
 E<� 
"E	� E<����� ��E<I �
��E��&E �ME 
 ��E.�

K
� 
 � U = {(x1, . . . , xn) ∈ Kn : a1x1 + . . .+ anxn = 0} < Kn L& L :��I�I

ai = 0, i = 1, . . . , n ⇒ U = Kn = 〈e1, . . . , en〉
� ���

ei = (0, . . . , 1, . . . , 0)
� ���ME<� � �JE

1
 
 � E.� i � ��E 
 ����E.IJI�E�����E<G*�F� 
 (x1, . . . , xn) =

n∑

i=1

xiei

) L5:��I�I�� E<� 

ai 6= 0 # E:� �  a1 6= 0

L � � 
 � ��I��9�
a1x1 + . . .+ anxn = 0 ⇔ x1 = −a2

a1
x2 − . . .−

an

a1
xn

⇔ (x1, . . . , xn) =

(
−a2

a1
x2 − . . .−

an

a1
xn, x2, . . . , xn

)

� � 
 �&�JI �9�

(x1, . . . , xn) =

(
−a2

a1
x2 − . . .−

an

a1
xn, x2, . . . , xn

)

= x2 ·
(
−a2

a1
x2, 1, 0, . . . , 0

)
+ x3 ·

(
−a3

a1
x3, 0, 1, 0, . . . , 0

)

+xi ·
(
− ai

a1
xi, . . . , 1, . . . , 0

)
+ xn ·

(
−an

a1
xn, 0, . . . , 1

)

���� � �;�
x ∈ U⇔

∃x2, . . . , xn ∈ K : x = x2·
(
−a2

a1
, 1, 0, . . . , 0

)
+. . .+xi·

(
− ai

a1
xi, . . . , 1, . . . , 0

)
+xn·

(
−an

a1
xn, 0, . . . , 1

)

�IJ� � �
U =

〈
. . . ,

(
−ai

ai
, 0, . . . , 1, . . . , 0

)
, . . .

〉 !����
i = 2, . . . , n

��� 
 � � �&��� 
 � E 
 # � E 
 


a1 ·
(
− ai

a1

)
+ 1 · ai = 0
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� ��� 354/687�9;:+<
(II.4)

?��¯4SLN7�L VWK F @o7IH�:¶KMLN7PO�K
) L���L & ' ��E<I � �JE<��E<� � >�� �&��>�"G"E 
 ��� ���� ��>� ��!������ 1��E 

��E:� � ����"����>��� ! ��� � ���E 
 IJ�����E.�9�
� � � ��E � E.��E 
 � I��JK�G E.� �,E<� �1��E � E:��� �1�2����"� G">� E<� 
"E� ������:L

� �� G�E<�"2��9� .�E � E:� E 
 � I��JK�G E.� �:E<���&��E � E:��� �1�2����"� �ME<����� �@� E<� 
 I�� 
�E<>� � 
" � G�H 
�� � � E<�
� � �,E<� �&E 
 � E 
"� � ����E<� L

� �J� � ��E � � E<� � ���E 
 G� �ME 
 � �JE.��E<I �ME��MH 
�� E �  
 �:�G"I � E.� � E.��� �&�2E 
 �

) L���L*) ��E%$ 
"� ��� � 

(II.4.a)

� �M� 
�E<>��E ��
� �"G"H 
 �&���1� E.��� 	 � 
 � E:��� �1��E 


v1, . . . , vn
G�E<�"2 E 
 IJ� 
"E.�� � 
" � G�H 
 � � � # � E 
 
 �&�JI �;�

∀α1, . . . , αk ∈ K :

k∑

i=1

αivi = 0 ⇒ α1 = α2 = . . . = αk = 0

) L���L87 ��E%$ 
"� ��� � 

(II.4.b)

� � 1���J�

v1, . . . , vk
G"E.�"2 E 
 E<� 
"E	� ����J� 	 � 


V :⇔ V = 〈v1, . . . , vk〉 =
{

k∑

i=1

αivi

∣∣∣∣∣ : αi ∈ K

}
L

�� �ME<�5��� 
 � v1, . . . , vk
I�� 
�E<>��� 
" �"G"H 
 �&����L

) L���L�� � E<�����"�JE<I�E�! ��� � ���E 

�  �

Kn G�>� � �JE�� �� 
 � >� � � ������ {e1, . . . , en}
� ���

ei
�IJ� � E<� i �

��E 
 � � 
"G�E<����� 	&E.��� �&�<L ��E.�
i �
��E

� � 
"G�E<� ��� 	 E.��� �&�$G�>���IJ�
i �
��E � �&� � � 
"E 
*��E E<� 
"E � � 
"� � 
 �  
�� � 
�����E 
 � ��IJI�E 
1� (0, . . . , 1, . . . , 0)

L
� � 
 � E:��� �1�

x
I�H 2�� ����K2G �  
 
 � >������E<I�IJE 
 �IJ� x = (x1, . . . , xn) = x1e1 + . . .+ xnen

L
� � �

R2 G�>� � ��E � ���E 
 {e1, e2}
� 
 � {(1, 1) , (7000163,−14201660)} L' � �:E<� � E 
1� ∀a, b � (a, b) = α · (1, 1) + β · (7000163,−14201660)

L � � � � �"����E 
 �IJ� � ! �&I��&E 
 � E<���I�E<�JK�G�� 
 �&��� � ����E<� I �&��E 
 �
a = α · 1 + β · 7000163

b = α · 1 + β · (−14201660)

� K � ��E<�
U =

{
x|

n∑

i=1

aixi = 0

}
� ���

a1 6= 0
L
U = 〈u2, . . . , un〉 # �I�� � u2, . . . , un

��� 
 � E<� 
 � � �,E<� �
� E 
 � E 
"� � �(��E.� 	 � 


U
L

� E.G"�������� 
 � �
u2, . . . , un

��� 
 � I�� 
"E<>� � 
� � G"H 
�� � ��L� E � E.�J�9� ��E.�
α2u2 + . . .+ αnun = 0

L

� E�� E 
 � E.����E<�(���I � 	 � 
 ui
! � I �&�9� n∑

i=1

αiui = (∗, α2, . . . , αn)
� ���ME<� ∗ � � �&E 
 � E<� 
�E 
 � ��� � �����

�����,L��IJ� � �
n∑

i=1

αiui = 0 ⇒ α2 = α3 = . . . = αn = 0
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) L���L�� � ���E 
 � 
 � � �J� E 
���� � 
�E 

:�1� ��IJ��E 	 � 
 � E.��� �1��E 
 �

(vi)i∈I
# � ���ME<� I E<� 
"E � ( 
 � E�� � � E 
�� E �����9� I → V, i 7→ vi

L � �JK2G*�

 �1� � E 
 � ���&E.��� E<����E6� vi 6= vj

!����
i 6= j

L
v1, . . . , vn

��� 
 � E<� 
�E E 
 � I��JK�G"E :��� �JI��JE # � �� G"E.�"2��
{1, . . . , n} → V # i 7→ vi

L
�	�&��>��� � 
 〈E〉 � � ����G�E.� 〈v1, . . . , vn〉

L  ��! � �"� 
 �&� �"IJ>�(� � �:� �,E<� � E 
 � 〈E〉 ⊆ V
L �IJI � E<� E<� 
"�(��E

� E.� � E 
 � � 
 � � E = (vi)i∈I

:��� ��IJ��E 	 � 
 � E:��� �1��E 
5L 〈E〉 = � E:��� I�E<� 
�����E � 
*��E:��	 E:��� �1�2����"�	 � 

V # � E.���IJI�E vi, i ∈ I

E 
*��G�H�I��,L
� � ������E 
 �	� ( 
 � E.� � �1��I�E<��� 
 � � � � ������E 
 � 	 � 
 E 
 � I��JK�G"E 
 :��� �JI��JE 
 �&E �:E.���1�:L ��"! � �"� 
�� � �
� I�>��� � ��: �����ME<I���E � � � E :��� �JI���E 
1�

〈E〉 =




∑

j∈J

λjvj

∣∣∣∣∣∣
J ⊆ I, J E 
 � IJ��K2G , λj ∈ K





� ����J� 	 � 

V
� :��� �JI���E 
 	 � 
�� E.��� �1��E 
 � � �

� � �
v1, . . . , vn

��� 
 � I�� 
�E<>� � 
� �"G"H 
 �&���
� �J� � 〈vi, . . . , vn〉 = V

� E.� E:�2� � 
�� �  ���
(i)
! � I �&�9�

r 6= s ⇒ vr 6= vs� E � E.�J�9� ��E.�
vr = vs

� ���
r � s

L
�IJ� � E � �������JE.��� E<� 
"E	
��JK2G*� ����� 	 ��1I�E ��>���(��E<I�I�� 
 � � E.��� �"I�I �

0 = 0 · v1 + . . .+ 0 · vr−1 + 1 · vr + 0 · vr+1 + . . .+ 0 · vs−1 + (−1) · vs + 0 · vs+1 + . . .+ 0 · vn

� � � E.��G�1I ��E 
 E<� 
"E 
 � � � E.���������"K�G �:��� I�� 
"E<>��E 
 � 
" � G�H 
 � � �&�&E<� �:L
� � 
 
 � K2G E<� 
"E �	�1��>��� � 
 � E.� �M� 
�E<>�2� �&� �"� 
����� � 
1� ∑λjvj

�
0 · v1 + λ2 · v2 + λ3 · v3 + 0 · v4 = λ2 · v2 + λ3 · v3� E.� � E �5E.��� E ��� 
 � E<� 
"E �5� 
"E.���� �&� � � 
">��� � 
 	 � 
 v1, . . . , v4 # � ���ME<���I�IJE :�>��� �1��E 
 � � � λj = 0��"! � E:���2E<K2G*��E 
 ��E<� ��E � E���� E<I������E 
 � �&� � E 
 ��� 
 � L�M� 
�E<>��E ��
" �"G"H 
 �&���1� E<� �9�

v1, . . . , vn
��� 
 � IJ� 
"E.���� 
" � G�H 
�� � � ⇔ ∀i = 1 . . . n : vi /∈ 〈v1, . . . , vi−1, vi+1, . . . , vn〉

L
: ���

n = 2
�
v1, v2

��� 
 � IJ� 
"E.�� � 
" � G�H 
 � � � ⇔ v1 /∈ Kv2
� 
 � v2 /∈ Kv1

L
 
"� E.�2� � 
 � �,�����	�&��>��� � 
 � ����� K2G���E.� �"�� �5E.��� �,� ���"��2E 
 ��� 
 � H � ���
	��I�E 
*�;�

〈v1, . . . , vi−1, vi+1, . . . , vn〉 + 〈v1, . . . , vi−1, v̂i, vi+1, . . . , vn〉
��E:� � E.��� �&� # � E.� 
"��K2G*� � IJE.� E 
*� � E.� � � �:E.� � E 
 � E 
"� � �(��E.� � �J�(� � ��� � � ��� E<� 
�E<� � �K2G
�ME �,E<�JK�G 
"E:�:L
� E � E.�J�9�� 
 � E 
 � � � E 


vi ∈ 〈v1, . . . , vi−1, v̂i, vi+1, . . . , vn〉
L

/ ⇒0;� ' � �:E.���&E 


vi = λ1v1 + . . .+ λi−1vi−1 + λi+1vi+1 + . . .+ vnλn

⇒ 0 = λ1v1 + . . .+ λi−1vi−1 + (−1) · vi + λi+1vi+1 + . . .+ vnλn

�IJ� � � � 2 � � 
 � E<����E 
"�FE.� 
 λj 6= 0
!����

j 6= i
L ����E<���J�(��E<� 
�E � � � E:���������"K2G �:��� � �1����"����E.� �

�,� 
 � # �  2 � ��E � E.��� �&�2E 
 IJ� 
"E<>��E 
 ��
� �"G"H 
 �&���1� E.���F��� 
 � L
/ ⇐0;� ��E<� n∑

i=1

λivi = 0
� ���ME<��E<� 


λi 6= 0
L�, � �

λ1 6= 0
�  
"� � 
"�(��E 
 � �&�2����E.��E 
 �F� � �"� �2L �  
 


λ1v1 +

n∑

i=2

λivi = 0 ⇒ v1 =

n∑

i=2

(
−λi

λ1

)
vi

�IJ� �
v1 ∈ 〈v2, . . . , vn〉
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��E.�
V
E<� 
 E 
 � IJ��K2G E.� �:E<���&��E.� K �

� E.��� �&������"� L �  
 
 � E<I ��E 
1�
� & �

V
�ME<����� �,� E<� 
"E	� ����J�

� ) � ��E � � E<� � ���E 
 G� �ME 
 � �JE.��E<I �ME��MH 
�� E � � �"�2�JK2G � � ��E<��E.I �ME� 
 �,�G"I 	 � 
�� E:��� �1��E 
 �
� E � E.�J�9� � �1����"����E.� �:� 
 � �

V = 〈v1, . . . , vn〉
L � � 
����(��������� � 
 E<� 
"E.� � ������ ��"�

v1, . . . , vn
L

� �2����E � � 
"���(��������� � 
 � ��( � E<E6���ME<G�1I ��E � � �,E<� �&E 
 � E 
 � � � � E 
"��K�G"�!7��E 
 � �
� � 
 � 
*��E:����K2G�E<� � E 
 �F� � ��� E.� :�H�IJI�E6�& L5:��I�I��

v1, . . . , vn
��� 
 � I�� 
"E<>��� 
� �"G"H 
 �&��� ��:�E.�2����� # �  �F� � � ������ � �� � � G" �ME 
ML) L5:��I�I��

v1, . . . , vn
��� 
 � I�� 
"E<>�� � G"H 
�� � ��L � 1�FG�E<�+2�� 0 =

∑
λivi

� ���ME<��
��JK�G*� 1I�I�E
λi 6= 0

L
�� 
 


v1 ∈ 〈v2, . . . , vn〉 ⇒ v1, . . . , vn ∈ 〈v2, . . . , vn〉
L

〈w1, . . . , wk〉
����� � E.� � I�E<� 
�����E ��
*��E.�2�21��� 3 w1, . . . , wk

⇒ V = 〈v1, . . . , vn〉 ⊆ 〈v2, . . . , vn〉 ⊆ V ⇒ V = 〈v2, . . . , vn〉( ��E:��>��� � 
 I��JE.!AE.�2� E<� 
 � E<��IJ� � ����E<�
vi1 , . . . , vir

	 � 

v1, . . . , vn

� � � � E 
 � ���&E 
"��K2G"�!7��E 
1�
• V = 〈vi1 , . . . , vir

〉

• vir
, . . . , vir

��� 
 � I�� 
�E<>� � 
� �"G"H 
 �&��� # � 1�FG�E<�+2�� � ����J�
 K2G*��� 
�� �

r = 0
�� 
 
 ��"!7�(��E.��E 
ML ����FG"E.�"2��

V = {0} L

) L���L � ��>���
(II.4.1.a)

� � ����������� � �G"I���>���
( 
 .�E � E<� � � �,E<��� E 
 � E 
�� � ����E<� ����� E<� 
�E � �������E:��G"�I ��E 
 # � ��E �  
 � ����K2G ����� �:E.����� 	&E�� I�� �� � 
�>��� � 
 	 � 
 � E:��� �1��E 
 E.��G�1I ��E 
 �� 
 
5L � I��J� � 
"��E.�2� �F� � � � ���(��E.IJ� E<� 
�E.��
"��K2G*� �(���
	 ���IJE 
��>���(��E.IJI�� 
�� � E.��� ��IJI L � ����E<G"E����ME 
1�4:��I�I (2)

�

' � E<� ��E � � 
����(��������� � 
1� ��( � E<E6���ME<G�1I ��E � � � E 
���K2G�1!J� � E.��I�� 
�E<>��E 
 � 
" � G�H 
 � � �&�&E<� � ���E.�
B0 ⊆ {v1, . . . , vn}

E<� 
"E I�� 
�E<>� � 
" � G�H 
 � � � E �5E<��IJ!A�� ��IJ��E L � 	&E 
*����E<I�I5�� 
 
 ��E.� 
 �
Bo = φ

L
� � � � �"� �  � ��� �I�E��5E<�JI�!A�� �JI���E

B
	 � 


v1, . . . , vn
� � �;�

� � �
B
�J�(� I�� 
�E<>� � 
" �"G"H 
 �&���

� �J� �
B0 ⊆ B

� E � E.�J�9�
' �

(i)
� I�� 
�E<>��E ��
� �"G"H 
 �&���1� E.���9� � IJ>� # �  
��K2G � �&���������E:���,� 
��

B0
I�� 
�E<>� � 
� �"G"H 
 �&����L

' �
(ii)

� 〈B〉 = V
L

' � �,E<� � E 
 �
v1, . . . , vn ∈ 〈B〉

� ⇒ V = 〈v1, . . . , vn〉 ⊆ 〈B〉 ⊆ V ⇒ 〈B〉 = V
� � 
 �ME.�(���K2G*��E 
�F� �

vi
L � � � � 
*��E.����K2G"E.� � E 
 � � E<� :�H1I�I�E6�

& L5:��I�I��
vi ∈ B ⇒ vi ∈ 〈B〉) L :��IJI �
vi /∈ B # �  
 
 ����� B ∪ {vi}

E<� 
"E E.K2G*��E �&� �32 E.��E �5E<�JI�!A�� �JI���E 	 � 

v1, . . . , vn

L � �K2G
� �G"I 	 � 


B
�����

B∪{vi}
I�� 
�E<>�  � G"H 
�� � � # � �� G"E<�+2�� E<� �&�JI � � 0 =

∑

v∈B

λvv + µvi
��� �ME<� 
��JK�G*�

�IJI�E � ��E � �:��E 
*��E 
 � I�E<��K2G�� ��IJIM��� 
 � L
 
 � E 
 � � � E 
 �

µ = 0 # �  
 
 0 =
∑

v∈B

λvv
L � � 
 ! � I �&� ��"� � E 
 � � � E 
���K2G�1!J��E 
 	 � 


B
� 
 �

� E:� I�� 
"E<>��E 
 � 
" � G�H 
 � � �&�&E<� �;�
λv = 0 # �  2 G�E<�"2��9� �I�IJE � ��E � �:��E 
*��E 
 ��� 
 � � I�E<�JK�G � �"I�I L

����E<� ����� E<� 
"E � � � E.�2���"�2�"K2G �,� � 
���E.��E:�  
 
��G"� E L��I�� � � !����
µ = 0 ⇒ vi ∈ 〈B〉
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) L���L�� ��>���
(II.4.1.b)

� � ����J��E.� � H 
 �:� 
 � ����>� �
� ��E.� � � E<� :������� 
�� E 
 � E<� � 1���J��E.� �&H 
 �:� 
 �&����>� �	�
� � � ( �(�

B0
E<� 
�E�I�� 
�E<>� � 
" � G�H 
 � � � E :��� �JI��JE # E E<� 
 E 
 � IJ��K2G"E.� � � �:E<��� E 
 � E 
�� � �(��E<� 	 � 


V, B0 ⊆ E # �  
 
 I�H 2�� ����K2G B0
� 
 
�E.��G�1I � 	 � 


E
�,� E<� 
�E.� � ����J� E:� � H 
 �,E 
ML

� �J� � � E<�
V
E.� 
 E 
 � IJ��K2G E.� �:E<���&��E.� K �

� E.��� �&������"� � 
 � B0
E<� 
"E I�� 
"E<>� � 
� � G"H 
�� � � E :� �� ��IJ��E # �  
 
 IJH 2�� ����K2G Bo

�,� E<� 
"E.� � ������ 	 � 

V
E:� � H 
 �,E 
ML

� E � E.�J�9�
(i) ⇒ (ii)

�
��E.�

V = 〈v1, . . . , vn〉

�1K�G ���&����"����E.� �,� 
 � # � H�G"I�E :��� �JI���E B0

# v1, . . . , vn =: E
L

�� 
 
 �3!ME 
 � >� �
B0 ⊆ E, 〈E〉 = V

L
� ��E.� E<� 
"E	� E.�J�(� ��E<I �J�

R4 �
� E.G"�������� 
 � �

(1, 2, 0, 4) , (3, 0, 4, 6) , (0, 117, 2133,−6) , (0, 0, 1, 4) , (6, 7, 8, 0) , (1, 2, 3, 4)
E.� �:E<��� E 


R4 L
����E I�� 
�E<>��E ��"G"H 
 �&���1� E.���F�� �&�F��"�9�

λ1 + 3λ2 + 0λ3 + 0λ4 + 6λ5 + λ6 = 0LLL
LLL

4λ1 + 6λ2 +−6λ3 + 4λ4 + 0λ5 + 4λ6 = 0

� � � E.��G�1I ��E 
 �IJ� E.� 
 ��I�E<��K2G�� 
�� ��� � ����E<� � ���
4
��I�E<�JK�G�� 
 �&E 
 � 
 � 6

��
 �ME.�� 
 
*��E 
ML
� �K2G��2E<K2G 
�E 
 I��JE.!AE.�2� # �  2��F� � � ��E � E.��� �1��E 
 (0, 0, 1, 4)

� 
 � (1, 2, 3, 4)
E<I���� � 
"��E.��E 
 � � 
 
�E 
5L

����E  
 � E.��E 
 4
� E.��� �&�2E 
 E.� �&E �ME 
 E<� 
"E� ������:L

� � 
"�(���2������� � 
 E<� 
�E<� � � �,E<� �&E 
 � E 
"� � ����E<� !����
R4 
�1K�G � >��� (II.4.1.b)

�
��E��&E �ME 
 ��E.�JE 
 � ��E IJ� 
"E.�� � 
" � G�H 
 � � � E 
�� E.��� �&��E 


(1, 704, 603, 502)
� 
 � (2, 401, 300, 199)

L
��"! .�E � E 
 :��I�I�������E 	 ��E.� � � 
"G�E<� ��� 	 E.��� �&�2E 


(1, 0, 0, 0) , (0, 1, 0, 0) , (0, 0, 1, 0) , (0, 0, 0, 1)
��� 
 �E<� 
 � � �:E<��� E 
 � E 
�� � �(��E<� !���� � E 
 R4 L

� �K2G��2E<K2G 
�E 
 IJ��E<!AE:�2�;�
(1, 704, 603, 502) , (2, 401, 300, 199) , (1, 0, 0, 0) , (0, 1, 0, 0)

�����FE<� 
"E�� ������ ���
R 4 L: ��� � E 
 � E � E<��� � E<� ��>� �:E.� (II.4.1.b)

������"K2G�E 
�F� � � E 
 ��"�(����"��K2G"��>��� 	 � 
 � ��E<� 
"� ��� �
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� ��"�(�������K2G���>��� 	 � 
 ����E.� 
���� �
��E.�

B
E<� 
"E I�� 
"E<>� � 
� � G"H 
�� � � E�:��� ��IJ��E 	 � 
�� E:��� �1��E 
 � 


V
L

�� 
 
�� � �"� E<� �,� .�E � E<� v ∈ B E<� 
 w ∈ E # � � �  2 (B \ {v})∪{w} �F�JE � E.� I�� 
�E<>� � 
� � G"H 
�� � ������,L
� E � E.�J�9� � H�G"I�E

v ∈ B # � E.�JI 〈E〉 = V
� ��I��9�

v = λ1v1 + . . .+ λnvn

' � �,E<� � E 
 ��� � � � �"�FE.� 

i
�

(B \ {v}) ∪ {vi}
����� IJ� 
"E<>� � 
" � G�H 
�� � ��L

� E � E.�J� � ����K�G � � � E.���������"K�G1�  
 � E 
 � � � E 
 ∀i � (B \ {v}) ∪ {vi}
�J�(� I�� 
�E<>�  �"G"H 
 �&��� #

� >�������! � I �&�  
�1I ��� �:��� � E � E<�J� � E.��) L � � 
"�(����������� � 
 � vi ∈ 〈B \ {v}〉 , ∀i
L � >����"�;�

v =
∑

λivi ∈ 〈B \ {v}〉
� 
 � v =

∑

w 6=v
w∈B

λw · w

����E<� ����� E<� 
 � � � E.���(�"����K2G �,���  
 
"�G"� E � E.��IJ� 
"E<>��E 
 ��
� �"G"H 
 �&���1� E.���,L: � I � E.��� 
 � �
B1, B2

��� 
 � � ���E 
 	 � 
 V ⇒ |B1| = |B2|
L

� E � E.�J����K2G�E<�  � ' � 
"H�K2G����9� |B1| ≤ |B2|
L ��� � � � |B2| ≤ |B1| ⇒ |B1| = |B2|

L
��E.�

B1 := {v1, . . . , vr} # B1 := {w1, . . . , ws}
L

� � 
 � E 
 � E 
 �F��� � E 
 ��"������"��K2G"���� � � E<G���!71K�G  
ML
B1
�J�(� I�� 
�E<>� � 
" �"G"H 
 �&��� # B2

��E<� E<� 
 � � �:E.� � E 
 � E 
"� � �(��E.� L
� � 
 E.�2��E.� �:E

v1 � ���2K2G E<� 
"E 
 � �����E 
 � E 
 � E.��� �&�
wi
L , � �

i = 1 #  
�� � 
"����E 
 � �&�2���JE:��E 
�F� �
�"� L
�� 
 
1�

B1 = {w1, v2, . . . , vr}
����� I�� 
"E<>� � 
� � G"H 
�� � � � 
 � B2

����� E<� 
"E � � �:E<��� E 
 � E 
�� � �(��E<� L
� � 


v2
E:����E.� �,E 
 � ����K�G wi

L
i = 1

����� � 
�� ��� I��JK�G # �   
"� � 
"�(��E 
 w1, w1, v3, . . . , vr
I�� 
�E<>�

 � G�H 
�� � � ��� 
 � L
�IJ� �

i ≥ 2
L , � �

i = 2 # �  
 
 B1 = {w1, w2, v3, . . . , vr}
����� I�� 
�E<>� � 
" � G�H 
 � � � � 
 � B2

�J�(� E<� 

� � �:E<��� E 
 � E 
�� � �(��E<� L
����� �:E.����� 	&E � E.� � E 
 v1, . . . , vr �

����K�G
r
	&E.����K2G"��E � E 
"E � E.��� �1��E 
 1��� B2

E.����E.� �,� # � 1G�E.� r ≤ s L
��� � � �

s ≤ r L  I�� � r = s
L

�IJ� � � 
���E � ��E 
 ��1��� � E 
 � ��E<����H>���,E 
 E.� � � �"�F���JK2G � ��K2G � 
 �&E �,E<���1� � �
• � � ������E 
 ��E<� 
"E.� � ������

• ��I�E<�JK�G"� H�K2G*��� �&�&E<� � 	 � 
 � 1��E 


) L���L &�� � E%$ 
������ � 

(II.4.c)

� � �J� (V)

��E.�
V
E 
 � I��JK�G E.� �,E<� �1��E.� � E.��� �&������"� L � �JE ����� E 
"��� � 
 	 � 
 V

� � ��� (V) := |B| # ��� �ME<� B� ����J� 	 � 

V
�����,L
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) L���L &6& � � 
���E � ��E 
 �,E 
 ��"� � �J� (V) := |B|
�IJ� � � 
���E � ��E 
 �,E 
 E.� � E �ME 
 ����K2G1�
� � � � �J� (V) = n # � ���ME<� v1, . . . , vn

IJ� 
"E.�� � 
� �"G"H 
 �&��� ⇒ v1, . . . , vn
� ��I � E 
 E<� 
�E�� 1���J�

� �J� ��� ���E 

=
� � 
��J� �IJE � � �:E<��� E 
 � E 
�� � �(��E<� E

� ���J� ��� ���E 

=
�  � ��� �I5� 
" � G�H 
�� � � E :��� ��I��JE 


� ����K2G�� �&�2��E �,� � E 
 � E � E<����E 
 �' �
(i)
�
v1, . . . , vn

��� 
 � I�� 
"E<>� � 
" � G�H 
 � � ��L � �K2G � E<� � �������E.� � H 
 �,� 
�� ����>��� ! �&I��1� # �  2
v1, . . . , vn

�,� E<� 
"E:� � ������FE.� � H 
 �,� � E.� � E 
 �� 
 
5L�� �K2G � E<�  ������1����K2G���>� � ! � I �&�F� 
"� ��� ���E<I �">� # �  2 v1, . . . , vn
E<� 
"E� ������ ��� 
 � # �IJ� � E<� 
"E � � � H 
 �,� 
�� 
"��K2G*� 
 �1� � E 
 � ��� ��� 
 � L' �

(ii)
�
B
��E<� E<� 
"E � ����J�,L� ��� � E.� � E%$ 
������ � 
 � E.��� ������ ! � I �&�9� B

�J�(� � � �,E<� �&E 
 � E 
"� � ����E<� L��E.�
B0 ⊆ B

� 
 � B0
� � �:E.� � E 
 � E 
"� � �(��E.� L' � �,E<� � E 
 �

B0 = B
L

��E.�
B0 ⊆ B

L � � E � �J�(����E.�2� � G 
"E � � 
"��K2G��2H 
�� � 
��
v1 ∈ B \B0

v1 = λ2v2 + . . .+ λrvr
� ���

v2, . . . , vr ∈ B0

���G�E.� ��� 
 � v1, . . . , vr
IJ� 
"E<>�� �"G"H 
 �&����L ����E<� �J�(��E<� 
�E � � � E.���������"K�G �,��� � ���&E 
"��K2G"�!7� � E.�� ����J�,L

� � ! � I �&� # �  2 B
E.� 
 � � 
"��� 1I�E<� � � �:E<��� E 
 � E 
�� � �(��E<� �����,L

� ����G�E.� G" �ME 
 �F� � �ME �F��E<��E 
1�
B
�J�(� � � 
"��� �I�E<� � � �:E<��� E 
 � E 
�� � �(��E<� L

� � � I�E<� ��� �,� �:E.���&E 
1� � � 
 � � 
��J� �IJE.� � � �,E<� �&E 
 � E 
"� � ����E<� �J�(� � 1���J�,L
��E.�

E
E.� 
� � �:E.� � E 
 � E 
"� � �(��E.� # �  
 
 E � �������JE.��� B ⊆ E # B ��E.��� ����J� ��
"�K2G � ����J��1��� � �G"I ���>� � �2L
B
����� � � �,E<��� E 
 � E 
�� � ����E<� # E � >��� � 
"��� �I ⇒ B = E

L �IJ� � �J�(�
E
� ������:L

' �
(iii)

�  
�1I ��� �,�
(ii)

) L���L & )  
�� E 
 � � 
 � �
� � � � �J� (Kn) = n, B := {e1, . . . , en}

� ������ 	 � 

n �
� E.��� �&��E 
 � � �� 
 � �� � � ����J� ��L

v1, . . . , vn
��E<�JE 
 I�� 
�E<>� � 
" � G�H 
 � � � ⇒ v1, . . . , vn

�J�(� � ������ 	 � 

Kn � � � �(��E<I�� � ���� ���E.� �&H 
 �:� 
 �&����>� � # � �� 
 � >� � � ������ # ��>��� (II.4.1.b)

�

� �J� � I�� 
"E<>��E<� ��IJE.�JK2G�� 
 �&��� � �(��E.� E n∑

j=1

aijxj = 0
!����

i = 1, . . . , n

� � ��� 
�� ��� E 
�� E �J�(� ��
*��E.��	&E.��� �&�2������ � E<� Kn = L
L � �"H>��E.�%�

L
� ������ 	 � 


v1, . . . , vr� � �
r ≤ n �

L =

{
r∑

i=1

λivi : λi ∈ K

}

) L���L & 7 � ��2����E<IJI�� 
�� � ����K2G � ���E 


v1, . . . vn
��E<�5E<� 
�E	� ������ # v ∈ V

L � � 
 I�H 2��F����K2G
v
�IJ� �M� 
"E<>�2� � � � � 
">��� � 
 � >������E<I�IJE 
1�

v =

n∑

i=1

λivi
!���� �&E �F������E

λ1, . . . , λn ∈ K
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) L���L & � � �� �
(II.4.2)

����E ��>���(��E.IJI�� 
�� 	 � 
 � E.��� �&��E 
 �ME � � �&IJ��K2G E.� 
�E.� � ������ ����� E<� 
 � E<����� ��L
� E � E.�J�9� ��E.�

v � >� �&E<����E<I�I�� � ���2K2G1� v =

n∑

i=1

λivi =

n∑

i=1

µivi

' � �,E<� � E 

λi = µi ∀i

L
��E.� E<� 


λi0 6= µi0

L � � 
 � ��I��9�
n∑

i=1

λivi =

n∑

i=1

µivi ⇔
n∑

i=1

λivi −
n∑

i=1

µivi = 0 ⇔
n∑

i=1

(λi − µi) · vi = 0

: ��� E<� 
"E 
 � � E � �,�JE 
*��E 
 # i = i0
# �J�(� � ��E ���"� � E � E.� λ, µ 
"��K2G*� � �"I�I L ���� ��� E.��G�1I ��E 
��F���E<� 
"E 
 � � � E.���(�"����K2G �:����IJ� 
"E<>��E 
 ��"G"H 
 �&���1� E.���,L

� ��E.� 
�� 
 E<� 
  
"��K2G"���IJ��K2G"E.� � E<����� ��E<I !���� � E 
 R3 �
��E.�

v
� E��&E �ME 
 � ����K�G1� v = v1 + 2v2 − 3v3

� 
 � v = v1 + 2, 1 · v2 − 4v3�����"�(���G"��E.��E 
 � ��� � ��E �ME<� � E 
 ��IJE<��K2G�� 
 � E 
 # � � E.��G��I���E 
 �F� � �
0 = 0, 1 · v2 + (−1) · v3

���� � � E.��G��I���E 
 �F� ��E<� 
"E 
 � � � E.���������"K�G �:��� I�� 
"E<>��E 
 ��
" �"G"H 
 �&���1� E<� �,L
: �&��� �IJE � � 
���E � ��E 
 � � ��E��&E �ME 
 ��E<��E.� 


K �
� E:��� �1�2����"� � � � � E 
 � 1���J� v1, . . . , vn

L �  
 

����� E.� 
 � E.��� �1� � ����K�G �&E 
"�� E.� 
�E 
 n− � ���5E.I E<� 
 � E<������� � >���(��E<I�I � >� � v =

n∑

i=1

λivi

) L���L & � � E<� E.�2� � 
�� E 
 �:� 
��JK2G*� E 
 � IJ��K2G E.� �,E<���&��E 
 � E.��� �&����H��"� E 

& L�� � �������JE.�2E 
 � �JE � �  �
R
�J�(� E<� 


Q �
� E:��� �1�2����"�-�

• (R,+)
�J�(�  �ME<I���K2G�E � �2���"�ME

• Q× R→ R : (α, v) 7→ α · v � �����I���2E�� ��I������"IJ� ��>��� � 
��

• (α · β) · v = α · (β · v) � ���� � �,�J>���
	 � ��H�� �

• (α+ β) · v = αv + βv # α · (u+ v) = αu+ αv # � 
 � 1 · v = v

 �5E:�
R
����� 
��JK�G*�FE 
 � IJ��K2G E.� �:E<���&�,L

 
 � E 
 � � � E 
 �
R
� H��2E��IJ�

Q �
� E.��� �&������"� E 
 � I��JK2G E.� �,E<���&�,L �� 
 
 G"H>�(��E R

E<� 
�E
Q �
� ������

v1, . . . , vn
# �  
 
 �&H �5E E<� E<� 
�E � � .�E.����� � 
 R→̃Qn L� �5E:� Qn ����� � I�E<��K2G � H�K2G*��� � � �JE Q

��
"�K2G�  
*� �&� � # �  
 
 ! � I �&�9� R→̃Q
� � I�E<�JK�G"E � H1K�G*��� �&�&E<� � 	 � 


R
� 
 � Q

�2L � � � E.�2G"�I���E 
 E<� 
"E 

� � � E.�2���"�2�"K2G �,� �  
*� �1�<L �IJ� � �J�(�

R

"��K2G*�FE 
 � I��JK�G E.� �,E<� �1��E.� Q �

� E.��� �1�2����"� L
��� �"�FE<� 
�� 
 E<� 
"E 
 � �1�2�ME.� .�E 
"��E<� ��� 	 � 


C # � ���ME<� R ⊆ C ⊆ K2 � � � dimCK <∞ L

C = {a+ ib : a.b ∈ R} # � ���ME<� 1, i
�����

R �
� 1���J�,L

� ��� � �"� � � I�K2G"E
K

"��K2G*� # �  �  
 �:E<� � E 
 �� 
 
 # �  2 E<� 
"E � � � E.I � �5E:� � H�K2G�E�/ � � K2G"E.� 0 G��� #

�  �  
 �5E.�����J� � ��E�� ����	&E 
 
"��K2G*� �,�"��1� � E 
 �:��E<G"E 
 �� 
 
ML) L��  �ME 
 1��K2G 
"��K2G*� � E 
 � I��JK�G E.� �,E<� �1��E � E.��� �&����H��"� E	� ���E 
 ���E.�
(vi)i∈I

� ������;�
� � � .�E � E.� � E.��� �1������� E<� 
"E E 
 � I��JK2G�E	�5� 
"E.���� �&� � � 
">��� � 
 	 � 
 E<� 
"� � E 
 � E.� vi

L
� �J� � .�E E 
 � IJ��K2G 	 ��E<IJE vi

��� 
 � I�� 
�E<>��� 
" �"G"H 
 �&��� � ��� �"�J��G"E.�2���&E 
 � � 
 
"E �
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) L���L & � � E 
�� E 
*��G"E �1����E6� ' E.��� E<I � � :����E 
�� IJE
' ����� E 
 � E 
*��G�E �&����E	
"�K2G �  
*� �&��I�1����E 
 ����K2G � � � E.���(�"� ��K2G"E � � 
����(���"��E.��E 
 �
� � � �ME.���21K�G*��E 
 � �JE � E 
 �&E M �I�IJE.� � E 
�� E 
 # � �JE ���JK�G 
"��K2G*� ��E<I � �(� E 
*��G�1I ��E 
1�
M := {m|m � E 
 � E , m 6∈ m}
� & �  
 
��G"� E6�

M
E 
*��G�H1I �

M
�I�� � IJE.� E 
*�

(M ∈M)
L �  
 
 ����� 
"�K2G ��E%$ 
"� ��� � 


M 6∈M L

� ) �  
 
��G"� E6�
M
E 
*��G"H�I � ���JK�G 
��JK�G*� �I�� � I�E<� E 
*�

(M 6∈M)
L  I�� � E:��!��"I�I �

M � ��E �&E<! �&� �
� E.�2��E � � � E 
���K2G��!7�F� 
 � �J�(� � � � ��� � 
 M E 
*��G"�I ��E 


��"� � E�� 1��� � ��E<��E.� ����IJE<� � �� � � 
"��K�G���H 
�� � 
 � � E<� � E 
 �&E 
 � ��I � � 
�� �(�"�����:E%2 L
������ � ����E<� # � 1�F�� G"H�� $ � �(��E 
  
�� E � E 
 � E.� �F��� � �J�(� � �� 	 � 
 ' E<� E<I � � : ���E 
�� IJE � ' : ��L
 �5E:� ���� ' : ! � I �&� 
"��K2G*� # �  2 .�E � E.� � E:��� �1�2����"� E<� 
"E	� ����J� G�>�:L
' ��� ��I �"K�� ! �&I��1� ��"� ' : � ��"� � �G"I� � � �&�-� � E � E.� � E.��� �&������"� G�>�FE<� 
"E	� ����J�,L

) L���L & � � �� �
(II.4.3)

��E.� � ��� (V) = n, U < V # �  
 
 � ��I��9�
� � �

U
����� E 
 � I���K2G E.� �,E<���&� # � ��� (U) ≤ � �J� (V)

� �J� � � �J� (U) = � ��� (V) ⇔ U = V

� E � E.�J�9�
� � � ��E.�JE 


u1, . . . , uk ∈ U
IJ� 
"E<>� � 
" �"G"H 
 �&����L �  
 


k ≤ n
� ! �&I��1� ���� � 1���J��E.� �&H 
 �:� 
 �&� ���>� � �2L ��E<�

k
�  � ��� 1I � ��� � ��E<��E:� � � � E 
���K2G�1!J� # � 1� G�E<�"2��9� u1, . . . , uk

������E<� 
 �  � ��� �I�E<�
� 
� � G"H 
�� � � E<��� � ����E<� � 


U
��� �� 
�� 
 � �4/ � ���E 


=
�  � �J� �IM� 
" �"G"H 
 �&���&E :��� �JI��JE 
 0 �����

G"��E.� 
��JK2G*�  
�� E 
 � � >� # � E<��I � ��� 
 � K2G 
��JK�G*� 
"�K2G�� E �F��E<��E 
 G" �ME 
 # �  2 U
E 
 � I���K2G E.� �,E<���&��F� � � �2L � E<� u ∈ U

� 
 � u 6= u1, . . . , uk
L � � � ��� �����

u
�M� 
�E<>�2� � � �"� 
�>��� � 
 	 � 


u1, . . . , uk
�

u =

k∑

i=1

λiui

� E�� E 
 � E:� �  � ��� 1I�� ��H>� ��� 
 � u1, . . . , uk, u
I�� 
"E<>�  � G�H 
�� � ��L ����FG"E<�+2��9� E<� E � �J�(����E.�2� E<� 
"E


"��K2G*�F�(��� 	 �J�I�E ��>������E<I�IJ� 
 � � E.��� �"I�I��

0 =
k∑

i=1

λiui + µu

� ���ME<� 
"��K2G*�F�IJI�E � ��E � �:��E 
*��E 
�� �"I�I ��� 
 � L
� � ! � I �&�9�5: ���

µ 6= 0
�J�(�

u
�5� 
"E.���� �&� � � 
">��� � 
 	 � 


u1, . . . , uk
L

�IJ� � �:����H>� �:I��JK�G1�
u1, . . . , uk

E.� �:E<��� E 

u⇒ u1, . . . , uk

��� 
 � E<� 
"E	� ����J�,L
� �J� � / ⇐0;� � IJ>�/ ⇒0;� � �J� (U) = � ��� (V) = n

L
u1, . . . , un

��� 
 � E<� 
"E�� ������ 	 � 
 U
L � 1K�G

(i)
! �&I��1� � 
"� ���(��E<I �

� >� �
u1, . . . , un

��� 
 � E<� 
"E�� ������ 	 � 
 V⇒ U = V
L
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) L���L & � � �� �
(II.4.4)

� ����� E 
"��� � 
���! �1��� E<I"! ��� ��
*��E.�2��H��"� E
��E.�

V
E 
 � IJ��K2G � �J� E 
���� � 
�1I�E.� � E.��� �&�2�21��� � 
 � ��E<�JE 
 U1,U2

� 
*��E:��	 E:��� �1�2��H��"� E # �  
 
� ��I �;�
� ��� (U1 ∩U2) + � ��� (U1 + U2) = � �J� (U1) + � �J� (U2)� ��E.� E<� 
 � E<�����"�JE.I5!���� � E 
 R3

��E.�
U1

E.� 
�E ��E.�� � E � ����K2G � E 
�� �"I�I��"� 
���� # U2
E<� 
"E ���ME 
"E � ����K2G � E 
 � �"I�I��"� 
����:L

� � � � 
*��E.����K2G"E<� � E 
 � � E<� :�H�I�IJE3�
& L5:��I�I��

z

x

y R3

�Rs�s��i���;t���u����lk�!�� c !�_e��� ��� ced ��� ¡ �������;�8���i��u 	R��� �������esn�����
����E���E.�� � E ����� � 
 � E.� � �ME 
�E�E 
*��G"�I���E 
 � U1 ⊆ U2
� � 
 �&�JI �9�

U1 ∩U2 = U1
� 
 � U1 + U2 = U2���� � � ����� � �JE � �J� E 
���� � 
���! �1��� E<I"!���� � 
*��E:��	 E:��� �1�2��H��"� E E.��!���IJI �,L) L5:��I�I��

��

z

x

y R3

�Ms�s������;t���u����lk�!�� c p�_e�����i� cSd ��� ¡ ���������8�������������;��	M�;���8��sg�����)�Nt�����} �Rt��i��b�t�����	
� � 
 �&�JI �9�

U1 * U2
# U1 ∩U2 = {0} L

 �5E:� �
R3 ⊇U1 + U2 ⊇ 〈v1, v2, v3〉 = R3 # � ���ME<� v1 � E.� ���JK2G*��� 
�� � 	 E.��� �&� � E.� ��E.�� � E 
 � 
 �

v2, v3 � �JE �ME<� � E 
 � ��K2G*��� 
�� � 	&E.��� �&��E 
 � E.� � �ME 
�E���� 
 � L���� � � ����� � �JE � �J� E 
���� � 
���! �1��� E<I"!���� � 
*��E:��	 E:��� �1�2��H��"� E ��"K2G � 
 � ��E<��E<� :��IJI5E.��!���IJI �,L
: ��� � E 
 � E � E<��� G� �ME 
 �F��� 
�� 
 ! � I � E 
 � E<� ��K2G�E<�  ��� � �1� ! �

�
1 +

�
2

�
1 ∩

�
2

�
1

�
2

�Rs�s��i���;t���u����lkPp � c �;������}��>�����M�;���'�z��¦z�����-�h�� ����	I�
(II.4.4)

� E � E.�J� � ��E.�
u1, . . . , uk

E<� 
"E � 1���J� 	 � 

U1 ∩U2

L � � 
 E.� �&H 
 �,E
u1, . . . , uk

�,� E<� 
"E.� � 1���J�
u1, . . . , uk, v1, . . . , vl

	 � 

U1

_ ' � � E.� E:� � H 
 �,E
u1, . . . , uk

�,� E<� 
�E.� � 1���J�
u1, . . . , uk, w1, . . . , wm	 � 


U2
� � � � H 
 �,� 
�� E 
 � � ����E<I���� 1���J��E.� �&H 
 �:� 
 �&����>� � �
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�N���
	��a���lkP� � ³D���������I�a�R��u���s����®�QkerSh����i����t���u

� E.G"�������� 
 � �
u1, . . . , uk, v1, . . . , vl, w1, . . . , wm

�J�(� E<� 
"E	� 1���J� 	 � 

U1 + U2

� � 1K�G � E.� : �&�2� E.I E.� � � �"� ����K2G !���� � �JE I�� 
��&E ��E<� ��E6� k + (k + l+m)
� 
 � !���� � ��E ��E<K�G*��E��E.����E6�

(k + l) + (k +m)
�

� E � E.�J�9��� � �:E<��� E 
 � E 
�� � �(��E<� v = z1 + z2
� � �

zi ∈ Ui
L

��E.���

z1 =

k∑

i=1

λiui +

l∑

j=1

µjvj

z2 =
k∑

i=1

λiui +
m∑

k=1

ϕkwk

� � ! � I �&� � 
"� � ����E<I � >� # �  2 z1 + z2
�M� 
�E<>�2� � � �"� 
�>��� � 
 	 � 


u1, . . . , uk, v1, . . . , vl, w1, . . . , wm�����,L
z1 + z2 ∈ 〈u1, . . . , uk, v1, . . . , vl, w1, . . . , wm〉

�	� K2G �,� �:E<� � E 
1���M� 
"E<>��E ��
� � G"H 
�� � �&�&E<���,L � E<�
k∑

i=1

λiui

︸ ︷︷ ︸
u

+

l∑

j=1

µjvj

︸ ︷︷ ︸
v

+

m∑

k=1

ϕkwk

︸ ︷︷ ︸
w

= 0

� � 
 ����� �:� �,E<� � E 
 ���IJI�E
αi, βj, γr

��� 
 � � I�E<��K2G�� ��IJI L
� � � �F������E 
1�

u︸︷︷︸
U1 ∩U2

+ v︸︷︷︸
U1

+ w︸︷︷︸
U2

= 0

�IJ� � � ��I��9�
w = −u− v ∈ U1 ∩U2

�  u, v ∈ U1
L

� � E.� � � �"� ����K2G1�
w =

m∑

r=1

γrwr =

k∑

s=1

δsus = u

� �2� 
�� E 
 �F� � 
�� 
 �5E.� � E �5E.��� E ��"! E.� 
�E � E<� ��E # � � E.��G��I���E 
 �F����E<� 
"E�
"��K2G*� �(���
	 ���IJE � �� �����E<I�IJ� 
 � � E.��� �"I�I �
m∑

r=1

γrwr −
k∑

s=1

δsus = 0

� E<��I
us, wr

E<� 
"E � ������ 	 � 

U2

� ��I � E 
 ! � I �&�9�  I�IJE � � E � �,�JE 
*��E 
 ��� 
 � � I�E<��K2G � ��IJI � 
 �
� �� � � � 
"� �5E.� � 
 � E.�2� �IJI�E γr

��� 
 � �&IJE<��K2G�� ��IJI L
� � 
"��E.� �:E 
 � 
 � �JE ��"� �  
 �&� �&IJE<��K2G�� 
 � I��JE.!AE.�2�9�

∑

i

αiui +
∑

j

βjvj = 0

� E<��I
ui, vj

E.� 
�E	� ������ 	 � 

U1

� ��I � E 
 # ! �&I��1� # �  2 �I�IJE � � E � �,�JE 
*��E 

αi, βj = 0

��� 
 � L���� � �;� � �J� (U1 + U2) = k + l + m = (k + l) + (k +m) − l = � �J� (U1) + � ��� (U2) −
� ��� (U1 ∩U2)

<I� c �z�������-t���� d �i}~��������h�� ��	�	Ib c �����¤�I}~� 	I�D_ }���	�����}���	��i�$_ t����ikl��h��I	I}®t�����_ �;�G� �I���I��b;	



`a� b��
	�������� c �R��u���s��������������a��	I��t���	It������ �N���i	I�a�I�lk���!

) L���L & �  
�� E 
 � � 
 � ��"!$I�� 
�E<>��E���I�E<�JK�G�� 
 �&��� � ����E<� E
� � 
 I�� 
�E<>��E<� ��I�E<��K2G�� 
�� ��� � ����E<� ����� 	 � 
 ! � I � E 
 � E.� ��E.����1I �

a11 · x1 + . . . + a1n · xn = 0
a21 · x1 + . . . + a2n · xn = 0LLL LLL L L L LLL LLL LLL LLL
am1 · x1 + . . . + amn · xn = 0

��E��&E �ME 
 ��� 
 � 1I�I�E aij ∈ K # � E<���"K2G*� ��� 
 � x1, . . . , xn
L

� � �F� � 
 
�E 
 E<� 
"E 
 � � ��� 
�� ���21���� 
�� E �ME 
 �

L =



(x1, . . . , xn) ∈ Kn :

n∑

j=1

aij · xj = 0
� ���ME<�

i = 1, . . . ,m





��E:� � � ��� 
�� ���21��� �J�(�F��"K2G ��"! � ��E ! �&I��&E 
 � E ��2� � >� �,�"����E<I�IJE 
1�

L =

m⋂

i=1



(x1, . . . , xn) ∈ Kn :

n∑

j=1

aij · xj = 0





︸ ︷︷ ︸
+ ui� ��E.� 
 � K2G E<� 
"E�� I�E<� 
"E �� ! ������K2G�� 
 � �

a1 · x1 + . . .+ an · xn = 0

, � � �� � E<� a1 6= 0 # �  
 
 IJH 2��F���JK�G x1
�I�� � � 	 � 


x2, . . . , xn � ��2����E<IJI�E 
 � x1 =

n∑

j=2

−aj

a1
· xj

��>������F! � I �&� � 
�� � �(��E<I � >� �
(x1, . . . , xn) =

n∑

j=2

xj ·
(
−aj

a1
, 0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0

)
� ���ME<� � �JE 1

 


� E:� j � ��E 
 � ��E<I�IJE �(��E.G*�:L �I�� � �


(x1, . . . , xn) :

n∑

j=1

ai · xi = 0



 =

〈
. . . ,

(
−aj

ai
, 0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0

)
, . . .

〉 � ���
j = 2, . . . , n

: ��� � �JE � �J� E 
���� � 
 � E<� � � ��� 
�� ���21��� E<� �&�JI �;�

� �J�


(x1, . . . , xn) :

n∑

j=1

ai · xi = 0



 = n− 1

!A�I�IJ�
ai = 0

��� 
 � �I�IJE ai = 0
� � ! � I �&� � 
"� ���(��E<I �">� # �  2

{
x :

n∑

i=1

ai · xi = 0

}
= Kn ��� �ME<� � E.� Kn 
��� ��� �

I��JK2G
n � � ��� E 
"��� � 
��I��J�(�:L � ����� � 
 
"E 
 �IJ� � ��"���� � E 
 ���ME.� � �JE ����� E 
"��� � 
 � E<��� � ��� 
�� � �����"� E<� � 1K�G"E 
ML

� H�G"I�E 
 � ���
m = 2

� � � ��I��9�
L = L1 ∩ L2

� ��� (L) = � ��� (L1) + � �J� (L2)− � ��� (L1 + L2) ≥ (n− 1) + (n− 1)− n = n− 2
���� � � � � 
 
�E 
 �F� � E<� 
"E ��"���� � E !����

m = 3
�(��E%!ME 
 �

L = (L1 ∩ L2) ∩ L3

� ��� (L) = � ��� (L1 ∩ L2) + � �J� (L3) + � ��� (L1 ∩ L2 + L3) ≥ (n− 2) + (n− 1)− n = n− 3
� E.� ( 
 � ������� � 
 
�1K�G m ! � I �&�9� � �J� (L1 ∩ L2 ∩ . . . ∩ Lm) ≥ n−m����E � 
*��E.��E<���� 
*��E 
 :�H�IJI�E ��� 
 � � m ≤ n − 1 ⇒ � ��� (L) ≥ 1

��( 
 � �JE.��E 
 :�H�IJI�E 
 G" �ME 
 � ���
� � 
 � E<�(��E 
"� E<� 
�E���IJE.�JK2G�� 
 � � E 
����&E.� �IJ� � ��2�J � I�E 
��
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�N���
	��a���lkP��p ³D���������I�a�R��u���s����®�QkerSh����i����t���u

) L���L*) � ����� � ���"� 	 � 
 ��
*��E.�2��H��"� E 

��E��&E �ME 
 ��E.�JE 


U1,U2
� ���

U1 ∩U2 = {0} L�� �JE.� E.� 
  
���K2G�1��IJ��K2G�E<� � E<�����"�JE<I !���� � E 
 R3(�L
U1

�J�(� � E:� R3 # U2 = {0}

��
x

y
z

�Rs�s��i���;t���u����lkPp;! c !�_e�Q�����Ib������$�����R¬M��	I���������	Ih�����ª t�}~�
( (�L$� E<�

U1
E<� 
"E�� �ME 
�E � 
 � U2

E.� 
�E ��E.�� � E # � � �5E.� U2 /∈ U1
� ����E ��E.�� � E ������
"��K2G*� � 


� E:� ���ME 
"E E 
*��G"�I ��E 
 �

��
U1

U2

�Rs�s��i���;t���u����lkPp�p c p�_e�Q�����Ib������$�����R¬M��	I���������	Ih�����ª t�}~�
 
 � E:��E ��
*��E.��	&E.��� �1�2��H��"� E6� R3 ⊆ U1,U2, �

���
(Ui) ≥ 2� E.G"�������� 
 � � � ��� (U1 ∩U2) ≥ 1� E � E.�J�9� � ��� (U1 ∩U2) ≥ � ��� (U1) + � �J� (U2)− � �J� (U1 + U2) = 2 + 2− 3 = 1��E.� � ��� (U1 ∩U2) = 2 # � ��� (Ui) = 2� E.G"�������� 
 � � ⇒ U1 = U2

L �� �,�1� ( ���
U < V

� 
 � � ��� (U) = � ��� (V) ⇒ U = V

) L���L*) & � �� �
(II.4.5)

��E.�JE 

U1,U2 < V # � ���ME<� U1 6= U2

L�: �&I��&E 
 � E ��"���� � E 
 ��� 
 � H � �"� 	��IJE 
*�9�
� � �

U1 ∩U2 = {0}
� �J� � � �J� (U1 + U2) = � ��� (U1) + � ��� (U2)
� ���J� �

0 = u1 + u2
# ui ∈ Ui ⇒ u1 = u2 = 0

� �
	 � ��E � E<� v ∈ U1+U2
G">� E<� 
�E E<� 
 � E<����� � E ��>������E<I�IJ� 
 � � E.��: �&�2� v = u1+u2

� � �
ui ∈ Ui

� E � E.�J��E6�
(i)⇒ (ii)

� ����� E 
"��� � 
"��! �&��� E<I � � �J� {0} = 0

(ii) ⇒ (iii)
�  
�� E 
 � � � E 
1�

0 = u1 + u2
# E<� 
 ui 6= 0

��
"��K2G*� �ME<� � E ui
� � 
 
"E 
 � ��IJI ��E.� 
���L

���� � � ��� 
 � �ME<� � E ui
� 
 � I�E<��K2G � �"I�I��

u1 = −u2 6= 0
L
u1 ∈ U1

# �  u1 = −u2 6= 0 ⇒ u1 ∈
U2 ⇒ U1 ∩U2 6= {0} ⇒ � ��� (U1 ∩U2) ≥ 1

L � �� � � E.��G��I���E 
 �F��� E<� 
"E 
 � � � E:���������"K2G �,���
 
 
"�G�� E3� � ��� (U1 + U2) = � �J� (U1) + � �J� (U2)

(iii) ⇒ (iv)
�  
 
"�G"� E6�F��E<�

v = u1 + u2 = u′1 + u′2
� � �5E.�

ui, u
′
i ∈ Ui

L ' � �:E.���&E 
1�
u1 = u′1

#
u2 = u′2

L � � � ��I �;�
0 = v − v = u1 + u2 − u′1 − u′2 = (u1 − u′1)︸ ︷︷ ︸

∈ U1

+ (u2 − u′2)︸ ︷︷ ︸
∈ U2

L � �K2G
(iii)

! �&I��1�;�

u1 = u′1
� 
 � u2 = u′2

L

(iv)⇒ (i)
� E<�

v ∈ U1∩U2
� 
 � 0 = v︸︷︷︸

∈ U1

+ (−v)︸ ︷︷ ︸
∈ U2

L
0 ∈ U1 +U2

� 
 � 0 = 0︸︷︷︸
∈ U1

+ 0︸︷︷︸
∈ U2

L

�� E<� 
�����E<� 
"E E.� 
 � E<����� � E�� >������E<I�IJ� 
 � �&� ��� # ! � I �&�9� v = 0
L

<I� c �z�������-t���� d �i}~��������h�� ��	�	Ib c �����¤�I}~� 	I�D_ }���	�����}���	��i�$_ t����ikl��h��I	I}®t�����_ �;�G� �I���I��b;	
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) L���L*)6) � E%$ 
������ � 

(II.4.d)

� � �&� � I�E<� E 
*� E<� 
�E<� � 
*��E:��	 E:��� �1�2����"� �
U2

G�E<�+2�� � � � � I�E<� E 
*� � � E.�F� � � �"IJE<� E 
*��H>��E.� � E.��� �1�2����"� �,�
U1 < V # � E 
 
 � ��I��9�

U2 < V, U1 ∩U2 = {0} , U1 + U2 = V

 K2G*��� 
�� � ����E ��E%$ 
"� ��� � 
 � 
*��E.�2��K2G�E<� � E.�F���JK2G	 � 
 � E.� � E 
�� E 
*��G"E �1��E.�(������K2G�E 
 � � � � I�E �� E 
*�,L

) L���L*)37 � �� �
(II.4.6)

� E � E.� ��
*��E.��	&E.��� �&�2�21��� E<� 
"E.� E 
 � I��JK2G E.� �,E<� �1��E 
 � E.��� �&�2�21��� � �ME<��� � �,� E<� 
 � � � � I�E �� E 
*�,L
� E � E.�J�9� ��E<�

U < V # � ���ME<� V E<� 
 E 
 � IJ��K2G E.� �:E<���&��E.� � E.��� �&�2������ �J�(�:L �� 
 
 G�>�
U
E<� 
"E

� ����J�
u1, . . . , uk

L � 1K�G � E<� � 1���J��E.� �&H 
 �:� 
 �&����>� � �"�JI � E.� u1, . . . , uk, uk+1, . . . , un
E<� 
"E � 1���J�

	 � 

V
L � E.���,E 
�� 


U′ := 〈uk+1, . . . , un〉� E.G"�������� 
 � �
U ∩U′ = {0} �ME �,�JE.G�� 
 �&� � E<����E U + U′ = V� E � E.�J�9�

U+U′ = V # � E<��I U+U′ � �JE�� ������ 	 � 
 u1, . . . , uk, uk+1, . . . , un
E 
*��G"H�I �:L � E<� ��E.�2G"� 
1�

� �J� (U + U′) = n = k + (n− k) = � �J� (U) + � �J� (U′)

� �K2G ��>� �
(II.4.5) (ii)

! � I �&�9�
U ∩U′ = {0}� E.� E:�2� � 
�� �

� � � �	�1��>��� � 
1�
V = U⊕U

�
V
����� � ��E � � ��E.����E � �"� � E 	 � 
 U

� 
 � U′

V = U⊕U :⇔ U ∩U′ = {0} , U + U′ = V

� �J� � � � �&� ��� ���  I�I��&E<� E<� 
"E 
 � E<G���E.��E � �&� �"IJE.� E 
*��E6� � E<����� ��E<I�E � ����E<G"E
(iii)

� � � E.� � �  ����J��E.� �&H 
 �:� 
 � ����� 
"��K2G*�FE<� 
 � E<����� ��L
� ���J� ��� E<����� ��E<I �

V = (Z/3Z)
2

� ��E.� � ��E ��>���(��E<I�I�� 
 � 	 � 


U1 =
{(

0, 0
)
,
(
1, 0
)
,
(
2, 0
)}

= Z/3Z ·
(
1, 0
)

� 
 �
U2 =

{(
0, 0
)
,
(
1, 2
)
,
(
2, 1
)}

= Z/3Z ·
(
1, 2
)

�
1 +

�
2

�
1 ∩

�
2

�
1

�
2

�Rs�s������;t���u��I�lk�p�{ cSd ������	I���i��t���u£�h��
U1

t��g�
U2
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� E.G"�������� 
 � �
U2

����� � �� � �&� � I�E<� E 
*� �:� U1
L

' � �,E<� � E 
 �
U1 ∩U2 = {0} � 
 � U1 + U2 = V

L
� E � E.�J�9� �  
 ����E<G*� I�E<��K2G*�;�

U1 ∩U2 =
{(

0, 0
)
,
(
1, 0
)
,
(
2, 0
)}
∩
{(

0, 0
)
,
(
1, 2
)
,
(
2, 1
)}

=
{(

0, 0
)}

V = (Z/3Z)
2

=
{(

0, 0
)
,
(
1, 0
)
,
(
0, 1
)} � � ��E<��K2G*� � ��E<��E � �2E<� � 1>��E �:���ME.�(���K2G*��E 
 # �  �F� � 1I�I�E 
 � E.��E 
 �I�� �5� 
"E.���� �&� � � 
">��� � 
"E 
 � >������E<I�IJE 
 � � 
 
�E 
5L

�� E<�����JK�G �"� E<� 
"E 
 E 
 � I��JK�G"E 
 ���&���5E:� G" 
 � E<I ��� � 
 
�E 
 �F� � �I�IJE � � � � � 
">��� � 
"E 
 ��"� ���E<K�G 
"E 
1�
U1 + U2 =

{(
0, 0
)
,
(
1, 0
)
,
(
2, 0
)
,
(
1, 2
)
,
(
2, 1
)}

(
0, 0
) ����� ���F� 
�� E 
 � E.�2! �&� � E.��I��JK�G # �I�� � ������"K2G�E 
 �F� � 
���� 
 ��K�G�� � E<�5IJ� 
"E.��2E�� 
� �"G"H 
 �&���&E

� E.��� �&�2E 
 �,� � H1G�IJE 
 � 
 � �,E<� � E 
 # �  2 ���JE V
E.� �,E<� �&E 
5L ��L ��L (

2, 0
)
,
(
1, 2
) L�( 


(Z/3Z)
2 �����

2 ·
(
2, 0
)

=
(
4, 0
)

=
(
1, 0
)
∈ V

� 
 � 2 ·
(
1, 2
)
−
(
2, 0
)

=
(
2, 1
)
−
(
2, 0
)

=
(
0, 1
)
∈ V� E � E.�J�9�

(ii) ⇒ (i)
� �

<I� c �z�������-t���� d �i}~��������h�� ��	�	Ib c �����¤�I}~� 	I�D_ }���	�����}���	��i�$_ t����ikl��h��I	I}®t�����_ �;�G� �I���I��b;	



`a� b��
	��������I� c ³D������� ����� �Rs�s������;t���u���� t���� v � 	I���i����� �N���i	I�a�I���lk�!

�¥&���� 	���(¯"+"¶"���� �1#���&a, � � �����1( � ��#�� ��# ��# ���
& 	¶,"�1. ��#

� ��� 354/687�9;:+<
(III.1)

? � C�VWK F �a:D^eC�7��):
7�L & L & ��E%$ 
"� ��� � 


(III.1.a)
� � E.��� �&������"� G �&� �&� �&�2�"G"����� ���

��E.�JE 

V,W K �

� E.��� �&�2��H���� E # �  
 
 G"E<�+2�� f : V→W K �
IJ� 
"E<>� � ���K2G /�� E.��� �1�2����"� G � � � �� �&�2�"G"����� �"� 0� � E.��/ K �

I�� 
"E<>��E �M�� 
"��! �&��� >��� � 
 0 � � E 
 
 ! �&I��&E 
 � E<� � ��I �;�
� � � ∀v, w ∈ V

�
f (v + w) = f (v) + f (w)

� �J� � ∀v ∈ V # ∀α ∈ K
�
f (α · v) = α · f (v)

' ������ � E 
 �&E<!A 2��;�
f (αv + βw) = α · f (v) + β · f (w)

7�L & L*) � E<�����"�JE<I�E�! ��� � E.��� �&�2�21��� G � � �&� �1�2� G��J��� E 

�  �

f : V →W : v 7→ 0 = 0W

����� E<� 
"E I�� 
�E<>��E ���� ��I � � 
�� # � E 
 

f (v + w) = 0W

� 
 � f (v) + f (w) = 0W + 0W = 0W

�ME �,�JE<G�� 
 �&� � E<����E
f (α · v) = 0W

� 
 � α · f (v) = α · 0W = 0W����E<��E IJ� 
"E<>�  � �"�JI � � 
 � �F� � � �I��5/ � �"I�I� ��� ��I � � 
�� 0 �5E �:E<��K2G 
"E.�,L
� � �

V = K # W
�5E.IJ��E � � � # w ∈ W

� � �
f : V →W : λ 7→ λ · w ����� E<� 
�E I�� 
�E<>��E  � �"�JI � � 
 � #

� E 
 

f (λ+ µ) = (λ+ µ) · w = λ · w + µ · w = f (λ) + f (µ)

�ME �,�JE<G�� 
 �&� � E<����E
f (α · λ) = (α · λ) · w = α · (λ · w) = α · f (λ)

� ���ME<�
λ, µ ∈ V

� 
 � α ∈ K
� � ���IJ>� �

� K � ' ��� � ��� 
 
�E.��� 
 � 〈 , 〉 : Rn × Rn → R
� � ���IJ>�2����� � ����� �2L : ��� n = 2

�&�JI �9�

〈x, y〉 =
2∑

i=1

xi · yi

����E  � � ��I � � 
�� 〈x, ·〉 : Rn → R
�J�(�

R �
IJ� 
"E<>� # � E 
 


〈x, y + y′〉 = 〈x, y〉+ 〈x, y′〉
�ME �,�JE<G�� 
 �&� � E<����E

〈x, α · y〉 = α · 〈x, y〉
� ��K2G � 
 �,�  
�!A 
 � � E.� � �1��I�E<��� 
 � �&E �,E<���1� � 
 (I.3.1)

�

� � � � >�(��� �:E 
 IJ��E<!AE:��
 I�� 
"E<>��E ���� ��I � � 
 �&E 
5L ��E.�
A ∈ Mm,n (K) =

� E 
 �&E � E:� m × n �
� >����� �,E 
1�

Mm,n (K) 3 A =

{(
a11 . . . a1nLLL L L L LLL
am1 . . . amn

)∣∣∣∣∣ aij ∈ K

}

� ���ME<�
i = 1, . . . ,m

� 
 � j = 1, . . . , n
L

aij
��� 
 � � ��E � � 
*�(��H � E � E.� � >�(��� �,E A # � ���ME<� � E:� E:������E ( 
 � E�� i � ��E ' E<��I�E�� 
 � � E.� ��� E<����E( 
 � E � j � ��E � �"�I���E �5E �:E<��K2G 
"E.�,L

A ∈Mm,n (K) fA : Kn → Km � � �

(x1, . . . , xn) 7→


∑

j

a1j · xj ,
∑

j

a2j · xj , . . . ,
∑

j

aij · xj , . . . ,
∑

j

amj · xj
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� E<G�� E 
 �F� � 
�� 
 � E �:��� ��"! � E<�����"�JE<I
(c)
� � � ��I �;�

A = (x1, . . . , xn) , fA : Kn → Km, fA (y1, . . . , yn) =
n∑

j=1

xj · yj

� �"H>��E.�%� � E � E I�� 
"E<>��E  � �"�JI � � 
 � Kn → Km ����� 	 � 
 � E.� : �&��� fA, A ∈Mm,n (K)
L

� E.G"�������� 
 � �
fA
�����

K �
IJ� 
"E.��.L

� E � E.�J�9� ��E.�JE 

x, x′ ∈ Kn L � � 
 � ��I �;�

� & � : ��� � ��E  � � ����� � 
1�
fA (x+ x′) = f

(
x1 + x′1, . . . , xj + x′j , . . . , xn + x′n

)

=


. . . ,

∑

j

aij ·
(
xj + x′j

)
, . . .




(∗)
=


. . . ,

∑

j

aij · xj + aij · x′j , . . .




=


. . . ,

∑

j

aij · xj , . . .


+


. . . ,

∑

j

aij · x′j , . . .




= f (x1, . . . , xj , . . . , xn) + f
(
x′1, . . . , x

′
j , . . . , x

′
n

)

= fA (x) + fA (x′)

� ) � : ��� � ��E �����IJ>��E � �"I �����"IJ� ��>��� � 
 �
fA (α · x) = fA (α · x1, . . . , α · xj , . . . , α · xn)

=


. . . ,

∑

j

aij · (α · xj) , . . .




(∗)
=


. . . , α ·

∑

j

aij · xj , . . .




= α ·


. . . ,

∑

j

aij · xj , . . .




= α · f (x1, . . . , xj , . . . , xn)

= α · fA (x)

��"K�G G"��E.��!��"G���E 
 �F� � � ��E ,F�ME.��>��� � 
"E 
 �ME<� (∗) 1��! K
�:��� �"K�� L

<�! ce¡ �It��g�;sg��u����
w$� ��	�	Ib c �����¤�I}~� 	I�D_ }���	�����}���	��i�$_ t����ikl��h��I	I}®t�����_ �;�G� �I���I��b;	



`a� b��
	��������I� c ³D������� ����� �Rs�s������;t���u���� t���� v � 	I���i����� �N���i	I�a�I���lk�{

7�L & L87 ��>���
(III.1.1)

� � ���&E 
"��K2G"�!7��E 
 I�� 
�E<>��E.�� � � ��I � � 
�� E 

� � � ��I��9�
� � �

f (0V) = 0W

� �J� �
f (u− v) = f (u)− f (v)

� E � E.�J��E6�
' �

(i)
� � � � ��I��9�

f (0) + f (0) = f (0 + 0) = f (0)
�����"�(���G"��E.��E 
 � ��� 
�� 


f (0)
� � E:��G"�I ��E 
 � ��� �

f (0) = 0
� ( 
 � �JE.��E.�  �2�F��K2G � 
 G"H�� $ �  
�� E � E 
 � E.� �' �

(ii)
� � � �&�JI �9�

f (u− v) = f (u+ (−v)) = f (u) + f (−v)
?
= f (u) + (−f (v)) = f (u)− f (v)

�	� K2G �:� �:E.���&E 
1�
f (−v) = −f (v)

� � � 
 �	�&� �&� �&�2�"G"����� ���F��E<���ME.������E.�2� � ��E ( 
�	&E.����E 
 � ��I �
� � 
 � �
� � �F� � 
 
�E 
 � ��E<� ��"! ��� E.�  �2��E 
 �,E<� � E 
 �
� ���(��E<IJ� ��E%$ 
"� ��� � 


(III.1.a.i)
�
f (u+ v) := f (u) + f (v)

��"! � ��E<��E 
 � E � E<��� �ME � ���&E 
 �&�JI �;� f (v) + f (−v) = f (v + (−v)) = f (v − v) = f (0) = 0
� � 
 �5E:�����K2G*��E 
 �F� � � E 
 E.���(��E 
 � 
 � � E 
 I�E.� �,��E 
 �5E.��� � 
 � �����"�(���G"��E.��E 


f (v)
� ⇒

f (−v) = −f (v)
� ���(��E<IJ� ��E%$ 
"� ��� � 


(III.1.a.ii)
�
f (α · v) := α · f (v)

��"! � ��E<��E 
 � E � E<��� �ME � ���&E 
 �&�JI �;� f (−v) = f ((−1) · v) = (−1) · f (v) = −f (v)

7�L & L�� ��>���
(III.1.2)

� �M� 
�E<>��� ��H>� � E.�����"� � E
� �1����"����E.� �:� 
 � �

f
��E<�5IJ� 
"E.��

� E.G"�������� 
 � �
f

(
r∑

i=1

λi · vi

)
=

r∑

i=1

λi · f (vi)

� � � �ME � E<�J��E 
 �ME.� ( 
 � ������� � 
 � ��� � � �,E ���

f

(
r∑

i=1

λi · vi

)
= f

((
r−1∑

i=1

λi · vi

)
+ λr · vr

)

(∗)
= f

(
r−1∑

i=1

λi · vi

)
+ f (λr · vr)

(∗∗)
=

r−1∑

i=1

λi · f (vi) + λr · f (vr)

=

r∑

i=1

λi · f (vi)

 
"� E.�2� � 
 � � � E.�
(∗) �&E<G*� � �JE �M� 
"E<>��� ��H>� # �ME<� (∗∗) � ��E-( 
 � ������� � 
"� 	 �&�21������E.���,� 
�� E<� 
 #!AE<G�I�� G"��E.��� 
 � E.��� � � � �:E E �ME 
�� � �F��E � ��E ( 
 � ������� � 
"� 	&E.�� 
�� E.�2� 
 ��L
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7�L & L�� ��>���
(III.1.3)

�4( � � � �1�2� G��J��� E 
 ���F�J��K2G"E 
 � >����� �,E 
 � 
 � K �
IJ� 
"E.��2E 
 ���� ��I � � 
 �&E 


' � .�E � E:� K �
I�� 
�E<>��E 
 ���� ��I � � 
 � f : Kn → Km � � �"��E<� � E 
��� E<� 
"E � >�(��� �

A ∈ Mm,n (K)� ���
f = fA

L � � �  
 � E.��E 
 � �&����E 
 �
�	� �

K (Kn,Km) 'Mm,n (K)

/ '0 �ME � E<����E.�4/ ( � � � �1�2� G��J��� �"� 0� E � E.�J�9�
Mm,n (K)→ �	� �

K (Kn,Km) , A→ fA� E.G"�������� 
 � � ����E<��E  � �"�JI � � 
 � ����� E<� 
�E	� � .�E.����� � 
5L
��� � � .�E.�����
	 � ��H>� �,� �ME � E<����E 
 # �:E.���&E 
 �F� � # �  2 � ��E  � �"�JI � � 
 � � 
 .�E:����� 	 � 
 � ����� .�E.����� 	�����,L
 � ( 
 .�E:����� 	 ����H>�;�
' � �,E<� � E 
 �

fA = fB ⇒ A = B
�� �,�1�

j �
��E ��� �I ��E 	 � 


A = fA (ej)
� �I�� ' E<��I�E � E<��K2G�����E �ME 
�� # � E 
 


fA (ej) = fA (0, . . . , 0, 1, 0, . . .0) = (a1j , a2j , . . . , aij , . . . , amj)︸ ︷︷ ︸
j − teSpalte

��"�
fA (e1) , . . . , fA (en)

�F� � � A
��E.� � 
����(���"��E.�2� # ��"� fB (e1) , . . . , fB (en)

� ��� � B
��E.� � 
����(��� ���E.�2�,L

���G�E.� � � E 
 

fA = fB ⇒ ∀j � fA (ej) = fB (ej) ⇒ A = B

� � ����� .�E.�����
	 � ��H>�9�
��E��&E �ME 
1�

f : Kn → Km �����
K �
IJ� 
"E.��.L5:�1I�I��

f = fA
# �  
 
 
 �&� � E 
 � � � E.��� E<����E3�

A =




↑ ↑ ↑
f (e1) f (e2) · · · f (en)
↓ ↓ ↓




� � � 
"G"E.����� 	&E.��� �&��E 
 1I�� ��� �I���E 
 �&E<��K2G�����E �ME 
 �
��E.�

f (ej) = (a1j , a2j , . . . , amj)
! ���

j = 1, . . . , n
L�: ��� � �JE � >���2� �,E A � ��I��9�

A = (aij)
!����

i = 1q, . . . .m
� 
 � j = 1, . . . , n

� � 
 �&�JI � !����
f
�

f (x1, . . . , xn) = f




n∑

j=1

xj · ej


 =

n∑

j=1

xj · f (ej)

=

n∑

j=1

xj · (a1j , . . . , aij , . . . , amj)

=




n∑

j=1

a1j · xj , . . . ,

n∑

j=1

aij · xj , . . . ,

n∑

j=1

amj · xj




= fA (x1, . . . , xn)

����FG�E<�"2��9�
f = fA

L
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7�L & L	� ��E%$ 
"� ��� � 

(III.1.b)

� � E:��� �1�2����"� G �&� � � �&�2�"G"����� �"� �	�&�
K (V,W)

V,W
��E<��E 


K �
� E:��� �1�2��H��"� E L � � � � E%$ 
��JE:��E 
 �	� � K (V,W) :=

�
K �
I�� 
�E<>��E� � � ��I � � 
�� E 
	 � 


V

"�K2G

W � L��M�JE<��/ �	� � K (V,W)
0 �IJ�5/ �	� � � � �&��� G"����� �"�

K
	 � 
 � 
"�K2G � 0;�

�	� �
K (V,W) := {f : V →W : K− linear}

�	� �
K (V,W)

����� E<� 

K �

� E.��� �&������"� L
� E.��� 
 ��� !7� 
 �&E 
1�

f, g ∈ �	� � K (V,W)
L

� � �
f + g ∈ �	� � K (V,W) � E%$ 
"��E.�2� � ���2K2G (f + g) (v) := f (v) + g (v)� K2G � 
 � E �,E<� �&�9�

f + g
�J�(�

K �
I�� 
"E<>�<L

� �J� �
α · f ∈ �	� � K (V,W) � E;$ 
"��E.�2� � ����K2G (α · f) (v) := α · f (v)� K2G � 
 � E �,E<� �&�9�

α · f �J�(� K �
I�� 
�E<>�<L

7�L & L � ��>���
(III.1.4)

� �	�&�
K (V,W)

�J�(� E<� 

K �

� E:��� �1�2����"�
: ��� � E 
 � E � E<��� ����� �:� �,E<� � E 
 �
� � �

f + g ∈ �	� � K (V,W)
� 
 � α · f ∈ �	� � K (V,W)

� �J� ���	�&�
K (V,W)

�J�(�  �ME<IJ��K2G"E�� �2���"�ME
� ���J� � � �JE � E<� ��E.��E 
 � E.��� �1�2����"�  � � � � E
� E � E.�J��E �
' �

(i)
�
f + g

����� �F��E � E.� I�� 
"E<>� � (f + g) (v + w)
?
= (f + g) (v) + (f + g) (w): ��� � �JE I�� 
�� E � E<����E � ��I �;�

(f + g) (v + w)

�������

= f (v + w) + g (v + w)
f, g ��� � ��� �

= f (v) + f (w) + g (v) + g (w)

: ��� � �JE���E.K2G*��E ��E.����E � ��I��9�

(f + g) (v) + (f + g) (w)

� �����

= f (v) + f (w) + g (v) + g (w)

�IJ� � �J�(� � �JE I�� 
�� E �&IJE.�JK2G � E.�F��E<K�G*��E 
 � E<����E L� � � � ����>���
	 � ��H>� � 
 �  ��� � �,������ 	 ����H>� ��� 
 � E.��!���IJI � # � E<�JI V,W � E.��� �&�2��H���� E ��� 
 � L

�	� K2G �,� �:E<� � E 
1�
(f + g) (α · v)

?
= α · [(f + g) (v)]: ��� � �JE I�� 
�� E � E<����E � ��I �;�

(f + g) (α · v)
�������

= f (α · v) + g (α · v)
f, g ��� � �����

= α · f (v) + α · g (v)

: ��� � �JE���E.K2G*��E ��E.����E � ��I��9�

α · [(f + g) (v)]

� � ���

= α · [f (v) + g (v)]

� � �	� � �
= α · f (v) + α · g (v)

�IJ� � �J�(� � �JE I�� 
�� E �&IJE.�JK2G � E.�F��E<K�G*��E 
 � E<����E L
⇒ �	� �

K (V,W)
����� IJ� 
"E<>�<L
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' �
(ii)

� ��ME<I���K�G"E�� �����"�ME � �,� �,E<� � E 
 �
(f + g) + h = f + (g + h)' � E<�  � � ��I � � 
�� E 
 ��� 
 � � I�E<��K2G # !A�IJI�� ���JE !���� �I�IJE �� �&�"� E 
*��E � �JE<��E<I �5E 
�� E:�2��E IJ��E<!AE.���:L� H�G"I�E

v ∈ V
�ME<I��JE � � ��L

: ��� � �JE I�� 
�� E � E<����E  
 � E.������E<I�I�E v � ��I��9�
(f + g) (v) + h (v) = (f (v) + g (v)) + h (v) = f (v) + g (v) + h (v)

� � 
 �&�JI � !���� � ��E���E<K2G*��E ��E<� ��E  
 � E.��� ��E<IJI�E v �
f (v) + (g + h) (v) = f (v) + (g (v) + h (v)) = f (v) + g (v) + h (v)

�IJ� � ��� 
 � � �JE��2E<K2G*��E � 
 � � ��E I�� 
�� E � E<����E � I�E<��K2G # � �G"E:� (W,+)
� �2���"�ME L

0 : V→W, v 7→ 0W

� E<�������I�E<� � IJE<� E 
*� �ME � � � I���K2G � E:�  � � � ��� � 
1�
(f + 0) (v) = f (v) + 0 (v) = f (v) + 0W = f (v)

�IJ� � �
f + 0 = f = 0 + f( 
�	 E:����E<� � IJE.� E 
*��E��ME � � �&IJ��K2G � E.�� � � ����� � 
1� (−f) (v) := − (f) (v)

�
(f + (−f)) (v) = f (v) + (−f (v)) = f (v)− f (v) = 0

' �
(iii)

� � E.����E.��E � E.��� �&������"�  � � �&� E3�
�IJ� � E<����� ��E<I �

[α · (f + g)] (v) = [α · f + α · g] (v) L � � �&�JI �9�

[α · (f + g)] (v)

� �����

= α · [(f + g) (v)]

�������

= α · [f (v) + g (v)]

� � �	� � �
= α · f (v) + α · g (v)

� �����

= (α · f) (v) + (α · g) (v)

�������

= (α · f + α · g) (v)

� � � E � 
"���;���	�&�
K (V,W)

�J�(� �F��E � E.� K �
� E.��� �&������"�

� � ��� � 
 
�E 

�� 
 ���K2G	�	� �
K (V,W)

� ��E:���JE:��E 
�� 
 � E:��G"�I ��E 
 �F�JE � E.�$E<� 
"E 
 K �
� E:��� �1�2����"�-�

�	� �
K (U,

�	�&�
K (V,W))

����� � �JE � E.� K �
� E:��� �1�2����"� L

7�L & L��  
�� E:�2� � 
�� E 
 �:��� � E � E<�J� 	 � 
 ��>���
(III.1.4)

� � � ��I��9�
(i)
�

+, · � E.�2� 
 ���"!A� 
�� E 
 ��"! �	�&� K (V,W)

(ii)
� 
 � (iii)

� � E.��� �1�2����"�  � � � � E�!���� � �JE � E:�2� 
 ���"!A� 
��
� � � � � 
 
"E 
 ���K2G  
 � E.��E � E.��� 
 ��� !7� 
 �&E 
 �ME.���21K�G*��E 
ML � � � � � 
 
�E 
 �:��� � E.�J�(� ��E<I � E%$ �
"��E.��E 
1�

f ′ + g := f + g2

 �5E:� ! ���
V = Rn # W = R

� ���

(f ′ + g) (v) = f (v) + (g (v))2

G" 
 � E<I �FE<� ���JK�G 
"��K2G*�F� E<G�� ��� E<� 
�E IJ� 
"E.��2E ���� ��I � � 
 ��L
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`a� b��
	��������I� c ³D������� ����� �Rs�s������;t���u���� t���� v � 	I���i����� �N���i	I�a�I���lk��

7�L & L�� � E<�����"�JE<I � ��E.��� �"�I��21���
V∗

��E:� � �"�I ����"�
V∗ ����� � E%$ 
"��E.�2� � ���2K2G V∗ :=

�	�&�
K (V,K)

 
"� E.�2� � 
 � �
K
�J�(� � ��"! 
">� ����I��JK2G�����E � E.�J��E �

K �
� E.��� �&�2������ �

K = K1 L

(a) = a
� � � 
"�������ME<I �

 � � � ��� � 
 � 
 � �����IJ>��E � �"I �����"IJ� ��>��� � 
 ��� 
 � � E%$ 
��JE:�2� �F��E ���"IJ��K2G
��E.�

V � E%$ 
"��E.�2� � ����K�G V := K2 = {(a, b) : a, b ∈ K}
� � 
 � E%$ 
��JE:��E 
 �F� � � ��E � ���%.�E.����� � 
"E 
 π1, π2

�
π1 (a, b)→ a, π2 (a, b)→ b� E.� � E 
 � ��� .�E:����� � 
�E 
 G" 
 � E<I �FE<� ���JK�G �"� IJ� 
"E<>��E  � �"�JI � � 
 �&E 
 # � E 
 
 �

π1 (α · (a, b) + β · (a′, b′))
!
= α · π1 (a, b) + β · π1 (a′, b′)

� E.�2 
���K2G���"I��JK2G�� 
 � � E:� � � � .�E.����� � 
1�

����
b

a

π2

π1

(a, b)

�Rs�s��i���;t���u����I�lk�! c π1 (a, b) = a
� 
 � π2 (a, b) = b

� �K2G�� E<�+2 � E.� �5� 
"E<>��� ��H��9�
I�� 
��&E � E<����E

= π1 (α · (a, b) + β · (a′, b′))
= π1 (α · a+ β · a′, α · b+ β · b′)
= α · a+ β · a′
= α · π1 (a, b) + β · π1 (a′, b′) =

��E.K2G*��E ��E.����E

� E<� ��E.�%��� � 
"� � E � E.����E.��E I�� 
�E<>��E����� ��I � � 
�� E 
 λ : V→ K
L

��E.� �  �:� v1, . . . , vn
E<� 
�E � ������ 	 � 


V
L ��E � E<� v G�>� E.� 
�E E<� 
 � E<����� � E ��>���(��E<I�I�� 
 � � 
 � �JE.��E.�� ����J�9�

v =

n∑

i=1

xi · vi
��� �ME<�

xi ∈ K

� � 
 �&�JI �9�
λi (v) =: xi

� � E:� i � ��E � � E � �,�JE 
*� �
� E.G"�������� 
 � �

λi ∈ V∗
� E � E.�J� ��: ��� � �JE	�M� 
�E<>��� ��H>� �,� �:E<� � E 
1�
� � �

λi (v + w) = λi (v) + λi (w)

� �J� �
λi (α · v) = α · λi (v)
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��E.�JE 

v
� 
 � w

�&E�� E �ME 
 1I�� �M� 
�E<>�2� � � �"� 
�>��� � 
 �
v =

n∑

i=1

xi · vi, w =
n∑

i=1

yi · vi

� � 
 �&�JI �9�
v + w =

n∑

i=1

xi · vi,+

n∑

i=1

yi · vi =

n∑

i=1

(xi + yi) · vi

�� 2 E.� � E<� � ��I��9�
λi (v + w) = xi + yi = λi (v) + λi (w)

L
 
"�I ��� �ME � E<����E 
 � ��� �

λi (α · v) = α · λi (v): ��� � �JE � � 
�G"E<� ��� � ������ e1, e2 �&�JI �9� (a, b) = a · e1 + b · e2 = π1 · e1 + π2 · e2
L  I�� � �

πi = λi
L

� ����G�E.� � � ������
v1, . . . , vn

I��JE.!AE.�2� IJ� 
"E<>��E  � �"�JI � � 
 �&E 
 λ1, . . . , λn : V→ K� E.G"�������� 
 � �
λ1, . . . , λn

����� � ������ 	 � 

V∗ � ⇒ � ��� KV∗ = � �J� KV

�

� E � E.�J�9� ' � �,E<� � E 
 �
λ1, . . . , λn

����� E<� 
 I�� 
�E<>� � 
� �"G"H 
 �&���&E<� � � �,E<� �&E 
 � E 
"� � ����E<� L � ��G"E.�"2��9�
� � �

λ =

n∑

i=1

αi · λi

� �J� � n∑

i=1

αi · λi = 0
� � ��IJI� � � ��I � � 
�� � ⇒ �IJI�E

αi = 0

� � 
"� � E � � � E 
���K2G�1!J��E 
 � E.�  � � ��I � � 
�� λi
�

λi (vi) = 1 # � E 
 
 vi = 0 · v1 + . . .+ 0 · vi−1 + 1 · vi + 0 · vi+1 + . . .+ 0 · vn

λi (vj) = 0 # � E 
 
 vj = 0 · v1 + . . .+ 0 · vj−1 + 1 · vj + 0 · vj+1 + . . .+ 0 · vn
! ���

j 6= i

� � � � � I��J��K2G"E �	�1��>��� � 
1�
λi (vj) = δij

L � ��� �I�� ����� 
"E<K��&E.��� � � � �&I �ME �,E<��K2G 
�E.�9�

δij =

{
1 i = j
0 i 6= j

��E��&E �ME 
1�
λ : V →W

L�� � �&�JI �;�
λ

(
n∑

i=1

xi · vi

)
=

n∑

i=1

xi · λ (vi)

λ (vi) ∈ K
� E<� G" 
 � E<I � ����K2G �"� E<� 
�E 
 ����1I�>� �2L � � �&�JI �9�

xi = λi (v)
L ��E.� �:E 
 �F��� E<� 
 # � �

E.��G��I���E 
 �F� � �

λ (v) =

n∑

i=1

λi (v) · λ (vi) =

n∑

i=1

λ (vi)︸ ︷︷ ︸
= αi ∈ K

· λi (v) =

(
n∑

i=1

λ (vi) · λi

)
(v)

�IJ� � �
λ =

n∑

i=1

λ (vi) · λi ⇒ λ1, . . . , λn
�J�(� � � �:E<��� E 
 � E 
�� � �(��E<� L

� E.G"�������� 
 � �
λ1, . . . , λn

��� 
 � I�� 
�E<>� � 
" �"G"H 
 �&����L
� E � E.�J�9� ��E.� n∑

i=1

αi · λi = 0
L ��E.� �,E 
 �F� � 
�� 


vi0

E.� 
 # � � E.��G"�I ��E 
 �F���%�

0 = 0 (vi0) =
n∑

i=1

αi · λi (vi0)︸ ︷︷ ︸
(∗)

= αi0

 
"� E.�2� � 
 � � � E<�
(∗) G� 
 � E<I � E.�F����K2G �"� E<� 
 ����� 
"E<K��&E.��� � � � � I L

<�! ce¡ �It��g�;sg��u����
w$� ��	�	Ib c �����¤�I}~� 	I�D_ }���	�����}���	��i�$_ t����ikl��h��I	I}®t�����_ �;�G� �I���I��b;	



`a� b��
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�M1��� � �"� 
 �&� �"IJ>�(� � ��I��9� � ��� (
�	�&�

K (V,W)) = � ��� (V) · � ��� (W)
� � 
 �

�	� �
K (Kn,Km) = Mm,n (K) = {(αij) , αij ∈ K} =



α11 . . . α1nLLL L L L LLL
αm1 . . . αmn




� ���ME<�
i = 1, . . . ,m

� 
 � j = 1, . . . , n
L

� � 
 �&�JI �9�
fA ←� A

fA (x1, . . . , xn) = (y1, . . . , yn)
� ���ME<�

yi =

n∑

j=1

αij · xj

� ��E��� 
 
 �  
 ����K2G � ��E<� � E:�2� E 
 �

← i− teZeile →


 ·




x1LLL
xjLLL
xn


→ yi

�IJ� ��� �I ��E 
�����"� ��"K2G �IJ����� �I ��E 
�	&E.��� �&� � E<��K2G��2�JE �ME 
 �


y1LLL
yn


 = x1 · v1 + . . .+ xn · vn

� ���ME<�
vi � E.� i � ��E ��� �I���E 
�	&E.��� �&� 	 � 
 A �����,L� E � E.�J�9�

n∑

i=1

xi · vi

︸ ︷︷ ︸
nicht gut!

=

n∑

j=1

xj · vj

︸ ︷︷ ︸
besser!

�  E<� ���JK2G ��� � E 
 j � ��E 
 � � �I ��E 
"� 
 � E�� G� 
 � E.I��,L � � 
 �&�JI �9�

n∑

j=1

xj · vj =
n∑

j=1

xj ·




α1jLLL
αijLLL
αmj

7


 =

n∑

j=1


← αij · xj →


 =




n∑

j=1

αij · xj




 
"� E.�2� � 
 � � � � G� 
 � E.I��FE.� ����K2G �"� .�E � E.�JI�� � ��E i � ��E � �"�I���E L
� �K2G �IJI � E<� E<� 
"E 
 � �ME.�2IJE��&� 
�� E 
 ����� �	� �

K (Kn,Km)
E<� 


K �
� E:��� �1�2����"� L � E�� E 
 � E.�( � E 
*���+$ �,�JE.�2� 
 � � � � Mm,n (K)

� � �"� E.� ��"!
Mm,n (K)

E<� 
"E
K �

� E:��� �1�2����"� ���(�����������<L
� ��E ����E<G*� � �JE.��E ( � E 
*���+$ �,�JE:��� 
�� 1��� �
 � � � ��� � 
 � 
 � �(��1I�>��E � �"I ��� � I�����>��� � 
1�

A+B
� ��� � � E%$ 
��JE:�2� � ����K2G fA+B := fA + fB

α · A �F��� � � E%$ 
"��E.�2� � ����K�G fα·A = α · fA
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�� �,�1�
f  A =

�ME<��K�G���E<� �ME 
 � E � ��(��� � L � � 
 �&�JI �9�

A =




↑
f (ej)
↓︸︷︷︸




j − teSpalte

!A�I�IJ�
f = fA

L ��>������;�
j �
��E ��� �I ��E 	 � 


A + B
�

(fA+B) (ej) = fA (ej) + fB (ej) �
�(�"����K2G � �JE

j �
��E ��� �I���E 	 � 


A
� I��"� � �JE j � ��E ��� �I ��E 	 � 
 B L

 � � � ��� � 
���! �1��� E<I��
(αij) + (βij) = (αij + βij)

� ���ME<�
i = 1, . . . ,m

� 
 � j = 1, . . . , n
L

� ��E.� 
�� 
 E<� 
 � E<�J�(� ��E<IM� 

Z/7Z

�
(

1 6
7 8

)
+

(
5 1
0 −2

)
=

(
−1 0
0 −1

)

����E �����I�>��E � ��I���� � I�����>��� � 
 �����  
�1I ��� �:� �ME<G" 
 � E<I 
1�
λ · (αij) = (λ · αij)

� ���ME<�
i = 1, . . . ,m

� 
 � j = 1, . . . , n
L

� ��E.� 
�� 
 E<� 
 � E<�J�(� ��E<IM!����
R
�

10 ·
(

1 6 4
0 8 0

)
=

(
10 60 40
0 80 0

)

7�L & L &�� � E%$ 
������ � 

(III.1.c)

� � E.� 

(f)

� 
 � � ��I � (f)

f : V→W
��E<�

K �
I�� 
"E<>� # �  
 
 � E%$ 
��JE.�2E 
 �F� �

� E.��

(f) := {v ∈ V| : f (v) = 0} , � ��I � (f) := {w ∈W| ∃v ∈ V : f (v) = w}

7�L & L &6& � �� �
(III.1.5)

� � E.��

(f)

� 
 � � �JI � (f)
��� 
 � � 
*��E.� 	 E.��� �&����H��"� E

� E.��

(f)

� 
 � � ��I � (f)
��� 
 � ��
*��E.��	&E.��� �1�2��H��"� E 	 � 
 V

�ME �,��E<G�� 
�� � � E<����E
W
L

��� �,� �:E<� � E 
 # �  2 U
E<� 
 ��
*��E.��	&E.��� �&�2������ �J�(� � � 2 � E.I���E 
1�

� � �
K ·U ⊆U

� �J� �
U + U ⊆ U

<�! ce¡ �It��g�;sg��u����
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� E � E.�J�9�
' �

(i)
� � ��E.���F!�����E<� 
"E I�� 
"E<>��E  � �"�JI � � 
 � � f (0) = 0⇒ {0} ∈ � E.��
 (f)

��E.�JE 

u, v ∈ � E.��
 (f) # �  
 
 � ��I��9�

f (u+ v) = f (u) + f (v) = 0 + 0 = 0

��E.�
α ∈ K # v ∈ � E.��
 (f) # �  
 
 �&�JI �;�

f (α · v) = α · f (v) = α · 0 = 0

' �
(ii)

�
0 ∈ � �JI � (f) # �  f (0) = 0

��� �I�I��&E<� E<� 
�E 
 !�����I�� 
�E<>��E  � � ��I � � 
 � E 
5L
��E.�JE 


w,w′ ∈ � �JI � (f)
L �� 
 
 � ��I��9�

w = f (v) , w′ = f (v′)⇒ w + w′ = f (v) + f (v′) = f (v + v′) ∈ � ��I � (f)

��E.�
α ∈ K

� 
 � w ∈ � �JI � (f)
L �  
 
 � ��I��9�

w = f (v)⇒ α · w = α · f (v) = f (α · v) ∈ � �JI � (f)

7�L & L & ) � E:�2� 
 ���"!A� 
�� I�� 
"E<>��E.�� � �"�JI � � 
 � E 

��E.�JE 


V,W,Q K �
� E:��� �1�2��H��"� E # � ���ME<� h, g K �

IJ� 
"E<>��E 
  � � ��I � � 
�� E 
 ��� 
 � �

V
GF ED

f ◦g

��

f
// W g

// O

�Rs�s��i���;t���u������lkPp c rS���I�N�N��b;��t���u��h��
f
t����

g

' ��� � ��� 
 
�E.��� 
�� �
(g ◦ f) (v) = g (f (v))

7�L & L & 7 � H�� �,K2G"E 

(III.1.6)

� ��� 
 � g, f K �
I�� 
�E<>� # � � ����� 1��K2G g ◦ f K �

I�� 
�E<>�<L
� E � E.�J�9�

(g ◦ f) (α · u+ β · v)
�������

= g (f (α · u+ β · v))
f ��� � �����

= g · (α · f (u) + β · f (v))

g ��� � �����
= α · g (f (u)) + β · g (f (v))

�������

= α · ((g ◦ f) (u)) + β · ((g ◦ f) (v))

³D��	I��	I�)´R�g�;����t���u c p��N_�µ�t����¶p ����! <�! ce¡ ��t����;sn��u��I�iw$�
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	��a�����lk�!�p ³D���������I�a�R��u���s����®�QkerSh����i����t���u

7�L & L & � � >���2� �,E 
"� �"I ��� � I�� ������ � 

� � � G">�(��E 
 �

Mm,n (K)→ �	�&�
K (Kn,Km)

� ���ME<�
A 7→ fA

� ���

fA (x1, . . . , xn) =




n∑

j=1

a1j · xj , . . . ,

n∑

j=1

amj · xj




: ���
A
� ��I � � 
 � ��E<��E.� :��I�I��

A =




a11 . . . a1nLLL L L L
LLL

am1 . . . amn




��K�G � 
��&E �,E<���1�;�$� �JE  � �"�JI � � 
 � �J�(� �"� .�E:����� 	 # � E 
 
 �,� .�E � E<� F ∈ �	� � K (Kn,Km)
E � ��������E.�2�

� E 
"�� E<� 
"E � >����� �
A
� � �

F = fA
� ����E<G�E

(III.1.3)
�

� � 
 �&�JI � !���� � ��E � ��(��� �:E 
" � � ����� � 
1� A+B
����� � E%$ 
"��E.�2� � ���2K2G1�

fA+B := fA + fB

� ��E<� E 
*���(�"����K2G*� � E:��� � � � � 
�E 
*��E 
�� E<�J��E� � � � ��� � 
ML
 
"�I ��� ����� � �JE �(��1I�>��E � �"I ��� � I�����>��� � 
 E.� 
�E.� � ��(��� � � E%$ 
��JE:�2�;�

fλ·A = λ · fA

7�L & L & � � E%$ 
������ � 

(III.1.d)

� � ��(��� �:E 
��"� � � �����
��E.�JE 


A ∈Mm,r (K) # B ∈Mr,n (K)
L �� 
 
 G"E<�+2�� � �JE � ����K2G

fA·B = fA ◦ fB

E<� 
 � E<������� !AE<�(� �&E<IJE �&��E � ��(��� � A ·B � >����� �,E 
������ � ����� 	 � 
 A � 
 � B
�

Mm,r (K)×Mr,n (K) → Mm,n (K)

(A,B) 7→ A · B
��E.�

A = (αij)
� ���

i = 1, . . . ,m
� 
 � j = 1, . . . , r

� 
 � B = (βij)
� � �

i = 1, . . . , r
� 
 �

j = 1, . . . , n
L �  
 
 � ��I��9�

C = A · B = (γij) i = 1, . . . ,m
j = 1, . . . , n

� H�G"I�E
j ∈ {1, . . . , n} !AE<�(� # ej = (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0)

� ���ME<� � ��E 1
 
 � E.� j � ��E 
 � ��E<I�IJE �(��E<G*�,L

� � 
 �&�JI �9�

(γ1j , . . . , γmj) = fA·B (ej) = fA ◦ fB (ej) = fA (β1j , . . . , βrj) =

(
r∑

k=1

α1k · βkj , . . . ,

r∑

k=1

αmk · βkj

)

����FG�E<�"2��9�
γij =

r∑

k=1

αik · βkj

<�! ce¡ �It��g�;sg��u����
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� ��E.� 
�� 
 E<� 
 ��E<K2G�E 
"��K2G"E<�  !���� � ��E � >����� �,E 
"� �"I ��� � I�����>��� � 
1�

___

___
___

___

αn1

αi1

α11 β1j

βrjβr1

β11

βrn· · ·

· · ·

· · ·

· · ·

· =

___

γm1

γ11

γij

γnm

γ1nβ1n· · ·

· · ·αnr

αir

α1r · · ·

· · ·

___ _________

�Ms�s�������t���u��I���lk�{ c ��������������������}��>�����R�;��� v � 	I���i������}>t��
	��ib��i������	I��h��
� �1����"����E.� �:� 
 � !���� E<� 
"E � ��(��� �:E 
"� ��I���� � I�����>��� � 


A · B �J�(� # �  2 � ��E ��� �I ��E 
 �:�G�I�	 � 
 A
� E:� ' E<��IJE 
 �:�G�I�	 � 
 B E 
*����������K2G*�:L
� ��E.� � � E<��� E<�����"�JE<I�E�! ��� � ��E � >�(��� �:E 
�� ��I������"IJ� ��>��� � 
 �
 �

A · B =

(
1 2 3
1 1 1

)
·
(

1 0
1 1

) ����� 
"��K2G*� � E;$ 
"��E.�2� # �  2 � �JE � �"1I ��E 
" 
 �,�G"I 	 � 
 A
�
3
�

� 
�� I�E<��K2G � E:� ' E<��IJE 
 �:�G�I�	 � 
 B �
2
� �����,L

� �
B ·A =

(
1 0
1 1

)
·
(

1 2 3
1 1 1

)
=

(
1 2 3
2 3 4

)

7�L & L & � � �� �
(III.1.7)

� � E<K�G"E 
���E�� E.I 
 ! ����� ��(��� �:E 

��E.�

K
E<� 
 ���&�2�ME.� # m,n, r, s ∈ N # λ ∈ R # A,A′ ∈ Mr,n (K) # B,B′ ∈ Mn,m (K)

� 
 � C ∈
Mr,m (K)

L � � � ��I��9�
� � �

Mm,n (K)
�J�(�

K �
� E:��� �1�2����"� � E.��� �J� E 
���� � 
 m · n L

� �J� �
(A ·B) · C = A · (B · C)

� � � 
�E ���� 	 � 
 /  ��� ���:��>��� 	 ����H>� 0 �
� ���J� �

A · (B +B′) = A · B + A · B′ �ME �,��E<G�� 
�� � � E<����E (A+A′) · B = A · B + A′ · B � � � 
"E�����
	 � 
 /��������(��� �"�����
	 � ��H�� 0 �

� �
	 �
(λ ·A) · B = λ · (A ·B) = A · (λ · B)

� E � E.�J��E6�
' �

(i)
� ����E  � � � � E ���5E:�2���2 �&E 
 ����K2G 	 � 
 �	�&�

K (Kn,Km)
��"�

Mm,n (K)
	 E:��� ��� E

fA 7→ A
L

� � � ��I��9�
0 =




0 · · · 0LLL L L L LLL
0 · · · 0


 , − (αij) = (−αij)

��E:� � E � E<��� E.��! �&I��1� � 
 ��"! �& �ME & ��"! � �"� 
�� � �"IJ>�(� &6& L
' �

(ii)
� � � �&�JI �9�

f(A·B)·C

�������

= fA·B ◦fC

�������

= (fA ◦ fB)◦fC

� ��� �

= fA◦(fB ◦ fC)

�������

= fA◦(fB·C)

� �����

= fA·(B·C)

�� � ��E�:�� 
������ � 
"E 
 H � ���
	��I�E 
*�F��� 
 � � ��I�� 1��K2G !���� � ��E � >����� �,E 
"� �"I ��� � I�����>��� � 

(A ·B) · C = A · (B · C)' �

(iii)
� � � � ��I �;�

fA·(B+B′)

� � ���

= fA ◦ fB+B′

� �����

= fA ◦ (fB + fB′)

f ��� � �����
= fA ◦ fB + fA ◦ fB′

�������

= fA·B + fA·B′

� �����

= fA·B+A·B′

³D��	I��	I�)´R�g�;����t���u c p��N_�µ�t����¶p ����! <�! ce¡ ��t����;sn��u��I�iw$�



�N���
	��a�����lk�!�� ³D���������I�a�R��u���s����®�QkerSh����i����t���u

�� � ��E�:�� 
������ � 
"E 
 H � ���
	��I�E 
*�F��� 
 � � ��I�� 1��K2G !���� � ��E � >����� �,E 
"� �"I ��� � I�����>��� � 

A · (B +B′) = A ·B +A ·B′

��E:� ��� E<� ��E�� E.�JI � E<� � E � E<����E<� E.��! �&I��1�  
"�I ����L' �
(iv)

� � � � ��I��

f(λ·A)·B

�������

= fλ·A ◦ fB

f ��� � ��� �
= (λ · fA) ◦ fB

����� �

= λ · (fA ◦ fB)

�������

= λ · fA·B

f ��� � ��� �
= fλ·(A·B)

�ME �,�JE<G�� 
 �&� � E<����E6�

f(λ·A)·B

�������

= fλ·A ◦ fB

f � � � �����
= (λ · fA) ◦ fB

� ��� �

= λ · (fA ◦ fB)
� ��� �

= fA ◦ (λ · fB)

� � ���

= fA ◦ fλ·B

�������

= fA·(λ·B)

� E.� E:�2� � 
�� �
(i)− (iv)

��� 
 � ��"K2G � ���2E.��� � � � � E:� : �1��� E<I 
�1K�G�� E.�J� � >� # � �JE.� �����  �ME.� ��E<G����"! � E 
 � � ��L,F!7� �ME.�(���K2G*��E 
 �F� � ��"K2G ! � I � E 
 � E 
 � �ME �,��1I�!A�I�I�� Mn (K) = Mn,n (K)
� � �� � ��>������K�G"E �  ��(��� �,E � ����� � � 
 � �5E � ��� I��JK2G

+, · � ��� /�� � 
�� 0 En
�

En =




1 . . . 0LLL L L L LLL
0 . . . 1




����� 
�E<���(���I �ME � � �&IJ��K2G � E.��� >�(��� �:E 
�� ��I������"IJ� ��>��� � 
�� ����E<� ����� E.� 
�!A�K2G 
"�K2G �,���2E<K2G 
�E 
 �2L: ���
n ≥ 2

����� � ��E � >�(��� �:E 
�� ��I������"IJ� ��>��� � 
 
"��K2G*� � � � � ����>���
	 � 
 � �ME<��� ���@� � ��IJI ��E.�JI�E.�<L
� ��E.� E<� 
 � E<�����"�JE.I

(
0 1
0 0

)
·
(

0 0
0 1

)
=

(
0 1
0 0

)

(
0 0
0 1

)
·
(

0 1
0 0

)
=

(
0 0
0 0

)

�M� 
�E<>��E����� ��I � � 
 �&E 
 � � 
 
"E 
 �I�� � ��(��� �:E 
"� ��I���� � I�����>��� � 
 �&E � E<����E:� � E.� � E 
1�

A = (αij)︸ ︷︷ ︸
∈Mm,n (K)

↔ fA (x1, . . . , xn) =




n∑

j=1

α1jxj , . . . ,

n∑

j=1

αijxj , . . . ,

n∑

j=1

αmjxj




︸ ︷︷ ︸
=: (y1, . . . , ym)

�� 
 
 � ��I�� � ��F! � I � E 
 � E	�ME<� � ��

A ·




x1LLL
xn


 =




y1LLL
ym




� ���ME<�
(x1, . . . , xn)

�ME �,��E<G�� 
�� � � E<����E
(y1, . . . , ym)

� 
 : �1��� E<� 
"E.�
(n× 1)

�ME �,�JE<G�� 
 �&� � E<����E
(m× 1)�

� >�(��� � �ME<G" 
 � E<I � �F� � � L
���G�E.� � ,F!7� ��� �I���E 
�	&E.��� �&��E 
  
"�(��>�(� 	 � 


n �
� ���ME<I L

<�! ce¡ �It��g�;sg��u����
w$� ��	�	Ib c �����¤�I}~� 	I�D_ }���	�����}���	��i�$_ t����ikl��h��I	I}®t�����_ �;�G� �I���I��b;	



`a� b��
	��������I� c ³D������� ����� �Rs�s������;t���u���� t���� v � 	I���i����� �;���i	I�a���I�lk�!G�

� ��� 354/687�9;:+<
(III.2)

? @o7�HJ:+KWL�7�O�KML�Z�OeC�HJ:+<>VMK F ��O�HJO�HJOeC�6W]M7�:+L�4/9 �
7�L*) L & ��E%$ 
"� ��� � 


(III.2.a)
� � � 
 � � # � � � � # ((� � � # � 
 � � � � 
 � ���� � � �&��� G"����� �"�

��E.�JE 

V,W K �

� E.��� �&�2��H���� E � 
 � ��E<� f : V →W
I�� 
"E<>�<L	� � 
 � E;$ 
"��E.��E 
 �F� � �

f
� � 
 �&� �1�2� G��J��� ��� � � � 
 � � �&��� G �

:⇔ f
� 
%.�E.�����
	

f
� � ��� �&�2�"G"����� �"� � E.� ��� �&�2�"G �

:⇔ f
����� .�E.�����
	

f
((� � � �&��� G"����� �"� � �J� � � �&�2�"G �

:⇔ f
�"� .�E:����� 	

f
� 
 � � � �&��� G"����� �"� � E 
 � � � �&�2�"G � :⇔ V = W

f
 ��� �&� �1�2� G��J��� ��� � ���� � � �&��� G �

:⇔ f
��� � � �1�2� G � 
 � E 
 � � � �&�2�"G

7�L*) L*) ��>���
(III.2.1)

��E.�
f : V→W

� 
 � K �
I�� 
�E<>�<L

�� 
 
 � ��I��9�
f
����� ((� � � �&��� G"����� �"� ⇒ f−1 ����� ((� � � �&��� G"����� �"�,L

� E � E.�J�9��� � �J�(� � I��� # �  2 f−1 E � �J�(����E.�2� # �  f �"� .�E.����� 	 �J�(�:L
� � 
 ����� 
 � K2G �,� �:E.���&E 
1�

f−1 ����� K �
I�� 
�E<>�<L

��E.�JE 

v1, v2 ∈ V, λ1, λ2 ∈ K

L �  
 
 �����

f
(
f−1 (λ1 · v1 + λ2 · v2)

)
= λ1 · v1 + λ2 · v2 = λ1 · f

(
f−1 (v1)

)
+ λ2 · f

(
f−1 (v2)

)

��� � �����
= f

(
λ1 · f−1 (v1)

)
+ f

(
λ2 · f−1 (v2)

)

� � ! � I �&� # �  f � 
 .�E:����� 	 �����9� ⇒ f−1 (λ1 · v1 + λ2 · v2) = λ1 · f−1 (v1) + λ2 · f−1 (v2)� E:�� 
 
*�;��� E.� 
 	 � 

f < V # � ��I � 	 � 


f < V
L
f
�J�(��� 
%.�E.�����
	 ⇔ � E:��


f = {0} �  ��! �  �ME��"! � I�>��� &6& �2L

7�L*) L87 ��>���
(III.2.2)

��E.�JE 

V,W K �

� E:��� �1�2����"� # K
E<� 
 ���&���5E:�<L

V
G" �ME � ��E � ����J� (v1, . . . , vn)

L ��E<�
(w1, . . . , wn)E<� 
"E � E �&� � 
"E.��E :��� �JI���E ��"� W

L �� 
 
 � � �"� E<� � E 
�1� E.� 
�E�I�� 
"E<>��E  � � ��I � � 
�� F : V →W� ���
F (vi) = wi

!����
i = 1, . . . , n

L � E<� ��E.��G"� 
 �&�JI �;�
� � �

F (V) = 〈w1, . . . , wn〉
� �J� �

F
� 
%.�E.�����
	 ⇔ w1, . . . , wn

��� 
 � I�� 
�E<>� � 
" �"G"H 
 �&���

� E � E.�J�9�
� � 
 � E<����� �&�&E<��� � ��E<��E 
 F, F̃ : V →W K �

IJ� 
"E.�� � � �
F (vi) = wi = F̃ (vi)

! ���
i = 1, . . . , n

L
��E.�

v ∈ V
�ME<I��JE � � � # �  
 
 �&� ��� E<� λ1, . . . , λn ∈ K

� � �
v = λ1 · v1 + . . .+ λn · vn

L � � ! � I �&�9�

F (v) = F

(
n∑

i=1

λi · vi

)
=

n∑

i=1

λi · F (vi) =

n∑

i=1

λi · F̃ (vi) = F̃

(
n∑

i=1

λi · vi

)
= F̃ (v)

�IJ� � �
F = F̃

L
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� � ������E 
 � � � E<�
v ∈ V

�5E.IJ��E � � � # �  
 
 E � �������JE.�2E 
 E<� 
 � E<����� � �ME<�����J� � ��E λ1, . . . , λn ∈ K
� � �

v =

n∑

i=1

λi · vi

��E:���,E
F (v) :=

n∑

i=1

λi · wi
L
F
�J�(� I�� 
�E<>� � 
�1K�G���E<K�G 
"E 
 �2L � � �����

vj =

n∑

i=1

δij · vi

�
δij
����� � �� ����� 
�E<K��&E.��� � � � � I ��L � �F! �&I��1�;� F (vj) =

n∑

i=1

δij · wi := wj
!����

j = 1, . . . , n
L

��"� � E:� � E%$ 
������ � 
 	 � 
 F �J� � � ������E 
 � �ME � E<��� ���JE<G*� �  
 �
F (v) = 〈w1, . . . , wn〉

L
: � I � E.��� 
 � � {f : Kn → V : f ist Isomorph} ' {geordneteBasenvonV}�� �ME<� �5E �:E<��K2G 
"E.��/ '0 # �  2 � ��E  � � ��I � � 
�� E<� 
"E	� � .�E:����� � 
 �����,L�� � � ��I �;�

f
Ψ
7→ (f (e1) , . . . , f (en))

ϕA

Θ
←�

A = (v1, . . . , vn)

� ���ME<�
ϕA � E%$ 
"��E.�2� �J�(� � ����K2G ϕA (ei) := vi

L
� ��E.� 
�� 
 E<� 
 �&!7�F 
 �&E �  
 � ��E.� �5����K�� ��� � � .�E.����� 	 � ��H>� �,� �:E.���&E 
1�

f ◦ g =
� � ⇒ f

����� .�E:����� 	 � 
 � g
� 
 .�E.����� 	

g ◦ f =
� � ⇒ g

� 
%.�E.�����
	 � 
 � f
����� .�E.�����
	

� E � E.�J�9� ��E.�
A = (v1, . . . , vn)

E<� 
"E	� 1���J� 	 � 

V
L � � 
 �&�JI �9�

Ψ ◦Θ (A) = Ψ (ϕA) = (ϕA (e1) , . . . , ϕA (en))

� �����

= (v1, . . . , vn) = A⇒ Ψ ◦Θ = id

 
 � E:��E.����E<�����;� ��E<� f : Kn → V
( � �&� �1�2� G��J��� ���:L � � 
 �&�JI �9�

[Θ ◦ ψ (f)] (ei) = ϕΨ(f) (ei)

�������

= (Ψ (f))i = f (ei)

!����
i = 1, . . . , n

L � �K2G ��>� �
(III.2.2)

! � I �&�9�
Θ ◦Ψ (f) = f ⇒ Θ ◦Ψ = id

L  I�� � G� 
 � E.I��E<� ���JK�G �5E.�
Θ
� 
 � Ψ

�"� ((� � � �&�2G"����� E 
5L
7�L*) L�� ��>���

(III.2.3)
� � �J� E 
���� � 
"! �&��� E<I ��� ����������� � �

����� E 
"��� � 
"��! �&��� E<I�!���� I�� 
�E<>��E  I � E �"����
� �J� (V) = � ��� (

� E.��

(f)) + � �J� (

� �JI � (f))

' ��� � ��� 
 
�E.��� 
�� �
� E:��


(f) = {v ∈ V : f (v) = 0}
� �JI � (f) = {w ∈ V : ∃v ∈ V : w = f (v)}

� �1� �ME<� E.�2� � 
�� �
f : V 'W

� ( � � � �1�2� G��J��� �"� � ⇒ � �J� (V) = � ��� (W)
L

� E � E.�J�9� ��E.�JE 

v1, . . . , vn

E<� 
"E	� ����J� 	 � 

V ⇒ f (v1) , . . . , f (vn)

� ��I � E 
 E.� 
�E	� ������ 	 � 
 W
L
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`a� b��
	��������I� c ³D������� ����� �Rs�s������;t���u���� t���� v � 	I���i����� �;���i	I�a���I�lk�!��

� E � E.�J� 	 � 
 � ����"����>���
(III.2.3)

�
: ���

f
�&�JI �;� � E.��


(f) < V # � H�G"I�E E.� 
 � � � �"IJE<� E 
*�
U

�,� � E:��

(f)
L �� 
 
1�

V =
� E.��


(f)⊕U

f
→ W

u1︸︷︷︸� E.��

(f)

+ u2︸︷︷︸
U

7→ f (u1 + u2) = f (u1)︸ ︷︷ ︸
= 0

+ f (u2) = f (u2)

 
"� E.�2� � 
 � ��/ ⊕0 �J�(� � ��E � � ��E.����E � �"� � E6� U1⊕U2 = V ⇔ U1+U2 = V
� 
 � U1∩U2 = {0} L

���G�E.� �
f (V) = f (U) # 
�� 
 �ME.���21K�G*��E 
�F� �

f |
U

: U→ f (U) = f (V)
L

� E.G"�������� 
 � �
f |

U
→ f (V)

�����FE.� 
 ( � � � �&�2�"G"����� �"�:L
��� E<� 
"E 
 ((� � � �&��� G"����� �"� �,� �:E<� � E 
 � ������E 
 �F� � 
"�K2G�� E<����E 
 �

f |
U

����� IJ� 
"E.�� � � IJ>� # �  f IJ� 
"E<>� �
f |

U

����� ����� .�E.�����
	 � � E � E<��� ����E<G�E	���ME 
 �
f |

U

����� � 
%.�E.�����
	
 
"� E.�2� � 
 � �

g
IJ� 
"E<>� # � 
%.�E.�����
	 ⇔ � E.��


(g) = {0}
� � ����� � E.��


(f |
U

) = {u ∈ U : f (u) = 0} = U ∩ � E.� 
 (f) = {0} # � E<��I U
� � � �"IJE<� E 
*� 	 � 


� E.��

(f)

IJ���� � �&�21������E.���,� 
���L

��>�������! � I �&�9� � ��� (V) = � ��� (
� E.� 


(f)) + � ��� (U)
(∗)
= � ��� (

� E.��

(f)) + � �J� (

� ��I � (f))' �
(∗) ����E<G"E ���&� �ME<� E.�2� � 
 ��L' ��� � ��� 
 
�E.��� 
�� � � �

(f)︸ ︷︷ ︸
Rang

= � �J� (f (V)) = � �J� (
� ��I � (f))

����E ����� E 
"��� � 
"��! �&��� E<I"!���� � ��E<��E 
 :�1I�I I������E.�9�
� �

(f) = � �J� (V)− � ��� (
� E:��


(f))

7�L*) L�� ��>���
(III.2.4)

�
��E.� 
�E 


V,W K �
� E.��� �&�2�2H1��� E � 
 � � �J� (V) = � �J� (W) # f : V → W

��E<� E<� 
�E 
 I�� 
�E<>��E
 � � ��I � � 
���L �� 
 
 ��� 
 � H � ���
	��I�E 
*�9�
� � �

f
�J�(� ��� � � �1�2� G

� �J� �
f
� 
%.�E.�����
	

� ���J� �
f
����� .�E.�����
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� E � E.�J��E6�
(i)⇒ (ii)

� � I��� � ����E<G"E � E%$ 
������ � 
 ( � �&� �&�2�"G"����� ��� �
(ii)⇒ (iii)

�
f
� 
%.�E.�����
	 ⇒ � E.��


(f) = {0} L

� �K2G � >���
(III.2.3)

! � I �&�9� � ��� (f (V)) = � ��� (V)
(∗)
= � ��� (W)

 
"� E.�2� � 
 � �
(∗) 
"�K2G� �1����"����E.� �:� 
 ��L �IJ� � �

f (V) < W # � ��� (f (V)) = � ��� (W) ⇒ f (V) = W
� � E.� IJE.� �@��E

��K�G"I�� 2 � E<G*� �,��� �"K�� 1��! � �JE	� �������E.� �&H 
 �,� 
 � �
(iii)⇒ (i)

� � 1K�G�� �&���������E:���,� 
�� �
f (V) = W

L

� �K2G � E.��� �J� E 
���� � 
"��! �&�2� E.I��5� � (f) = � ��� (
� ��I � (f)) = � ��� (W)

(∗)
= � ��� (V)

 
"� E.�2� � 
 � �
(∗) 
�1K�G � �&���������E:���,� 
���L ⇒ � ��� (

� E.��

(f)) = 0 ⇒ � E.��


(f) = {0} ⇒ f
�J�(�

� 
 .�E.����� 	 ⇒ f
����� � � .�E.�����
	 L

��E:� ��K2G�IJ� 2
f
�J�(��� 
 .�E:����� 	 ⇒ f

������� � .�E.�����
	 �������J� �IJI � E.� E.� 
�E 
 !A�IJ��K2G5L ��E:� � K2G"I�� 2 �����
�IJI�E.� � � 
�� � � 
 ��� E<� :�H�I�IJE 
 ���JK�G*��� � �
� � �

f
IJ� 
"E<>� # f : V→W

� ���ME<�
V,W K �

� E.��� �&�2��H���� E ��� 
 � � 
 � � ��� (V) = � ��� (W)
� �J� � � E<��E 


V,W
E 
 � IJ��K2G�E � E 
�� E 
 � f : V →W

� 
 � |V| = |W| � � >� � � 
"�I�����H>� � E.� � E 
�� E 
����� � I�E<��K2G �

7�L*) L	� ��>���
(III.2.5)

: ����E 
 � I��JK�G � ��� E 
"��� � 
��JE:�2��E � E.��� �&����H��"� E V,W
��� 
 � ! �&I��&E 
 � E  ������ �&E 
 H � �"� 	��IJE 
*�;�

� � �
V 'W

�
V
� 
 � W

��� 
 � ��� � � �1�2� G��
� �J� � � �J� (V) = � �J� (W)

� E � E.�J��E6�
(i)⇒ (ii)

� ����E<G�E � �&� �ME<� E.��� � 
 �
(ii) ⇒ (i)

� � E<�JE 

v1, . . . , vn

E<� 
�E � ������ 	 � 

V
� 
 � w1, . . . , wn

E<� 
"E � ����J� 	 � 

W
L � �K2G

��>� �
(III.2.1)

E � �������JE:�2� E<� 
"E I�� 
"E<>��E  � �"�JI � � 
 � f : V→W
� � �

f (vi) = wi
L

' ��� � ��� 
 
�E.��� 
�� �
f (
∑
λi · vi) =

∑
λi · f (vi) =

∑
λi · wi

L

f : V→W
������I�� 
�E<>� # f (V) = (f (v1) , . . . , f (vn)) = (w1, . . . , wn) = W

L� I�� � �
f
�J�(������� .�E.����� 	 L

� �K2G ��>� �
(III.2.4)

! � I �&�9�
f
����� �J� � � �&��� G5L

7�L*) L � � IJ������"$���>��� � 
 � 
 � E.��� ���G"E.� >�����

' ����� �(������������� E<G �&�2� �J� � E.� E.� 
 ( � � � �&�2�"G"����� �"� � ���(������������	&E.�2�(��H � I���K2G"E ���� ��I � � 
 � �� I�1�����+$"��>��� � 
1�
� � � �M������E 	 � 
 � �>��� E<�J��E 
"��K2G*� �J� � � �&��� G"E 
 ����������������E 
 � �:��� � E<�J�(� ��E<I � �������ME 


� � E.� K �
� E.��� �&����H��"� E �

� �J� ��� E � E<��� # �  2 .�E � E ��������������� � � 
*��E.� � E.�(���K2G*��� 
�� � �,�"� � E<�����"�JE<I � �����"�ME 
 � � E:�
K �

� E.��� �&�2��H���� E � ��� �&� �1�2� G �:� E.� 
�E.� � �(����������� ��"! � E.� �M�J�(��E �����,L
� E.�J�(� ��E<I�� � �(������������E 
 ��� 
 � K �

� E.��� �&�2��H���� E # � ���ME<� K
!AE.��� �����,L�( � �&� �&�2�"G"����� E 
 ��� 
 �

K �
I�� 
�E<>��E� � .�E:����� � 
�E 
5L ����E��M������E �5E.����E<G*� ��"� {{0} ,K1,K2, . . . ,Kn, . . .

}
n∈N0� E � E.�J�9�

� � � ����� � IJ>�
� �J� � � �J� (V) = n # V ' Kn
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7�L*) L�� :�>��� �&�2��H���� E
��� ���">��� � 
 �

U < V
L � � � � � 
����(���"��E.��E 


V/U
� :����� �&������"� � � �(�"����K2G / V � � � �"I � U

0 � � E.�/
V

��K2G

U
0

 
"�I ��� ��E6�
n · Z ⊆ Z

� �ME � � �&IJ��K2G � E.�  � � ����� � 
 � 
*��E:� �&�����"�ME L � � 
"���(��������� � 
 	 � 

Z/nZ� ���(��E<IJ� � E:�

� � �"� 	�1I�E 
 �,��E.IJ>��� � 

a ≡ b mod n⇔ n |a− b ⇔ a− b ∈ n · Z L

� � � ��I��9�
Z/nZ = {[a] : a ∈ Z} # � ���ME<� [a] + a

�I�� ��� ���
	��I�E 
 �@� IJ�����E 
 �ME �,E<��K2G 
�E.� � E.� � E 
5L� ��E.� !����-:����� �&����H��"� E6�
a ∼

U
b :⇔ a − b ∈ U

� � �JE ��� �"� 	��IJE 
 �@��E<I����� � 
 � ��� � � ����K2G U
� 
 � � �:��E.�2� �

7�L*) L�� ��>���
(III.2.6)

� E.G"�������� 
 � � ∼
U

����� E<� 
�E ��� �"� 	��IJE 
 �@��E<I����� � 

� E � E.�J�9�
� ��E.� �

u ∼
U
v + u ∼ v

� � � � ������E 
 
�� 
 ! � I � E 
 � E � � � E 
"��K�G"�!7��E 
 
"�K2G�� E<����E3�
� � � ��E �"E � �
	 � ��H��

� �J� � � � � � E:������E

� ���J� � �M�� 
"�������
	 � ��H��

' �
(i)
�
u ∼ u # � E 
 
 u − u = 0 ∈ U

�
0
����� E 
*��G�1I ��E 
 � 
 .�E � E<� � 
*��E.������"� � ����E<G"E

� � � E 
"��K�G"�!7��E 
 	 � 
 ��
*��E.�2��H���� E 
 �
' �

(ii)
� ��E<�

u ∼ v L ' � �,E<���&E 
1�
v ∼ u

u ∼ v ⇒ u− v ∈ U⇒ (−1) · u− (−1) · v ∈ U⇒ v − u ∈ U⇒ v ∼ u' �
(iii)

� ��E<�
u ∼ v � 
 � v ∼ w L ' � �,E<� � E 
 �

u ∼ w
u ∼ v # v ∼ w ⇒ u− v, v − w ∈ U⇒ u− w = (u− v) + (v − w) ∈ U⇒ u− w ∈ U

7�L*) L &�� � E%$ 
������ � 

(III.2.b)

�
� � � � E%$ 
"��E.��E 
 � V/U =

� ��� ���
	��I�E 
 �@� I�1����E 	 � 
 ∼
U
�

� E:��E<K2G 
�� 
 � � E.�
��� �"� 	��IJE 
 �@� IJ�����E6�

[v] = {w ∈ V : w − v ∈ U}
= {w ∈ V : ∃u ∈ U : w − v = u}
= {w ∈ V : ∃u ∈ U : w = v + u} =: v + U

� ' ��� � �2� 
 
"E.��� 
 � �
k = k + n · Z �
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7�L*) L &6& � E:��� �1�2����"� ���(����������� 	 � 

V/U

V/U = {v + U : v ∈ V} = {v + u|u ∈ U}
 � � �&� E3�
� � �

v + U = v′ + U ⇔ v − v′ ∈ U

� �J� �
(v + U) + (v′ + U) := (v + v′) + U

� ���J� �
α · (v + U) := α · v + U

� �
	 �
0V/U

:= 0 + U

� 	 � − (v + U) = (−v) + U

 � � � ��� � 
 � ��E.�JE 
 k1, k2

��� �"� 	��IJE 
 �,� I������E 
5L
� H�G"I�E

k1 = [v1]
# k2 = [v2]

� 
 � ��E.� �,E k3 := [v1 + v2]
L

� ���I�>��E � ��I���� � I�����>��� � 
1� ��E<�
α ∈ K

� 
 � k1
��E<� ��� �"� 	��IJE 
 �@� IJ�����E6�

α · k1 = k2
L

� H�G"I�E
k1 = [v1]

� 
 � ��E.� �:E k2 := [α · v1]
L

� ��� �:!A������ 
�� � E.� � E:��� �1�2����"�  � � �&� E6� V/U = {v + U : v ∈ V} L ' � �:E.���&E 
1�
(v + U) + (v′ + U′) = (v + v′) + U

α · (v + U) = α · v + U

� ��� � I�E<�-� � � G"I � E;$ 
"��E.�2��G"E.��� � E.� � E.��� 
 ��� !7� 
 �&E 
 �,E<� � E 
 # �  2 G�E<�"2��9� ��
� � G"H 
�� � �&�&E<���
� E:� ��"� � 1G�I L� ��E.� �IJ� � E<����� ��E<I � ��E  � � ����� � 
 # � ��E �����I���2E�� ��I������"IJ� ��>��� � 
 �����  
�1I ��� �,� �,E<���&E 
1�
��E.�

k1 = [v1] = [v′1]
# k2 = [v2] = [v′2]

L ' � �,E<� � E 
 �
v1 + v2 ∼

U
v′1 + v′2

L
� � � ��I��9�

(v1 + v2)− (v′1 + v′2) = (v1 − v′1) + (v2 − v′2) ∈ U # � E.�JI (vi − v′i) ∈ U

��K2G�� �&�21������E.� �

�,� 
 ��L

7�L*) L & ) � �� �
(III.2.7)

� � �
V/U

�J�(�
K �

� E.��� �1�2����"� # π : V→ V/U, v 7→ v + U
����� � �"�J� �&��� G"����� �"� � ���

� E:��

(π) = U

� �J� � ( �(� � ��� (V) <∞ # � � 1��K2G V/U <∞ � 
 � E<� �&�JI �9� � ��� (V/U) = � ��� (V) − � �J� (U)

� E � E.�J� E:� � 1�F�(� H>��E.�<L
' ��E.���(�FE<� 
"E � E � � E.�(���J��K2G"E � E.�� 
���K2G�1��IJ��K2G�� 
 � � � E<�

V = R2 # U = R · (1, 1)

�
= R2

�

x

y

�Rs�s��i���;t���u������lkl� cSd � ���P	������it���u~�h��
V

t����
U

<�p cSd ��}~�����I�ih�������h���}£����t���� �Rh�}~h�}~h���b�����������	��«��	�	Ib c �����¤�I}~� 	I�D_ }���	�����}���	��i�$_ t����ikl��h��I	I}®t�����_ �;�G� �I���I��b;	



`a� b��
	��������I� c ³D������� ����� �Rs�s������;t���u���� t���� v � 	I���i����� �;���i	I�a���I�lk�p�!

� � 
 �&�JI �9�
V/U =

{
v + R · (1, 1) : v ∈ R2

}
= {Geradenparallel zuy = x}

��E.�
h = (0, c) + U

� 
 � g = (0, b) + U # �  
 
 �&�JI � !���� g + h
�

g + h = ((0, c) + U) + ((0, b) + U) = [(0, c) + (0, b)] + U = (0, b+ c) + U

c

b

g + h

g

h

b+ c
�

�

�Rs�s������;t���u��I���lkP� c g � h t����
g + h

: ��� � �JE �(��1I�>��E � �"I ��� � I�����>��� � 
 �&�JI �;�
α · g = α · (0, b) + U = (0, α · b) + U

� � 
 �&�JI �9�
V/U ' R1

(0, b) + U ←� b

����E  � � ��I � � 
�� ����� I�� 
"E<>� � ���JE.G"E� �5E 
1�� � � � ��� � 
 � 
 � �(���IJ>��E � �"I �����"IJ� ��>��� � 
��
 
"�I ��� !����

R3 L V = R3 # U = R3 · (1, 0, 0) + R · (1, 1, 1)

1

x

y

z

�Rs�s��i���;t���u������lk�� cSd � ���P	������it���u~�h��
V

t����
U

( 
 � ��E<��E.� :��I�I��
V/U = {P + R · (1, 0, 0) + R · (1, 1, 1)} � �IJI�E�� >���I�IJE.IJE 
 � �ME 
"E 
 �2L�� � � ��I��9�

V/U ' R1

(0, 0, z) + U ←� z
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�N���
	��a�����lkPp�p ³D���������I�a�R��u���s����®�QkerSh����i����t���u

� E � E.�J�9�
V/U

�����  �5E.IJ��K2G"E�� �����"�ME � 
 � � E.��� �&�2������ �
' �

(i)
�
���� � �,�J>���
	 � ��H�� ! � I �&� ��"� � E:� ���� � �,�J>���
	 � ��H�� 	 � 
 V

� � � � �������� 	 ����H>� ! � I �&� ���� � E.��� � � � ����>���
	 � ��H>� 	 � 
 V

� �� � �"I�IJE<I�E<� E 
*�9�
[0] ∈ U

� �� ( 
�	&E.����E � I�E<� E 
*�;� − (v + U) = (−v) + U

� �JE  � � � � E
"�K2G���E<K2G 
"E 
 # � ���ME<� �I�IJE , �ME.��>��� � 
"E 
 ���! V
�,��� ��K�� � E.!��"G��2� � E:� � E 


⇒ V/U
�����

K �
� E.��� �&�2������

� E � E.�J� � E.� �5� 
"E.��2����H>�;�
π
�J�(� ����� .�E.����� 	 � ����E<G"E � E%$ 
������ � 
 	 � 


π
�

π (v + v′) = (v + v′) + U

Def

= (v + U) + (v′ + U) = π (v) + π (v′)

(α · v) = α · v + U

Def

= α · (v + U) = α · π (v)

� � � ��I��9� � E.� 

(π) = {v : v + U = [0]} ⇔ {v : v ∼ 0}

(∗)
= U

 
"� E.�2� � 
 � �,�
(∗) � ��IJE.�JK2G�G"E<� � ! � I �&� ���� � E 
� ���&E 
"��K2G"�!7��E 
 � E.�

��� �"� 	��IJE 
 �,�2E<IJ>��� � 
5L
� E � E.��� E.��
 ����� ��
*��E.��	&E.��� �1�2����"� E<� 
�E.� I�� 
�E<>��E 
  � �"�JI � � 
 ��L

V/U
�����

K �
� E.��� �&������"� L

/
v + U

0 �F� � � �I��5/ � E �ME 
 � 0�� � E.� / ��E<���(� I�1����E 	 � 
 v � � � �"I � U
0 �5E �:E<��K2G 
"E.�,L

' ��� � ��� 
 
�E.��� 
�� � ! ���
Z/nZ

�
k + n · Z � � E.���(� IJ�����E 	 � 
 k � � � �"I � nZ

L

π : V → V/U, v 7→ v + U = [v]
L
π
����� � E.��G">��� � 
"����K2G�E � � ��� �&�2�"G"����� �"� # � E.��
 (π) = U

L
' �

(ii)
� � ��� (V/U) = � ��� (V)− � ��� (U)

V = U⊗U′ � � ���(��E<IJ� � ����J��E.� � H 
 �:� 
 � �2L V = U⊗U′ π→ V/U
��� �ME<�

π
����� .�E.����� 	 �J�(�:L

π (u+ u′) = π (u)︸ ︷︷ ︸
(∗)

+ π (u′) = π (u′)
L  
"� E.�2� � 
 � �,�

(∗) � π (u) = 0 # �  � E.� 
 (π) = U
L

: � I � E.��� 
 � �
π|

U′ : U′ → V/U
����� ����� .�E.����� 	 L

� E.G"�������� 
 � �
π|

U′

�J�(� � 
 .�E:����� 	 L
� E � E.�J�9� � E.� 


(π|
U′) = U′ ∩ � E.��
 (π) = U′ ∩U = {0}& � � �&� � �9�

π
�J�(� ( � �&� �&�2�"G"����� ���

U′ ' V/U ⇒ � �J� (U′) = � �J� (V/U) # �  V = U ⊗U′ ⇒
� ��� (U′) = � �J� (V)− � ��� (U)

L � � ! � I �&�9� � ��� (V/U) = � �J� (V) − � �J� (U)
L

) �  I�IJE � �&� �"IJE.� E 
*��E �:�
U
��� 
 � ��� �&� �&�2�"G �,�

V/U

<�p cSd ��}~�����I�ih�������h���}£����t���� �Rh�}~h�}~h���b�����������	��«��	�	Ib c �����¤�I}~� 	I�D_ }���	�����}���	��i�$_ t����ikl��h��I	I}®t�����_ �;�G� �I���I��b;	



`a� b��
	��������I� c ³D������� ����� �Rs�s������;t���u���� t���� v � 	I���i����� �;���i	I�a���I�lk�p�{

7�L*) L & 7 � �� �
(III.2.8)

� �	� � �&� �1�2� G��JE.��>���
��E��&E �ME 


V,W
��E<� 
"E 


K �
� E.��� �&�2�2H1��� E # f : V →W

�����
K �
I�� 
�E<>� # �  
 
 � ��I �;�

V/ ����� � (f) '
� ��I � (f)

� E � E.�J�9� � ��E E.��G�H1I � �  
 E<� 
"E  � �"�JI � � 
 � 	 � 
 V/ ����� � (f) →
� �JI � (f)

�

V
f

// W

� E.��

(f)

OO

� ��I � (f)

OO

( � E<E !���� � ��E � � 
"���(��������� � 
 	 � 
 f L�� �F�����
f (v) = f (w) ⇔ f (v − w) = 0 ⇔ v − w ∈ � E.� 
 (f) ⇔ v ∼����� � (f)

w

⇔ [v] = [w] ⇔ v +
� E.��


(f) = w +
� E:��


(f)( � E<E3�

V
f

//

π

��9
99

99
99

99
99

99
9

≡
W

V/ ����� � (f)

f

BB�
�

�
�

�
�

�
�

�Rs�s��i���;t���u������lk�� c ��h�}~}®t;	���	��i���� d �����������
 
"� E.�2� � 
 � �,�"� � �&� � ����>��� 	&E 
 ����E<��E<K���� � E:� � E � ��� ��E<I � �&E<� 
"E � � I�IJE3� f ◦ π = f� E.G"�������� 
 � �

f
�J�(�

K �
I�� 
"E<>� �

: ��� � �JE  � � � ��� � 
 �&�JI �9�
f ((v +

� E.��

(f)) + (v′ +

� E.��

(f))) = f ((v + v′) +

� E.��

(f)) = f (v + v′)

= f (v) + f (v′) = f (v +
� E:��


(f)) + f (v′ +
� E.��


(f)): ��� � �JE �(��1I�>��E � �"I ��� � I�����>��� � 
 �&�JI �;�
f (α · (v +

� E.��

(f))) = f (α · v +

� E.��

(f)) = f (α · v) = α · f (v) = α · f (v +

� E.��

(f))

� ��F�J�(� 
�� 
 � E:��
 (
f
) �ME �,�JE<G�� 
 �&� � E<����E� �JI � (f) �

� E.��
 (
f
) �

� E:��
 (
f
)

=
{
f (v +

� E.��

(f)) : f (v) = 0 = f (v)

}
=
{
f (v +

� E.� 

(f)) : v ∈ � E:��
 (f)

}
= 0

I��JE��1� � 

V/ ����� � (f)

L �IJ� � �����
f
� 
 .�E.����� 	 L

� ��I � (f) ��� ��I � (f) =
{
f (v +

� E.��

(f)) : v ∈ V

}
= {f (v) : v ∈ V} =

� �JI � (f):� �,� �;�
f : V/ ����� � (f) '

� ��I � (f)
 
�� E 
 � � 
 � � ����� E 
"��� � 
"��! �&��� E<I ! ����IJ� 
"E.��2E ���� ��I � � 
 �&E 
5L
� >���"�-�

� ��� (
� ��I � (f)) = � ��� (V/ ����� � (f)

)
= � ��� (V)− � ��� (

� E.��

(f))

⇒ � ��� (
� E:��


(f)) + � ��� (
� ��I � (f)) = � ��� (V)
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`a� b��
	��������I� c ³D������� ����� �Rs�s������;t���u���� t���� v � 	I���i����� �;���i	I�a���I�lk�p��

� ��� 354/687�9;:+<
(III.3)

?©TU4SKM^
�
O�K � 4/9NCg7���:+K�VMK F <�7IKR:D42C�:DC � ���87�< F VMKM^e:+K

7�L87�L & � G�E �&�2�JE � E.� �  
 � �ME<�����J� � � 
 �
' ��� � ��� 
 
�E.��� 
�� � � �

(f) := � �J� (
� ��I � (f)) = � �J� (f (V)) # f : V→W

I�� 
�E<>�<L
: ���

A ∈Mm,n (K) # fA : Kn → Km # x 7→ A · x �&�JI �9� � � (A) :=
� �

(fA)
L

( 
 � E.��I�E.� �,��E 
 � �1��I�E<��� 
 � G� �ME 
 � ��� �ME.��E<� ��� � E �:E<� �&�9�
� ��I � (fA) = 〈 � � �I ��E 
�	 E.��� �&�2E 
 	 � 


A〉
��"�

� �
(A) :=

� �
(fA)� �JI � (fA) = 〈 ��� �I ��E 
�	&E.��� �&��E 
 	 � 


A〉

}
⇒ � �

(A) = #
I�� 
�E<>� � 
" � L ��� �I ��E 
�	 L

� ��� 
 � �
A =



↑ ↑ ↑
v1 v2 · · · vn

↓ ↓ ↓


 , A · x =

n∑

i=1

xi · vi

� ��� 
 � I� � E 
 � E.� �"��>�����J��K2G"E 
 � E.��E.K2G 
�� 
 � �
U

h→ V
f→W

g→ Z

��� 
 � h, g
( � � � �&�2�"G"����� E 
 # � � �&�JI �9� � � (g ◦ f ◦ h) =

� �
(f): ��� � E 
 ���ME �,�JE.IJI�E 
 :��I�I � E.� � >�(��� �,E 
 �&�JI �;�

Kn
fB

→̃ Kn
fA

→̃ Km
fC

→̃ Km, fC ◦ fA ◦ fB = fC·A·B

 � H 
 � E.��� 
���	 � 
 A � ����K2G � ��E � ��(��� �:E 
 C,B # � ��E � �JE � ���&E 
"��K2G"�!7��E 
 G� �ME 
 # �  2 fB, fC( � �&� �1�2� G��J��� E 
 ��� 
 � L
7�L87�L*) ��E%$ 
"� ��� � 


(III.3.a)
� �IJI � E<� E<� 
"E �M� 
�E<>��E � �������5E ���

(n,K)

���
(n,K)

����� � ��E �IJI � E.� E.� 
�E I�� 
"E<>��E � �������5E 	 � 

n × n �

� >����� �,E 
 ���5E:�
K
� ��"� � E<�� 
�� I��J��K2G"E 
 	 � 
 / � E 
"E.���I5IJ� 
"E<>���&� � ��� 0 �2L

��E;$ 
"� ��� � 
1�
���

(n,K) = {A ∈Mn,n (K) = Mn (K) : fA
�����-( � �&� �&��G��J��� �"� }

' ��� � ��� 
 
�E.��� 
�� � � �J� (V) = � ��� (W) # f : V →W
L

: � I � E 
 � E ��"���� � E 
 ��� 
 � H � �"� 	��IJE 
*�9�
� � �

f
�J�(� E<� 
 ( � �&� �1�2� G��J��� ���

� �J� �
f
�J�(� � 
 .�E.����� 	

� ���J� �
f
�J�(� ����� .�E.����� 	

� �ME �,��E<IJIM!����
V = W

�
f : V → V

����� E<� 
 � 
 � � � �1�2� G��J��� �"�
� � � 
� 
 � � � �&��� G"����� �"� ����� ( � � � �&�2�"G"����� �"� # � E 
 
 f � 
%.�E.�����
	 � � E.� ����� .�E:����� 	 � � ��� 
 � �J�(�
� ��E ����� E 
"��� � 
"��! �&��� E<I � �
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�� E 
 � � 
 � � ��E�� E �ME 
 ��E<�5E<� 
"E � �" � ��>������K2G�E � >�(��� � A
�

A : Mn,n (K) = Mn (K) , fA : Kn → Kn

fA
�J� � � �&�2�"G ⇔ fA

����� .�E.�����
	 ⇔ � ��� (
� ��I � (fA)) = n

� ( 
  
 � E.��E:���5E.��� � 
 � I ���&�JE6� fA
��� � � �1�2� G ⇔ � �

(A) = n
�

���� � �
A ∈ GL (n,K)⇔ � �

(A) = n
� ⇔ � ��E � �"1I ��E 
�	 E:��� �1��E 
 ��� 
 � I�� 
"E<>� � 
� � G"H 
�� � � �

� E<� ��E.�%�
fA

( � �&� �1��G"����� �"� ⇔ ∃g : Kn → Kn : fA ◦ g =
� � = g ◦ fA (

� � � E<G��� � �"�JI � � 
 � )
⇔ ∃B ∈Mn (K) : fA ◦ fB =

� � = fB ◦ fA

(∗)
⇔ ∃B ∈Mn (K) : fA ◦ fB = fE = fB ◦ fA

(#)
⇔ ∃B ∈Mn (K) : fA·B = fE = fB·A

(+)
⇔ ∃B ∈Mn (K) : A · B = E = B · A

 
"� E.�2� � 
 � E 
1�
' �

(∗) � � E<IJK�G"E � >����� � �5E.��K2G���E<� �"� � �JE ( � E 
*��� ��H>� ��I�I��&E<� E<� 
 �&�JI �;�
� � : Kn → Kn : x 7→ x: ��� � ��E � >�(��� �:E 
�� ��I������"IJ� ��>��� � 
 �

� � = fE
� ���

E =




1
�

1 L L L
�

1




E
�F� � � �I�� n × n � � � 
�G"E<� ����� >����� � �ME �,E<��K2G 
�E.�,L �I�IJE � � ������� � 
"E 
 ��"! � E.� � ����"� � �� �� � 
�1I�E 
 ��� 
 � 1 # �IJI�E  
 � E:��E 
 0

L�� � � ��I �;�

E · x =

n∑

j=1

xj · ej = x

' �
(#)

� � � �&�JI �;�
fA ◦ fB = fA·B

� ����E<G�E
(III.1.6)

�

' �
(+)

� �	�&�
K (Kn,Km) = Mm,n (K)

���� � � � ' �"���� � E 
�!A������ 
 � ���
���

(n,K) = {A ∈Mn (K) : fA isomorph}
= {A ∈Mn (K) :

� �
(A) = n}

= {A ∈Mn (K) : ∃B ∈Mn (K) : A ·B = E = B · A}
� E<��I

A · B = E = B ·A � ��I �;�
GL (n,K) = {invertierbaren× n−Matrizen}

� � 
"E  
"� E.��� � 
 � �:��� �5E.��� � 
 � I ���&�JE3�
A ∈Mn (K)

��E�� ��IJH>�
:⇔ A ∈ ��� (n,K)

A ∈Mn (K)
���2�2E�� ��IJH>�

:⇔ A /∈ ��� (n,K)
⇔ � �

(A) < n⇔ A
����� 
"��K2G*�F� 
�	 E:�2����E.� �">�
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7�L87�L87 ��>���
(III.3.3)

� ���
(n,K)

�J�(� � �����"�ME �5E � ��� I��JK2G � E.�
� >�(��� �:E 
�� ��I������"IJ� ��>��� � 


� E � E.�J�9�
& L ���

(n,K)
�����  � � E<��K2G"I � ����E 
 �5E � ��� I��JK2G � E.��� >����� �,E 
"� �"I ��� � I�����>��� � 
��E.�JE 


A, A′ ∈ ��� (n,K)⇒ fA·A′ = fA ◦ fA′ =
� � � � � ������� � 
 IJ� 
"E.��2E.� ( � � � �1�2� G��J��� E 


� � � �F������E 
1� � � � � � ������� � 
 I�� 
�E<>��E.� ((� � � �&��� G"����� E 
 ����� �F��E � E.� E<� 
 IJ� 
"E<>��E:� ( � �&� �1�2� G��J� �� ��� ⇒ A · A′ ∈ ��� (n,K)
L

) L� ��� � �,������ 	 ����H>�;� � ��!���IJI � # �  � �� � >����� �,E 
������ � ����� 1��� ���:��>��� 	 �����,L' ��� � ��� 
 
�E.��� 
�� ��� ��� G� �ME 
 ��� E<� � ���&IJ��K2G�� E<� ��E 
 � E.� � E � E<����E.� �ME.�(���K2G*��E:�;�
� � � �2E<� 
 ��E<K2G 
"E.������K�G1� 	 ��E<I����  2 � � � � E 
 � � E � �:��E 
*��E 

� �J� � � � � � � ������� � 
�	 � 
 ���� ��I � � 
�� E 
 �

(fA ◦ fB) ◦ fC = fA ◦ (fB ◦ fC) ⇔ f(A·B)·C = fA·(B·C)

7�L�� � ������E 
 � � E<� � � 
���E<I�E<� E 
*�9� E �J�(� � � 
"��E<I�E<� E 
*� � ��K2G � 
 ���ME 
 �&E �:E.���1� �
��L�� � ������E 
 � � E<� � 
�	&E.����E 
� I�E<� E 
*���9� � E<�

A ∈ ��� (n,K) # �  
 
 ∃B ∈ ��� (n,K)
� ���

A · B = E = B · A ⇒ A−1 = B

� 1��K2G ��K2G � 
 � �5E 
 � E �,E<� �&� �
� E.�J�(� ��E<IJE !�������

(n,K)
�

��E.�
n = 1 # �  
 
 � ��I�� !���� � �JE �I�I��&E<� E<� 
�E I�� 
"E<>��E�� �����"�ME6�

���
(1,K) = {(a) : a ∈ K \ {0}} ∼= K∗

 
"� E.�2� � 
 � �
K∗ ����� � �JE � �"I ��� � I�����>���
	&E	� �2���"�ME � E.� � �1�2�ME.���,L

��E.�
n = 2 # �  
 
 � ��I�� !���� � �JE �I�I��&E<� E<� 
�E I�� 
"E<>��E�� �����"�ME6�
���

(2,K) =

{(
a b
c d

)
: a, b, c, d ∈ K

� ��� � E:�
(
a b
c d

)
= a · d− c · b 6= 0

}

: ��� � �JE � 
�	 E:����E � >����� � A−1 � ��I��9�

A−1 =
1

� E.� A ·
(

d −b
−c a

)

� � � � � I�IJE 
 
�� 
 �,E<���&E 
 # �  2 A−1 · A = E = A · A−1 � � E:� A = a · d− c · b + ∆
�

A−1 ·A =

(
d
∆ − b

∆

− c
∆

a
∆

)
·
(
a b
c d

)
=

(
d·a−b·c

∆
d·b−b·d

∆
−c·a+a·c

∆
−c·b+a·d

∆

)
=

(
1 0
0 1

)
= E

� �ME 
�� � � ��I��9�

A · A−1 =

(
a b
c d

)
·
(

d
∆ − b

∆

− c
∆

a
∆

)
=

(
a·d−b·c

∆
−a·b+b·a

∆
c·d−c·d

∆
−c·b+a·d

∆

)
=

(
1 0
0 1

)
= E
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���
(n,K)

�J�(� 
"��K2G*�F� � � � ����>���
	 ! ���
n ≥ 2

L
� ��E.� 
�� 
 E<� 
 � E<�J�(� ��E<I L � E<�

A,B ∈ ��� (2,K)
�&E�� E �5E 
 � ���

A =

(
1 1
0 1

)
, B =

(
1 1
1 0

)

� � 
 �&�JI �9�
A ·B =

(
1 1
0 1

)
·
(

1 1
1 0

)
=

(
2 1
1 0

)

�ME �,�JE<G�� 
 �&� � E<����E

B ·A =

(
1 1
1 0

)
·
(

1 1
0 1

)
=

(
1 2
1 1

)

�IJ� � �
A ·B 6= B ·A L

7�L87�L�� 7 ��"� �&E �,E<�JK�G 
"E:��E � >����� �,E 
"!A�� ��IJ��E 
 � 
 ���
(n,K) # ��� ! �&�2� � 
�� ��� >�(��� �:E 


����E 1��� �&E �:E.�JK2G 
"E.��E 
 � >���2� �,E 
"!71� ��IJ��E 
 � E.� � E 
 ��"K2G �IJ� ��� ! �1��� � 
 �&��� >����� �,E 
��ME �,E<��K2G �
"E:�:L
 
"� E.�2� � 
 � �  I�I�E IJE<E:��E 
�� � ������� � 
"E 
 ��� 
 � � � ��� ��IJI�E 
 �:� !���IJI�E 
5L

(�L � ��E<�
Mi (α)

� E��&E �ME 
 � � �

Mi (α) =




1
�L L L

1
α

1 L L L
�

1




↑
i− teSpalte

� ���ME<�
α ∈ K \ {0} L

����E � �"�I���E 
�	&E.��� �1��E 
	 � 
 I�� 
�� � 
"�K2G ��E<K�G*���  � �&E<IJE.��E 
 ��� 
 �
e1, e2, . . . , α · ei, . . . , en

����E<��E � �"1I ��E 
�	 E:��� �1��E 
 ��� 
 � IJ� 
"E.�� � 
" � G�H 
 � � � !���� α 6= 0
� � �1����"����E.� �:� 
 � � ⇒Mi (α)

�J�(�
� 
�	 E.������E.� �"��.L

( (�L � ��E.�
Vij

�&E�� E �5E 
 � ���9�

Vij =




1
�L L L

1
0 · · · 1

1LLL L L L LLL
1

1 · · · 0
1 L L L

�




↑ ↑
i− teSpalte j − teSpalte

� ���ME<�
i 6= j

�  
"� � 
�����E 

Vij = E �

1I�� � ��� 
 
"I � � �
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����E � �"�I���E 
�	&E.��� �1��E 
	 � 
 I�� 
�� � 
"�K2G ��E<K�G*���  � �&E<IJE.��E 
 ��� 
 �
e1, e2, . . . , ei−1, ej , ei+1, . . . , ej−1, ei, ej+1, . . . , en

����E<��E � � �I ��E 
�	 E.��� �&�2E 
 ��� 
 � I�� 
�E<>� � 
� �"G"H 
 �&��� ⇒ Vij
�J�(� � 
�	 E:�2����E.� �">�<L

( ( (�L � � E<�
Aij (α)

� E��&E �ME 
 � � �

Aij (α) =




1
�L L L

1 · · · αL L L LLL
1 L L L

�
1




↑ ↑
i− teSpalte j − teSpalte

� ���ME<�
α ∈ K \ {0} � 
 � i 6= j

L
 
"� � 
"�(��E 
 �5: ���

α = 0
�
Aij (0) = E # !���� i = j

�
Aii (α) = Ai (α)

����E � �"�I���E 
�	&E.��� �1��E 
	 � 
 I�� 
�� � 
"�K2G ��E<K�G*���  � �&E<IJE.��E 
 ��� 
 �
e1, e2, . . . , ei, . . . , ej−1, α · ei + ej, ej+1, . . . , en

����E<��E � � �I ��E 
�	 E.��� �&�2E 
 ��� 
 � I�� 
�E<>� � 
� �"G"H 
 �&��� ⇒ Aij (α)
�J�(� � 
�	 E.������E.� �"��.L

��E.� 
�E 

S ∈ ��� (n,K)

� 
 � T ∈ ��� (m,K)
1���FE<� 
"E.� � E.� � ��E<� :��� �JI���E 
5L

��E.�
A ∈Mm,n (K)⇒ � �

(A) =
� �

(S · A ·T)
� E<��I

S
∈Mn,n(K)

Kn→Kn

· A
∈Mn,n(K)

Kn→Km

· T
∈Mn,n(K)

Km→Km

� � � � � I�I�E 
 
�� 
 � �JE  ��� �F� �2� � 
�� E 
 � E:� E<� 
 �,E<I 
�E 
 ��� ! �&�2� � 
�� ��� >�(��� �:E 
 �5E:�����K2G*��E 
ML
� ��E.� �,� ��E<K2G 
"E 
 �F� � �:��E.���(�FE<� 
 � E<�����"�JE.IM� 
 � �ME.�(���K2G*��E 
 �  
 
 � E 
 �IJI � E<� E<� 
"E 
 :��IJI L
��E.�

A ∈M3 (K)
!���� � ��E	� E.�J�(� ��E<IJE&L

7�L87�L�� � ��I���� � I�����>��� � 
 � � �
Mi (α)

(�L � ��E<�
i = 2

!����
Mi (α)

L ���� � � ��� 
 � ! � I � E 
 � E � >�(��� �,E 
 �&E�� E �ME 
 �

A =




a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33


 , M2 (α) =




1 0 0
0 α 0
0 0 1




� � 
��&�JI � ! ��� � ��E � ��I���� � I�����>��� � 
 	 � 
 I�� 
�� �;�

M2 (α) ·A =




1 0 0
0 α 0
0 0 1


 ·




a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33


 =




a11 a12 a13

α · a21 α · a22 α · a23

a31 a32 a33




� � � � ��I������"IJ� �,�JE.�2E 
 �I�� � � �JE ��� E<� ��E ' E.�JI�E 	 � 
 A � � � α L
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: ��� � �JE � �"I �����"IJ� ��>��� � 
 	 � 
 ��E<K2G*��� E.��G"�I ��E 
 �F���%�

A ·M2 (α) =




a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33


 ·




1 0 0
0 α 0
0 0 1


 =




a11 α · a12 a13

a21 α · a22 a23

a31 α · a32 a33




� � � � ��I������"IJ� �,�JE.�2E 
 �I�� � � �JE ��� E<� ��E � �"�I���E 	 � 
 A � � � α L

( (�L � �IJI � E<� E<� 
 � ��I��9�
� �"I ��� � I�� ������ � 
 � � �

Mi (α)
	 � 
 I�� 
�� �;�

Mi (α) ·




← v1 →LLL
← vi−1 →
← vi →
← vi+1 →LLL
← vm →




=




← v1 →LLL
← vi−1 →
← α · vi →
← vi+1 →LLL
← vm →




� � � � ��I������"IJ� �,�JE.�2E 
 �I�� � � �JE i � ��E ' E<��IJE 	 � 
 A � ��� α L
� �"I ��� � I�� ������ � 
 � � �

Mi (α)
	 � 
 �2E<K2G*���;�



↑ ↑ ↑ ↑ ↑
w1 . . . wi−1 wi wi+1 . . . wn

↓ ↓ ↓ ↓ ↓


·Mi (α) =



↑ ↑ ↑ ↑ ↑
w1 . . . wi−1 α · wi wi+1 . . . wn

↓ ↓ ↓ ↓ ↓




� � � � ��I������"IJ� �,�JE.�2E 
 � �JE i � ��E ��� �I ��E 	 � 
 A � ��� α L

7�L87�L	� � ��I���� � I�����>��� � 
 � � �
Vij(�L � ��E<�

i = 1
� 
 � j = 3

!����
Vij

L ���� ��� ��� 
 � ! � I � E 
 � E � >���2� �,E 
 � E � E �ME 
 �

A =




a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33


 , V13 =




0 0 1
0 1 0
1 0 0




� � 
��&�JI � ! ��� � ��E � ��I���� � I�����>��� � 
 � � � V13
	 � 
 I�� 
�� �;�

V13 ·A =




0 0 1
0 1 0
1 0 0


 ·




a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33


 =




a31 a32 a33

a21 a22 a23

a11 a12 a13




� � � 	 E:�2�������K2G�E 
 �I�� � � �JE E:������E � 
 � � ��� ����E ' E<��I�E L: ��� � �JE � �"I �����"IJ� ��>��� � 
 � � � V13
	 � 
 ��E<K2G*��� E.��G�1I ��E 
 �F� � �

A ·V13 =




a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33


 ·




0 0 1
0 1 0
1 0 0


 =




a13 a12 a11

a23 a22 a21

a33 a23 a31




� � � 	 E:�2�������K2G�E 
 �I�� � � �JE E:������E � 
 � � ��� ����E � �"1I ��E L
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( (�L � �IJI � E<� E<� 
 � ��I��9�
� �"I ��� � I�� ������ � 
 � � �

Vij
	 � 
 I�� 
�� �;�

Vij ·




← v1 →LLL
← vi →LLL
← vj →LLL
← vm →




=




← v1 →LLL
← vi−1 →
← vj →
← vi+1 →LLL
← vj−1 →
← vi →
← vj+1 →LLL
← vm →




� � � 	 E:�2�������K2G�E 
 �I�� � � �JE i � ��E � 
 � j �
��E ' E<��IJE L

� �"I ��� � I�� ������ � 
 � � �
Vij

	 � 
 ��E.K2G*���9� � >���
(2.8)

�	�&� � � �&�2�"G"��E<��>� � � ���2��>� �
(2.8)

�	� � � �� �&�2�"G"��E<��>� �:���


↑ ↑ ↑ ↑ ↑ ↑ ↑ ↑
w1 · · · wi−1 wi wi+1 · · · wj−1 wj wj+1 · · · wn

↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓


 ·Vij

=



↑ ↑ ↑ ↑ ↑ ↑ ↑ ↑
w1 · · · wi−1 wj wi+1 · · · wj−1 wi wj+1 · · · wn

↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓




� � � 	 E:�2�������K2G�E 
 �I�� � � �JE i � ��E ��� �I ��E � 
 � � ��E j � ��E � �"�I���E L

7�L87�L � � ��I���� � I�����>��� � 
 � � �
Aij (α)

(�L � ��E<�
i = 1

� 
 � j = 3
!����

Aij (α)
L ���� ��� ��� 
 � ! � I � E 
 � E � >���2� �,E 
 � E � E �ME 
 �

A =




a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33


 , A13 (α) =




1 0 α
0 1 0
0 0 1




� � 
��&�JI � ! ��� � ��E � ��I���� � I�����>��� � 
 � � � Aij (α)
	 � 
 IJ� 
�� �9�

A13 (α)·A =




1 0 α
0 1 0
0 0 1


·




a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33


 =




a11 + α · a31 a12 + α · a32 a13 + α · a33

a21 a22 a23

a31 a32 a33




� � �  � � ��E.��E 
 � �� α � !A�K2G"E � E:� � ��� ����E 
 ' E.�JI�E �,��� E.������E 
 ' E<��IJE L
: ��� � �JE � �"I �����"IJ� ��>��� � 
 � � � Aij (α)

	 � 
 ��E.K2G*��� E.�2G"�I���E 
 �F� � �

A ·A13 (α) =




a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33


 ·




1 0 α
0 1 0
0 0 1


 =




a11 a12 α · a11 + a13

a21 a22 α · a21 + a23

a31 a32 α · a31 + a33




� � �  � � ��E.��E 
 � �� α � !A�K2G"E E.���(��E 
 � �"1I ��E �,��� � �2���(��E 
 � �"1I ��E L
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�N���
	��a�����lk�{�p ³D���������I�a�R��u���s����®�QkerSh����i����t���u

( (�L � �IJI � E<� E<� 
 � ��I��9�
� �"I ��� � I�� ������ � 
 � � �

Aij (α)
	 � 
 I�� 
�� �;�

Aij (α) ·




← v1 →LLL
← vi →LLL
← vj →LLL
← vm →




=




← v1 →LLL
← vi−1 →
← vi + α · vj →
← vi+1 →LLL
← vj →LLL
← vm →




� � �  � � ��E.��E 
 � �� α � !A�K2G"E � E:� j � ��E 
 ' E.�JI�E �:���
i �
��E 
 ' E<��I�E L

� �"I ��� � I�� ������ � 
 � � �
Aij (α)

	 � 
 ��E<K�G*���9�


↑ ↑ ↑ ↑
w1 · · · wi · · · wj · · · wn

↓ ↓ ↓ ↓


 ·Aij (α) =



↑ ↑ ↑ ↑
w1 · · · wi · · · wj + α · wi · · · wn

↓ ↓ ↓ ↓




� � �  � � ��E.��E 
 � �� α � !A�K2G"E � E:� i � ��E 
 � � �I ��E �,��� j � ��E 
 � � �I ��E&L

7�L87�L�� � I�E<� E 
*��>��E ��� ! �&�2� � 
�� E 
 	 � 
 � >����� �,E 

� & � � � � � �"� ' E<��I�E 
��"� ! �1��� � 
 � E 
 � 
 � ��� �I���E 
���� ! �&��� � 
 �&E 

� ) � � � � � �"� 7 � >����� �,E 
"!A�� ��IJ��E6�

� ( � � �"I ��� � I�� ������ � 
 E.� 
�E.� ' E<��I�E � � � E:� � � �I ��E � � ��� E<� 
"E<� ����1I�>�
α 6= 0

� ( ( � � E.������"��K2G�� 
�� E<� 
�E.� ' E<��I�E � � � E.��� � �I ��E �
��( ( ( �  � � � ��� � 
 � E.� α � !71K�G"E 
 E<� 
�E.� ' E<��I�E �,� E<� 
�E.�  
 � E.�2E 
 ' E<��IJE �  � � ����� � 
 � E<� α �!A�K2G�E 
 E<� 
�E.� � �"�I���E �:� E<� 
"E:�  
 � E.�2E 
 � � �I ��E �

:� �,� �;��E<IJE.� E 
*��>��E ��� ! �&�2� � 
�� E 
 E.��G��I���E 
 � E.� �  
�� � �� 
 � �  
 �,�G"I � E.� I�� 
�E<>� � 
 � � G�H 
�� � � E 
 � � �I ��E 
�	 E.��� �&�2E 
 �2L
� � � ��I��9�
� � � � ��I������"IJ� ��>��� � 
�E 
 � E.����� ! �1��� � 
 �&��� >����� �,E 
�	 � 
 IJ� 
�� � � � � �+$ �,��E.��E 
 � ��E ' E<��IJE&L
� �J� ��� ��I������"IJ� ��>��� � 
�E 
 � E.����� ! �1��� � 
 �&��� >����� �,E 
�	 � 
 ��E<K2G*��� � � � �"$ �:��E.��E 
 � ��E � �"�I���E L

 ��� ��E.� 
�� 
 E<� 
 � E.�J�(� ��E<I �:����� E<�����J� � � 
 � � E<� �� 
�� E<� 
"E.� � >���2� �����E��&E �ME 
 ��E.�
A
� ���

A =




a11 a12 a13 a14

a21 a22 a23 a24

a31 a32 a33 a34


 =




1 3 4 1
0 3 0 6
2 4 −2 2
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� � 
 �&�JI �9�
7 L ' E<�JI�E − ) × & L ' E<��IJE L � � � E.��G"�I ��E 
1�




1 3 4 1
0 3 0 6
0 −2 −10 0




� � 
 � � 
 
"E 
 �F� �
a12

� ) L ��� �I���E − 7 � �I & L ��� �I ��E � # a13
� 7 L � � �I ��E − � � �I & L

��� �I ��E � � 
 � a14
� ��L � � �I ��E − & L ��� �I���E � E.IJ��� � 
��JE.�2E 
5L � � � E.��G��I���E 
1�




1 0 0 0
0 3 0 6
0 −2 −10 0




� � 
 � � I�IJE 
 �F� � ! ���
a22

� ) L ' E<�JI�E � �I 1
3

�M� 
 � a32
� ) L ' E.�JI�E � 1I − 1

2

��� � 
���E 
�E.� �,E<� �&E 
5L
� ��� E.�2G"�I���E 
 �




1 0 0 0
0 1 0 2
0 1 5 0




 
"�I ��� � �JE	� �5E 
 E<I��J� � 
"��E.��E 
��F� �
a32

��7�L ' E<��I�E � ) L ' E<��IJE ��L � ����E.�2G"�I���E 
 �



1 0 0 0
0 1 0 2
0 0 5 −2




 
"�I ��� �,� ���ME 
 E<IJ��� � 
��JE:��E 
��F� �
a24

� ��L ��� �I ��E � ) � �I ) L ��� �I ��E �2L � � ��E.��G�1I ��E 
1�



1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 5 −2




� � 
 � ��I���� � I�� �,�JE:��E 
 �F��� � �JE 7 L � �"�I���E � � � 1
5

L � � � E.��G��I���E 
1�



1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 −2




' �"�  � ��K�G"I�� 2 E<IJ��� � 
��JE:��E 
��F� �
a34

� ��L � � �I ��E � ) � �I 7 L � �"�I���E �2L � � � E:��G"�I ��E 
 �



1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0




: � I � E.��� 
 � � � �
(A) = 3

L
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�N���
	��a�����lk�{ � ³D���������I�a�R��u���s����®�QkerSh����i����t���u

� L � � ��� � � I�IJE 
 
�� 
 E<� 
 � E<�J�(� ��E<I 
���� � ��� ' E<�JI�E 
���� ! �&��� � 
 �&E 
 � � �"I ��� � I�����>��� � 
 	 � 

I�� 
�� � � �2E<K2G 
�E 
1�




0 2 0
0 1 6
0 4 4
0 6 0




V12

→




0 1 6
0 2 0
0 4 4
0 6 0




I

→




0 1 6
0 0 −12
0 0 −20
0 0 −36




II

→




0 1 6
0 0 1
0 0 1
0 0 1




� � 
 ��� 
 � �F� � ��K2G � 
 !A��(�F�� ' �JE<I �



0 1 6
0 0 1
0 0 1
0 0 1




III

→




0 1 6
0 0 1
0 0 0
0 0 0




IV

→




0 1 0
0 0 1
0 0 0
0 0 0




 
"� E.�2� � 
 � �4: ��� � ��E E<� 
 �,E<I 
"E 
 , �ME.��>��� � 
"E 
 �&�JI �9�
��( �

A2,1 (−2) � A3,1 (−4) � A4,1 (−6)

��( ( �
M2

(
− 1

12

) # M3

(
− 1

20

) # M4

(
− 1

36

)

� ( ( ( �
A3,2 (−1) # A4,2 (−1)

� ( � �
A1,2 (−6)

� � � E.��G�1I ��E 
 E<� 
"E � >����� � � 
 � E.� ' E<��I�E 
"�(����!AE 
"! �&���-�



0 1 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0
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7�L87�L�� ��>���
(III.3.4)

��E � E � >����� � IJH 2��F���JK2G � ����K�G ' E<��IJE 
���� ! �&��� � 
�� E 
 ��"! � ��E ' E.�JI�E 
"�(����!AE 
�! �&��� ����� 
�� E 
ML
��� K2G �,�"E:����� E.� 
�E � >�(��� � � 
 � E:� ' E<��IJE 
������"!AE 
"! �1��� # �  � ��E � ��(��� � ���� � E<� � E<�J�(� ��E<I

"��K2G*� � 
 �5E � � 
 �&� � ��� ����K�G !���� � ��E<��E�: �1��� � E.��� ��(��� � �����9�




0 . . . 0 1 ∗ . . . ∗ 0 ∗ . . . ∗ 0 ∗ . . . ∗
1 ∗ . . . ∗ 0 ∗ . . . ∗

1 ∗ . . . ∗

0 0




����EF!7��E.�JE 
 � I�H>���,E ��� 
 � �I�IJE 	 � 
 � ��IJI�E 
 �ME<I�E��&� # ����E:��
"E ����E<G�E 
 !���� �ME<I��JE � � � E � E.����E L �  
����E<G*� IJE<��K2G*� # �  2 � ��E E<� 
 �,E<I 
�E 
 ' E<��IJE 
�	&E.��� �&��E 
 IJ� 
"E<>� � 
" � G�H 
�� � � ��� 
 � L� E � E.�J����� � � �,E !������ �� �
(III.3.4)

�4( 
 � ������� � 
�� �ME � E<��� 
"�K2G ' E<�JI�E 
 �:�G"I L
��E.�

A
� E��&E �ME 
 � � �;�

A =




← v1 →
← v2 →LLL
← vm →


 =




← v1 →

B




� ���ME<�
B
1��� � E 
 ' E<�JI�E 
�	&E.��� �&��E 


v2, . . . , vm
�ME<����E<G*�,L � � 
 � � I�IJE 
 �F� �

B � ����K2G ' E<�JI�E �
��"� ! �1��� � 
 �&E 
 �  
"� � ��IJ��E.��E 
5L � ��� � 
*��E:����K2G�E<� � E 
 ��� E<� :�H�IJI�E6�
& L5:��I�I��




0 . . . 0 1 ∗ . . . ∗ 0 ∗ . . . ∗
1 ∗ . . . ∗




� � 
 � 
*��E:����K2G�E<� � E 
 �F� � ��� E.� � E<����E.��E � 
*��E:��!AH�IJI�E 	 � 
 :��I�I & �
:�1I�I & L & �



0 . . . 0 ∗ . . .
0 . . . 0 1 ∗ . . . ∗ 0 ∗ . . . ∗

1 ∗ . . . ∗



→




0 . . . 0 0 ∗ . . .
0 . . . 0 1 ∗ . . . ∗ 0 ∗ . . . ∗

1 ∗ . . . ∗




� � � ����� ���(���G"��E.��E 
 E<� 
 	 �JE<I�!A�K2G�E<� � E.� ��� E<� ��E 
 ' E<��IJE 	 � 
 � E.� � ���(��E 
ML

:�1I�I & L )�� � �
	 ����� � 
 � ����K�G a 6= 0
�




0 . . . 0 a 0 . . .
0 . . . 0 0 0 . . . 1 0 ∗ . . . ∗

1 ∗ . . . ∗



→




0 . . . 0 1 0 . . .
0 . . . 0 0 0 . . . 1 0 ∗ . . . ∗

1 ∗ . . . ∗




� � � � ��I������"IJ� �,�JE.�2E 
 � �JE & L ' E.�JI�E�� ��� 1
a .

� � � E.��G�1I ��E 
 E<� 
"E � � 
"�,L
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�N���
	��a�����lk�{�� ³D���������I�a�R��u���s����®�QkerSh����i����t���u

) L5:��I�I��



∗ ∗ . . . ∗ ∗ ∗ . . .
1 ∗ . . . ∗ 0 ∗ . . .

1 ∗ . . .


→




0 ∗ . . . ∗ ∗ ∗ . . .
1 ∗ . . . ∗ 0 ∗ . . .

1 ∗ . . .


→




1 ∗ . . . ∗ 0 ∗ . . .
0 ∗ . . . ∗ ∗ ∗ . . .

1 ∗ . . .




' ��E.���(� �����������G��JE.�2E 
 � ��� E<� 
 	 ��E<IJ!71K�G"E<� � E.� � � E<� ��E 
 ' E<��IJE 	 � 
 � E.� E.�2����E 
 ' E<��IJE � 
 ���1����K2G�E 
  
"��K�G"I��JE%2 E 
 � � �JE �ME<� � E 
 ' E<��I�E 
5L
� � 
 � 
*��E:����K2G�E<� � E 
 �F� � ��� E.� ��
*��E.��!AH�I�IJE3�:�1I�I )�L & �



1 ∗ . . . ∗ 0 . . .
0 0 . . . 0 a . . .
0 0 . . . 0 1 . . .


→




1 ∗ . . . ∗ 0 . . .
0 0 . . . 0 0 . . .
0 0 . . . 0 1 . . .


→




1 ∗ . . . ∗ 0 . . .
0 0 . . . 0 1 . . .
0 0 . . . 0 0 . . .




' ��E.���(� ���������21G��JE:��E 
 �F� � 	 � 
 � E.� � � E<� ��E 
 ' E<��IJE � �� a � !71K�G"E � E.� � ��� �(��E 
 ' E<��IJE # � � �  2�F� ��E<� 
�E � �"I�I E:��G"�I ��E 
ML  
"��K�G"I��JE%2 E 
 � ����"K2G�E 
�F� � � �JE ��� E<� ��E � 
 � � ��� �(��E ' E<�JI�E:�1I�I )�L )�� � � 
 ��E<�
a 6= 0

�



1 ∗ . . . ∗ . . . ∗
0 . . . 0 a ∗ ∗


→




1 ∗ . . . ∗ . . . ∗
0 . . . 0 1 ∗ ∗


→




1 ∗ . . . 0 . . . ∗
0 . . . 0 1 ∗ ∗




' ��E.���(� � �
	 � � ��E.��E 
 �F� � � �JE � � E<� ��E ' E<��IJE � ����K2G a
�"�  
���K2G�IJ��E%2 E 
 � � �JE � � E<� ��E ' E<��IJE 	 � 


� E:� E:������E 
 �,� ���������21G��JE:��E 
 # � � �  2 �F� ��E<� 
�E � �"I�I ���5E:� � E.� � � 
"� E:��G"�I ��E 
ML ���� � � ��� 
 �
� ��E �ME<� � E 
 E:������E 
 ' E<�JI�E 
�	&E.��� �&��E 
 I�� 
"E<>� � 
� � G"H 
�� � ��L
�IJI � E<� E<� 
 � � I�IJE 
 �F��� � �JE � >���2� � A � � I� 
�� EF� � � ' E<�JI�E 
 �&�ME.��>�2��� � 
"E 
 �"� ! �1��� E 
 �"�J� �F���
A
� 
 � E:� ' E<��IJE 
"�����"!7E 
"! �1��� 	 �&��I���E�� E 
 G" �ME 
ML ����E  
 �:�G�I � E:� � � �I ��E 
 � 
 � E.� � � �I ��E 
 ��,E<�JI�E 
�! �&��� ����� � I�E<�JK�G � E<� �� 
 � � E.��� >�(��� � A

�

� �
(A) =

� �




0 . . . 0 1 ∗ . . . ∗ 0 ∗ . . . ∗ 0 ∗ . . . ∗
1 ∗ . . . ∗ 0 ∗ . . . ∗

1 ∗ . . . ∗

0 0




� E 
 � E 
 �F� � 
�� 
 ��� �I ��E 
���� ! �&��� � 
�� E 
 1��! � ��E ' E<��IJE 
"�����"!7E 
"! �1���  
 # � � E.��G�1I ��E 
 �F� �
E<� 
"E � >���2� � � E.� : �&���




1 0L L L
0 1

∗ · · · · · · ∗····
····∗ · · · · · · ∗

0 · · · · · · · · · · · · 0····
····

0 · · · · · · · · · · · · 0




�M� 
�� ��� �5E 
 G" �ME 
 � ��� E<� 
"E
r× r � � ��(��� �:E 
 � E.��E 
 ���� � � 
"�IJE�� ����� � 
"��E 
 �5E.��E.� �,� ����� � 
 � 
"� � 
"�(��E 
 
���� � �"I�IJE 
 E 
*��G"H�I � � E<� 
"E

r × r � � � 
"G�E<������� >�(��� �,E �2L � E<K�G*��� �  	 � 
 ��� 
 � � 
 �ME ��� 
 
*��E � � E � �,�JE 
*��E 
 # � ��2� 
*��E.������� E<� 
 ��E<K2G*��E<K�� � � E:��� E.��E<��K2G # � E.� 
������ ��IJI�E 
 E 
*��G"H�I �:L
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� E 
 � E 
 �F� ��
�� 
 � E<� ��E.�2E ��� �I���E 
 �&�ME.��>��� � 
"E 
  
 # � � E.��G�1I ��E 
 � ��� E<� 
"E � >�(��� � � E.�4: �1���



1 0L L L
0 1

0 · · · · · ·0····
····

0 · · · · · ·0
0 · · · · · · · · · · · · 0····

····
0 · · · · · · · · · · · · 0




=




Er

0 · · · · · ·0····
····

0 · · · · · ·0
0 · · · · · · · · · · · · 0····

····
0 · · · · · · · · · · · · 0




�� � 
 � E E.��G��I���E 
 � ��� E.� 
�E�� >����� � � ��E 
�E �ME 
 E<� 
"E:� r×r � � � 
"G�E<������� >�(��� �,E � 
 � E.� � �5E:��E 
I�� 
�� E 
 � K�� E
���� � �"I�I�E 
 E 
*��G"H�I��,L �  � �JE.��E r ��I�E<��K2G�� 
�� E 
 I�� 
�E<>� � 
� � G"H 
�� � � ��� 
 � ! � I �&� #
�  2 � E.� �� 
 � � E.��� >�(��� � r

�����,L

7�L87�L &�� � �� �
(III.3.5)

� � � ��E � E � >�(��� � A
I�H 2�� ���JK2G � ����K2G � �"�I���E 
 � � 
 � ' E.�JI�E 
��"� ! �1��� � 
 �&E 
 ��"! � ��E	��E.����1I �




Er

0 · · · · · ·0····
····

0 · · · · · ·0
0 · · · · · · · · · · · · 0····

····
0 · · · · · · · · · · · · 0




����� 
 � E 
5L�� � � ��I �;� � �
(A) = r

L
� �J� � ' �

Am,n (K)
E � �J�(����E.�2�

U ∈ ��� (m,K)
� 
 � V ∈ ��� (n,K)

� � �

U ·A · V =




Er

0 · · · · · ·0····
····

0 · · · · · ·0
0 · · · · · · · · · · · · 0····

····
0 · · · · · · · · · · · · 0




� ���ME<�
r =

� �
(A)

' � �J��K2G"E 
 �ME<� E.��� � 
 � �:��� ���� � �,�J>���
	 �&E<��E:��� �
�  �ME 
 �F� � E<� 
�E � ��(��� �

A
� 
 � � � I�I�E 
 � ��E<��E � 
 � �JE � � � � E ��E.����1I � ����� 
 � E 
 # � ��� ��E.��E 
 ����K2G��� E.� � ��� I���K2G��&E<� ��E 
  
1�

� & � ' �"E.�2��� � �JE ' E<�JI�E 
���� ! �&��� � 
 �&E 
 � 
 � �  
 
 � �JE ��� �I���E 
���� ! �&��� � 
 �&E 

� ) � ' �"E.�2��� � �JE ��� �I���E 
���� ! �&��� � 
 �&E 
 � 
 � �  
 
 � ��E ' E.�JI�E 
��"� ! �1��� � 
 �&E 

� � � E.��G�1I ��E 
 � � E 
*���J��K2G"E � � � E � 
"������E6� (U ·A) · V = U · (A · V )

7�L87�L &6& � E%$ 
������ � 

(III.3.b)

�
� & � ��� �I ��E 
��� 
 � E<� 
"E.��� >�(��� �

A
� �  � �J� �I�E� 
 �,�G"IMIJ� 
"E.�� � 
� �"G"H 
 �&���&E.� ��� �I ��E 
�	&E.� �� �&�2E 


=
� �

(A)
L

� ) � ' E<��IJE 
��� 
 � E<� 
"E.� � >����� �
A
� �  � ��� 1I�E� 
 �:�G�I I�� 
"E<>� � 
" �"G"H 
 �&���&E.� ' E<�JI�E 
�	&E.��� � ��2E 


=
� �

(A)
L
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7�L87�L & ) � �� �
(III.3.6)

' E.�JI�E 
��2 
�� � 
 � � �"1I ��E 
��� 
�� E<� 
�E.� �ME<I��JE �"���&E 
 � >�(��� � ��� 
 � � I�E<�JK�G5L
 
 � 
 � !���� ���JK2G ����� � ��E<� E.�������� 
�IJ��K2G # �  �,�"� � E<�J�(� ��E<I$!���� E<� 
"E � >�(��� �

A ∈ M3,720 (K)� ��I �;�
A =




a1,1 a1,2 · · · a1,720

a2,1 a2,2 · · · a2,720

a3,1 a3,2 · · · a3,720




� � ��G� �ME 

720

� �"1I ��E 
�	 E:��� �1��E 
 ��"�
R3 � 
 � 3

' E<�JI�E 
�	&E.��� �&��E 
 ��"�
R720 L �M���&� � � E<� �����

� E:����� �I ��E 
 � � 
 � ' E.�JI�E 
��2 
�� 	 � 

A
� I�E<�JK�G5L

� E � E.�J�9�
��E:� ' E<��IJE 
��� 
 � � I�E<� ��� �ME<� ' E.�JI�E 
��"� ! �1��� � 
 �&E 
 E.��G"�I ��E 
5L � ��� �5E:�����K2G*��E 
 � ��E E<� 
 �,E<I 
"E 
:�1� ��IJ��E 
 �
��( � � ��I������"IJ� ��>��� � 
 E<� 
�E.� ' E<��IJE � ���

α 6= 0
�
v1, . . . , vi, . . . , vm → v1, . . . , α · vi, . . . , vm

L ' �
�,E<� � E 
 �

〈v1, . . . , vi, . . . , vm〉 = 〈v1, . . . , α · vi, . . . , vm〉
��( ( � � E.�2��1����K2G�� 
 � ��� E<��E.� ' E.�JI�E 
1� � IJ>� # �  E.� 
�E � E.������"��K2G�� 
�� 	 � 
 ' E<�JI�E 
 � E 
 �  
��E.� 
�E.� � ��(��� � 
��JK�G*� H 
 � E.���:L
� ( ( ( �  � � � ��� � 
 � E<� α � !A�K2G�E 
 E<� 
"E.� ' E.�JI�E �:� E<� 
"E.�  
 � E.��E 
 ' E<��IJE6� v1, . . . , vi, . . . , vj , . . . , vm →

v1, . . . , vi, . . . , α · vi + vj , . . . , vm
L ' � �,E<���&E 
1�

〈v1, . . . , vi, . . . , vj , . . . , vm〉 = 〈v1, . . . , vi, . . . , α · vi + vj , . . . , vm〉
� � 
 � ��I��9� ' E<�JI�E 
��� 
 � 	 � 


A =
' E.�JI�E 
��2 
�� � E.� ' E<�JI�E 
������"!AE 
�! �&�2� =

 
 �:�G"I � E.� � ���"!AE 
��
"�K2G
(III.3.b)

�2L
� � 
"��E � �"E 
 � � � ���E 
 	 � 
 ��
*��E.�2��H��"� E 
 � E<� Kn L � E<� U = 〈v1, . . . , vm〉

L� I�� � �

A =




← v1 →
← v2 →LLL
← vm →




(∗)
→




← w1 →LLL
← wk →
← 0 →LLL
← 0 →




 
"� E.�2� � 
 � � � E<�
(∗) ! �1��� E 
 � ��� A � 
 � ��E ' E<��I�E 
"�(����!AE 
"! �&��� ��� L

� E.G"�������� 
 � �
w1, . . . , wk

��� 
 � � ������ 	 � 
 U� E � E.�J�9� ' E.�JI�E 
��"� ! �1��� � 
 �&E 
 E.��G"�I ��E 
 � E 
 �� 
 � �
〈v1, . . . , vm〉 = U = 〈w1, . . . , wk〉

� �F��� � � 
 
"E 
 � �JE ' E<�JI�E 
�	&E.��� �&��E 
 � �JE	
������ �"I�IJE 
 E 
*��G��I���E 
 � E�� I������E 
 �����E ' E<��I�E 
�	 E:��� �1��E 

w1, . . . , wk �

E.� ' E<��IJE 
"�����"!7E 
"! �1��� ��� 
 � I�� 
"E<>�$� 
� � G"H 
�� � � ⇒ w1, . . . , wk��� 
 � E<� 
�E	� ������ 	 � 
 U
L

: ����� 
"��E:� � E<����� ��E<I 	 � �  
�!A 
 � � ��E<��E.� � �&�2IJE<��� 
�� � ��I��9�
U = 〈(0, 2, 0) , (0, 1, 6) , (0, 4, 4) , (0, 6, 0)〉 < R3

��"� � E 
 ��� ! �1��� � 
 � E 
 � 
 � ��>� � (III.3.6)
! � I �&� �IJI�E.� � � 
�� �;�

U = 〈(0, 1, 0) , (0, 0, 1)〉
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7�L87�L & 7 � E<��K2G���E<� � � 
 � E<� 
"E.� I�� 
"E<>��E 
 ���� ��I � � 
 � f : V→W � ����K2G � ��(��� �:E 

� � �&�JI �9� � ��� (V) = n⇒ V→̃Kn � ��K2G � 
 �&E �,E<���1� � � ��E��ME<��K2G��2E<� ���F�  
 E<� 
�E 
-( � �&� �1�2� G��J� �� ���

Kn→̃V
�  
*� ���1�2�9� � ����K�G � �JE	� ������ 	 � 
 V

L � � � ��I��9�
f : Kn→̃V ⇒ {f (e1) , . . . , f (en)} istBasis vonV

ϕA : Kn→̃V, (x1, . . . , xn) 7→
∑

xi · vi ⇐ A = {v1, . . . , vn} seiBasis vonV

��E.� � ��� (V) = n # � �J� (W) = m # f : V→W
����� I�� 
"E<>� # � H�G"I�E � ������ A

	 � 

V # � ����J� B

	 � 

W

�

V

≡
f

// W

Kn

ϕ
A

OO

g
// Km

ϕ
B

OO

�Ms�s������;t���u����I�lkl� c �N�N�i�����8�����M�z��������������s�t���u£���i����� ����� v ��	��I�������
� � � ��I��9�

ϕB ◦ g = f ◦ ϕA ⇔ g = (ϕB)
−1 ◦ f ◦ ϕA

� ��� ��I �;�
g = fA, A ∈Mm,n (K)

L
A
����� E<� 
 � E<������� 
�1K�G � 1G�I � E.� � 1��E 
 A,B � E.�  � �"�JI � � 
 �

f
�,� �&E �&� � 
"E.�,L

��E;$ 
"� ��� � 
1�
A = MA

B
(f)

����� � �JE��ME<��K2G���E<� �ME 
 � E�� >�(��� � !���� f �ME � � �&IJ��K2G A
	 � 


V
� 
 � B	 � 


W
L

7�L87�L & � � �� �
(III.3.7)

�
��E.�

A = MA

B
(f) # �  
 
 � ��I �;� � �

(f) =
� �

(A) , � ��� (
� E.��


(f)) = n − � � (A)
� ! �&I��1� 
�1K�G

����� E 
"��� � 
"��! �&��� E<I �
� E � E.�J�9�

V

≡
f

// W

Kn

ϕ = ϕ
A

OO

g = f
A

// Km

ϕ
B

= Ψ
OO

�Rs�s������;t���u��I���lk�!�� c �N�N�������A�����R�;���Y�z��¦z�����R�;� 	I�
(III.3.7)

� E.G"�������� 
 � �
Ψ
� 
 � � �:��E.�2� E<� 
�E 
 ( � �&� �&�2�"G"����� ��� � ��I � (fA) =

� ��I � (f)
L

� ⇒ � �
(A) = � �J� (

� ��I � (fA)) = � ��� (
� �JI � (f)) =

� �
(f)
�

³D��	I��	I�)´R�g�;����t���u c p��N_�µ�t����¶p ����! <�{ c �R� ��u£�h�� v ��	��I��������t����'�i���������I���'�Ms�s�������t���u����



�N���
	��a�����lkl��� ³D���������I�a�R��u���s����®�QkerSh����i����t���u

� E � E.�J�9�
� � �

Ψ (
� ��I � (fA)) ⊆ � ��I � (f)

L � E<�
w ∈ � �JI � (fA) # � 1� G�E<�+2��;� w = fA (v) # v ∈ Kn L ���� ���

�&�JI �9�

Ψ (w) = Ψ (fA (v)) = (Ψ ◦ fA) (v)
(∗)
= (f ◦ ϕ) (v) = f (ϕ (v)) ∈ � ��I � (f)

 
"� E.��� � 
 � � � �JE ��I�E<��K2G"G�E<� � 	 � 

(∗) ! � I �&� 1��� � E:� � �&� � ����>��� 	 ����H>� � E<��� �J �&�21� � �� � E:� � E�� ��� ��E<I � �&E<� 
"E � � I�IJE �

� �J� � � �� � �
Ψ :

� ��I � (fA) → � ��I � (f) # Ψ
�J�(� � 
 .�E:����� 	 # � E<�JI Ψ � �JE� � 
���K2G���H 
�� � 
�� E<� 
"E<�( � � � �&�2�"G"����� �"� �����,L

� ���J� �
Ψ
�J�(� ����� .�E:����� 	�� ��E.�

w ∈ � �JI � (f)
L ' � �:E<� � E 
1�

� & �
v ∈ � �JI � (fA)

� ) �
Ψ (v) = w

� �K2G � E%$ 
������ � 
1�
w = f (v0) , v0 ∈ V # �  ϕ ( � �&� �1�2� G��J��� ��� � � �"� E<�

v1 ∈ Kn � � � v0 = ϕ (v1)
L( 
"� � E<��1� �;�

w = f (ϕ (v1)) = (f ◦ ϕ) (v1) = Ψ (fA (v1))��E:���,E
v = fA (v1)

7�L87�L & � � � 
*�(��H � E � 
 � ��E �5E.��K2G���E<� �5E 
 � E � >�(��� � !���� f
� � � ��I��9�

A = (αij)
� ���

i = 1, . . . ,m
� 
 � j = 1, . . . , n

L	� � 
 �&�JI �;�
A fA, A = (. . . , fA (ej) , . . .)

� ���ME<�
fA (ej)

� 
 � E.� j � ��E 
 ��� �I ��E ����E<G*�,L
�� 2 E.� � E<� � ��I��9�



αijLLL
αmj


 = fA (ej) , ϕA



x1LLL
xn


 =

∑
xi · vi

� ��I � E 
 � ��� 
�� 
 E<� 
�E 
 � � 
�G"E<� ��� 	 E:��� �1�  � # � � E.��G"�I ��E 
 �F���%�

ϕA (ej) = ϕA




0LLL
0
1
0LLL
0




= vj

�IJ� � �
ej → vj

L
� � I�IJE 
 �F� � 
�� 
 E<� 
"E � >���2� � ��"���2E<K2G 
�E 
 # � � �&�JI �;�

f (vj) = f (ϕA (ej)) = f ◦ ϕA (ej) = ϕ
B

(fA (ej)) = ϕ
B




αij___
αmj


 =

m∑

i=1

αij · wi

�IJ� � �
f (vj) =

m∑

i=1

αij · wi, MA

B (f) = (αij)

A = (αij)
� � �

i = 1, . . . ,m
� 
 � j = 1, . . . , n

L
( 
 � �&�2��E 
1� /

f (vj)
I��JE<!7E.�2� � �JE j � ��E � � �I ��E 	 � 
 MA

B
(f)

0
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�� 
�� 	 � 
 � >������E<I�IJ� 
 � ��� ��(��� �:E 

��E.�

A = {v1, . . . , vn}
� 1���J� 	 � 


V
� � � � ��� (V) = n

� 
 � B = {w1, . . . , wm}
E.� 
�E � 1���J� 	 � 


W
� ��� � ��� (W) = m

L

V

≡
f

// W

Kn

ϕ
A

OO

f
A

// Km

ϕ
B

OO

�Ms�s�������t���u����I�lk�!�! c �z�����������Nt���u£�;��� d ������	I���i��t���u���}�� 	I���i���
MA

B
(f)

� � � � �"� ! ���
fA

��� E<��H � �"� 	��IJE 
*��E ��>���(��E.IJI�� 
�� ��� ��� I��JK2G�� E.����E 
1�
fA ⇔ A 7→ A · x L

� � 
 �&�JI � !����
MA

B
(f)

�
f (vj) =

m∑

i=1

αij · wi, MA

B (f) = (αij)

� ���
i = 1, . . . ,m

� 
 � j = 1, . . . , n
L

� � �$G" �ME 
���K2G � 
 � E �,E<� �&�9� � �J� (f (V)) =
� �

(f) =
� � (

MA

B
(f)
) L$�  
 
 � ��I � !���� � ��� (

� E:��

(f))

�
� �J� (

� E.� 

(f)) = � ��� (V)− � ��� (f (V)) = n− � �

(
MA

B (f)
)

� � 
 ��E<��E 
 ��� E<�  � � ��I � � 
�� E 
 f � 
 � g
	 � 


V

"�K2G

W
�&E�� E �5E 
1�

V@A BC
g

OO
GF ED

f

��
W

�Ms�s�������t���u����I�lk�!Gp c �Rs�s��i���;t���u���� f t��g�
g
�h��

V
�������

W

��E.�
A
E<� 
"E�� ������ 	 � 


V
� 
 � B

E<� 
"E	� ����J� 	 � 

W
L � ��F�J�(� 
�� 


MA

B (f + g) beziehungsweise MA

B (f · g)
� � � �F������E 
1�

(f + g) (vj) = f (vj)︸ ︷︷ ︸
αij

+ g (vj)︸ ︷︷ ︸
βij

=

m∑

i=1

αij · wi +

m∑

i=1

βij · wi =

m∑

i=1

(αij + βij) · wi

�IJ� � � ��I��9�
MA

B (f + g) = MA

B (f) + MA

B (g)
 
"�I ��� � � 
 
�E 
 �F� � �:E<� � E 
1�

MA

B (f · g) = MA

B (f) ·MA

B (g)

MA

B (λ · g) = λ ·MA

B (f)

 
"� E.�2� � 
 � � ����E<� �&�JI � 
���� ! ���
(n× n) �

� ��(��� �:E 
5L
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� E.�&!AE.����E.� � ������ � �G"I
A = {v1, . . . , vn} , B = {w1, . . . , wm}

����� � �JE ���� ��I � � 
 ���	� � K (V,W)→
Mm,n (K) # f 7→MA

B
(f)

E.� 
 ( � � � �&�2�"G"����� �"�:L ( 
�� �ME<� � 
 � E.���;�
�	�&�

K (V,W) = � ��� (V) · � ��� (W)

� E � E.�J�9� ' � �,E<� � E 
 ��� 
 �
�M� 
"E<>��� ��H>�
( 
%.�E.�����
	 � ��H>�
� ��� .�E.����� 	 � ��H>�

�M� 
�E<>������H>� � � �JE.G"E
(III.3.16)( 
 .�E:����� 	 ����H>� �  ���
MA

B
(f)

! � I �&� # �  2 f (v1) , . . . , f (vn)
�ME.�� 
 
*����� 
 � L ⇒ f

�J�(� �ME.�� 
 
*� #
� E 
 


f

(
n∑

i=1

λi · vi

)
=

n∑

i=1

λi · f (vi)

����� .�E.����� 	 ����H>� � ��E��&E �ME 
 ��E<�
A ∈Mm,n (K)

L�:�� 
 � E � ��E ���� ��I � � 
�� f � ���
MA

B (f) = A

V

≡
76540123f

// W

Kn

ϕ
A

OO

f
A

// Km

ϕ
B

OO

�Ms�s�������t���u����I�lk�!�{ c �N�N�������8��t�} �z��¦Q�����-�;���W�Nt�� �P����	I��N�
	�ª�	
��E:���,E

f = ϕB ◦ fA ◦ (ϕA)
−1 ⇒ A = MA

B
(f)

� � 
"E� 
 � E.��E�: �&�2� �"I���E.��� 
�� � �M� 
�E<>��E� � �"�JI � � 
 � E 
 ���F����K2G�E 

V
� 
 � W

��� 
 � ��"K2G � ����K2G
� >����� �,E 
 �&E�� E �ME 
ML ��ME.� � � �JE �ME<��K2G���E<� �ME 
 � E 
 � >�(��� �,E 
 G"H 
 �&E 
 	 � 
 � E.� � E � H�G"I ��E 
� ����J�  �5L
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��E��&E �ME 
 ����� � �JE ! � I � E 
 � E � �����">��� � 
1�
V

f→W
g→ Z

� ���ME<�
A
E<� 
"E	� 1���J� 	 � 


V # B
E.� 
�E	� ������ 	 � 


W
� 
 � C

E<� 
�E	� ������ 	 � 

Z
�J�(�:L � � �&�JI �9�

MA

C (g ◦ f) = MB

C (g) ·MA

B (f)

: ��� � E 
 � E � E<��� �"�JE.��E 
 ���JK�G�� � E<� � ��� I��JK�G��&E<����E 
  
 �
� & � ��E<K2G 
�� 
�� � �,� 	 �JE.IJE ( 
 � � �,E<� � 
 � ��E<G�� 	 ��E<I�� K2G���E.� �"�� �5E.��� �
� ) � ���ME.� ��E%$ 
"� ��� � 
 � E.��� >����� �,E 
"� �"I ��� � I�����>��� � 


' ��E.���(� �:��� , ����E 
*���JE.�2� 
 � � �� ��K�G"E<� 

V

≡
f

// W

≡
g

// Z

Kn

ϕ
A

OO

f
A

// Km

ϕ
B

OO

f
B

// Kr

ϕ
C

OO

�Rs�s������;t���u��I���lk�!�� c �;������}����Rt��Iu�����u����I�
	�t���	��ih��������M�;���Y�Q��¦Q�����z�h��Y�;��	��
(III.3.10)

� E.G"�������� 
 � �
(g ◦ f) ◦ ϕA = ϕC ◦ (fB ◦ fA)

V

≡
g◦f

// Z

Kn

ϕ
A

OO

f
B
◦f

A

// Km

ϕ
B

OO

�Rs�s��i���;t���u��I���lk�!�� c ��������}��~�z������t�b;	It���u£�����M�;��� �z��¦Q�����-�h��'����	I�
(III.3.10)

� E � E.�J�9�

(g ◦ f) ◦ ϕA

A
= g ◦ (f ◦ ϕA)

(∗)
= g ◦ (ϕB ◦ fA)

A
= (g ◦ ϕB) ◦ fA

(#)
= (ϕC ◦ fB) ◦ fA

A
= ϕC ◦ (fB ◦ fA)

 
"� E.�2� � 
 � E 
1�
�,�

A
� ! � I �&� ����  ��� � �,������ 	 ����H>� 	 � 
 � �&� � �&��� ��� � 
�	 � 
  � �"�JI � � 
 � E 
5L

�,�
(∗) � � E:�����K2G*��E � ��E IJ� 
��&E � H1I�!7��E � E.����"� �  
 �&����� ���">��� � 
ML

�,�
(#)

� � E.�(���K2G*��E � �JE��2E<K2G*��E � H�I�!7��E � E.�� ��� �& 
�� ����� �������� � 
5L
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� � 
 � � 
 
"E 
 � ��� � �� �
(III.3.10)

���! E.� 
�E 
 � ����J� � E.K2G"��E<I  
�� E 
 � E 
1�
A′ A B B′

V

7 F �
//@A BC

7 F
W
◦f ◦

7 F
V

OOV
f

// W

7 F��
// W

�Ms�s������;t���u����I�lk�!�� c �;������}~�>�����W�z�������I¦Q�����������
��>� �

(III.3.10)
I��JE.!AE.�2�9�

MA
′

B′ (f) = MA
′

B′ (
� � W ◦ f ◦

� � V) = MB

B′ (
� � W) ◦ ·MA

′

B (f) ◦MA
′

A (
� � V)

� � 
 � �&IJI�E 
 � ��� � ��E � >����� � E.��� >����� �,E 


MA
′

A (
� � V)

� 
 � MB

B′ (
� � W)

�ME.�(���K2G*��E 
5L
� E.G"�������� 
 � �
� & � � �JE.��E � >���2� �,E 
 ��� 
 � ��E�� ��IJH>�<L
� ) � � �JE.��E � ��(��� �:E 
 ��� 
 � � �ME.� �& 
�� ��� >�(��� �:E 
 	 � 
 E<� 
"E:� � 1���J� �,� E<� 
�E.�  
 � E.�2E 
 � ������:L

� E:�����K2G*��� 
�� 	 � 

MA

′

A
(
� � V)

� ��E.�
A = {v1, . . . , vn}

' �JE<I � ����J� � 
 � ��E<�
A′ = {v′1, . . . , v′n}��"� �& 
 � � � ������:L	� � 
 �&�JI �9�

v′j =
� � V

(
v′j
)

=
n∑

i=1

tij · vi

���� � � � ��I � !���� � �JE
� �ME.� �  
�� ��� >�(��� �,E 	 � 


A

��K2G

A′

MA
′

A (
� � V) = (tij)

: ��� � E 
 �  
�� 	 � 
 (tij)
�&�JI �9�

� � (
MA

′

A (V)
)

=
� �

(
� � V) = � ��� (

� � V) = � ��� (V) = n

�IJ� � �
(tij) ∈Mn (K) # � � (tij) = n⇒ (tij) ∈

���
(n,K)� E.G"�������� 
 � �

MB

B′ (
� � W) =

(
MB

′

B (
� � W)

)−1

� E � E.�J�9�
MB

B′ (
� � W) ·MB

′

B (
� � W) = MB

′

B′ (
� � W ◦

� � W) = MB
′

B′ (
� � W) = Em

 
"�I ��� �
MB

′

B (
� � W) ·MB

B′ (
� � W) = MB

B (
� � W ◦

� � W) = MB

B (
� � W) = Em

� � ! � I �&� � ��E	� E<G�1���"��� 
���L
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� �5�2 
���! �1��� >��� � 
���! �1��� E<I
��E.�

f : V → W
IJ� 
"E<>� # A

� 
 � A′ ��E<��E 
 � ���E 
 	 � 

V # B

� 
 � B′ ��E<��E 
 � ���E 
 	 � 

W

� � � � �ME.� �& 
 � ��� ��(��� �:E 

S
�
A → A′ # S ∈ ��� (n,K) # � ��� (S) = n

� � 
 � T
�
B → B′ #

T ∈ ��� (m,K) # � �J� (T) = m
�2L �� 
 
 � ��I��9�

MA
′

B′ (f) = T−1 ·MA

B (f) · S' ��� � � 
��"��H �&E 
 ! �&I��&E 
 � E<� � ��IJ!7��� ���(��E<I��
T−1
︸︷︷︸
m×m

· MA

B (f)︸ ︷︷ ︸
m× n

· S︸︷︷︸
n× n

� ������"! � �JE<��E ����F� 
 � � E.�J��E�� � 
 
�E 
 �F� � � �JE � >�(��� �,E 
 � �"I ��� � I�� �,��E.��E 
ML

7�L87�L*) � � IJE<� E 
*��>��E � � ! �&��� � 
 �&E 
 � 
 � ( 
�	&E.����E 
 � ��I � � 
 � 	 � 
 � >�(��� �,E 

' ��E.���(�FE<� 
 � E<�����"�JE.I�� � E��&E �ME 
 ��E<�

A =




1 0 0
2 6 3
3 4 1




�  
 ����E<G*� I�E<��K2G*�;� � �
A = 3⇒ A−1 E � �������JE:�2�:L

������ K2G"E<� ��
(
A
∣∣ �

n

)
����� ��I��� 
"E ' E<��IJE 
���� ! �&��� � 
�� E 


( ∣∣�
n A−1

)

�Ms�s�������t���u����I�lk�!�� c �;������}��®�����M�;���a��������������Ns��i���;t���u>�h�� v ��	I���������
: ����� 
"��E:� � E<����� ��E<I �

(A|E3) =




1 0 0
2 6 3
3 4 1

∣∣∣∣∣∣

1 0 0
0 1 0
0 0 1


→




1 0 0
0 6 3
0 4 1

∣∣∣∣∣∣

1 0 0
−2 1 0
−3 0 1




→




1 0 0
0 1 1

2
0 4 1

∣∣∣∣∣∣

1 0 0
− 1

3
1
6 0

−3 0 1


→




1 0 0
0 1 1

2
0 0 −1

∣∣∣∣∣∣

1 0 0
− 1

3
1
6 0

− 5
3 − 2

3 1




→




1 0 0
0 1 1

2
0 0 1

∣∣∣∣∣∣

1 0 0
− 1

3
1
6 0

5
3

2
3 −1


→




1 0 0
0 1 0
0 0 1

∣∣∣∣∣∣

1 0 0
− 7

6 − 1
6

1
2

5
3

2
3 −1




� � � E � 
"���;�
A−1 =




1 0 0
− 7

6 − 1
6

1
2

5
3

2
3 −1




� � 
 � �K2G�E 
 �F� � 
 � K2G E.� 
�E � �����ME6� � � � � 2 �&E<I ��E 
 �
A · A−1 = E = A−1 · A L � ���

�ME<��K�G���H 
��&E 
 � 
�� G"��E.����"!
A · A−1 = E

�

A · A−1 =




1 0 0
2 6 3
3 4 1


 ·




1 0 0
− 7

6 − 1
6

1
2

5
3

2
3 −1


 =




1 0 0
0 1 0
0 0 1


 = E
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� � � ���&IJI�E 
 
�� 
 E<� 
�E ��G�E �&��E:������K2G�E � E��1� � 
 � � 
�� !���� � ��E<��E 
 �I�� �&��� ��G�� ��� � E:� � � ! �&� �� � 
 �&E 
 E<� 
"E:�F��E�� ��IJH>��E 
 � >�(��� � � 
 E<� 
"E � � 
�G"E<� ����� ��(��� �:E�IJ��E<!AE.� 
1�
� & � � ��� ! �1��� E 


A
� � ����E<I�� ' E<�JI�E 
���� ! �&��� � 
 �&E 
 � 
 � �JE ' E<��IJE 
������"!AE 
"! �1��� �"�-�




0 . . . 0 1 ∗ . . . ∗ 0 ∗ . . . ∗ 0 ∗ . . . ∗
1 ∗ . . . ∗ 0 ∗ . . . ∗

1 ∗ . . . ∗

0 0




� �JE  
 �,�G"I � E.��� ���"!AE 
 =
� �

(A) # ��� �ME<� A ∈Mn,n (K)
L �IJ� �




1
�

1 L L L
1�

1


 = En

� ) � � � ! �&��� � 
�� E 
 ��� 
 � � ��I������"IJ� ��>��� � 
�E 
 � � � ��� ! �&�2� � 
�� ��� >�(��� �:E 
 � ���ME<�
' E.�JI�E 
��"� ! �1��� � 
 �&E 
 � �"I ��� � I�����>��� � 
"E 
 � � � ��� ! �&�2� � 
�� ��� >�(��� �:E 
 	 � 
 IJ� 
�� �
��� 
 � L
� �"�I���E 
��"� ! �1��� � 
 �&E 
 � �"I �����"IJ� ��>��� � 
�E 
 � � � � � ! �&��� � 
 �&��� >���2� �,E 
 	 � 
 ��E<K2G*���
��� 
 � L

 
"� E.�2� � 
 � � ' ��� � �JI � � 
 � � E.��( 
�	&E.����E 
 � >����� ���ME 
���� �:E 
 �F� � 
���� ' E<��IJE 
���� ! �&��� � 
�� E 
ML� � � E � 
"���;�
(
A′
∣∣ U

) )�
n

∣∣A
(�

t···
�

2·
�

1−−−−−−−→
�Rs�s��i���;t���u������lk�!�� c �e�Iu���s��������;��� v ��	��I���������������������h��

� >����� �,E 
*��G�E �&�2E.������K�G"E � E��1� � 
 � � 
 � �
Zt,Zt−1, . . . ,Z2,Z1

�ME � E<����E.� � ��E � �"I ��� � I�� ������ � 
 � � � St,St−1, . . . ,S2,S1
	 � 
 I�� 
�� �:L

� ��� �F������E 
1�
(St · St−1 · . . . · S2 · S1) · A = E ⇒ (St · St−1 · . . . · S2 · S1) ·E = A−1

��"! � E.�� 
 � E.�2E 
 ��E<� ��E6�
B = (St · St−1 · . . . · S2 · S1) ·E = A−1

� E.� E:�2� � 
�� E 
 �
& L � � 
��  �ME 	 � 
 �ME<IJ��E �"���&E 
 � >�(��� �:E 


A ∈ Mn (K)
� ( ���

A
��� 
 �&�"I�H�� # � � � E.�2�&E 
 �F� � � ��E<����"H>��E<�(��E 
"���ME<� � ��E<��E<�  I � �1������G"� �"� �  � ���2K2G �  2 E.��
"��K2G*� � E.����E.� � E<!���G��2� � E.� � E 
 �� 
 
5L��E:� � ��� 
 � � � � (A) � n # �I�� � I��JE.!AE.�2� � ��E ' E<��IJE 
������"!AE 
"! �1��� � � 
 � E<����E 
���E<� 
"E ��� �I���E � ��E
���� ��"� � ��IJI�E 
 �ME<�(��E.G*�;�




0 . . . 0 1 ∗ . . . ∗ 0 ∗ . . . ∗ 0 ∗ . . . ∗
0 ∗ . . . ∗ 0 ∗ . . . ∗LLL

1 ∗ . . . ∗
0

0 0 0
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) L  
�� E 
 � � 
�� 	 � 
 ' E<��IJE 
 � � 
 � � � �I ��E 
��"� ! �&�2� � 
�� E 
 � A ∈ Mn (K)  En
	 E:��� ���(��E.IJ�

Z1,Z2,Z1,Z3,Z2, . . .
�
Zn

�ME �,E<��K2G 
�E.� E<� 
"E ' E<��IJE 
��"� ! �&�2� � 
�� � 
 � Sn
�ME �,E<�JK�G 
"E:� E.� 
�E ��� �I ���E 
��"� ! �1��� � 
 � �2L ' ��� � �2� 
 
"E.��� 
 � � ' E<��IJE 
 �&�ME.��>��� � 
"E 
 ��� 
 � � ��I���� � I�����>��� � 
"E 
 	 � 
 I�� 
�� � #� �"�I���E 
 �1�ME.��>��� � 
�E 
 ��� 
 � � ��I������"IJ� ��>��� � 
�E 
 	 � 
 ��E<K�G*���,L�� >����� �,E 
*��G�E �&�2E.������K�G �ME.�(���K2G ���E.�;�

Zt · Zt−1 · . . . · Z2 · Z1︸ ︷︷ ︸
+ U

· A · S1 · S2 · . . . · St−1 · St︸ ︷︷ ︸
+ V

�IJ� � �
A
�
U · A · V = E

L5: ��� � �JE ( 
�	&E.����E E.� � � �"�F���JK2G � �� ���9�
U · A · V = E ⇒ A = U−1 ·E · V −1 = U−1 · V −1

⇒ A−1 =
(
U−1 · V −1

)−1
=
(
V −1

)−1 ·
(
U−1

)−1
= V · U

��"� � � � 
 �&����"! �& �5E��ME.�� 
 
*�9� � E<� � 
�	&E.�2���JE.�2E 
 E.� 
�E<� � ��� � ������E<� � � E<��E.� � >�(��� �,E 
 � ��E.G*�����K2G � �JE ��E<��G"E 
�! � I � E � E.��� E:��� E �"� L
� � 
 � �&IJI�E 
 � ���

U
� 
 � V

�5E:�����K2G*��E 
 �
U = Zt · Zt−1 · . . . · Z2 · Z1 ·E

�IJ� � �J�(�
U � �� � � � E � 
"��� � E.������� �,E<����� 	 E 
 ' E<��IJE 
��"� ! �&�2� � 
�� E 
  
 �&E �  
 � �F���! E

L

V = E · S1 · S2 · . . . · St−1 · St

�IJ� � �J�(�
V � �� � � � E � 
"��� � E.������� �,E<����� 	 E 
 � � �I ��E 
��"� ! �&�2� � 
�� E 
  
 � E �  
 � �F��"! E

L
� � � � � 
 
�E 
 �I�� � E<� 
 ��K2G�E<�   
��I ��� �,� � E<� � K2G"E.�  !���� ' E<��I�E 
��"� ! �1��� � 
 � E 
 E 
*� �
�F��K��&E<I 
 �

( ∣∣

(

)

)

∣∣

∣∣∣∣

A
�

n
�

n

�
n U V

�
��

� �
��

� �� �
��

�Ms�s������;t���u����I�lk�!�� c �;������}~�>�����Amn�����i���;ket����Y�Nbg� �i	I���Nt�}£��h��I}>t���u����
� ��E.� 
�� 
 E<� 
 � E<�J�(� ��E<IM!����

A ∈M2 (K)
�

A U V(
1 2
4 5

) (
1 0
0 1

) (
1 0
0 1

)

(
1 0
4 −3

) (
1 −2
0 1

)

(
1 0
0 −3

) (
1 0
−4 1

)

(
1 0
0 1

) (
1 2

3

0 − 1
3

)

� � 
 �&�JI �9�
A−1 = V · U =

(
1 2

3

0 − 1
3

)
·
(

1 0
−4 1

)
=

(
− 5

3
2
3

4
3 − 1

3

)

7�L ��E<�
A ∈ ��� (n,K) ⇒ Zt ·Zt−1 · . . . ·Z2 ·Z1 ·E = A ⇒ A−1 = Zt ·Zt−1 · . . . ·Z2 ·Z1
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�N���
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7�L87�L*) & � �� �
(III.3.12)

� E � E � >�(��� �,E � 
 ��� (n,K)
����� � �� � ��� � ����� 	 � 
 � � ! �&��� � 
 �&��� >���2� �,E 
 � � I�E<� E 
*����2�  ��(��� �,E 
���L �  
 �� �1�;� / ���

(n,K)
�F��� � 	 � 
� I�E<� E 
*��>��� >�(��� �,E 
 E.� �,E<� �1� 0

� ' ��� � ��� 
 
�E.��� 
�� �
Sn =

� �2���"�ME � E.� � E.�2� ����>��� � 
	 � 

n
' �"!ME.��
 ��� � .�E.�����
	&E  � �"�JI � � 
 �	 � 


1, . . . , n
��"!$���JK2G ��E<I � ��� �

� �ME.� �  
 �&��� >����� �,E6��� E � E �ME 
 ��E<�
V
� � � � ������

A
� 
 � E.� 
�E.� 
"E.�"E 
�� ������ A′ L ' �  
�� ��I�H�� $ �

� ��I �;�
v′j =

n∑

i=1

tij · vi

� � 
 � ��� � T = (tij) = MA

A′ (
� � )

1I�� � �5E:� �  
 �&��� >���2� �,E��ME �,E<�JK�G 
"E:�F� ���

v =

n∑

i=1

xi · vi =

n∑

i=1

yi · v′j

� � 
 ����� 
"��K2G*�FE<� 
"G�E<� ��I��JK�G � E%$ 
"��E.�2� � �� � �JE � �5E:� �  
 �&��� >���2� �,E �J�(�;�

v =

n∑

j=1

yj ·
n∑

i=1

tij · vi =

n∑

i=1

·




n∑

j=1

tij · yj


 · vi =

n∑

i=1

xi · vi

: ��� � �JE � � �&� � � 
����E 
*�(�� 
"��! �&��� >��� � 
 � ��I�� �IJ� � � xi =

n∑

j=1

tij · yj
! ���

i = 1, . . . , n
L

���� � � � ��I � !���� � E 
 �M�� 
"��! �&��� >��� � 
�� 	&E.��� �&� �



x1LLL
xn


 = T ·




y1LLL
yn


 ⇔




y1LLL
yn


 = T−1 ·




x1LLL
xn




: ��� 
�E<�"E � ����J�9�
T
��� ������ � E<K2G���E<I �

: ��� 
�E<�"E � � �1� � � 
">��E6� T−1 � � � �&� � � 
">��E 
�� E.K2G"��E<I � ��� �ME<�

T−1 = MA

A′ (
� � )

<�{ c �R� ��u~�h�� v ��	��I��������t��g�������D_e�Rs�s+_ ��	�	Ib c �����¤�I}~� 	I�D_ }���	�����}���	��i�$_ t����ikl��h��I	I}®t�����_ �;�G� �I���I��b;	



`a� b��
	��������I� c ³D������� ����� �Rs�s������;t���u���� t���� v � 	I���i����� �;���i	I�a���I�lk ���

� ��� 354/687�9;:+<
(III.4)

? �®7�KM:D42C�: �B<�:+7 �g]-VMKR^QL�L �RL�9;:+HJ:
��E��&E �ME 
1�

aij ∈ K
� 
 � bi ∈ K

L
��E<���"K2G*�9� � �&��� 
 � E 
 � 


K
!����

a11 · x1 + . . . + a1n · xn = b1
a21 · x1 + . . . + a2n · xn = b2LLL

LLL L L L LLL
LLL

LLL
LLL

am1 · x1 + . . . + amn · xn = bm

� � �F� � 
 
�E 
 � ��E<��E.� ��IJE.�JK2G�� 
 �&��� � �(��E.� 1��K2G � 
 ��E<� 
"E	� E<���� 
 � ��E<��IJE �:E.�2IJE��&E 
1�
� �JE � � E � �,�JE 
*��E 
�� >�(��� �

A = (αij) ∈Mm,n (K)

� E 
 � � ��� 
 �&� 	&E.��� �&� x � x =




x1LLL
xn


 ∈ Kn

� �JE	� � ��� 
�� ���(� �I ��E b � b =




b1LLL
bm


 ∈ Km

�IJ� � � � 
 
�E 
 �F� � � �� ��IJE.�JK2G�� 
 �&��� � �(��E.� ���K2G ! � I � E 
 � E.�2�  2 E 
 ��K�G���E<� �ME 
1� A · x = b
L

� � 
"E  
 � E.��E � ��� I��JK�G��&E<�����ME<�(��E.G*� � >��� 
 # �  2 �  
 � �����I�E<��K2G�� 
�� ��� � ����E<� �IJ�$E<� 
"E IJ� 
"E.��2E � � ��I � � 
�� �� !M 2��;�
fA (x) = b

� � �
fA : Kn → Km

: ��� � �JE	� � ��� 
 �&��� E 
�� E L (A, b)
�&�JI �9�

L (A, b) = {x ∈ Kn : A · x = b} = f−1
A ({b})

7�L���L & ��>���
(III.4.1)

A · x = b
I �&� � >� ⇔ � �

(A) =
� �

(A| b)
 
"� E.�2� � 
 � �

(A| b) �F� � � �I�� E.��� E<� ��E:�2��E � � E � �:��E 
*��E 
"� >�(��� � �5E �:E<��K2G 
"E.�9�

(A| b) =



a11 · · · a1n b1LLL L L L LLL

LLL
am1 · · · amn bm


 ∈Mm,n+1 (K)

� E � E.�J�9� ' ��E.���(� �:��� � ��� 
 
�E.��� 
���L � � � ��I �

� �
A =

� �


↑ ↑
v1 · · · vn

↓ ↓


 = � �J� 〈v1, . . . , vn〉 = � ��� fA (Kn)

� 
 �
A ·



x1LLL
xn


 =

n∑

i=1

xi · vi
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�N���
	��a�����lkP� � ³D���������I�a�R��u���s����®�QkerSh����i����t���u

0 ⇒0 � � � ��I��9�
A · x = b

A =



↑ ↑
v1 · · · vn

↓ ↓







⇒ b = x1 · v1 + . . .+ xn · vn

� � 
 ! � I �&� � 
"� � ����E<I � >� �
� �

(A| b) = � ��� (〈v1, . . . , vn, b〉) = � ��� (〈v1, . . . , vn〉) =
� �

(A)0 ⇐0 � � � ��I��9�

� �J� (〈v1, . . . , vn〉) = � �J� (〈v1, . . . , vn, b〉)
(∗)
⇒ 〈v1, . . . , vn〉 = 〈v1, . . . , vn, b〉
⇒ b = x1 · v1 + . . .+ xn · vn

����FG�E<�"2��9�
A ·



x1LLL
xn


 =

n∑

i=1

xi · vi = b

 
"� E.�2� � 
 � �
(∗) ! �&I��1� 
�1K�G � ���������"� � �G�I L: � I � E.��� 
 � � � ��� � � 
 
�E 
 E<� 
�E 
��I�� �&��� ��G�� ��� �:��� � 
*����K2G"E<� � � 
 � ���ME.� � ��E � �&� � >�2�&E<� � 	 � 
��I�E<�JK�G�� 
 �&��� � ����E<� E 
 E 
*� �F��K�� E.I 
ML

� E:��E<K2G 
�� 
 � � E<� �� 
�� E<� � � (A)
� 
 � � � (A| b) � ���(��E<IJ� E<I�E<� E 
*����2E.� ��� ! �1��� � 
 � E 
5L� �(����������� 	 � 


(A| b) � � �&���������E:���,� 
�� � � � 
"E ���ME �,�JE<I�I�E � � ��� 
 � x0
�������5E:�� 
 
*� � � �

A ·x0 = b

7�L���L*) ��>���
(III.4.2)

� � � ��I��9�
� & �

L (A, b) = x0 + L (A, 0)
� ) �

L (A, 0) ⊆ Kn

��7 � � �J� (L (A, 0)) = n− � � (A)

��� ! �1��� ��IJ��E.��� 
 �&E 
1�
� & �

A · x = b
�F� � � �I�� � 
�G �&� ��� E 
�E<� ��IJE<��K2G�� 
 � ��� � �(��E<� �ME �,E<��K2G 
�E.�,L

� ) �
A · x = 0

�F� � � �I�� � �,� �&E<G �1��� � E<� � G �&� ��� E 
"E<� ��IJE.�JK2G�� 
 �&��� � �(��E.� �5E �:E<��K2G 
"E.�,L
��7 �

L (A, 0)
�F��� � �IJ�F�(�5E �:��E<I�IJE � �&��� 
�� � E<� G � � ��� E 
�E 
 ��I�E<��K2G�� 
�� ��� � ����E<� � �5E �:E<��K2G 
"E.�,L

� � �
L (A, b)

� ��� � �I�� �IJI � E<� E<� 
"E�� �&��� 
 � � E.� � 
�G �&� ��� E 
�E 
 ��I�E<��K2G�� 
�� ��� � ����E<� ���5E �:E<��K2G �
�E.�,L
� E � E.�J�9�
L (A, b) = {x : fA (x) = b} 3 x0

# x ∈ L (A, b) ⇒ fA (x) = fA (x0) ⇒ fA (x− x0) = 0

⇒ x− x0 ∈
� E.� 


(fA)
L � E.��


(fA) = L (A, 0) ⇒ L (A, 0) ⊆ Kn _
x− x0 ∈ L (A, 0) ⇒ x ∈ x0 + L (A, 0)

L � E<�
x = x0 + u # u ∈ L (A, 0)

⇒ A · x = A · (x0 + u) = A · x0 + A · u︸︷︷︸
= 0

= A · x0 = b # x0 + L (A, 0) ⊆ L (A, b)
L

��"� � E:� � �J� E 
���� � 
���! �1��� E<I"! �&I��1�;�
� ��� (L (A, 0)) = � ��� (

� E.��

(fA)) = � ��� (Kn)− � ��� (fA (Kn)) = n− � � (A)
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7�L���L87 ��1� 2 � � �&� �  
���K2G�E<� � I���� � 
">��� � 
"� 	 E.�2!A�G���E 

� ��� 
 �,���1� ' E.�JI�E 
��"� ! �1��� � 
 �&E 
� 
�� E 
 � E 
 ��"! (A, b) # E 	&E 
*���"E<I�I�� E 
"� � E ��� �I ��E 
���� ! �&��� � 
 �� E 
 ��"!

A
�I�IJE.� 
�E� 
�� E 
 � E 
5L � � � ��I��9�

L (A, b) = {x : A · x = b}
� E.G"�������� 
 � �
& L ' E<��IJE 
��"� ! �&�2� � 
�� E 
 ��"!

(A, b)
H 
 � E.��
 � �JE	� � ��� 
�� ��� E 
�� E 
"��K2G*�:L� E � E.�J�9�

(A, b)→ Z · (A, b) = (Z ·A,Z · b) ⇒ L (A, b) = L (Z · A,Z · b)
x ∈ L (A, b) ⇒ A · x = b ⇒ Z · A · x = Z · b ⇒ x ∈ L (Z · A,Z · b)
Z−1 · (Z ·A,Z · b) = (A, b) ⇒ L (Z ·A,Z · b) ⊆ L (A, b)) L � � �I ��E 
��"� ! �&�2� � 
�� E 
 ��"!

A
G" �ME 
 ���ME.�2��K2G�1��� >��E 
 � � 
 � � 2 ��"!

L (A, b)
�

L (A · U, b) = U−1 · L (A, b)

� E � E.�J�9�
(A · U) · x = b ⇒ A · (U · x) = b

L
U · x ∈ L (A, b) ⇒ x ∈ U−1 · L (A, b)

L
��E.�

A · x = b ⇒ (A · U) ·
(
U−1 · x

)
= b ⇒ U−1 · x ∈ L (A · U, b)

� ��>�����J��K2G"E  
�� E 
 � � 
 � �
� � �

A · S1 · S2 · . . . · Sr−1 · Sr = A · U−1 L �I�� � U = E · S1 · S2 · . . . · Sr−1 · Sr� �� � � E.� � � �"� ����K2G ! �&I��&E 
 � E<�F� K2G"E<�  � � ���ME<� A′ = A · U ���

���J� �"I �� 
�E ' E.�JI�E 
��"� ! �1��� � 
 �&E 

(
A
∣∣ �

n

)

(
A′
∣∣ U

)

�Rs�s��i���;t���u������lkPp � c �;������}��>�����M����� ¡ � t � k�µ�h��������������������e�i��}~�i�g��	I��h��g������I�¤� �������

� �J� ��� E<������� � E
L (A · U, b)

� ���J� �
U · L (A · U, b) = L (A, b)

( 
 � E.� � �� � ��� � E.� � E 
 G � K2G�����E 
"� � �"1I ��E 
�	 E:�2�������K2G�� 
 � E 
  
 � �  
 � � # �  E<�  
"� � 
"�(��E 
�,� 	 �JE<I  ��! �  
 � �J�(� � E 
 � �&��� 
 � �(����"� �,� �5E:��E<K2G 
"E 
ML
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�N���
	��a�����lkP��p ³D���������I�a�R��u���s����®�QkerSh����i����t���u

7�L���L�� � E<�����"�JE<I !�������1� 2 � � �&� �  
���K2G�E<� � I��J� � 
">��� � 
"� 	&E.��!71G���E 

��E��&E �ME 
 ��E.�5! �&I��&E 
 � E<� � 
"G � � ���&E 
"E��IJE.�JK2G�� 
 �&��� � �(��E.� �

x + y + w + 4z = 1
x − 2y + 3w = 2

y + w − z = 4

� � 
 ��K�G���E<� �ME 
 �F��� � �� � 
"G � � ���&E 
"E ��I�E<��K2G�� 
�� ��� � ����E<� ! ��� � �JE�� E<K�G 
�� 
�� �I�� (A, b) �
� >����� ���




1 1 1 4
1 −2 3 0
0 1 1 −1

∣∣∣∣∣∣

1
2
4


→




1 1 1 4
0 −3 2 −4
0 1 1 −1

∣∣∣∣∣∣

1
1
4




→




1 1 1 4
0 1 − 2

3
4
3

0 1 1 −1

∣∣∣∣∣∣

1
− 1

3

4


→




1 1 1 4
0 1 − 2

3
4
3

0 0 5
3 − 7

3

∣∣∣∣∣∣

1
− 1

3
13
3




→




1 0 5
3

8
3

0 1 − 2
3

4
3

0 0 5
3 − 7

3

∣∣∣∣∣∣∣

4
3

− 1
3

13
3


→




1 0 5
3

8
3

0 1 − 2
3

4
3

0 0 1 − 7
5

∣∣∣∣∣∣∣

4
3

− 1
3

13
5




→




1 0 0 5
0 1 0 2

5

0 0 1 − 7
5

∣∣∣∣∣∣

−3
21
15
13
5


→




1 0 0 5
0 1 0 2

5

0 0 1 − 7
5

∣∣∣∣∣∣

−3
7
5

13
5




��"� � E:� � >�(��� � ����E<I�IJE 
 �F� � 
�� 
�F��E � E:� � �� ��IJE.�JK2G�� 
 �&��� � �(��E.� 1��! �
1 · x + 0 · y + 0 · w + 5 · z = −3
0 · x + 1 · y + 0 · w + 2

5 · z = 21
15

0 · x + 0 · y + 1 · w − 7
5 · z = 13

5

⇔
x + 5 · z = −3
y + 2

5 · z = 21
15

w − 7
5 · z = 13

5

�IJ� � � ��I�� !����
L (A, b)

�

L (A, b) =








−3− 5z
21
15 − 2

5z
13
5 + 7

5z
z




∣∣∣∣∣∣∣∣
z ∈ K





=




−3
21
15
13
5
0




︸ ︷︷ ︸
x0

+ K ·




−5
− 2

5
7
5
1




︸ ︷︷ ︸
= L (A, 0)

' � �&����E.��IJE:���@� � � 
 
*��E 
 �F� � 
 � K2G E<� 
"E � � ���ME � ����K2G"! �"G��2E 
5L
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`a� b��
	��������I� c ³D������� ����� �Rs�s������;t���u���� t���� v � 	I���i����� �;���i	I�a���I�lk���{

7�L���L�� � I�E<� E 
*��>��E ��� ! �&�2� � 
�� E 
 � 
 � ��IJE.�JK2G�� 
 �&��� � �(��E.� E
�IJI � E<� E<� 
"E : �&���-� ��E��&E �ME 
 E<� 
 � 
�G �&� ��� E 
�E<� I�� 
�E<>��E<� ��IJE<��K2G�� 
 � ��� � �(��E<�

A · x = b
L

������K2G ' E<�JI�E 
���� ! �&��� � 
 �&E 
 E.��G��I���E 
 � ��� ��"� � E.� � � E � �,�JE 
*��E 
�� >�(��� �
(A| b) E.� 
�E 
 �1� �� �JE:�2��E ' E<��IJE 
"�����"!7E 
"! �1���-�




0 . . . 0 1 ∗ . . . ∗ 0 ∗ . . . ∗ 0 ∗ . . . ∗
1 ∗ . . . ∗ 0 ∗ . . . ∗

1 ∗ . . . ∗
0LLL

0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

b∗1LLL
b∗r
b∗r+1LLL
b∗m




� ���ME<� � �JE I�� 
�� E � >����� � �I�� A∗ � � � �I ��E 
��ME.��� �������� � 
"E 
 � � 
 � � ��E ��E<K2G*��E � �"�I���E �I�� b∗�ME �,E<�JK�G 
"E:� �F� � � L � ����G� �ME 
 �5E:��E<� ��� �&E �,E<���1�;�
L (A, b) = L (A∗, b∗)

�  �F��� 
���� ' E<�JI�E 
���� ! �&��� � 
 �&E 
 � 
 � �&E<� 
"E � �"�I���E 
��"� ! �1��� � 
 �&E 
 	&E.���  
 � � G� �5E 
 �"���"! � ��E ' E<��I�E 
"�(����!AE 
"! �&��� �,� � �&� � E 
5L
� E.� E:�2� � 
�� E 
 �
& � � �JK2G*� 1I�I�E

b∗r+1, . . . , b
∗
m = 0⇒ ���� ��I�E<�JK�G�� 
 �&��� � ����E<� �J�(� 
��JK2G*� I � � � >�<L

� E � E.�J�9� ��E.� E.� � 
b∗r+1 6= 0 # �  
 
 � � 2 � E<I ��E 
1�

0 · x1 + 0 · x2 + . . .+ 0 · xn︸ ︷︷ ︸
= 0

= b∗r+1︸︷︷︸
6= 0

� � � E.��G�1I ��E 
 �IJ� � E<� 
"E 
 � � � E.���������"K�G5L) L � E<��E 
 �I�IJE
b∗r+1, . . . , b

∗
m = 0

L � � 
 �ME 
���� �,E 
 �F� � � �"�I���E 
�	&E.�2��1����K2G�� 
 �&E 
 �"� � ��E ' E<� �I�E 
"�(����!AE 
"! �&��� �"� �,�"� �&�2���JE:��E 
1�

(A∗| b∗)→




1 0L L L
0 1

C

0 · · · · · · · · · · · · 0····
····

0 · · · · · · · · · · · · 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

b∗1LLL
b∗r
0LLL
0




=




Er C

0 · · · · · · · · · · · · 0····
····

0 · · · · · · · · · · · · 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

b∗1LLL
b∗r
0LLL
0




�� �,� 1I�I � E<� E<� 
1�

A · x =

n∑

i=1

xi · vi

A∗ · x∗ =



↑ ↑ ↑
vi1 vi2 · · · vin

↓ ↓ ↓


 · x∗ =

n∑

k=1

x∗k · vik

x∗k = xik

# x∗ E 
*������ 
 � E 
 ���� x � ����K�G � �JE.��E<I �ME 
 � E.��� �������� � 
"E 
5L
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�N���
	��a�����lkP��� ³D���������I�a�R��u���s����®�QkerSh����i����t���u

� � � E.��G�1I ��E 
 �IJ� � ! � I � E 
 � E	
�E<�"E � �����">��� � 
1�



Er C

0 · · · · · · · · · · · · 0····
····

0 · · · · · · · · · · · · 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

b∗1LLL
b∗r
0LLL
0




→




Er C

0 · · · · · · · · · · · · 0····
····

0 · · · · · · · · · · · · 0




·




x1LLL
xr

xr+1LLL
xn




=




b∗1LLL
b∗r
0LLL
0




︸ ︷︷ ︸
(∗)

� 
 �

(∗) =




Er ·




x1LLL
xr


+ C ·




xr+1LLL
xn




0 · · · · · · · · · · · · 0····
····

0 · · · · · · · · · · · · 0




=







x1LLL
xr


 + C ·




xr+1LLL
xn




0 · · · · · · · · · · · · 0····
····

0 · · · · · · · · · · · · 0




�IJ� � �


x1LLL
xr


 + C ·



xr+1LLL
xn


 =



b∗1LLL
b∗r




︸ ︷︷ ︸
+ b∗0���� � � � ��I � !���� � E 
 � � ��� 
 �&�������� �

L (A∗| b∗) =








−C ·




xr+1LLL
xn


+ b∗0

← xr+1 →LLL
← xn →




∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

xr+1, . . . , xn ∈ K





� E 
 
"E 
 � ����E<� 
"E �(�5E �:��E<I�IJE � �&��� 
�� �
(b∗1, . . . , b

∗
r , 0, . . . , 0)

� # � � � ��I��9�

L (A∗| b∗) =




b∗1LLL
b∗r
0LLL
0




+








−C · (y)

y




∣∣∣∣∣∣∣∣
y ∈ Kn−r





( 
"� �5E.� � 
 � E.�2E6�
b∗r+1 = . . . = bn = 0 ⇔ ��IJE.�JK2G�� 
 �&��� � �(��E.� I � � � >�

⇔ � �
(A) =

� �
(A| b)

� ��� (L (A, 0)) = � ��� (L (A∗, 0)) = n− � �
(A)︸ ︷︷ ︸

= r

= n− r

��E:� �I � �&�2����G"� �"� I���E<!AE.�2� E<� 
"E� 1���J� 	 � 

L (A, 0)

L
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`a� b��
	��������I� c ³D������� ����� �Rs�s������;t���u���� t���� v � 	I���i����� �;���i	I�a���I�lk����

� ��� 354/687�9;:+<
(III.5)

? @B:�9;:DC�H�7�KM4SK�9;:+K
� ��E � E:��G �&IJ� 
 � � � E:�;� Mn (K)→ K # � E.� (Kn ×Kn × . . .×Kn)︸ ︷︷ ︸

n− � �I
→ K

����E ��E.��E.��� � 
" 
*��E �J�(� E<� 
"E :�� 
������ � 
 � E.� � �"1I ��E 
�	 E:��� �1��E 
1� � E.� (A) = � E:� (v1, . . . , vn)
L

 � � �&� E3�
� � � � E.� (v1, . . . , vn) = 0 # !71I�I���E.� i 6= j

�&� ��� � � �
vi = vj

L � E � � 
 �&�9� � �JE ��E.��E.��� � 
" 
*��E ������I ��E:��
"��E.��E 
 � �
� E.� (v1, . . . , vi−1, vi, vi+1, . . . , vj−1, vj , vj+1, . . . , vn)

= − � E.� (v1, . . . , vi−1, vj , vi+1, . . . , vj−1, vi, vj+1, . . . , vn)

� �J� � � �JE � E.��E.��� � 
� 
*��E ����� IJ� 
"E<>� �
� E.� (v1, . . . , α · vi + β · v′i, . . . , vn) = α · � E.� (v1, . . . , vi, . . . , vn) + β · � E.� (v1, . . . , v′i, . . . , vn)

� E � � 
 �1�;� ����E ��E:��E.�2� � 
" 
*��E ����� E<� 
"E � �"I ���JI�� 
�E<>��E ���� ��I � � 
�� � � � � E:�2��E 
 � 
 K
�

� ��I����JI�� 
"E<>��! �1��� L
� ���J� � � E.� (En) = � E.� (e1, . . . , en) = 1

L � E � E<����� 
�� �	�	�&��� ��E.��� 
��
��"�

(i)− (iii)
� ����E ��E.��E.��� � 
" 
*��E �J�(� E<� 
"E	
 �&��� ��E.�2��E��I���E.��
��JE:��E 
 � E � �"I ����IJ� 
"E.��2! �&��� L� ����������� � � � � � � �"� �&E 
"�� E<� 
"E 
 �1��� �JE.����E��I ��E:��
"��E.��E 
 � E � �"I ����I�� 
�E<>��! �&�2� # 
�H1� I��JK�G � ��E��E:��E.�2� � 
" 
*��E �IJ� :�� 
������ � 
 � E.��� �"1I ��E 
�	 E:��� �1��E 
5L

��K�G � 
 �&E �:E.���1�;� � ��E ��E.��E.��� � 
" 
*��E E.� 
�E.� (n× n) �
� >�(��� � � � 2 � ��E ! � I � E 
 � E 
 � � � E 
"��K�G"�! ���E 
 G" �ME 
1�

��� ���">��� � 
 �
A ∈Mn (K) # A = (aij)

� E:� (A) = |A| :=
∑

σ∈Sn

� � 

(σ) ·

n∏

i=1

ai,σ(i)

� ���

σ =

(
1 2 . . . n

σ (1) σ (2) . . . σ (n)

)
,
� � 


(σ) = (−1)
#Inversionen

� � 
"E ( 
�	&E.����� � 
 IJ��E��&� 	 �&� # !71I�I�� i < j
� 
 � σ (i) > σ (j)

L
 
"� E.�2� � 
 � �,� � � 


(Sn)→ {1,−1} �	� � � � �&��� G"����� �"� # � ���ME<�
� � � � � 


(σ · τ) =
� � 


(σ) · � � 
 (τ)

� �J� � � � 

(i1 i2 . . . ir) = (−1)

r−1 # � � 
 (i j) = −1

� ���J� �
σ = (i1 j1) · (i1 j2) · . . . · (i1 jr) = (−1)

r

� ��K2G*����� ��� 
 � � ��E � ���&E 
"��K2G"�!7��E 
 � E:��� E.��E:��� � 
� 
*��E6� � �JE � E.��E:��� � 
� 
*��E �F� � � �IJ� :�� 
�� ���� � 
 � E.����� �I���E 
�	&E.��� �&��E 
 ��"! � E<!A 2��9�

A =



↑ ↑
v1 · · · vn

↓ ↓


 ∈ Kn ×Kn × . . .×Kn

︸ ︷︷ ︸
n−mal
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�N���
	��a�����lkP� � ³D���������I�a�R��u���s����®�QkerSh����i����t���u

� ����G�E.� G" �ME 
 �F� � ! �&I��&E 
 � E ��K2G�I ������E �&E � ��� E 
1�
� � � � ���� E:����K2G�E � E � E<I
� �J� �

A
��� 
�� �"I�H>� ⇒ � E.� A = 0

� ���J� � � E.��G"�I ��E 
 � E��&E 
 ���ME.� ��� �I ��E 
���� ! �&��� � 
�� E 

� �
	 �

A
��E � �"I�H>� ⇒ � E.� A 6= 0

� 	 �
A · x = b

� ���ME<�
A
��E��&�"I�H���G��� � E 
�1� E.� 
�E	� �&��� 
�� �

x = A−1 · b
� 	 � � � 
 � 
��K2G � E.� � ���� E.����K2G"E 
 � E��&E<I � ��I��9� xi =

� E.� (Bi)

� E.� (A)
� 	 ��� � � � �5E.�

Bi � ��E � >�(��� � A
����� � 
 � E.� �F��� � E 
 i �

��E 
 ��� �I ��E 
�	&E.��� �&� � ����K2G b
E.����E.���@�

G� �5E 
1�
Bi =



↑ ↑ ↑ ↑ ↑
v1 · · · vi−1 b vi+1 . . . vn

↓ ↓ ↓ ↓ ↓




7�L�� L & ��>���
(III.5.1)

 
"� E.�2� � 
 � �  ���
(ii)

� 
 � (iv)
! �&I��1�;�

A
��� 
 � ��IJH>� ⇔ � E.� (A) = 0

�ME �,�JE.G�� 
 �&� � E<����E
A��E��&�"I�H>� ⇔ � E.� (A) 6= 0

L
� E � E.�J�9�F����E � E.��E:��� � 
� 
*��E � ��� � �ME<�$ � � � ��� 	&E 
 ��� �I���E 
���� ! �&��� � 
 �&E 
 (iii)


"��K2G*� � E<H 
 �
� E:�2�:L ��E<� A = (aij) ∈Mn (K)

� 
 � ��E��&�"I�H>�<L& L ��K2G������(�9� � � � � � K2G*��E 

A
� � �"� ! �&�2� E 
 # �  2 a11 6= 0

�J�(�;�

A =




6= 0 ∗· · · · · · ∗
∗····∗

∗ · · · · · · ∗····
····∗ · · · · · · ∗




� � 
 �&� ��� E<� � � E<� � ��� I��JK2G�� E.����E 
1�
 �

a11 6= 0
���F� � � ��� 
 � !AE.�2��� ��L

� �
a11 = 0

�

A 




0 ? · · · · · · ?
∗····∗

∗ · · · · · · ∗····
····∗ · · · · · · ∗




� E<��I
A
��E��&�"I�H>� ����� ! � I �&� � �

(A) = n ⇒ ∃a1i 6= 0
� ���ME<�

i ∈ 2, . . . , n
L �I�� � �&�JI �;�

A 




0 ? 6= 0 ?

∗····∗

∗ · · · · · · ∗····
····∗ · · · · · · ∗
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� � 
  � � ��E.��E 
 � ��� � ��E i � ��E � �"�I���E �:��� E:������E 
 � �"�I���E � 
 � E.��G"�I ��E 
1�

A 




6= 0 ? 6= 0 ?

∗····∗

∗ · · · · · · ∗····
····∗ · · · · · · ∗




) L ��K2G������(�9��( 
 � �JE.��E<� � K2G���� �(� � � I�IJE 
 �F���
a12 − a1n

E.IJ��� � 
��JE.�2E 
5L � �J��G"E.� !����
A
�

A 




a′11 ? 6= 0 ?

∗····∗

∗ · · · · · · ∗····
····∗ · · · · · · ∗




� � 
  � � ��E.��E 
 � ��� � � ��
(
− a1i

a11

) !A�K2G�E � E.��E.���(��E 
 ��� �I ��E �,��� i � ��E 
 ��� �I���E6�

A 




a′11 0 · · · · · · 0
∗····∗

∗ · · · · · · ∗····
····∗ · · · · · · ∗




7�L � K2G���� �(�;� � � 
 � � I�IJE 
 �F� �
A
� � � � � �"$ �:��E.��E 
 # �  2 �F� �

A
	 � 
 � E.� ! � I � E 
 � E 
 : �&���

E.��G��I���E 
1�

A 




a′11 0 · · · · · · · · · 0
0 a′22 0 · · · · · · 0
∗ · · · · · · · · · · · · ∗····

····∗ · · · · · · · · · · · · ∗




��� ���">��� � 
 �

A 




a′11 ∗ · · · · · · · · · ∗
a21 a22 · · · a2n

∗ · · · · · · · · · · · · ∗····
····∗ · · · · · · · · · · · · ∗




� H>��E 

a21 = a22 = . . . = a2n = 0

� ��� H�G���E
rgA ≤ n − 1

LF���G�E.� ∃j ≥ 2
� ���

a2j 6= 0
L �IJ� �

� ��I � !����
A
�

A 




a′11 0 · · · · · · · · · 0
? · · · · a2j · · · ·
∗ · · · · · · · · · · · · ∗····

····∗ · · · · · · · · · · · · ∗




 
"�I ��� �:� � �5E 
 � � 
 
"E 
 �F���
a22

� � � � � �+$ �,�JE:��E 
 # �  2 a′22 6= 0
����� � 
 � a2i = 0

!����
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�N���
	��a�����lkP� � ³D���������I�a�R��u���s����®�QkerSh����i����t���u

i = 3, . . . , n
�

A 




a′11 0 · · · · · · · · · 0
? a′22 0 · · · · · · 0
∗ · · · · · · · · · · · · ∗····

····∗ · · · · · · · · · · · · ∗




� � � ��E.� �,E 
 � �� � E.�2!A�G���E 
  
"�I ��� ! �&�2�F� 
 � E.�2G"�I���E 
 ��K2G"I��JE;2 IJ��K2G1�

A 




a′11
�

a′22
a′33 L L L�

a′nn


 = A′

� ���ME<�
a′ii 6= 0

!����
1, . . . , n

L � ��� �F�J����E 
 # �  �F����
���� � �"�I���E 
��"� ! �1��� � 
 �&E 
 �5E 
���� �,� G" �ME 
 #
�  2 � E.� A = � E.� A′ L ��"! �1��� 
 � � E.� �M� 
�E<>��� ��H>�F! �&I��1�;�

� E:� (A) = � E.� (A′) = a′11 · a′22 · . . . · a′nn ·




1
�

1
1
L L L�

1




� E<� ��E.�2E � � �I ��E 
��"� ! �&�2� � 
�� E 
 I��JE<!7E.��
1�

A′ → a′11 · a′22 · . . . · a′nn ·
(

1 0
L L L

0 1

)
= a′11 · a′22 · . . . · a′nn · En =

(
a′11 0L L L
0 a′nn

)
= A′′

� � � E � 
"���;�
A
�� 
 
 � ����K�G ��� �I ��E 
���� ! �&��� � 
�� E 
 � � ��� � E<! �1��� � � E.� � E 
 # �  2 �F� �

A′′E.��G��I���E 
5L ����E ��E.��E.��� � 
" 
*��E ����� IJE.�JK2G*�  � �:��IJE.��E 
 �

� E.� A = � E.� A′′ = a′11 · a′22 · . . . · a′nn =
n∏

i=1

a′ii

7�L�� L*) ��>���
(III.5.2)

� � � � � �"� 
���� E<� 
�E ��E.��E.��� � 
" 
*��E
� E � E.�J�9�� 
 � E 
 � � � E 
 � E.� # � E.� ′ E.�2!��"I�IJE 
 � ��E � � � E 
"��K�G"�!7��E 
 (i)− (iii)

L � � 
 � 
*��E.����K2G"E<� �
� E 
 �F��� ��� E<� :�H�I�IJE6�
 �

A
��E<�5��� 
 �&�"I�H�� ⇒ � E.� (A) = � E:� ′ (A) = 0

L
� �

A
��E<�5�2E�� ��IJH>� ⇒ � � ��� � 
 
"E 


A � ����K�G ��� �I ��E 
���� ! �&��� � 
�� E 
 � � ��� ! �&��� E 
 # �  2 � ���
E<� 
"E � >���2� �

A∗
E:��G"�I ��E 
 �

A→
(
a∗11 0

L L L
0 a∗nn

)
= A∗

� E�� E 
 � E.� � ���&E 
"��K2G"�!7� (iii)
! �&I��1�;� � E.� (A) = � E.� ′ (A) = a∗11 · a∗22 · . . . · a∗nn

L
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7�L�� L87 ��>���
(III.5.3)

� ��I���� � I�����>��� � 
"����>����!������ E.��E:��� � 
� 
*��E 

��E:� � ��I������"IJ� ��>��� � 
������� ��!�������E:��E.�2� � 
" 
*��E 
 I������E.�;� � E.� (A · B) = � E:� (A) · � E.� (B)� E � E.�J�9�
 � ( ���

A
��� 
�� �"I�H>� ⇒ A · B �����F��� 
�� ��IJH>�<L

��K�G"E<�  � E<� � E � E<�J��E<�;� Kn
f

B // Kn
f

A // Kn( ���
fB

"��K2G*� ����� .�E.�����
	 ⇒ fA ◦ fB


"��K2G*�F����� .�E.����� 	 # � ��I � (fA ◦ fb) ⊆
� �JI � (fA)

� � � ��I��9�
fA·B = fA ◦ fB ⇒ � �

(A ·B) =
� �

(fA·B)( ��� � �
(A) � n⇒ Kn �F� � � G ��K�G"����E 
�� ��"! � E 
 Kn−1  � � E �"�JI � E:� ⇒ ����E � � � E 
���K2G�1!J��E 
 	 � 


fB
��� 
 � ���2�2E<IJE 	� 
*�,L

� � ! � I �&� � 
"� � ����E<I � >� � � E.� (A · B) = 0, � E.� (A) · � E.� (B) = 0
L

� �
A
�2E�� ��IJH>� ⇒ � E.� (A) 6= 0

L ��E<�
A
!AE<��� � 
 � B ∈Mn (K)

L�� � ! �&I��1�;�

� E:� ′ (B) =
� E.� (A · B)

� E.� (A)

' � �,E<� � E 
 � � E.� ′ (B)
E.��!���IJI � � �JE � ���&E 
"��K2G"�!7��E 
 (i)− (iii)

⇒ � E.� ′ (B) = � E.� (B)⇒ � E.� (A) · � E.� (B) = � E.� (A ·B)
�� �,�1�

B =



↑ ↑
v1 . . . vn

↓ ↓


 , A ·B =




↑ ↑
A · v1 . . . A · vn

↓ ↓




��E:���,E 
 �F� � 
�� 
 � 
 � ��E ��E.��E.��� � 
" 
*��E E<� 
 # � � ! � I �&�9�

⇒ � E.� ′


↑ ↑
v1 . . . vn

↓ ↓


 =

� E.�



↑ ↑
A · v1 . . . A · vn

↓ ↓




� E.� (A)

� � 
 � �&IJI�E 
 � ��� � ��E � � � E 
"��K�G"�!7��E 
 (i)− (iii)
!���� � E.� ′ (B)


"�K2G�� E<����E 
 �
(i)
� ( ���

vi = vj
� ���

i 6= j ⇒ A ·vi = A ·vj ⇒ � E.� (A · v1, . . . , A · vn) = 0⇒ � E.� ′ (v1, . . . , vn) = 0
L

(ii)
� � � � ��I �;�

� E.� ′ (E) =
� E:� (A · E)

� E.� (A)
=

� E.� (A)

� E.� (A)
= 1

�IJ� � �J�(� ��"K�G � ���&E 
"��K2G"�!7�
(ii)

E.��!���IJI �:L

(iii)
� � � � ��I��9�

� E.� ′ (v1, . . . , α · vk + β · v′k, . . . , vn)

=
� E.� (A · v1, . . . , A · (α · vk + β · v′k) , . . . , A · vn)

� E.� (A)

=
� E.� (A · v1, . . . , α ·A · vk + β ·A · v′k, . . . , A · vn)

� E.� (A)

=
α · � E.� (A · v1, . . . , A · vk, . . . , A · vn) + β · � E.� (A · v1, . . . , A · v′k, . . . , A · vn)

� E.� (A)

= α · � E.� ′ (v1, . . . , vk. . . . , vn) + β · � E.� ′ (v1, . . . , v′k. . . . , vn)

���� � � E.��! �"I�I�� � E.� ′ �IJI�E � � � E 
���K2G��!7��E 
 � E.��� >���2� �,E 
"!7� 
������ � 
 ⇒ � �"I ��� � I�� ������ � 
"����>� �1L
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7�L�� L�� � � � E 
���K2G�1!J��E 
 	 � 
 ��E.��E.��� � 
" 
*��E 
 � E��&E 
 ���ME.� ' E<��IJE 
���� ! �&��� � 
�� E 

��E��&E �ME 
 ��E.�

A
� ���

A =

(←w1→LLL
←wn→

)

� � 
 �ME.�(���K2G*��E 
�F� � � ��E<��	 E.�2��K2G��JE � E 
"E�:�H�I�IJE6�
 � �����I�>��E � ��I���� � I�����>��� � 
1�

� E.�



← w1 →LLL
←α · wi→LLL
← wn →


 = α · � E:�




← w1 →LLL
← wi →LLL
← wn →




� � � E.�2����"��K�G�� 
 � ��� E<�JE:� ' E<��IJE 
 �

� E.�




← w1 →LLL
←wi−1→
← wi →
←wi+1→LLL
←wj−1→
← wj →
←wj+1→LLL
← wn →




= − � E:�




← w1 →LLL
←wi−1→
← wj →
←wi+1→LLL
←wj−1→
← wi →
←wj+1→LLL
← wn →




K � ����
α �
!A�K2G�E � E:� j � ��E 
 ' E.�JI�E �:���

i �
��E 
 ' E.�JI�E  � � ��E.�2�9�

� E:�




← w1 →LLL
←wi + α · wj→LLL
← wj →LLL
← wn →




= � E.�




← w1 →LLL
← wi →LLL
← wj →LLL
← wn →




���� � E.��G�1I ��E 
 � E.� � E.��E.��� � 
� 
*��E �5E.� ' E<��IJE 
��"� ! �&�2� � 
�� E 
 �J�(�  
��I ��� �,� � E 
 ��� �I ��E �
��"� ! �1��� � 
 �&E 
5L
����E � E � E.�J��EF! � I � E 
 � � ��E.��� ���� � E<� � �"I ��� � I�����>��� � 
"����>��� � � � � ��IJ!7E � E.� ��� ! �1��� � 
 �&���  ��(��� �,E 
 �
 � � �"I ��� � I�� ������ � 
 � � �

Mi (α)
	 � 
 I�� 
�� �;�

� E:� (Mi (α) ·A) = � E.�






1 0L L L
α L L L

0 1


 ·A




= � E.�



1 0L L L
α L L L

0 1


 · � E.� (A) = α · � E.� (A)
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� � � ��I���� � I�����>��� � 
 � � �
Vij

	 � 
 IJ� 
�� �

� E.� (Vij ·A) = � E.�







1 L L L
1

0 · · · 1LLL
LLL

1 · · · 0
1 L L L

1



·A




= � E.�




1 L L L
1

0 · · · 1LLL LLL
1 · · · 0

1 L L L
1



· � E.� (A)

= (−1) · � E.� (A) = − � E.� (A)

� � 
 � ��I �;� � E.� (Vij) = − � E:� (En) # �  Vij � ����K2G � E.�2��1����K2G�� 
 � 	 � 

i �
��E.��� 
 � j �

��E.� ' E<�JI�E
� 


En
���2 
���! �1��� �JE:�2� �F� � � L

K � � �"I ��� � I�����>��� � 
 � � �
Aij (α)

	 � 
 IJ� 
�� �9�

� E.� (Aij (α) ·A) = � E.�







1 L L L
1

1 · · · αL L L LLL
1

1 L L L
1



· A




= � E.�




1 L L L
1

1 · · · αL L L LLL
1

1 L L L
1



· � E.� (A)

= 1 · � E.� (A) = � E.� (A)
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7�L�� L�� � � K2G���E �,E.�"�9� � ��>�����J��K2G"E�� E.�2E<K2G 
�� 
 � � E:� � E.��E.��� � 
� 
*��E
� � � � ����K�G � � ! �&��� � 
 �&E 
 � ��� � A

� 
 E.� 
�E ��E.����1I �F�(�� 
"��! �&��� ��E.�2� # � � �  2 �  
 � ��E � E ���E.��� � 
" 
*��E� � I�E<��E 
 �� 
 
5L
� �J� ��� �"K2G�G"�I ��� 
 � � E:� � E.��H 
 � E.��� 
�� � E.��� E.��E:��� � 
� 
*��E �ME<��� � ��� �,E%2

(i)
L

� ���J� � � 
 � � E<�(���I � � E.��� >�(��� ���
	 ��E<IJE � ��IJI�E 
 � � �5E:��E	� � E.��� 
*��E.��E ����E<��E<K�� � �&E<�����I��
� � 
"E ��� �I ��E � � E.� ' E<��IJE �ME<�(��E<G*� 
�������"� � ��IJI�E 
 ⇒ � E:� (A) = 0

7�L�� L	� � E<�����"�JE<I !���� � ��E � E.��E.��� � 
� 
*��E 
 �ME.�2E<K2G 
�� 
 �

��E��&E �ME 
 ��E.�
A
� ���

A =




1 2 3
4 5 6
7 8 9


 L � � 
 � ��I��9�

� E.�



1 2 3
4 5 6
7 8 9


 =

∣∣∣∣∣∣

1 2 3
4 5 6
7 8 9

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣

1 0 0
4 −3 −6
7 −6 −12

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣

1 0 0
4 −3 0
7 −6 0

∣∣∣∣∣∣
= 0

7�L�� L � ��>���
(III.5.4)

� ��I���� � I�����>��� � 
"����>����!���� � I � K�� � E.��E:��� � 
� 
*��E 

� E.G"�������� 
 � �

� E.�



� �

� �


 = � E.�

( � )
· � E.�

( � )

� E � E.�J�9� � � � � 
*��E.����K2G"E<� � E 
 � � E<� :�H�I�IJE3�
:�1I�I  �

A
��� 
 �&�"I�H�� � � E.� B ��� 
�� �"I�H>� ⇒ ��E<K2G*��E ��E<� ��E

= 0
L

' � �,E<� � E 
 �



� �

� �



����� ��� 
�� ��IJH>� # �  2 G�E<�+2�� � �




� �

� �


 < n

 
 � E 
 � � � E 

A
����� ��� 
�� ��IJH>�<L �����2K2G ' E<��IJE 
��"� ! �&�2� � 
�� E 
 # � ��E � ��E ��E:��E.�2� � 
" 
*��E
"��K2G*�H 
 � E.��
 # �� 
 
 A � 
 ! �&I��&E 
 � E ��E<�(���I � ���2 
���! �1��� �JE:�2� � E.� � E 
 �




0 · · · · · · 0
∗ · · · · · · ∗····

····∗ · · · · · · ∗




︸ ︷︷ ︸
+ �

� E 
 � E 
 �F��� 
�� 
 � ��E<��E ' E<��I�E 
��"� ! �1��� � 
 � E 
 ��"! � �JE � E<��1� ��E � >����� �  
 # � � E.��G"�I ��E 
�F� ��E<� 
�E � >����� � � E.� : �&���-�



� �

� �




︸ ︷︷ ︸
#
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`a� b��
	��������I� c ³D������� ����� �Rs�s������;t���u���� t���� v � 	I���i����� �;���i	I�a���I�lkl��{

���� G"E.�"2��9��� �
(#) < n⇒ � E:� (#) = 0

L  
"�I ��� 	&E.��!A�G���E 
 �F��� !���� � E 
 :�1I�I # �  2 B ��� 
 � ��IJH>������,L
:�1I�I � �

A
� 
 � B

��� 
 � �2E�� ��IJH>� ⇒ � ����K2G ' E<��I�E 
��"� ! �1��� � 
 � E 
 �� 
 
 �  
 � �JE � >�(��� �,E 


( � )
,

( � )
,




� �

� �




��"! � ��E ! � I � E 
 � E	��E<�����I��(���2 
���! �1��� �JE:��E 
1�

(
α1 0L L L
∗ αr

)
,

(
β1 0L L L
∗ βs

)
,




α1 0L L L
∗ αr

�

� β1 0L L L
∗ βs




︸ ︷︷ ︸
(##)

�"�2� 
�� E 
ML � � 
 �&�JI �;� � E.� (A) = α1 · . . . · αr
# � E.� (B) = β1 · . . . · βs

L �����2K2G � E<� ��E.��E �5�� 
"��! �&� �� >��� � 
�E 
 # � ��E � ��E ��E.��E.��� � 
" 
*��E
"��K2G*� 	&E.��H 
 � E.��
 E.��G�1I ��E 
 �F� � !���� (##)
�




α1 0L L L
∗ αr

�

� β1 0L L L
∗ βs




︸ ︷︷ ︸(
##
#

)

⇒ � E.�
(

##
#

)
= � E:� (A) · � E.� (B)

L

7�L�� L�� ��E%$ 
"� ��� � 

(III.5.a)

� �5�2 
���� � 
��JE:�2��E � >�(��� �
AT

tA = AT = (aji)ij
# � ���ME<� A = (aij)ij

L ����E ���2 
���� �&� 
"��E.�2��E�� >�(��� � E 
*������E<G*� � ����K2G � �"�JE � E �I�� 
 � � E.��� >����� �  
 � E.� � ����"� � �� � � 
"�IJE 
 ( ( (��

AT =




a11 a21 . . . an1

a12 a22 . . . an2LLL LLL L L L LLL
a1m a2m . . . anm




 
"� E.�2� � 
 � � ����E ' E<��I�E 
 	 � 

A
� E.� � E 
 � ��E � � �I ��E 
 	 � 
 AT L' ��� � ��� 
 
�E.��� 
�� �

V

f
→ W

V∗
f∗

← W∗ =
�	�&�

(W,K)

λ ◦ f ←� λ
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�N���
	��a�����lk�� � ³D���������I�a�R��u���s����®�QkerSh����i����t���u

��E.�
A
�
v1, . . . , vn

E.� 
�E	� ������ 	 � 

V
� 
 � B : w1, . . . , wm

E<� 
"E	� ������ 	 � 

W
L

����E � ���IJE 
 � ���E 
 � A∗ � v∗1 , . . . , v∗n 	 � 

V∗ � 
 � B∗ : w∗1 , . . . , w

∗
m

	 � 

W∗ # � ���

w∗i : W→ K, w∗i (wj) = δij =

{
0 i 6= j
1 i = j

 
"� E.�2� � 
 � �
δij
����� � �� ����� 
"E<K��&E.��� � � � � I L

�� 
 
1�
MA

B (f) = A, MB
∗

A∗ (f∗) = AT � 
 � � �J� (
� �JI � (f)) = � �J� (

� �JI � (f∗))
� ( 
 � �JE.��E.� � �1��I�E<��� 
 � ��K2G���E.� �ME 
 � ��� � ��E ��"� �& 
 � � � ������ � �ME 
5L �� E � E.�J�9� ��E.�

AT = (ãij)
L � � 
 � ��I � !���� � �JE � E.��E.��� � 
� 
*��E6�

� E:� (AT
)

=
∑

σ∈Sn

� � 

(σ) ·

n∏

i=1

ãi,σ(i) =
∑

σ∈Sn

� � 

(σ) ·

n∏

i=1

aσ(i),i

� � 
 ��E:���,E
j := σ (i) # �  
 
 �J�(� i = σ−1 (j)

L ����E � � � � ����>���
	 � ��H�� � E.� � ��I���� � I�����>��� � 
I��JE<!7E.�2�9�
� E.� (AT

)
=
∑

σ∈Sn

� � 

(σ) ·

n∏

j=1

aj,σ−1(j)

�	� K2G �,� �:E<� � E 
1� � � 

(σ) =

� � 
 (
σ−1

) L
� � � � E.� � E 
 !���� � ��E	� E<G�����"��� 
�� � � E<� 	 E:����K2G��JE � E 
�E�� E � E<����E !���G���E 
 �(�L
σ = (i1 j1) · (i2 j2) · . . . · (ir jr)

⇒ σ−1 = (i1 j1)
−1 · (i2 j2)−1 · . . . · (ir jr)−1

= (i1 j1) · (i2 j2) · . . . · (ir jr)( (�L � � = σ · σ−1 ⇒ 1 =
� � 


(
� � ) =

� � 

(σ) · � � 
 (σ−1

)
⇒ � � 


(σ) =
� � 
 (

σ−1
)

���G�E.� �

� E.� (AT
)

=
∑

σ∈Sn

� � 
 (
σ−1

)
·

n∏

j=1

aj,σ−1(j)

=
∑

σ−1∈Sn

� � 
 (
σ−1

)
·

n∏

j=1

aj,σ−1(j)

=
∑

τ∈Sn

� � 

(τ) ·

n∏

j=1

aj,τ(j)

= � E.� (A)

: � I � E.��� 
 � � � �JE � E.��E:��� � 
� 
*��E # 1I���:�� 
������ � 
 � E.� ' E<�JI�E 
�	&E.��� �&��E 
 ����� E �ME 
"!A�I�IJ� K2G">��>����E ���������E.�2� � ���2K2G � ��E  � � � � E
(i)− (iii)

E.� 
�E.� 
 �1��� �JE.����E 
 �I���E.��
��JE.�2E 
 � E 
�� �"I ����I�� 
�E<>��! �&�2� L

7�L�� L�� ��>���
(III.5.5)

� �M>� I�1K,E<��K2G"E.� � 
*� �F�JK�� IJ� 
 � ����>� �
��E��&E �ME 
 ��E<�

A ∈Mn (K)
L
Aij ∈Mn−1 (K)

E 
*������E<G*� ��"�
A � ����K�G �(����E.�JK2G�E 
 � E.� i � ��E 
 ' E.�JI�E� 
 � j �

��E 
 ��� �I ��E L�� �JE.� E.� 
 � E<����� ��E<I �

A =




1 2 3
4 5 6
7 8 9


 , A23 =

(
1 2
7 8

)
, A31 =

(
2 3
5 6

)

� � E 
*���(��E.G"E 

n2 
"E<��E�� >�(��� �,E 
ML
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`a� b��
	��������I� c ³D������� ����� �Rs�s������;t���u���� t���� v � 	I���i����� �;���i	I�a���I�lkl���

� � 
"E � >����� � �� 
 
 � � � � G�I 
"�K2G � E.� i � ��E 
 ' E<�JI�E 1I�� 1��K2G 
��K2G � E:� j � ��E 
 � �"�I���E E 
*� �F�JK�� E<I �� E.� � E 
1�
� & � � 
*� �F��K�� I�� 
 � 
��K2G � E.� i � ��E 
 ' E<��IJE E 
*� �F�JK�� E<I �9� � E.� (A) =

n∑

j=1

(−1)
i+j · aij · �

E.�
(Aij)

� ) � � 
*� �F��K�� I�� 
 � 
��K2G � E.� j � ��E 
 � � �I ��E E 
*� �F�JK�� E<I �9� � E.� (A) =

n∑

i=1

(−1)
i+j · aij · �

E.�
(Aij)

�IJ� � E<����� ��E<I � � I�IJE 
 �F� � 
�� 

A

"�K2G � E.��) � ��E 
 ' E<�JI�E E 
*� � �JK��&E<I 
1�

� E:� (A) = (−1)
2+1 · a21 · �

E.�
(A21) + (−1)

2+2 · a22 · �
E.�

(A22) + (−1)
2+3 · a23 · �

E.�
(A23)

= −4 ·
∣∣∣∣

2 3
8 9

∣∣∣∣+ 5 ·
∣∣∣∣

1 3
7 9

∣∣∣∣− 6 ·
∣∣∣∣

1 2
7 8

∣∣∣∣
= −4 · (18− 24) + 5 · (9− 21)− 6 · (8− 14)

= 24− 60 + 36 = 0

A
�J�(� �I�� � ��� 
�� �"I�H>�<L�� E<� �&E 
"���E.��E<� � � 
"��E.G"E 
 � ��� � E.������K2G*��IJ��K2G �




1
4
7


 − 2 ·




2
5
8


+




3
6
9


 =




0
0
0




� � � � E.� � E 
 G"��E.� 
���� � E 
 � E � E<��� !���� � �JE � 
*� �F��K�� IJ� 
 � 
�1K�G � E.� i � ��E 
 ��� �I���E !��"G���E 
ML
��E.�

A
� E��&E �ME 
 � � �

A =




← v1 →LLL
← vi →LLL
← vn →




����E ��E:��E.�2� � 
" 
*��E 	 � 

A
�J�(� 
�� 
 E<� 
"E :�� 
������ � 
 � E.� ' E.�JI�E 
�	&E.��� �1��E 
 �

� E.� (A) = � E.� (v1, . . . , vi−1, vi, vi+1, . . . , vn) = � E:�

v1, . . . , vi−1,

n∑

j=1

aij · ej , vi+1, . . . , vn




=

n∑

j=1

aij · �
E.�

(v1, . . . , vi−1, ej, vi+1, . . . , vn)

=
n∑

j=1

aij · �
E.�




a1,1 . . . a1,j−1 a1,j a1,j+1 . . . a1,nLLL LLL LLL LLL LLL
ai−1,1 . . . ai−1,j−1 ai−1,j ai−1,j+1 . . . ai−1,n

0 . . . 0 1 0 . . . 0
ai+1,1 . . . ai+1,j−1 ai+1,j ai+1,j+1 . . . ai+1,nLLL LLL LLL LLL LLL
an,1 . . . an,j−1 an,j an,j+1 . . . an,n
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�N���
	��a�����lk���� ³D���������I�a�R��u���s����®�QkerSh����i����t���u

� � 
 ! �&��� E 
 �F��� � E<� ��E.���"�-�

� E:� (A)
(∗)
=

n∑

j=1

aij · (−1)j−1 · � E.�




a1,j a11 . . . a1j−1 a1,j+1 . . . a1,nLLL LLL LLL LLL LLL
ai−1,j ai−1,1 . . . ai−1,j−1 ai−1,j+1 . . . ai−1,n

1 0 . . . 0 0 . . . 0
ai+1,j ai+1,1 . . . ai+1,j−1 ai+1,j+1 . . . ai+1,nLLL

LLL
LLL

LLL
LLL

an,j an,1 . . . an,j−1 an,j+1 . . . an,n




(#)
=

n∑

j=1

aij · (−1)
i+j−2 · � E.�




1 0 . . . 0 0 . . . 0
a1,j a11 . . . a1j−1 a1,j+1 . . . a1,nLLL

LLL
LLL

LLL
LLL

ai−1,j ai−1,1 . . . ai−1,j−1 ai−1,j+1 . . . ai−1,n

ai+1,j ai+1,1 . . . ai+1,j−1 ai+1,j+1 . . . ai+1,nLLL
LLL

LLL
LLL

LLL
an,j an,1 . . . an,j−1 an,j+1 . . . an,n




=

n∑

j=1

aij · (−1)
i+j · � E.� (Aij)

 
"� E.�2� � 
 � �
' �

(∗) � � ��� � E.�J��E<� � E:�2�������K2G�E 
 � E.� � �"�I���E 
 # � � �  2 � �JE j � ��E � � �I ��E � 
 � ��E E:������E��� �I ��E ���5E:� � E<G*� �
j − 1

� K2G��2���(��E ��L

' �
(#)

� � 1>��� E<����E.� � E:�2�������K2G�E 
 � E.� ' E<��IJE 
 # � � �  2 � ��E � i �
��E ' E<��IJE � 
 � �JE E.�2����E' E<��IJE ���ME.� � E.G*� �

i− 1
��K2G������(��E ��L

����E �5>� I��K:E � � 
*� �F��K�� IJ� 
 � E.��� ���&IJ��K2G*��E<� 
�E ��E.� ���2��� 	 E � E.��E.K2G 
�� 
 � 	 � 
 � E.��E.��� � 
� 
*��E 

� � �JE ������E<G"E.� 	 � 
 ��G"E �1��E.���J��K2G"E:� � E � E<����� 
�� # �  ��"� � � � 
 � E 
 � E.� � E.��! �1���  
"K,E 
��JK�G*��"�2������ �� �ME<I L�� ��� ���&IJ��K2G*� ���K2G E.� 
�E ��E.� ���2��� 	 E���E%$ 
"� ��� � 
 	 � 
 � E.��E:��� � 
� 
*��E 
 �ME<I���E � � � E.�
� � �	2 E L
7�L�� L &�� � � � H 
 �,� 
�� �:��� �ME<� � 
�� �,��K2G�E 
 ��E:��E.�2� � 
" 
*��E 
"! �&��� E<I

Sn

: ���
Sn

�&�JI �;�
Sn : σ =

(
1 2 . . . n

σ (1) σ (2) . . . σ (n)

) # σ : {1, . . . , n} → {1, . . . , n} � � .�E:����� � 


7�L�� L &6& � E%$ 
������ � 

(III.5.b)

��( 
�	 E.�2��� � 

����I�� !����

(i, j)
� � �

i < j # �  2 σ (i) > σ (j)
� � �(�"����K2G*� �  
 	 � 
 E<� 
"E.� ( 
�	&E.����� � 
ML

� E.�J�(� ��E<I !���� ( 
�	 E.�2��� � 
1� ��E<�
σ
� E��&E �ME 
 � � �;�

σ =

(
1 2 3 4
3 4 2 1

)

: � I � E 
 � E � ���2E ��� 
 � ( 
�	&E.����� � 
"E 
 �
(1, 3) , (1, 4) , (2, 3) , (2, 4) , (3, 4)

L
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`a� b��
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7�L�� L & ) � E%$ 
������ � 

(III.5.c)

� � � 

(σ) := (−1)

#Inversionen

: ��� .�E � E�( 
�	 E.�2��� � 
 � � E.� �M�� 
"�(� �&��� ��� � 
 τ ∈ Sn
�&�JI � � � 


(τ) = −1
L

�IJ� � � ��I��9�
� � � � � 


(σ) = 1 ⇔  
 �:�G"I � E.� ( 
�	 E.�2��� � 
"E 
 ����� � E.�2 � E6� σ ����� E<� 
"E��&E.�� � E � E:��� ���� ���� � 

� �J� � � � 


(σ) = −1 ⇔  
 �,�G"I � E.� ( 
�	&E.����� � 
"E 
 ����� � 
�� E.�2 � E6� σ ����� E<� 
"E � 
 � E:�� � E� E.��� ����>��� � 


��"! � �JE<��E���2� � 
 � � E<����E �"�21��K2G"E 
 �F� �
(n− 1) + (n− 2) + . . . + 2 + 1 = n·(n−1)

2 =

(
n
2

)

� E.� � I�E<�JK�G"E L ����E<� ����� ! ��� �&���	2 E
σ

"��K2G*�F� E<G��F�"��>�����J��K2G5L

7�L�� L & 7 �ME<� � 
(III.5.6)

�

i, j ∈ {1, . . . , n} : ��� .�E � E<� σ ∈ Sn
� ��I��9� � � 


(σ) =
∏

i<j

σ (j)− σ (i)

j − i
� E � E.�J� � ��E.�

m � �JE  
 �,�G"I � E.� :�E<G�IJ�(��H 
 � E 	 � 
 σ L �  
 
 � ��I �;�

∏

i<j

(σ (j)− σ (i)) =




∏

i<j

σ(i)<σ(j)

(σ (j)− σ (i))


 · (−1)

m ·
∏

i<j

σ(i)>σ(j)

|σ (j)− σ (i)|

= (−1)m∏
i<j (j − i) (−1)m

∏

i<j

|σ (j)− σ (i)|

= (−1)
m
∏

i<j

(j − i)

� E.� � E.��I�E.� �,��E 
 ��IJE.�JK2G�� 
 � G��� �  
 ����K2G �,� ���ME.� �,E<� �&E 
 # �  2 � �JE �ME<� � E 
�� � � � ������E �"�J���"! � ��E � E.�JG�E 
"! �&I��&E � �JE �&IJE<��K2G�E 
 :����� �&�2E 
 E 
*��G��I���E 
5L
7�L�� L & �

(III.5.7)
� ��H>� �:E����ME.� � 1��� ��� 
��"�

� � � ��I��9�
� � � � � 


(σ ◦ τ) =
� � 


(σ) · � � 
 (τ) # � � 
 : Sn → ({1, . . . , n} , ·) ����� � �"�J� �1�2� G��J��� �"��	 � 
 � ����� ��ME 
ML
� �J� � � � 


(i1, . . . , ir) = (−1)r−1

� ���J� � � � 
 (
σ−1

)
=
� � 


(σ)

� E � E.�J� �
' �

(i)
�
� � 


(τ ◦ σ) =
∏

i<j

τ (σ (j))− τ (σ (i))

j − i =
∏

i<j

τ (σ (j))− τ (σ (i))

σ (j)− σ (i)
·
∏

i<j

σ (j)− σ (i)

j − i
�� � �� ��� E<����E � ��� � ����� �&IJE<��K2G � � 
 (σ)

�J�(� � ! �&I��1� � ����E:��� ��"� � � � � E 
 �5E.� �  (III.5.6)
� #

� E 
 � �&� E<� �,� �:E<� � E 
 # �  2 � ��FE.������E � ��� � ����� � I�E<��K2G � � 
 (τ)
�����,L
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∏

i<j

τ (σ (j))− τ (σ (i))

σ (j)− σ (i)
=

∏

i<j

σ(i)<σ(j)

τ (σ (j))− τ (σ (i))

σ (j)− σ (i)
·
∏

i<j

σ(i)>σ(j)

τ (σ (j))− τ (σ (i))

σ (j)− σ (i)

=
∏

i<j

σ(i)<σ(j)

τ (σ (j))− τ (σ (i))

σ (j)− σ (i)
·
∏

i>j

σ(i)<σ(j)

τ (σ (j))− τ (σ (i))

σ (j)− σ (i)

=
∏

σ(i)<σ(j)

τ (σ (j))− τ (σ (i))

σ (j)− σ (i)

��
σ
� � .�E.�����
	 ����� # E 
*��G"H�I � � �JE<��E<� IJE:���@��E � ��� � ����� # � ��� 1��! ��E<��G"E 
�! � I � E # � ��E �&IJE.�JK2G�E 
:����� �&�2E 
�F�JE ∏

i<j

τ (j)− τ (i)

j − σ =
� � 


(τ)
L

' �
(ii)

� � E � E<� σ ∈ Sn
I�H 2�� ����K2G �I�� � ��� � ����� 	 � 
 �5�� 
���� � ������� � 
"E 
 � >������E<I�IJE 
 � � � ��E.����E: � I � E.��� 
 � ����

(i)
� �
σ = τ1 ◦ . . . ◦ τk # � L G5L � � 
 (σ) = (−1)k L

σ = (i1 · · · ik)
����� E.� 
 ' ��� I��"� � E.� �MH 
 � E � # � L GML σ

IJH 2�� ���JK2G ��"K2G � 
 ! � I � E 
 � E.� : �&����IJ� E.� 
 � ��� � ����� 	 � 
 k − 1
( 
�	&E.����� � 
�E 
 � >���(��E<I�I�E 
1� σ = (i1i2) (i2i3) · · · (ik−1ik)

L �I�� � �����
� � 


(σ) = (−1)
k−1' �

(iii)
� ����E<G"E � E%$ 
������ � 


(III.5.a)

��"�
(i)
� 
 � (ii)

E.��G"�I ��E 
 �F� � ��� E<� � ��2�J 
*��E 
 !���� � ��E ����>��������K2G�E � E:��E<K2G 
�� 
 � � E<� ��� �� 
���� �;�
��( �

σ = (i1, . . . , ir) (ir+1, . . . , is) (is+1, . . . , iz) . . . = z1 · . . . ·zk
� ���ME<�

zi
E.� 
 ' ��� IJ��� � E.���5H 
 �&E

ri
�����,L � � 
 � ��I�� !������ � 


(σ)
�
� � 


(σ) = (−1)r1−1+...+rk−1

��( ( �
σ =

∏ �5�� 
"�(� � ��� ��� � 
"E 
 �

σ =
r∏

k=1

(ik, jk) ,
� � 


(σ) = (−1)r

� E.�J�(� ��E<I��
σ =

(
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
6 5 7 2 3 1 4 10 8 9

)

' E:��IJE � � 
���� 
 ' ��� I�E 
 �
(1 6) (2 5 3 7 4) (8 10 9)

L �IJ� ��� � 

(σ) = (−1)

2−1 ·(−1)
5−1 ·(−1)

3−1
= −1

L
� � 
 ' E.��I�E�� � 
 � � ���

σ
� 
 �5�2 
���� � ������� � 
1�

(1 6) (2 4) (2 7) (2 3) (2 5) (8 9) (8 10)
L

�IJ� � � � � 

(σ) = (−1)

7
= −1

L

7�L�� L & � � E.���  
"E 
*��E � � 
 � E.I �&����E<� � ��� � I�E<� � E.� � � � � I�E � � ��H>������G"E �1����E
��E.�

A ∈ ��� (n,K)
L � � 
 ����� � E.���

(A)
� � ��E � E.�2�  
�E 
*��E � � E;$ 
"��E.�2� �IJ�

� E.���
(A) =

∑

σ∈Sn

n∏

i=1

ai,σ(i)

� E.���
(A)

�J�(� H�G 
�IJ��K2G � E:� �ME<� � 
�� �,��K2G�E 
 ��E:��E.�2� � 
" 
*��E 
"! �&��� E<I L
� ��� � I�E<�-� ��K2G 
"E<I�IJE � E:��E<K2G 
�� 
 � # � E 
 
 � ��E : �1��� E<I ����� E ��� � 
"E 
*���J�I � � � �"IJE � L � L G � ��E��E<K2G"E 
"��K�G���� ����E � 1K�G"��E 
 � � �

n! ≈ nn = en·log(n) ≥ 2n L
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7�L�� L & � � E%$ 
������ � 

(III.5.d)

�  � .�� 
 �&�JE:�2��E � >���2� �  � (A)

����E  � .�� 
 �&�JE.����E � >����� �  � (A)
����� � E��&E �ME 
 � ����K�G  � (A) :=

(
(−1)i+j · � E.� (Aij)

)
ij����E � �1� �:E.�JK2G�E 
 IJ��E<!AE:��
 E<� 
 ��K�G"�K2G �"�2E.����� ������E.� �

(−1)
i+j

=




+ − + · · ·
− + − · · ·
+ − + · · ·LLL

LLL
LLL L L L




7�L�� L & � � �� �
(III.5.8)

��E.�
A ∈Mn (K)

L � � 
 �&�JI �;�
(ad (A))

T ·A = � E:� (A) · En� E � E.�J�9�
(ad (A))

T · A =
(
(−1)

i+j · � E.� (Aij)
)T

ij
· (aij) = (bij)

�IJ� � � ��I�� !���� .�E � E<� E.� 
 �:E<I 
"E bij �

bij =
n∑

k=1

(−1)i+k · � E.� (Aik) · akj

=

n∑

k=1

(−1)
i+k · akj · �

E.�
(Aik)

, � � � E � � ! �&��� � 
�� 	&E.���(��E.G"E 
 �F��� 1I�� � 
*� �F��K�� I�� 
�� 
"�K2G � E.� i � ��E 
 � �"1I ��E � E.� ��E.��E.��� � �
" 
*��E L
( 


A
�F� � � � ��E i � ��E � �"1I ��E � E.���(���JK�G"E 
 � 
 � � ����K�G � �JE j � ��E ��� �I ��E E.����E.���@�,L � � 
 ���2E.��E 
��� E.� 	 E:����K2G��JE � E 
�E :�H�I�IJE ���! �

��( � : ���
i = j

�
bij = � E.� (A)

��( ( � : ���
i 6= j

�
bij = 0 # �  �F� � E<� 
"E � >�(��� � E.�2G"�I���E 
 # � E:��E 
 i � ��E � 
 � j � ��E � �"1I ��EF� � E 
*����K2G��� 
 � L

���G�E.� �
(ad (A))T ·A =

( � E:� (A) 0L L L
0 � E.� (A)

)
= � E.� (A) · En

( 
�	 E:����E 
 �"�JI � � 
 � E<� 
"E.� � ��(��� ��� A � 
�	&E.�2���JE.� � >� ⇔ � E.� (A) 6= 0
LF��E.��G"�I � ! � I �&� !���� � 
�	&E.� ����JE.� � >��E � ��(��� �:E 
1�

A−1 =
1

� E.� (A)
· (ad (A))

T
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� E.�J�(� ��E<I��
��E.�

A
� E��&E �ME 
 � � �

A =

(
α β
γ δ

)

� 
 � ��E<� � E:� (A) = α · δ − β · γ 6= 0
L : ��� � ��E  � .�� 
�� ��E.�2��E � >���2� �  � (A) # �ME �,��E<G�� 
�� � � E<����E

� ��E��(�� 
"��� � 
"��E.�2��E  � .�� 
�� ��E.�2��E � >�(��� � (
 � (A))

T ! � I �&�9�
 � (A) =

( � E.� (A11) − � E.� (A12)
− � E:� (A21) � E.� (A22)

)
=

(
δ −γ
−β α

)
, (

 � (A))
T

=

(
δ −β
−γ α

)

���� � � E.� �&� ��� ���JK2G ! ��� � ��E � 
�	&E.����E � >�(��� � A−1 �
A−1 =

1

α · δ − β · γ ·
(

δ −β
−γ α

)

� ��� �5E3�
A ·A−1 =

(
α β
γ δ

)
· 1

α · δ − β · γ ·
(

δ −β
−γ α

)

=
1

α · δ − β · γ ·
(
α · δ − β · γ −α · β + α · β
γ · δ − γ · δ α · δ − β · γ

)

=
α · δ − β · γ
α · δ − β · γ ·

(
1 0
0 1

)
=

(
1 0
0 1

)

� � 
 �&E 
 
"E 
 �F� � ��� E.� � ��� I���K2G��&E<� ��E 
 �:��� ( 
�	&E.����E 
 �ME.��E<K2G 
�� 
�� �
��( � : �&�2� E.I
��( ( � ' E<��IJE 
���� ! �&��� � 
�� E 
�	 � 


(A|E)

��K2G (

E|A−1
)

( 
 ���"H���E.��E 
�� �&��I�E<��� 
 �&E 
 � E.� � E 
 
 ��K�G � E.G�� � ���&IJ��K2G��&E<� ��E 
 E 
*� � �JK��&E<I �:L
: � I � E.��� 
 � �

� E.� (  � (A)) = ( � E.� (A))
n−1

!A�I�IJ� � E.� (A) 6= 0
�

(
 � (A))

T ·A = � E.� (A) · En

⇒ (
 � (A))

T
= � E:� (A) · A−1

⇒ � E.�
(
(
 � (A))T

)
= � E:� ( � E.� (A) ·A−1

)

⇒ � E:� (  � (A)) = ( � E:� (A))
n · � E.� (A−1

)

⇒ � E:� (  � (A)) = ( � E:� (A))
n · 1

� ���
(A)

⇒ � E:� (  � (A)) = ( � E:� (A))n−1

� � � G" �ME 
 ! �&I��&E 
 � E � ��K2G � 
 �5E:�� 
 
*��E � � � � E 
���K2G��!7��E 
 � E.��� E.��E:��� � 
� 
*��E �ME 
���� �@�;�
� E.� (α ·M) = � E.� (α · v1, . . . , α · vn) = αn · � E:� (v1, . . . , vn) = αn · � E.� (M)

� E.� (AT
)

= � E.� (A)

� I�E<� �"� �:� �,E<� � E 
 �
� E.� (A−1

)
=

1

� E.� (A)� E � E.�J�9�
A ·A−1 = E ⇒ � E.� (A · A−1

)
= � E.� (E)⇒ � E:� (A) · � E.� (A−1

)
= 1⇒ � E.� (A−1

)
=

1

� E.� (A)
!���� � E.� (A) 6= 0

L
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7�L�� L & � � E<� E.�2� � 
�� E 
 �:� ���
(n,K)

�IJI � E<� E<� 
 � ��I��9�
���

(n,K) = {A ∈Mn (K) : A
� 
�	&E.�2����E.� � >� }

A
� 
�	 E.������E.� �"�� ⇔ � E.� (A) 6= 0 ⇔ � �

(A) = n

� E.� E:�2� � 
�� E 
 �
& L� 
 �:�G"I ���

(n,Fp) =
 
 �,1G�I ���

(n,Z/pZ) = (pn − 1) · (pn − p) · . . . ·
(
pn − pn−1

)
) L

Aij (α) # Mi (β)
� � �

α, β ∈ K∗ = K \ {0} ⇒ ��E � E ��E � �"I�H>��E � >����� � �J�(� � ��� � ����� 	 � 
� E �F�J����E 

Aij (α)

� 
 � Mi (β)
L �  
 �� �&�9�

Aij (α)
� 
 � Mi (β)

E.� �,E<��� E 
 ���
(n,K)

L
7�L � �ME �,�JE<I�I�E�I�� 
�E<>��E�� �������ME � �

(n,K)

� �
(n,K) := {A ∈ ��� (n,K) : � E:� (A) = 1}

� E.G"�������� 
 � � � �
(n,K)

�J�(� E<� 
"E � 
*��E.� �&�����"�ME � E.����� (n,K)

� � � � E.� (A · B) = � E.� (A) · � E.� (B) ⇒ � �
(n,K)

����� � 
*��E.� � E.� � ��I������"IJ� ��>��� � 
  � � E ���K2G"I � ����E 
ML
� �J� � � �2���"�ME 
� � � �&� E3�

� & � � � 
"��E<I�E<� E 
*�
En ∈

� �
(n,K)

� ) � ���� ���:��>��� 	 � ��H>� 	&E.��E.� �"� ����K2G 	 � 
 � E.����� (n,K)
� 7 � ( 
�	 E:����E<� � IJE.� E 
*�;�

� E.� (A−1
)

=
1

� E.� (A)
� � ������E 
 �	�

� E.� (A−1
)

=
1

� E.� (A)

n.V.
=

1

1
= 1

� � � � �
(n,K)

�F� � � E.� �,E<���&� 	 � 
 � E 
 Aij (α)
!����

i, j ∈ 1, . . . , n # α ∈ K

��L � �
(n,Z) = {A ∈Mn (Z) : � E.� (A) = 1} L � � (n,Z)

����� ��"K2G � �2���"�ME6�
E # ���� � �,�J>���
	 � ��H�� # � � E.��K2G�I �&����E 
"G"E.��� � IJ>�<L

( 
�	 E:����E<� � IJE.� E 
*�;�
A−1 =

1

� E.� (A)
·
(
(−1)i+j · |Aij |

)
=
(
(−1)i+j · |Aij |

)

︸ ︷︷ ︸
(∗)

∈ � � (n,Z)

 
"� E.�2� � 
 � �
(∗) ����� �  
 � �:�G�IJ� ��L
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`a� b��
	�������r c �Rh���}�� �����;��h��I}�t����'�e�iu����N¦z���I	�	I����h������ �N���
	��a��rRk�!

�¥&���� 	���(¯"�� ��� �a,�
 &)( ��#����a,�
 �'# � � �� ��#�� �-,�	 	/% � �a, � �

� ��� 354/687�9;:+<
(IV.1)

?xXY7�^e:+K��²:+C;9;:��RXY7P^e:¶K
�
: �z9NO�C�:+K

��L & L & ��E%$ 
"� ��� � 

(IV.1.a)

� � ���&E 
�� E.�2� # � � � E 
�	 E.��� �&� # � � � E 
�����"�
��E��&E �ME 
 ��E.�5E<� 
 � 
 � �&� �&�2�"G"����� ��� f : V→ V

�ME �,��E<G�� 
�� � � E<����E
A ∈Mn (K)

� � �
λ ∈ K

G"E.�"2�� � � � E 
�� E.�2� 	 � 

f
�ME �:��E<G�� 
 � � � E<�J��E

A
� E 
 
 � ��I��9�

∃v 6= 0 : f (v) = λ · v �ME �,��E<G�� 
�� � � E<����E ∃x ∈ Kn \ {0} : A · x = λ · x
� �J� � ����I �

f (v) = λ · v � � � v 6= 0 # � � G�E<�+2�� v E<� 
 � � � E 
�	&E.��� �&� 	 � 
 f �,�"� � � � E 
�� E.���
λ
L

 
"�I ��� � � ��I��
A · x = λ · x � � � x 6= 0 # � � G�E<�+2�� x � ���&E 
�	 E:��� �1� 	 � 


A
�:��� � ���&E 
�� E.�2�

λ
L

� ���J� � � ���
(λ, f) = {v ∈ V : f (v) = λ · v} � ��� � 1I�� � ���&E 
��21��� 	 � 


f
�,�"� � ���&E 
�� E.�2�

λ
�ME �

�,E<��K2G 
�E.�,L
 
"�I ��� � � � �

(λ,A) = {x ∈ Kn : A · x = λ · x} �F� � � �IJ� � ���&E 
������� 	 � 

A

�:��� � ���&E 
 �
� E.���

λ
�ME �,E<��K2G 
�E.�,L

 K2G*��� 
 � � ( � � ���&E 
��21��� ������1��K2G {0} E 
*��G"�I ��E 
 # ��� � � G�I � �"I�I �&E<� 
 � ���&E 
�	 E:��� �1�
�&E<� H 2 ���"���&E.� ��E%$ 
"� ��� � 
 �J�(�:L

��L & L*) � E<�����"�JE<I�E�! ��� � � � E 
�� E.����E
 � � ��E.G�� 
 � ����E.� 
�E 
 � � 
��&E<I

α
���

R2 # � ���ME<� � E.��� ���(�"��� 
 � ����E<G��"� 
���� �J�(�:L
� � G" 
 � E<I �����JK2G �"� E<� 
"E IJ� 
"E.��2E ���� ��I � � 
���L � � � ��E � >����� � ��"! �,�"�(��E<I�I�E 
 �ME.�(���K2G*��E 
�F� � � �� � �������E.�2� � E 
 
 �F��� � �JE E<� 
 �,E<I 
"E 
 ��� �I ��E 
�	&E.��� �&��E 
 � G"��E.� e1 � 
 � e2

� �"� E<� 
"E 

� � 
��&E<I

α � ��E<G�E 
1�

α

cos(α)

R2

sin(α)

e1

�Rs�s������;t���u���rMk�! c�d �����Nt���u~�h��
e1

t�}
α

R2

α

e2

cos(α)

− sin(α)

�Ms�s�������t���u���rRkPp c�d �����Nt���u~�h��
e2

t�}
α

���� � � E.� �&� ��� ���JK2G ! � I � E 
 � E � >���2� � !���� E<� 
"E�����E<G�� 
 � �"� � E 
 � � 
�� E.I α �

Dα =

(
cos (α) − sin (α)
sin (α) cos (α)

)

����E ��E:��E.�2� � 
" 
*��E 	 � 

Dα

����� E �ME 
"!A�I�IJ� IJE<��K2G*� �:� �ME.��E<K�G 
"E 
1�

� E.� (Dα) =

∣∣∣∣
cos (α) − sin (α)
sin (α) cos (α)

∣∣∣∣ = cos2 (α) + sin2 (α) = 1

� E:� (Dα) = 1 # � L GML E<� 
"E ����E<G�� 
�� E.��G"H�I � � E 
 �  2 �(�� �5L
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�N���
	��a��rRkPp ³D���������I�a�R��u���s����®�QkerSh����i����t���u

� � 
 � �&IJI�E 
 � ��� � ��E � � � E 
�� E:�2��E �ME.�2E<K2G 
�E 
1� Dα · x = λ · x L
��"� � E � � E.�(���J��K2G"E 
 � � � 
 � E 
 ! � I �&�9�5: ��� α 6= 0, π

� � �"� E.� � E.� 
�E � ���&E 
�	&E.��� �1��E 
ML
: ���

α = 0
�ME �:��E<G�� 
 � � � E<�J��E

α = π
� ��I��9�

� & �
α = 0

�
D0 = id # �  
 
 �J�(� D0 · x = x ⇒ .�E � E.� � E.��� �&� x 6= 0

�J�(� � ���&E 
�	&E.��� �1� �,�"�
� ���&E 
�� E.�2�

1
L

� ) �
α = π

�
Dπ = −id # �  
 
 ����� Dπ · x = −x ⇒ .�E � E.� � E.��� �&� x 6= 0

�J�(� � � � E 
�	&E.��� �&� �:���
� ���&E 
�� E.�2� −1

L

� � � ��E<G�� 
 � ����E<� 
"E 
 � � 
��&E<I
α
���

C2 # ��� �ME<� � E.��� ���(�"��� 
 � � �2E<G��"� 
���� �����,L
�IJ� � �

Dα : C2 → C2 L
� � 
 � �"����E 
 �F� � ! � I � E 
 � E<� � �&� �"IJE�� E<� ��I�E<��K2G�� 
�� ��� � ����E<� I � ��E 
1�

(
cos (α) − sin (α)
sin (α) cos (α)

)
·
(
x
y

)
= λ ·

(
x
y

)

� � � � ��I������"IJ� �,�JE.�2E 
 � � � � E<� ��IJE.�JK2G�� 
 �&��� � �(��E.� ����;�
x · cos (α)− y · sin (α) = λ · x
x · sin (α) + y · cos (α) = λ · y

 
"��K�G"I��JE%2 E 
 � !A�����E 
��F� � �IJI�E � E.�2� E � � � x �ME �,�JE.G�� 
 �&� � E<����E y �,�"��1� � E 
 � 
 � E.��G�1I ��E 
1�
x · (cos (α)− λ)− y · sin (α) = 0

x · sin (α) + y · (cos (α) − λ) = 0

� � 
 ���"K2G�E 
 �F� � � �&IJK2G�E
λ # � ��E	
"��K2G*�F�(��� 	 �J�I�E	� �&��� 
�� E 
 � E<�(��>�(��E 
ML

� H>��E
A
��E��&�"I�H��%�

A · x = 0 ⇒ x = A−1 · 0 = 0
 I�� � 
 �1� � E 
 � ���&E�� E � � 
 �&� 
�� �

(
cos (α)− λ − sin (α)

sin (α) cos (α)− λ

) ����� ��� 
�� �"I�H>� ⇒
∣∣∣∣

cos (α)− λ − sin (α)
sin (α) cos (α)− λ

∣∣∣∣ = 0

⇒ (cos (α) − λ)
2

+ sin2 (α) = 0

⇒ λ2 − 2λ · cos (α) + 1 = 0

����E<��E���IJE<��K2G�� 
 � ����� � 

C
��� � E.� I �&� �"��%�

λ1,2 = cos (α)± i · sin (α) = e±iα L

λ1,2
��E<E.IJI � � E 
��� !���� α = 0, π

L
� ����G�E.� �

λ
����� � � � E 
�� E.�2� ⇒ λ2 − 2λ · cos (α) + 1 = 0

L
� E.G"�������� 
 � �
����E ��� �&E<G��2� 
 ���&�JI � 1��K2G1�

λ2 − 2λ · cos (α) + 1 = 0⇒ λ
����� � � � E 
�� E.���:L

� E � E.�J�9�
λ2 − 2λ · cos (α) + 1 = 0 ⇒

∣∣∣∣
cos (α) − λ − sin (α)

sin (α) cos (α) − λ

∣∣∣∣ = 0

⇒ � � ( cos (α) − λ − sin (α)
sin (α) cos (α)− λ

)

︸ ︷︷ ︸
+ A

≤ 1

⇒ � �J� (L (A, 0)) = 2− � � (A) ≥ 1

⇒ ∃
(
x
y

)
6= 0

� � �
Dα

(
x
y

)
= λ ·

(
x
y

)
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`a� b��
	�������r c �Rh���}�� �����;��h��I}�t����'�e�iu����N¦z���I	�	I����h������ �N���
	��a��rRk�{

��L & L87 ��>���
(IV.1.1)

��E.�
A ∈Mn (K)

L �� 
 
 �&�JI �;�
� � �

λ ∈ K
����� � ���&E 
�� E.�2� ⇔ � E.� (λ · E−A) = 0

� �J� � ( �(�
λ
� ���&E 
�� E.�2� ⇒ � � �

(λ,A) = L (λ ·E−A, 0)� � � � ��� (
� � �

(λ,A)) = n− � � (λ ·E−A)

� E � E.�J��E6�
(i)

/ ⇒0 λ � � � E 
�� E.��� ⇒ ∃x 6= 0
�
A · x = λ · x ⇒ (λ ·E−A) · x = 0

L
����FG�E<�"2��9� � �J� (L (λ ·E−A, 0)) 6= {0} # � ��� (L (λ ·E−A, 0)) ≥ 1 ⇒ � �

(λ ·E−A) � n

⇒ (λ ·E−A)

"��K2G*� �2E�� ��IJH>� ⇒ � E.� (λ · E−A) = 0

L
/ ⇐0 � E.� (λ ·E−A) = 0 ⇒ (λ ·E−A)

����� ��� 
 �&�"I�H�� # � � (λ · E−A) � n

⇒ � ��� (L (λ · E−A)) ≥ 1 ⇒ ∃x 6= 0 : (λ · E−A) · x = 0 ⇔ A · x = λ · x
(ii) x ∈ � ��� (λ,A) ⇔ λ · x = A · x ⇔ (λ ·E−A) · x = 0 ⇔ x ∈ L (λ · E−A, 0)
 
"� E.�2� � 
 � � ����E<��E.� � E � E.�J� �J�(� E<� 
"E �5E.IJ��E �"��E� ��! �  �ME � 
 � E.� � � 
 � I��JK2G�E 
 � � �"!A� 
 � # � E.� 	 ��E<IJE � IJE.� E 
*��E � E.��I�� 
�E<>��E 
 �I��&E �"�2 ��"!�� � � � >����E  �2�F� 
 � � E<����E�� � � � � 
"��E.�2�,L

�I���E.��
����� 	 E � E:��E<K2G 
�� 
 ��	 � 
� ���&E 
�� E.�2��E 

� � � �F������E 
1� � E.� (A− λ ·E) = 0

L�� � �&� ��� ��� E.� � ��� I���K2G��&E<� ��E 
 � � � E 
�� E.����E �,� �5E:��E<K2G 
"E 
 �
A · x = λ · x ⇔ A · x− λ ·E · x = 0

� � 
 � �"����E 
 �F� � � 
"� 
���� ���ME.� � E 
 ' ������ � E 
"G" 
�� ���F����K2G�E 
 � E:� (B)
� 
 � � E.� (−B)

� I�>�
� E.� � E 
5L
� � �J�(� I�E<�JK�G*� �:� ��E<G"E 
 # �  2 !���� B ∈Mn (K)

� E<I ��E 
 � � 2�� � E.� (−B) = (−1)
n · � E.� (B)

��L & L�� ��E<�����I�� 	 � 
 � E.� (λ · E−A)

' ��E.���(� � � I�IJE 
 �F��� � 
"� � �JE �ME<� � 
"� �,��K2G�E ��E.��E.��� � 
" 
*��E 
"! �1��� E<I$� 
�� ��E � H�K2G*� 
"��� �,��� ��K�� �����!AE 


� E.� (A) =
∑

σ∈Sn

� � 

(σ) ·

n∏

i=1

ai,σ(i)

� � � ���JK�G*��E 
 � 
���E.� �� � E 
"� E.�2� ��"! � ��E n :�>��� �1��E 
1� ��"��.�E � E.� ' E<��IJE �F� � � E<� 
 :�>��� �&�
��"� � E � H�G"I � # � � �  2 .�E � E � �"1I ��E E<� 
�� 1I 	&E.�2�(��E.��E 
 �J�(�:L
 
 
"�G�� E3� � ��� � ��� � E 
 ��"� ��� E<� 	&E.����K2G"��E � E 
"E 
 ' E<�JI�E 
 � � E<� � I�E<� E 
*��E ��"� � E.����E.I �ME 
� �"�I���E 1��� � H�G"I�E 
1�

a σ3,   (3)

a σ5,   (5)
5. Zeile

Spalte

3. Zeile

�Ms�s������;t���u���rRk�{ c �Mt���¦-� ������¦z�������-�e����}~����	I�)��t����;�����I����sg���x�Nb�� �i	I�
� � � � � 
 
"E 
  �ME.� � �JE<��E ��"� � 1G�I 
"��K2G*� ����E;!5E 
 # �  E<� ����K2G �5E.�

σ
��� E<� 
"E � � .�E.����� � 


G" 
 � E<I �:L
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�N���
	��a��rRkl� ³D���������I�a�R��u���s����®�QkerSh����i����t���u

��L & L�� � E<�����"�JE<I !����
n = 3

� � ��E ��>�2��������K�G"E � E � E<I �

� � � ��I��9�

� E.�



a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33


 = a11 · a22 · a33 + a12 · a23 · a31 + a13 · a21 · a32

−a31 · a22 · a13 − a32 · a23 · a11 − a33 · a21 · a12

����E ��>�2�2�"����K2G"E ��E�� E<IM����� G�H�� $ � ���� � E.����K�G��"I�E��ME.�� 
 
*�:L
 
"� E.�2� � 
 � E 
��:� � E 
 � �1� �,E<�JK�G"E 
 �
� E:�����K2G*��E 
�F� � 
���� � E 
 �5E.��� a12 · a23 · a31

� ���&�JI �9�
(

1 2 3
2 3 1

)
= (123) ⇒ � � 


(123) = (−1)
3−1

= 1 ⇒ +

 
"�I ��� �
a13 · a21 · a32

�
(

1 2 3
3 1 2

)
= (132) ⇒ � � 


(132) = (−1)
3−1

= 1 ⇒ +

 �5E:� �
a13 · a22 · a31

�
(

1 2 3
3 2 1

)
= (13) ⇒ � � 


(13) = (−1)
2−1

= −1 ⇒ −

����E ��E<�(��I���K2G"E 
 � E.�2� E ��� 
 �  
"�I ��� �,���ME<G� 
 � E<I 
 � ����E<G"E ���K2G � � 
 (σ)
� ��E%$ 
"� ��� � 
 �

(III.5.c)
�2L

� ��E.� 
�� 
 
 ��K�G E<� 
�� 1I � ��E ��E�� E<I 	 � 
 ��>�2�2�"� �:��� � E.��� E 
 �

a31

a12

a22a21

a13

a23

a33

a11 a12

a21 a22

a32a31

a11

a32

+ + + − − −

�Rs�s��i���;t���u���rRkl� c ����u������h�� �;� ���Itg�
� � 
 � �&IJI�E 
 � ����E<� 
"E : �&��� E<IM!���� � E.� (λ ·E−A) # � ���ME<� (λ ·E−A) ∈Mn (K) # E 
*� �F�JK�� E<I 
5L� � � �F������E 
1�

� E.� (λ ·E−A) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

λ− a11 a12 . . . −a1n

−a21 λ− a22 . . . −a2nLLL
LLL L L L LLL

−an1 −an2 . . . λ− ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=
∑
± (n− !71K�G"E � � � � ������E )

: ��� � �JE � �"� � E � E:� n � !A�K2G�E 
 � ��� � ������E�� ��I � 
�� 
1�
∑
± (n− !A�K2G�E � ��� � ������E ) = (λ− a11) · (λ− a22) · . . . · (λ− ann)

±c2 · (n− 2)− !A�K2G�E � ��� � ������E � E:� : �&���
(λ− αii) . . .± cn

� ���ME<�
ci
� � 
"���� 
*��E 
 ��� 
 � L

� � � E.��G�1I ��E 
 �IJ� � �

� E:� (λ · E−A) =
n∏

i=1

(λ− aii) +
n∑

j=2

cj · λn−j = λn − λn−1 ·
n∑

i=1

aii +
∑

j≥2

dj · λn−j
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`a� b��
	�������r c �Rh���}�� �����;��h��I}�t����'�e�iu����N¦z���I	�	I����h������ �N���
	��a��rRkP�

��L & L	� ��E%$ 
"� ��� � 

(IV.1.b)

� � � ��� � E.� � >����� �
����E � �"��� � E:� � >�(��� � �J�(� � E%$ 
��JE.��� �IJ�F� � ��� (A) :=

n∑

i=1

aii

�IJ� � � ��I�� !���� � E.� (λ ·E−A)
�

� E.� (λ ·E−A) = λn − ��� ��� (A) · λn−1 + d2 · λn−2 + . . .+ dn

' ��� � E<�(����� � � 
�� 	 � 

dn
��E.� �:E 
 � ���

λ = 0
� 
 � E.�2G"�I���E 
 �

���! � E.��IJ� 
��&E 
 � E<� ��E6� � E.� (λ · E−A) = � E.� (−A) = (−1)
n · � E:� (A)

���! � E.� ��E<K2G*��E 
 ��E.����E6� dn

�IJ� � �
dn = (−1)n · � E.� (A)

��L & L � ��E%$ 
"� ��� � 

(IV.1.c)

� � G���2�����E.������������K2G�E<� � �&I � 
 � �
����FK2G�>��>����E.�2�J�(������K2G�E � � I�� 
 �&��E.� 
�E.� � ��(��� � ����� � E%$ 
"��E.�2� 1I��

� E.� (λ · E−A) = λn − � � ��� (A) · λn−1 + . . .+ (−1)
n · � E.� (A)

��L & L�� ��>���
(IV.4.2)

����E � � � E 
�� E:�2��E E.� 
�E.��� >�(��� � ��� 
 � � ��E � �"I�IJ�(��E.IJI�E 
 � E<� K�G">��>����E:���J�(������K�G"E 
 � � I�� 
 � � �,L
 
"� E.�2� � 
 � ��� 1� K�G">��>����E:���J�(������K�G"E � �&I � 
 � � # �:� E.� 
�E.� � ��(��� � A # �F� � � � 
 	 ��E<I�E 
 � � �K2G�E.��
 � ��� χ

A
�ME �,E<�JK�G 
"E:�:L

��L & L�� � E<�����"�JE<I�E�! ��� � ��E	� E.�2E<K2G 
�� 
 ��	 � 
 K2G���2�����E.������������K2G�E 
 � �&I � 
 � � E 


(i)
��E.�

A ∈M2 (K)
� � �

A =

(
α β
γ δ

) L	� � 
 �&�JI � !���� χ
A (λ)

�

χ
A (λ) =

∣∣∣∣
λ− α β
γ λ− δ

∣∣∣∣ = (λ− α) · (λ− δ)− β · γ = λ2 − λ · (α+ δ)︸ ︷︷ ︸��� ���
(A)

+ (α · δ − β · γ)︸ ︷︷ ︸
(−1)

2 · � E.� (A)

(ii)
� � 
 ��E<�

K = R
L � ��� � �"����E 
 �IJ� � � ��E � � ��� 
 �&E 
 	 � 


λ2 − a · λ + b = 0
�ME<�(����� � E 
5L

� ���(��E<IJ� � �" � �2�������K2G�E.� � � � H 
 �,� 
�� E.��G�1I ��E 
 �F� � �
(
λ− a

2

)2

=
a2

4
− b

����E<��E���IJE<��K2G�� 
 � G��� E.� 
�E���E<E<I�I�E	� �&��� 
�� !A�I�IJ�

a2

4
− b ≥ 0⇔ a2 − 4b ≥ 0 (∗)

� E.� � E:� I�E.� �,��E.��E 
 : �1��� ���"�2�JK2G*���  
 ���K2G 	 � 
 � E.� ���������2�J� � 
" 
*��E 
 �5E � � 
 � � 
 ��L�: ��� λE.� �&E �ME 
 ���JK2G � �� � � 1I�� � � ��� 
 �&E 
1�
λ1,2 =

a

2
± 1

2

√
a2 − 4b
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�N���
	��a��rRk�� ³D���������I�a�R��u���s����®�QkerSh����i����t���u

� E.� �@� � � I�I�E 
 � ��� 
 � K2G � 
*��E:������K2G"E 
 �  
 

A
�&E<� 
"E �2E<E<I�IJE 
 � ���&E 
�� E.�2��E �ME<��� � �,�,L � ��� ��I��9�

AG">� �&E<� 
�E ��E.E<IJI�E 
�� ���&E 
�� E.�2��E � E 
 

λ2− (α+ δ) ·λ+(α · δ − β · γ) = 0

� E.� 
�E���E.E<IJI�E � �&��� 
 �
G">�,L � �K2G

(∗) �&�JI � � 1! ���

⇔ (α+ δ)
2 ≥ 4α · δ − 4β · γ

⇔ α2 − 2α · δ + δ2 + 4β · γ ≥ 0

⇔ (α− δ)2 + 4β · γ ≥ 0
 K2G*��� 
�� �

A
G">� � 
 � ��E<��E<� :��IJI��&E<� 
"E ��E<E<I�IJE 
� � � E 
�� E.�2��E # � � G�I� �5E:��� � � � I�E � E � � � E 
 �

� E.�2��E L
: ���

A ∈Mn (C)
G�>�

A
�J� � E.� � � � E 
�� E.�2��E # �  IJ���� � E<� :�� 
 � �� E 
*��1I���>� � � E.� �I��&E �"��.�E � E<� � � I�� 
 �&�

zn + a1 · zn−1 + . . .+ an = 0
� ���

ai ∈ C
� �&E 
"��

n
� � �&��� 
 � E 
 G">�:L

��L & L &�� � �� �
(IV.1.3)

�
��E.�

V
E<� 
 E 
 � IJ��K2G E:� �:E.� �&��E.� K �

� � � � � � 1���J�
A = {a1, . . . , an}

� 
 � f ∈ � 
 � K (V )
L

�� 
 
 ��� 
 � � �JE � � � E 
�� E:�2��E 	 � 
 f �&E 
"�� � ��E � ���&E 
�� E.�2��E 	 � 
 MA

A
(f)
L4( 
�� �ME<� � 
 � E.��E ��� 
 �

� ��E � � � E 
�� E:�2��E 	 � 
 MA

A
(f)

� 
" �"G"H 
 �&��� 	 � 
 � E.��� �G�I � E:� � ������:L
� E � E.�J� � ��E<�

ΦA

{
V → Kn

ai 7→ ei

( � �&� �&�2�"G"����� ��� � ���
f (v) = Φ−1

A

(
MA

A
(f) · ΦA (v)

) !���� 1I�I�E

v ∈ V # �IJ� � � ��I � !���� �I�IJE v ∈ V \ {0} # λ ∈ K
�

f (v) = λ · v ⇔ Φ−1
A

(
MA

A (f) · ΦA (v)
)

= λ · Φ−1
A

(ΦA (v)) = Φ−1
A

(λ · ΦA (v)︸ ︷︷ ︸
+ ṽ

)

⇔ MA

A (f) · ṽ = λ · ṽ
� E.� E:�2� � 
�� E 
 �
� � � � �JE � � � E 
�	&E.��� �&��E 
 	 � 


MA
A

(f)
G�H 
�� E 
  �ME.� 	 � 
 � E.� � �G"I � E.� � ����J�  � # � E 
 


v  ΦA (v)
�ME<� �&IJE.�JK2G�E 
 � ���&E 
�� E.�2��E 
5L

� �J� �
MA

A
(f) = MB

A (
� � )︸ ︷︷ ︸

+ T−1

·MB
B

(f) · MA

B (
� � )︸ ︷︷ ︸

+ T��E 
"E.��E.IJI � ��I��9� � 
*��E:�
A 7→ T−1 · A ·T � I�E<� �ME 
 � �JE � ���&E 
�� E.�2��E � 
�	�>���� 
*� #!71I�I��

T ∈ ��� (n,K)
L � ���&�� � 1�FK�G">��>����E:���J�(������K�G"E � �&I � 
 � � � I�E<� �"� �&IJE.�JK2G � E 
 


� E.� (λ · En −A) = � E.� (T−1 (λ ·En −A) ·T
)

= � E.� (T−1λ ·En ·T−T−1 ·A ·T
)

= � E.� (λ · En −T−1 · A ·T
)

��L & L &6& ' �"���� � E 
"!71����� 
 �
f : V → V

IJ� 
"E<>� # v ∈ V \ {0} G"E.�"2�� � � � E 
�	&E.��� �&� # !A�IJI�� ∃λ ∈ K
� � �

f (v) = λ · v # λ G"E<�+2��� � � E 
�� E:�2�:L � �����JK�G1�
v
�J�(� E<� 
 � ���&E 
�	 E:��� �1� �,� � � � E 
�� E.���

λ
L

� � � E 
�����"� �,�
λ
�
� � � {v ∈ V : f (v) = λ · v} = {0} ∪ { � � � E 
�	&E.��� �&��E 
 �,�

λ}
� � �

(λ, f) < V # � E 
 
 � � �
(λ, f) =

� E:��

(f − λ · � � V)

� �ME �,��1I�!A�I�I��
V = Kn # f = fA

�
x 7→ A · x � � >����� �,E 
*��G�E �&�2E.������K�G"E�:������� 
�� �� G���2�����E.������������K2G�E<� � �&I � 
 � �-� χ

A (λ) := � E.� (λ · E−A)
� ( � :�����K�G"E.� � � E.� (A− λ ·E)

�
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`a� b��
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	��a��rRk��

� ��� 354/687�9;:+<
(IV.2)

? � O�< �RKRO�HJC�7IKR^e:
� ��� � I�E<� ���� ��	 � 
 � � I�� 
 �&� E 
 � 
 � � � I�� 
 � � !A� 
������ � 
"E 

� E.�J�(� ��E<IJE !���� � � I�� 
 � � !A� 
������ � 
1�

R→ R # f (X) = X3 + 4X2 − 2

Z/3Z → Z/3Z
# f (X) = X3 −X

Z/5Z → Z/5Z
# f (X) = X10 −X2

( 

R
��� 
 � � � I�� 
 � � � 
 � � � I�� 
 � � !A� 
������ � 
 � � E 
*������K2GML( 


Z/3Z

� ��I��9�
0
3 − 0 = 0 # 1

3 − 1 = 0 # 2
3 − 2 = 0 ⇒ f (X) = X 3 −X ≡ 0

� 

Z/3Z

L
 
"�I ��� �4( 


Z/5Z

�&�JI �9�
f (X) = X10 −X2 ≡ 0

� ��� � I�E<�-� :�� 
������ � 
"E 
 ��� 
 � � �"I�IJ!A� 
������ � 
"E 
 # ��E<G�E 
  �ME.� 
"��K2G*� � ������ ⇒ � 
*��E:����K2G�E<� � � 
�����F�J��K2G"E 
 � �&I � 
 � � E 
 � 
 � � � I�� 
 �&� !7� 
������ � 
"E 
5L
 
"� E.�2� � 
 � �,����� E:��� � 
 � I ��� ��E6� ��E��&E �ME 
 ��E<�

f
� � �

f =

n∑

i=0

ai ·X i

ai
� ��� � �I�� � E:� i � ��E � � E � �,�JE 
*� 	 � 


f
�ME �:E.�JK2G 
"E.�,L

��L*) L & ��E%$ 
"� ��� � 

(IV.2.a)

� ��I�E<��K2G"G�E<��� 	 � 
 � �&I � 
 � � E 

��E.�

R
E<� 
 � �&� � ����>��� 	&E.� ��� 
�� � ��� � � 
"�9�

R [X ] :=

{
n∑

i=0

ai ·X i : n ∈ N0, ai ∈ R

}

��E��&E �ME 
 ��E.�JE 

f, g

� � �

f =

n∑

i=0

ai ·X i, g =

m∑

j=0

bj ·Xj

, � � �� n ≤ m �
f = g ⇔ : ���

i = 0, 1, . . . , n
�
ai = bi

# !���� i = n+ 1, . . . ,m
�
bi = 0

L
� ��E.� E<� 
 � E<�����"�JE.I��

0 ·X0 + 1 ·X1 = 0 ·X0 + 1 ·X1 + 0 ·X2

��L*) L*) ��E%$ 
"� ��� � 

(IV.2.b)

�� � � ����� � 
 	 � 
 � �&I � 
 � � E 

��E.�JE 


f, g
�&E�� E �5E 
 �F��E	���ME 
ML�, � � �� n = m

�  
�� � 
"����E 
 ! �"I�IJE 
 �F��� � � ��� ��IJI�E 
 ���! �

f + g =

n∑

i=0

ai ·X i +

n∑

j=0

bj ·Xj =

n∑

k=0

(ak + bk) ·Xk

��L*) L87 ��E%$ 
"� ��� � 

(IV.2.c)

� � �"I ��� � I�� ������ � 
 	 � 
 � � I�� 
 �&� E 

��E.�JE 


f, g
�&E�� E �5E 
 �F��E	���ME 
ML

f · g =

(
n∑

i=0

ai ·X i

)
·




m∑

j=0

bj ·Xj


 =

n+m∑

k=0


 ∑

i+j=k

ai · bj


 ·Xk =

n+m∑

k=0

(
k∑

i=0

ai · bk−i

)
·Xk
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�N���
	��a��rRk�� ³D���������I�a�R��u���s����®�QkerSh����i����t���u

��L*) L�� ��>���
(IV.2.1)

�
R [X ]

����� E<� 
 � �&� � ����>��� 	&E.� ��� 
�� � ��� � � 
"�,L
' ��� � �2� 
 
"E.��� 
 � � � � 
 � � � � ����>���
	&E.� � � 
 ��� ��� � � 
�� �

(R,+, ·) ��� � 2�! � I � E 
 � E � � � E 
"��K�G"�! ���E 
 E.��!���IJI�E 
 �
� � �

(R,+)
�����  �ME<I���K�G"E�� �����"�ME

� �J� �
(R, ·) �J�(� � � � � ����>���
	&E� �I � �&�2��� E � ��� � � 
"�

� ���J� � � �J�(���2� �"�����
	 �&E<��E.� �

� E � E.�J� �
(R [X ] ,+)

�����  �5E.IJ��K2G"E � �����"�ME
���� ���:��>��� 	 � ��H>� � �:� �,E<� � E 
 �

(f + g) + h = f + (g + h) �
! � I �&� � ���2E.���F��"� � E.�� ��� ���:��>��� 	 ����H>�� 


K
L

� � � � ����>���
	 � ��H>� � �,� �,E<���&E 

f + g = g + f �

! �&I��1� � ����E:���F��"� � E:� � �&� � ����>��� 	 ����H>� � 
 K
L

� �"I�I�E<IJE.� E 
*� �
0R[X] =

∑
0 ·X i

 � � � ��� 	 E.� ( 
�	&E.����E<� �
−
(

n∑

i=0

ai ·X i

)
=

n∑

i=0

(−ai) ·X i

� E � E.�J� �
(R [X ] , ·) ����� � � � � �������� 	 E� �I � �1�������5E � � � � � 
��:L

� � � � E.� � E 
 �ME<� � �JE<��E<� � E<��I � E<� � E � E<����E<� � ��E ���� � �,�J>���
	 � ��H�� 
��K2G � E.� �������(��� �"�����
	 � ��H���,E<���&E 
5L
� � � � ����>���
	 � ��H>� � �,� �,E<���&E 
1�

(
n∑

i=0

ai ·X i

)
·




n∑

j=0

bj ·Xj


 =




n∑

j=0

bj ·Xj


 ·

(
n∑

i=0

ai ·X i

)

� I��� # �  (R, ·) � � � � ����>���
	 L
�������(��� � ����� 	 � E<��E.� � � � � � 
 �&����"! �& �5E � ���! � � � 
�� � �:E.�(��E<I )�L
� � 
"E  
"� E.��� � 
 � �:��� �	�1��>��� � 
1�

0 ·X0 + 0 ·X1 + 1 ·X2 =: X2 L �I�I��&E<� E<� 
 �

a ·Xk := 0 ·X0 + 0 ·X1 + . . .+ 0 ·Xk−1 + a ·Xk =
k∑

i=0

ai ·X i

� ���ME<�
ai = a

!����
i = k

� 
 � ai = 0
!����

i � k
L

� �K2G���� �"!7E 
1�
k∑

i=0

ai ·X i =
�F����� IJ��K2G"E � �"� � E � E.� � � I�� 
 � � E

<�p c �/h�� �N��h�}~�I����u�� ��	�	Ib c �����¤�I}~� 	I�D_ }���	�����}���	��i�$_ t����ikl��h��I	I}®t�����_ �;�G� �I���I��b;	
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���� ���:��>��� 	 � ��H>� � � ��� � E.� � E 
 � ��E  ��� ���:��>��� 	 ����H>� � ��� � ��IJ!AE � E.� �������(��� � ����� 	 ����H>� �,E<���&E 
5L � �� ��I �;�


(

n∑

i=0

ai ·X i

)
·




n∑

j=0

bj ·Xj




 ·
(

n∑

l=0

cl ·X l

)

=
[(
a0 ·X0 + . . .+ an ·Xn

)
·
(
b0 ·X0 + . . .+ bm ·Xm

)]
·
(
c0 ·X0 + . . .+ cl ·X l

)
� � �	� � �

=
� �"� � E � E:� [(

ai ·X i
)
·
(
bj ·Xj

)]
·
(
ck ·Xk

)

�ME �,�JE<G�� 
 �&� � E<����E
(

n∑

i=0

ai ·X i

)
·






n∑

j=0

bj ·Xj


 ·

(
n∑

l=0

cl ·X l

)


=
(
a0 ·X0 + . . .+ an ·Xn

)
·
[(
b0 ·X0 + . . .+ bm ·Xm

)
·
(
c0 ·X0 + . . .+ cl ·X l

)]
� � �	� � �

=
� �"� � E � E:� (

ai ·X i
)
·
[(
bj ·Xj

)
·
(
ck ·Xk

)]

� � 
 �"IJE.� ��� � � E � E 
 � E.���������(��� �"�����
	 � ��H�� � � �JE����� � �,�J>���
	 � ��H>�F! � I � E 
 � E.� � ��� � ������E �,� �,E<� �
� E 
1�

[(
a ·X i

)
·
(
b ·Xj

)]
·
(
c ·X l

)
=
(
a ·X i

)
·
[(
b ·Xj

)
·
(
c ·X l

)]
�� �,�1�

(
a ·X i

)
·
(
b ·Xj

)
=

i+j∑

k=0

dk ·Xk

� ���ME<� � ��E dk
	 � 
 ! � I � E 
 � E.� ��E<�(���I � ��� 
 � �

dk =
(
0 ·X0 + 0 ·X1 + . . .+ 0 ·X i−1 + a ·X i

)
·
(
0 ·X0 + 0 ·X1 + . . .+ 0 ·X j−1 + b ·Xj

)

: ���
k < i+ j

�
dk = 0 # !���� k = i+ j

�
dk = a · b L � �� � � E:� � � �"� ����K2G1�

(
a ·X i

)
·
(
b ·Xj

)
= a · b ·X i+j

� ��� � ��E<��E.� ' �F����K2G�E 
"E:� � E � 
"��� � � 
 
�E 
 �F� � 
�� 
 � ��E ���� ���:��>��� 	 � ��H>� �,E<� � E 
 �: ��� � �JE I�� 
�� E � E<����E � ��I �;� [(a ·X i
)
·
(
b ·Xj

)]
·
(
c ·X l

)
= (a · b) · c ·X (i+j)+l: ��� � �JE���E.K2G*��E ��E.����E � ��I��9� (a ·X i

)
·
[(
b ·Xj

)
·
(
c ·X l

)]
= a · (b · c) ·X i+(j+l)

����E I�� 
�� E�� 
 � � �JE��2E<K2G*��E � E<� ��E���� 
 � �&IJE<��K2G # �  � 
 (R, ·) � �JE � � E � �,�JE 
*��E 
 � 
 � � 
 (N0,+)
� ��E � ��� � 
"E 
*��E 
 ���� � �,�J>���
	 ��� 
 � L
� � 
"��E<I�E<� E 
*� �

1R[X] = 1 ·X0

�	� K2G E<� 
"E  
"� E.�2� � 
 � �:��� �	�1��>��� � 
1�
a ·Xk �F� � � �I�� � � 
 �&� �5E �:E<��K2G 
"E.� � � 
 �  
�K2G"E 
 ����K2G"E.� ��"K2G �I�� � E.�2� �

a
�J�(� � E:� � � E � �,�JE 
*� � E<��� � 
 �&� �

Xk �J�(� E<� 
 �5E.���-� � � 
 � � � � � � � E � �:��E 
*� � � 
"�:L
��E � E<� � �&I � 
 � � �J�(� � �JE � �"� � E 	 � 
 � � 
 � � E 
1�

n∑

i=0

ai ·X i =
� �"� � E 	 � 
 � � 
 � � E 


ai ·X i
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��L*) L�� � � 
 �5E:����� 
�� 	 � 

R
�I�� � � 
"�(�� 
*��E � � I�� 
 �&� E�� 


R [X ]

R→ R [X ] # a 7→ a ·X0 L �ME<��K2G*� �,� �:E<� � E 
1� � 
 .�E.����� 	 # ��� 
 � G � � � � �1�2� G��J��� ���:L
 � .�E.� �,�9�

R ↪→ R [X ] # a = a ·X0 # f = a0 + a1 ·X1 + . . .+ ak ·Xk L0
↪→0 � � � � � I�������E.�2� � ��E � � 
 �ME.����� 
�� 	 � 
 R

� 

R [X ]

L
: ��� � �JE � � 
�� � � 
 � � ��IJI�E<I�E<� E 
*��E�� E.I���E 
1�

1R = 1R[X], 0R = 0R[X]

� � 
�	&E 
*��� � 
 � � ��� � � 
 
"E 
 � � 
 � � E�� � � � ��E � �:��E 
*��E 
�� �"I�I�� E��&IJ�����E 
ML ' � � E<� � � 
 
"E 

�F� � �5E.� � � 
 � � E 
 � � � � � E � �,�JE 
*��E 
 � � 
"� � E 
 � ��E � �:��E 
*��E 
 � E��&IJ�����E 
1�

0 + 1 ·X1 + 0 ·X2 + 0 ·X3 + 1 ·X4 = X +X4

��L*) L	� ��E%$ 
"� ��� � 

(IV.4.d)

� � �� � E.� 
�E<� � � I�� 
 �&� �
�&�� � (f) = n :⇔ f = a0 + a1 ·X + . . .+ an ·Xn

}~�
	
an 6= 0

L � � 
�	 E 
*��� � 
 � �&�� � (Nullpolynom) = −∞ � � E:� 
��JK�G*� � E%$ 
"��E.�2�,L
��L*) L � ��>���

(IV.2.2)
� � �� � ! �&��� E<I

��E.�
R

( 
*��E��&��� ��H���� �ME.�2E<�JK�G ��� 
���IJI ��E.�JI�E.��!7�2E<�JE:��� � � � �������� 	 E.� ��� 
�� � � � � � 
�� �2LF�� 
 
 �&�JI �
� 


R [X ]
�

� � � �1�� � (f + g) ≤ �  � { �&�� � (f) ,
�1�� � (g)} # � ��� >��1�� � (f + g) =

�  � { �&�� � (f) ,
�1�� � (g)} # !A�IJI�� �1�� � (f) 6= �&�� � (g)

L
� �J� � �1�� � (f · g) =

�1�� � (f) +
�&�� � (g)

� E � E.�J�9�
(i)
� ��E<��E 


f
� 
 � g

� E��&E �ME 
 � � �
f =

n∑

i=0

ai ·X i, an 6= 0, g =

m∑

j=0

bj ·Xj , bm 6= 0

( 
 � ��E<��E.� :��I�I ��E.�
n 6= m # E.� �  n < m

L�: ���
f + g

! �&I��1�;�
f + g = (a0 + b0) + (a1 + b1) ·X + . . .+ (an + bn) ·Xn + bn+1 ·Xn+1 + . . .+ bm ·Xm

⇒ � E.G"�������� 
 ��L
:�1I�I��

n = m
�
f + g = (a0 + b0) + (a1 + b1) ·X + . . .+ (an + bn) ·Xn ⇒ � E<G"�������� 
 ��L

(ii)
� � E<��E 


f
� 
 � g

� E��&E �ME 
 � � �

f =

n∑

i=0

ai ·X i, an 6= 0, g =

m∑

j=0

bj ·Xj , bm 6= 0

� � 
 �&�JI �9�
(

n∑

i=0

ai ·X i

)
·




m∑

j=0

bj ·Xj


 =

n+m∑

k=0

·
(

k∑

i=0

ai · bk−i

)
·Xk

=
∑

(
� � 
 � � E 	 � � � �2 � < n+m) + an · bm ·Xn+m

� E 
 

R

( 
*��E��&�2����H>��� �5E:��E<��K2G �J�(� � � 2
an · bm 6= 0

��E<� 
 ⇒ � E<G�����"��� 
���L
� E.�J�(� ��E<I�� ��E.�

R = Z/4Z = F4
�
R
����� � 
 � ��E<��E<� :��IJI5� E<� 
-( 
*��E �&��� ��H>��� �ME.��E.�JK2G����

(a+ b ·X)
2

= a2 + 2 · a · b ·X + b2 ·X2

: ���
b = 2

�
(a+ b ·X)

2
= a2 � � E.� (1 + 2 ·X)

2
= (3 + 2 ·X)

2
= 1

� 

F4
L
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��L*) L�� ��E%$ 
"� ��� � 

(IV.4.e)

� �	�&��� ��E.��� 
��
f

 �&��� ��E.�2�

:⇔ f = a0 + a1 ·X + . . .+ 1 ·Xn ��� �ME<� �1�� � (f) = n
L

: ����E<� 
 �ME<I��JE � � � E<�
R
� �&E<� 
-( 
*��E��1��� ��H>��� �ME.��E<��K2G 
 �&� � E 
 � � � � � � � 
 �&��� ��E.�2��E<� f

� ��I �;�
�&�� � (f · g) =

�1�� � (f) +
�&�� � (g)

��L*) L�� ��>���
(IV.2.3)

� � �
	 ����� � 
 � � � � E<�(�
��E.�

K
E<� 
 � �1�2�ME.� � 
 � ��E.�JE 
 f, g ∈ K [X ] # g 6= 0

L �  
 
 � � �"� E<� E<� 
 � E<����� � �ME<�(����� � ��E� � I�� 
 � � E
q, r

� ���

� � �
f = g · q + r

� �J� �
r = 0

� � E.���&�� � (r) <
�1�� � (g)

� E.�J�(� ��E<I��
X4 + 1 =

(
X2 +X + 2

)
·
(
X2 −X − 1

)
+ 3 ·X + 3� E � E.�J�9� � � � � E.� � E 
 �:��E.����� � ��E � � 
 � E.�������1� E<� � � 
 � �  
 
 � ��E � � ������E 
 ���ME � E<�J��E 
1�

� � 
 � E<����� �&�&E<��� �
f = g · q + r = g · q′ + r′ ⇒ g · (q − q′) = r′ − r

 
 � E 
 � � � E 
 �
r 6= r′ ⇒ �IJI�E � � I�� 
 � � E 6= 0

� E 
 � E 
 �F� � 
�� 
 � �JE � �"I ��� � I�����>���
	&E � �� � ! �&��� E<I � IV.2.2 �  
 � � ! �&I��1�;�
�1�� � (g) +

�1�� � (q − q′) =
�&�� � (r′ − r)

� � � E.��G�1I ��E 
 E<� 
"E 
 � � � E.���������"K�G # �  �&�2 � (r′ − r) < �&�� � (g)
� 
 � �1�� � (q′ − q) ≥ 0

L
�IJ� � �

r = r′ ⇒ 0 = g · (q − q′) L��  g 6= 0

��K2G � �1����"����E.� �:� 
 � ! � I �&�� 
"�I ��� �,� � �5E 
 � � �

� ��IJ!AE � E.��� �� � ! �&��� E<I q = q′
L

⇒ � � 
 � E<����� �&�&E<���,L
� � ������E 
 � �
� E.� ( 
 � ������� � 
 
�1K�G �1�� � (f) # f 6= 0

L
(  � �&�� � (f) = 0

� ���2�
	 ���I # �&�� � (f) = n > 0(�� �M� E<�
an 6= 0 # �&�� � (fn) ≤ n− 1

� � 
 � 
*��E:����K2G�E<� � E 
 �F� � ��� E.� :�H�IJI�E6�& L5:��I�I�� �&�� � (g) > n ⇒ q = 0, r = f
L

) L5:��I�I�� �&�� � (g) = m ≤ n ⇒ g = bm ·Xm + . . . # bm 6= 0
L

� � �J�(�
f − an · b−1

m ·Xn−m · g E.� 
�� � I�� 
 �&� 	 �&� � �� � ≤ n− 1 =: f
L

� �K2G ( 
 � ������� � 
�� 	 �&���������E:���,� 
�� � f = g · q + r
L � � 
���E.� �:E 
 IJ��E<!AE:�2�;�

f =
(
an · b−1

m ·Xn−m + q
)
· g + r
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��L*) L &�� � �
	 ����� � 
 � � � ��E<�(� ���
K [X ]

 
"� E.�2� � 
 � �
K
�J�(�
">� ����I���K2G E<� 
 ���&�2�ME.�<L �

f = q · g + r # r = 0
� � E.���&�2 � (r) �

�&�� � (g)!����
g 6= 0

�

 
"�I ��� �,�
Z
�
a = q · b+ r # ��� �ME<� 0 ≤ r < |b| L q � 
 � r

��� 
 � �ME<� � E E.� 
 � E<����� ��L
�
Z
� 
 � K [X ]

��� 
 � � E<����� ��E<I�E�!���� � ��� I�� � �J��K2G"E � � 
 �&E �' ��� � ��� 
 
�E.��� 
�� �
��E.�

R
( 
*��E��1��� ��H>��� �ME.��E<��K2G �

a · b = 0⇒ a = ∨b = 0
�

� E.�JI � >�2�&E<� ��� �5E �:��E<G�� 
�� �
a| b :⇔ ∃c : a · c = b

L
� � � E 
"��K�G"�!7��E 
1�
� � �

a| b ∧ a| c⇒ a| (x · b+ y · c) !���� x, y ∈ K

� �J� � � E<�
a · b 6= 0

L
a| b ∧ b|a⇔ a = ε · b L ε �F��� � �IJ� � � 
�G"E<� � �ME �,E<��K2G 
�E.�9� ε · η = 1

� E � E.�J� �,�
(ii)/ ⇐0;� � I�>�<L/ ⇒0;� a| b ∧ b|a ⇔ b = c · a ∧ a = d · b ⇒ b = cd · b ⇔ b · (1− cd) = 0

L ��
b 6= 0

I�1���
� �1����"����E.� �:� 
 � �

1 = cd # c � � 
�G"E<� �,L
��L*) L &6& �IJI � E.� E.� 
�E  
"� E.�2� � 
 �&E 
��,��� � E<��I �">�2� E.������I�E<G��2E

' ��� � ��� 
 
�E.��� 
�� �
 �

d =
�����

(a, b)
� ���ME<�

a 6= 0 # b 6= 0

� � �
d| a ∧ d| b

� �J� �
e|a ∧ e| b⇒ e| d � ��K2G"I��"K����  
 � E.��E 
 � E<��IJE:� �

�I�I��&E<� E<� 
 �$��E%$ 
"� ��� � 
 � E<� �1� �32���E 
 �&E<� E<� 
"���� E 
 � E.�JI�E.�
� � �J�(��E 
 � �5( � �I�I��&E<� E<� 
�E 
 
"��K2G*� 	 �&��G� 
 � E 
( � :�1I�I � E.� � � ������E 
 ��
���� � ��� ��"! � � 
"G�E<����E 
 1I�� :�>��� �1��E 
 !AE<�(� �&E<IJE �&�

� �
m =

� ���
(a, b)

� � �
a|m ∧ b|m

� �J� �
a|n ∧ b|n⇒ m|n
( � :�1I�I � E.� � � ������E 
 � � � �J� ���! � � 
�G"E<� � �I�� :����� �&� !AE<�(� �&E<I�E��&�,L

 
 �,1G�I 	 � 
 �����
s
� 
 � � ��� s

�
( 


N
� 
����4.�E � E<��IJ� E<� 
 ����� � 
 � E<� 
 � ��� L( 


Z
� ��� E.� �����

s
� 
 � ��� E.� � ���

s
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��L*) L & ) �5E<�JI � >�2�&E<� �F� 

K [X ]

��E.�JE 

f, g ∈ K [X ]

L
� E.�JI � >�2�&E<� �;�

f | g ⇔ ∃h ∈ K [X ]
�
g = f · h L

� � 
"G�E<� � � 

K [X ]

�
f
� � 
"G�E<��� ⇔ �&�� � (f) = 0

� ���� G"E<�+2��9�
f ≡ a ∈ K [X ] \ {0} �� E � E.�J�9�

/ ⇐0 f = a ∈ K [X ] \ {0} # g = a−1 ⇒ f · g = 1/ ⇒0 f · g = 1
L	� �K2G � E.��� �� � ! �&��� E<IM! � I �&�9� �1�� � (f) +

�&�� � (g) =
�&�� � (1) = 0

⇒ �&�� � (f) =
�1�� � (g) = 0 # �  �&�� � (·) ∈ N0

L

��L*) L & 7 � � �J�(��E 
 � � E<� ����� (f, g)
!����

K [X ]
� � � �J�(��E 
 � E<� 
�E.� ' E.��I�E�� � 
 � � 
 � �2��E � � �,��E � I�E� � I�� 
 �&� E

' ��E.���(� � � I�IJE 
 �F��� 
 � K2G E<� 
"� �I
Z
�ME.�(���K2G*��E 
1�

� >���"��E � �J�(����E.�2� E<� 
 �����
(a, b)

� 

Z
� � �JE�� E 
 �&E � E.� � E<� E<� 
"���� E 
 �5E<�JI�E.� 	 � 
 a � 
 � b����� E 
 � I���K2G � 
 � E<� E�� �J�(����E.�2� E<� 
 �&� �	2���E:� � �ME � � �&IJ��K2G � E.� ,F� � 
�� 
�� � �&E<� E<� 
"���� E.� � E.�JI�E.�<L

� � � E 
"��K�G"�!7�
(ii) � E<� ����� (a, b)

! � I �&� ���� � E.� � ����� !A>��� �1� �:E:��IJE � � 
�� �
a =

∏
pαp , b =

∏
pβp ⇒ �����

(a, b) = ±
∏

p ��� � {αp,βp}

����E � � 
 � E<����� �&�&E<��� � E.� � ����� !A>��� �1� �,E.��I�E�� � 
 � �
∏

pδp

∣∣∣
∏

pγp ⇔ ∀p : δp ≤ γp

 
"�I ��� ���ME.� � �JE � ����� !A>��� �1� �,E.��I�E�� � 
 � � � 
 
"E 
 �F� � � �� � � � (a, b) � E;$ 
"��E.��E 
1�
a =

∏
pαp , b =

∏
pβp ⇒ � ���

(a, b) = ±
∏

p ����� {αp,βp}

��L*) L & � �5E<�JI � >�2�&E<� ����IJE.G���E � 

K [X ]

����E � � 
"G�E<� ��E 
 � 

K [X ]

��� 
 � � �JE�� � 
����� 
*��E 
 � � I�� 
 � � E 6= 0
L

� E.�J�(� ��E<IJE3�
�  �

R [X ] : f = X3 − 8, g = X2 +X + 1
(
x3 − 8

)
:
(
x2 + x+ 1

)
= X2 + 2x+ 4

−
(
x3 − 2x2

)

2x2 − 8

−
(
2x2 − 4x

)

4x− 8

− (4x− 8)

0

⇒ x3 − 8 = (x− 2)
(
x2 + 2x+ 4

)
g
����� � 


R [X ]
� �2��E � � �,��E �ME<I L

� � �
Q [X ] : x101 − 4

� �G�����K2G"E<� 
"I���K2G � E<� 
"E � �2��E � � �,� � I�E 
 :����� �&�2E 

� K �

R [X ] : x4 − 1
G��� :�>��� �1��E 
 �

(x− 1) , (x+ 1) ,
(
x2 + 1

)

� � ����� IJE.�JK2G*� �,� E.�2��E<G�E 
 # �  2 E<� 
"E :�>��� �&��������E.��� 
 ��� ���$G � G"E.� ��E<K2G"E 
"��"! �  
 � # �IJ� � ���K2G� ��� 	 ��E<IJE 
�� �����"IJE.� E 
 # 	 E:� � � 
 � E 
 �J�(�:L
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��L*) L & � � E%$ 
������ � 

(IV.2.f)

� ������E � � �:� �ME<I
� � 
 � �&I � 
 � �

f
G"E<�+2�� ������E � � �:� �ME<I ⇔ �&�� � (f) ≥ 1 # f G">� � E.� 
�E ' E.�2IJE��&� 
�� E 
 � 
 � �2 � �� I�E<� 
�E.��E :�>��� �1��E 
 	 � 


Grad ≥ 1

��L*) L & � � �� �
(IV.2.4)

� � �&I � 
 � � E6������� # � ��� # � �2��E � � �,�JE �"IJE :�>��� �1��E 

��E��&E �ME 
 ��E.� � E.� � �&I � 
 � � ��� 
 � K [X]

���ME.� � E 
 � �1�2�ME.�
K
L

� � � � � E � �������JE:��E 
 ����� � 
 � � � �
� �J� � �����

(f, g) · � � � (f, g) =
��h�����	�_ · f · g

� ���J� � � �JE :�>��� �1���J���JE:��� 
�� � 
 ������E � � �:��E �"IJE � �&I � 
 � � E ����� E<� 
 � E<������� # � ��� ��"! ��E<��G"E 
�! � I � E� 
 � � � 
����� 
*��E � >��� �1��E 
 6= 0
L

� E � E.�J����� � � �,E6��� ��� I�� � ��K�G"E.���I�� �&�2��G"� �"� ! ��� � �&I � 
 � � � � 	 ����� � 
 f = f1, g = f2
�

f1 = q1 · f2 + f3 f3 = 0 ∨ �1�� � (f3) <
�&�2 � (f2):��I�IJ�

f3 6= 0 f2 = q2 · f3 + f4 f3 = 0 ∨ �1�� � (f4) <
�&�2 � (f3)

····:��I�IJ�
fi−1 6= 0 fi−2 = qi−2 · fi−1 + fi fi = 0 ∨ �&�� � (fi) <

�&�� � (fi−1):��I�IJ�
fi 6= 0 fi−1 = qi−1 · fi + fi+1 fi+1 = 0 ∨ �1�� � (fi+1) <

�1�� � (fi)

��E:� �I � �&�2����G"� �"� ��E.��� � 
"��E.�2� # � ��&�2 � (fi)
�J� � E.� � I�E<� 
"E.� � ��� � � 
 � E 	&E 
*���"E<I�I � ��IJI �F��� � L����E<� �ME � E<����E.� # � �� �F� � 
��K2G �  � ��� �I �1�� � (fi+1)

� K2G��2���(��E �ME.��E.K2G 
�E 
 � ������E 
5L ( � � E 
 � ��  
 
 �����
fi−1 = qi−1 · fi + 0 # i �  � ��� �I L  ��� � ��E<��E.� ��I�E<�JK�G�� 
 � � � 
 
�E 
 �F� � � E 
 �����

 � I�E<��E 
1�������
(f, g) = fi

L
� ����G�E.� � ����E � � ������E 
 � � E<� ����� � ! �&I��1� � � ��E.��� 1��� � E<� � ��� I�� � ��K2G�E 
  I � �1��� ��G�� �"�,L
� � 
 �&E<G"E 
 �F� � �:����:�>��� �1� �:E:��IJE � � 
�� ���ME.�<L
� E.G"�������� 
 � ��� � E � ��������E.�2� E.� 
�E :�>��� �&� �,E.��I�E�� � 
 � � 
 � �2��E � � �,�JE �"IJE � � I�� 
 �&� E L� E � E.�J� � � E.� ( 
 � ������� � 
 
�1K�G �1�� � (f) ≥ 1/ �&�� � (f) = 1

09� ��
�� ��� I���K2G # �  f = g · h # �&�� � (g) ,
�1�� � (h) ≥ 1 ⇒ �1�� � (f) ≥ 2

L
/ �&�� � (f) = n

09�
f
�J�(� � �2��E � � �,�JE �ME<I ⇒ !7E.�2�����

� � 
����9�
f = g · h # 1 ≤ �&�� � (g) ,

�&�� � (h) ≤ �&�2 � (f)
� �K2G-( 
 � ������� � 
1� g =

∏
pi pi

���2�2E � � �:��E �ME<I # h =
∏

qj qj
� �2��E � � �,��E �ME<I L

⇒ f = g · h =
∏

pi ·
∏

qj

� � 
 � E<����� �&�&E<��� � ����K2G � �ME.� �  
 � �,�"� 
 �1��� �JE.����E 
 � �&I � 
 � � L

<�p c �/h�� �N��h�}~�I����u�� ��	�	Ib c �����¤�I}~� 	I�D_ }���	�����}���	��i�$_ t����ikl��h��I	I}®t�����_ �;�G� �I���I��b;	
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� � � E.����E.�2��E.� � ��� IJ� � ����K2G�E.� �I�� �&��� ��G�� ��� �
�����

(f, g) = A · f +B · g
� ���ME<�

A,B ∈ K [X ] � � E:� E.��� I�� � �J��K2G"E �I�� �&��� ��G"� ��� I���E<!AE.�2� A � 
 � B
L

� � 
"��E � �"E 
 � �
( � � � ������E 
 �	�

( 

Z
�
p
�J�(� � ����� �:�G"I �

p| r · s⇒ p| r ∨ p| s( 

K [X ]

�
f
����� ���2�2E � � �:� �ME<I�� f | g · h⇒ f | g ∨ f |h

� E � E.�J�9� ��E.�
f
� �2��E � � �,� �ME<I # f | g · h

 
 � E 
 � � � E 

f
��E<�JI �

g

��JK2G*� ⇒ �����

(f, g) = 1 = A · f +B · g
� �"I ��� � I�� ������ � 
 � � �

h
IJ��E<!AE:�2�;�

h = A · f · h+B · g · h = (A · h) · f + B · C · f︸ ︷︷ ︸
(∗)

= f · (A · h+B · C) ⇒ � E<G"����"��� 
 �

 
"� E.�2� � 
 � �,�
(∗) � �5���� � �&���������E:���,� 
�� � f | (g · h)

( ( � � � 
 � E<����� �&�&E<� �
� � ����� � ���&IJ��K2G � ��E � � 
 � E<����� �&�&E<� � � E.� :�>��� �&� �,E.��I�E��&� 
 � ��"� � E<� � ��� I�� � �J��K2G"E 
 �I � �&�2����G �� ��� �,� �:E<� � E 
1�
��E.�JE 


f, g ∈ K [X ] # g 6= 0
L

� ��� IJ� � ����K�G"E.� �I�� �&��� ��G"� ��� �( 
�� ���9�
f1 = f # f2 = g

� K2G"I�E<��!AE6�
fi = fi+1 · qi + fi+2

� � �JK�G*��� � � fi+2 = 0
� � E.���&�� � (fi+2) <

�1�� � (fi+1)
�5E.��� � 
"��E.��� 
�� � E.����K2G�IJE.�J!AE !���� fi+2 = 0,F���(� ���;�

fi+1 =
�����

(f, g)
� � � 
 � E.�������1� E<� � �"�J� 1��!�� � 
"���� 
*��E :����� �&�2E 
 �

f1 · f2 · . . . · fr = g1 · g2 · . . . · gs
� � �5E.�

fi, gi
� �2��E � � �,� �"IJE � � I�� 
 �&� E���E<��E 
ML

f1| g1 · (g2 · . . . · gs)⇒ f1| g1 ∨ f1| (g2 · . . . · gs)
OE⇒ g1 = const · f1 ∨ f1| (g2 · . . . · gs)

⇒ �ME.� ( 
 � ������� � 
 . . .⇒ ∃g1 � � � g1 =
K � 
����

1 · f1, � � ��� 
��"� � E.����E.��� 
 � �
g1 =

K � 
"�(�
1 · f1 ⇒

� � ��� �,E 
 � � � 
����� 
*��E � 
 g2
E<� 
 � E �  
 �&E 
 �

f2 · f3 · . . . · fr = g2 · g3 · . . . · gs� E.� ( 
 � ������� � 
 � r = s # 
��K2G ��� 
��"� � E.����E.��� 
 � � gi =
K � 
����

i · fi� � 
 � E<����� � E � � ��� ���! � E<��G"E 
"! �&I��&E � 
 �1��� �JE.����E ���2�2E � � �:� � I�E ' E:��IJE � � 
�� � f = c · f1 · f2 · . . . · fr� ���
c 6= 0

� � �5E.�
fi
���2�2E � � �:� � I�E � �&I � 
 � � E���� 
 � L

� 
 � � �"I ��� � E : �&�2� �"I���E.��� 
�� �
f = c ·

∏
pαp

� ���ME<�
p � �JE � E 
�� E � E:� 	 �&�2G" 
 � E 
"E 
 � �2��E � � �,� �"IJE 
�� �&I � 
 � � E � ����K2G�IJH���!7�:L

 
"� E.�2� � 
 � E 
��:��� � ���J� !A>��� �&� �,E.��I�E��&� 
 � �
( 
 � E.� � �� � �J� 	 � 
 �&E.��� 
 � E:� � E � E<����� 
�� # �  ��E<G�� ��E<K�G"E 
�1��! � E 
 � ���
� G�E �&��E:������K2G 	 � 
 � �����,E 
 �

����� (
c ·
∏

pαp , c′ ·
∏

pβp

)
=

∏
p ��� � {αp,βp}

� ��� (
c ·
∏

pαp , c′ ·
∏

pβp

)
=

∏
p ����� {αp,βp}

⇒ �����
(f, g) · � ��� (f, g) = f · g · K � 
"���
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��L*) L & � � E<�J�(� ��E<I�E �:��� � ��� I�� � ��K�G"E 
 �I�� �&��� ��G"� ���
�  �

f = x4 − 1 � g = x3 − 1

f = x4 − 1 = q1 ·
(
x3 − 1

)
+ f3

f1 = x4 − 1 = x ·
(
x3 − 1

)
+ (x− 1)

f2 = x3 − 1 = q2 · (x− 1) + f4

x3 − 1 =
(
x2 + x+ 1

)
· (x− 1) + 0

⇒ �����
(f, g) =

����� (
x4 − 1, x3 − 1

)
= x− 1

� � �
f = 2x4 − 1 � g = x3 − 1

f = 2x4 − 1 = q1 ·
(
x3 − 1

)
+ f3

f1 = 2x4 − 1 = 2x ·
(
x3 − 1

)
+ (2x− 1)

f2 = x3 − 1 =
1

2
x2 · (2x− 1) +

1

2
x2 − 1

=

(
1

2
x2 +

1

4
x+

1

8

)
· (2x− 1)− 7

8

2x− 1 =

(
−16

7
x+

8

7

)(
−7

8

)

⇒ �����
(f, g) =

����� (
2x4 − 1, x3 − 1

)
= − 7

8� E<� E.�2� � 
 � �
d =

�����
(a, b) # ε � � 
�G"E<� � ⇒ d · ε =

�����
(a, b)

L
� E<��G��I �1�������

(f, g) =
����� (

2x4 − 1, x3 − 1
)

= 1

� � 
"��E.� �:E 
 � 
�� � I�� 
 �&� E
��� ���">��� � 
 �

R ⊆ R′ � R,R′ � �&� � ����>��� 	&E � � 
 �&E � ��� � � 
"� ��L ��E<� a ∈ R′ � 
 �

f (x) =
n∑

i=0

αi ·X i ∈ R [X ]

� � 
���E.� �:E 
 	 � 

a
IJ��E<!AE:�2�;�

f (a) =

n∑

i=0

αi · ai ∈ R′

��L*) L & � � �� �
(IV.2.4)

� � � 
"��E.���,E 
 ����� � � 
 �&G �&� �1�2� G��J��� ��� �
� � �

(f + g) (a) = f (a) + g (a)
� �J� �

(f · g) (a) = f (a) · g (a)
� E � E.�J��E6�
(i)
��E.�JE 


f
� 
 � g

�&E�� E �ME 
 � ���

f =

n∑

i=0

αi ·X i, g =

n∑

i=0

βi ·X i

� �K2G ��E%$ 
"� ��� � 
 � E.� � � I�� 
 �&� �  � � � ��� � 
 �
f + g =

n∑

i=0

(αi + βi) ·X i

� � 
 ��E.� �:E 
 �F���
a
E.� 
 � 
 � E.�2G"�I���E 
 �

(f + g) (a) =

n∑

i=0

(αi + βi) · ai =

n∑

i=0

(
αi · ai + βi · ai

)
=

n∑

i=0

(
αi · ai

)
+

n∑

i=0

(
βi · ai

)
= f (a) + f (g)

<�p c �/h�� �N��h�}~�I����u�� ��	�	Ib c �����¤�I}~� 	I�D_ }���	�����}���	��i�$_ t����ikl��h��I	I}®t�����_ �;�G� �I���I��b;	
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(ii)
� E.�� 
 
*�;��: ��� � ��E�� ��I������"IJ� ��>��� � 
 ��� E.�JE.� � � I�� 
 �&� E�� ��I��9�

(
n∑

i=0

αi ·X i

)
·
(

m∑

i=0

βi ·X i

)
=

n+m∑

k=0

(
k∑

i=0

αi · βk−i

)
·Xk

��E:���,E 
 �F� � 
�� 

a
E<� 
 # � � E:��G"�I ��E 
 � ��� �

(f · g) (a) =
n+m∑

k=0

(
k∑

i=0

αi · βk−i

)
· ak

=
n+m∑

k=0

(
k∑

i=0

(
αi · ai

)
·
(
βk−i · ak−i

)
)

=

n+m∑

k=0




∑

i,j≥0
i+j≤n+m

(
αi · ai

)
·
(
βj · aj

)



=
∑

i,j≥0
i+j≤n+m

(
αi · ai

)
·
(
βj · aj

)

=

(
n∑

i=0

αi · ai

)
·




m∑

j=0

βj · aj




= f (a) · g (a)

� >���"� � � 
 �&G �&� �&� �&�2�"G"����� �"�;�
a
IJ��E<!AE:�2�;�

Φ : R [X ]→ R′ # f 7→ f (a) # E<� �����
Φ (f + g) = Φ (f) + Φ (g)

Φ (f · g) = Φ (f) · Φ (g)

��L*) L & � � �� �
(IV.2.5)

� / ��"���"1I ��E 
 � E:� � ��IJI�����E<I�IJE 
 0 � � ��������I �����"K2G �:E:��IJE � � 
��
��E.�

K
���&���5E:� # f ∈ K [X ]

� �&�� � (f) ≥ 1
� # a ∈ K

� � �
f (a) = 0⇔ (X − a)| f ⇔ f = (X − a) · g (X)

!�����E<� 

g ∈ K [X ]

� �J� � �1�� � (f) = n ⇒ f
G�>�F� 


K
G � K2G�����E 
"�

n
� ��IJI�����E<I�IJE 


� E � E.�J��E6�
' �

(i)
��� �
	 ����� � 
 � ��� ��E<���9�

f = (X − a) · q + r
L � ��� � �"����E 
 � � E<� :�H�IJI�E � 
*��E.����K2G"��E � E 
1�

r = 0 ∨ �1�� � (r) < 1 ⇒ �1�� � (r) = 0
L � 1�FG�E<�+2��;�

r =
K � 
"���,L � � 
���E.� �:E 
 	 � 


a
IJ��E<!AE:�2�;�

f (a) = (a− a) · g (a) + r (a) = r ⇒ f (a) = r = 0

"�K2G � �&�21������E.���,� 
��

����FG�E<�"2��9�
f (X) = (X − a) · q (X) + f (a) ⇒ � E<G"����"��� 
 ��L

' �
(ii)

��( 
 � ������� � 
�� �ME � E<���;�
f
G� �ME E<� 
"E � ��IJI�����E<I�IJE 
 �

f = (X − a) · g # g ∈ K [X ]
L � �K2G � �� � ! �1��� E<I ���&�2 � (g) = n− 1

� E<� ��E.�2E � �"I�IJ�(��E<I�I�E 	 � 

f
�

f (b) = (b− a) · g (b)

⇒ b
� �"I�IJ�(��E<I�I�E 
 	 � 


f ⇒ b = a ∨ g (b) = 0
L � �K2G ( 
 � ������� � 
 G">� g G � K2G"�(��E 
"� n − 1

� �"I�I�����E<IJI�E 
 ⇒ f
G">� G � K2G�����E 
"�

n
� ��IJI�����E<I�IJE 
5L
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� E.� E:�2� � 
�� E 
 � ��E<�JI � E<����E�� � � � E � E<�J��E 
 � �
& L �

f ∈ K [X ] # f (x) = (X − a1) · (X − a2) · . . . · (X − ai) · g (x)
� ���ME<�

g
� G 
"E � ��IJI�����E<I�IJE � 


K
L

) L � ��>� �
(IV.2.5.i)

� ��I���1��K2G ���ME.� � � 
 �&E 
 # (IV.2.5.ii)
�J�(�  � � �&IJ��� !A�I���K2GML � E<�J�(� ��E<I � ��E<�

R = Z/4Z [X ]
L � � ��E

T 2 − 1 = 0
� 


R
L ����E<��E ��I�E<�JK�G�� 
 � G">��� 
"E 
 � I��JK2G�E 	 ��E<IJE � �&��� 
 � E 
1�

(1 + 2 ·Xn)
2

= 1 + 2 · 2 ·Xn + (2 ·Xn)
2

= 1 + 4 ·Xn + 4 ·X2n = 1
! �����IJI�E

n
L

7�L � � � 
 ���&�2�ME.�FG�E<�+2�� �I � E ������J��K2G  � � E<��K2G"I � ����E 
 # � E 
 
 .�E � E<� 
"��K2G*� � � 
"���� 
*��E � �&I � 
 � �E<� 
"E � �"I�IJ�(��E<I�I�E � 

K
�ME<��� ���@�,L ��� �"� 	��IJE 
*� �  �,�1� � E � E<� � � I�� 
 �&� 	 �&� � �� � ≥ 1

�����
� ��� � ����� 	 � 
 �5� 
"E.��2!A>��� �1��E 
 � 
 � E 	 E 
*����E<IJI5E<� 
"E.� � � 
����� 
*��E L� E.�J�(� ��E<I��

C
����� �I � E ������J��K2G  � � E<��K2G"I � ����E 
 � ⇒ � �2��E � � �,� �"IJE � �&I � 
 � � E�� 
 C

G� �ME 
 � �� � =
1
L ��:�� 
 � �� E 
*���I���>� � � E.���I��&E �"�2 � E.�2����E.� � E � E<��� � �� ���ME.� 	 � 
 ��1� 2 � �2L� E.�J�(� ��E<I�� � E.��E<K�G 
�� 
�� 	 � 


T n−1 = 0
� � E.��E<K2G 
�� 
�� � E.� n � ��E 
 � ��� �,E<I 
 E<� 
�E.� � �&� �"IJE�� E 
' �G�I �

� E:��E<� ��� �ME.�� 
 
*� � � ��I������"IJ� ��>��� � 
 � � E<��E.� � � � � I�E � E 
 ' �G"I�E 
 � �
z = r · (cos (ϕ) + i · sin (ϕ)) = r · eiϕ

w = r′ · (cos (ϕ′) + i · sin (ϕ′)) = r′ · eiϕ′

z · w = r · r′ · ei·(ϕ+ϕ′)

���� � �;�
zn = rn · ei·nϕ L5( 
 � E 
 � � � 
 �&E 
 ��K2G � 
 �&E �:E.���1�;�4: �1��� E<I 	 � 
 � �&�
	���E3�

zk = ei· 2π
n
·k

� ���
k = 0, 1, . . . n− 1

��L � ' E.��I�E�� � 
 � 	 � 
 � � I�� 
 �&� E 
 � 

R [X ]

� � � � �2��E � � �,� � I�E � � I�� 
 �&� E G" �ME 
 � �2 � = 1
� � E.�� �� � = 2

L
X2 + aX + b

�����F� �2��E � � �,� �ME<I
⇔ X2 + aX + b

� 

R

"��K2G*�FI � � �">�

⇔
√(a

2

)2

− b /∈ R

⇔
(a

2

)2

− b � 0

� �J� �
X3 + aX2 + bX + c = 0

�J�(� � 

R
I �&� �"�� � �IJI � E<� E<� 
"E:� �

Xn + bXn−1 + . . .+ c = 0
����� � 


R
!������ 
 �&E.�� � E n I � � �">� ��L � ��� � �J����E 
 ���� � E.�� 
"�I�� �����;�

lim
x→−∞

Xn + bXn−1 + . . .+ c = −∞, lim
x→∞

Xn + bXn−1 + . . .+ c =∞
�  E<� ����K2G �ME<� � �JE<��E 
 � � I�� 
 � � E 
 �"� �(��E:��� � E :�� 
������ � 
 G" 
 � E<I � ! � I �&� ���� � E<�' �F����K2G�E 
�� E.�2����>��� # �  2 Xn + bXn−1 + . . .+ c

� � 
 � E.����E 
"� E<� 
"E � ��IJI�����E<I�IJE G">�:L

����E	� E.G"�������� 
 �
(i)
I�H 2�� ����K2G � ����� ��IJ!AE � E<� :�� 
 � �� E 
*���I���>� � � E.���I��&E �"�2 �ME � E<����E 
ML

��E.�
f ∈ R [X ] # αi ∈ R # � ���ME<�

f =

n∑

i=0

αi ·X i

� � 
 �����9�
f (z) = 0 =

n∑

i=1

αi · zi

!���� E.� 

z ∈ C

L
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� � 
"��K2G����1� � � 
 .�� � ��E.�2� � �&� � I�E � E ' �G"I�E 
 �
� E<�

z = a+ bi
L � � 
 �&�JI �9�

a+ ib = a− bi
� E<��E 


z, w ∈ C
�
z + w = z + w

�ME �:��E<G�� 
 � � � E<�J��E
z · w = z · w

� � 
 �&�JI � 1��K2G1�

0 =

n∑

i=1

αi · zi =

n∑

i=1

αi · zi =

n∑

i=1

αi · zi =

n∑

i=1

αi · zi ⇒ f (z) = 0

�IJ� � � � E 
 

z ∈ C \ R

� 
 � z
� �"I�IJ�(��E<I�I�E ⇒ z

����� 1��K2G � �"I�IJ�(��E.IJI�E 	 � 

f
L

⇒ ( 

C [X ]

�
(X − z) · (X − z)| f' � � E<� �&�JI �;�

(X − z) · (X − z) = X2 − (z + z) ·X + z · z = X 2 + 2 · < (z) ·X + |z|2︸ ︷︷ ︸
∈ R

�IJ� � �
f =

(
X2 + 2 · < (z) ·X + |z|2

)
· g # � ���ME<� g ∈ R [X ]

� L � ( 
*��E��&�2���� � 
 ���ME.� � >�2�����I �����"K�G �,E.��I�E�� � 
 �
� H�� $ � ��� 
 � ( 
*��E.� �&�21I�E � E.� : �&��� ∫

f (x)

g (x)
dx

�,� I �&��E 
 # � ���ME<� f, g ∈ R [X ]
L

& L ��K2G������(�9�
g = f1 · f2 # ����� (f1, f2) = 1

L � �K2G � �1����"��E.���,� 
�� �
1 = A · f1 +B · f2

⇒ 1

f1 · f2
=
A

f2
+
B

f1
⇒ f

g
=
A

f2
+
B

f1
= C +

A1

f2
+
A2

f1
� ���ME<�

C,A1, A2
� �&I � 
 � � E���� 
 � � � � �&�� � (Ai) <

�&�� � (fi)

⇒
∫
f

g
dx =

∫
C dx+

∫
A1

f2
dx+

∫
A2

f1
dx

) L ��K2G������(�9� ��K2G�IJ��E%2 I��JK�G E.��G�1I ��E 
 �F� � �
∫
f

g
dx =

∫
C dx+

∫
ci

(X − ai)
k

dx+ . . .

︸ ︷︷ ︸I�� 
�E<>��E � E.�2� E
+

∫
cj

(X2 + aX + b)
l
dx+ . . .

︸ ︷︷ ︸� �� � ��>���J��K2G"E � E.��� E
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��L � :�>��� �1��������E.��� 
�� � E.� � � I�� 
 �&� E � 
 R [X ]
�

f (X) = c ·
n∏

i=1

(X − αi)
ri

︸ ︷︷ ︸
(i)

·
m∏

j=1

(
X2 + βj ·X + γj

)sj

︸ ︷︷ ︸
(ii)

�� �F� � � 
���� 
 E.� 
�E<� � � I�� 
 � � � � � 
 � ���ME.� R
�ME%$ 
 � E 
 �J�(� f E<� 
 � ��� � ����� 	 � 
 I�� 
�E<>��E 
� E:��� E 


(i)
� 
 � � �" � ��>������K2G�E 
�� E:��� E 
 (ii) # � ���ME<� � �JE � �� � ��>���J��K2G"E 
 � E.��� E ���2�2E � � �:� �ME<I

��� 
 � # �I�� � (βj

2

)2

− γj � 0
L

� L � ( 
*��E��&�2���� � 
 	 � 
 � E ����� K2G"E 
 ��>��� � 
��IJE 
-:�� 
������ � 
�E 
 �
∫
f

g
dX =

∫
f

g1 · g2
dX =

∫
A+

B

g1
+
C

g2
dX

� ���ME<�
A,B,C

� � I�� 
 � � E # ����� (g1, g2) = 1 # �1�� � (g1) >
�1�� � (B) # �&�� � (g2) >

�&�� � (C)
L

 
�� E 
 � � 
 � � E.��! � I�IJ�(��H 
 � � � E 
 :�>��� �&��������E.��� 
 � I��JE<!7E.�2�9�
∫
A+

B

g1
+
C

g2
dX =

∫
AdX +

n∑

i=1

∫
Bi

(X − αi)
ri

dX

︸ ︷︷ ︸
(i)

+

m∑

j=1

∫
Cj

(X2 + βj ·X + γj)
sj

dX

︸ ︷︷ ︸
(ii)

� � 
 � �"����E 
 �F��� � �JE 	&E.� �"IJE.� �ME 
 � E 
 � � �"K�G"E # � E<I�K2G�E E 
*� � E � E.� I�� 
�E<>��E (i)
� � E.� � �" � �� ����J��K2G"E�� E:��� E

(ii)
�J� � E 
 
"E.� G� �ME 
 # � 
*��E �&����E.��E 
 �

 ��� E:��E<K2G 
�� 
 � � E.��IJ� 
"E<>��E 
 � E.�2� E3�
∫

B

(X − α)
r dX

� � �F� � 
 
�E 

Bi
�ME.� � �
	 ����� � 
 � � � ��E<�(� �,E.��I�E�� E 
 �

B = B̃ · (X − α) +B (α)
L ���� � � ! �&I��1�;�

∫
B

(X − α)
r dX =

∫
B̃

(X − α)r−1 dX +

∫
B (α)

(X − α)
r dX

� ���ME<� �&�� � (B) < r
� 
 � �1�� �

(
B̃
)
< r − 1

L ��K�G"I��JE%2 I���K2G ����� �I�IJE.� �:��� �"K�� � E<!���G��2� ���! �

∫
1

(X − α)
r dX =





ln (|X − α|) r = 1

− 1

r + 1
· 1

(X − α)r+1 r > 1

� � � E.��E.K2G 
�� 
 � � E:�
� �� � ��>���J��K2G"E 
 � E:��� E

∫
C

(X2 + β ·X + γ)
s

' ��E.���(� ! �"G��2E 
 �F� � E.� 
�E � >���� � I�E 
"�����"������������� � 
 � ���2K2G5L � ���(��E.IJ� � �" � ��>������K2G�E.� � � � H 
 �,� 
��E.��G��I���E 
 �F� � �

X2 + β ·X + γ =

(
X +

β

2

)2

+

[
γ −

(
β

2

)2
]

︸ ︷︷ ︸
+ δ

=

(
X +

β

2

)2

+ δ = δ ·



(
X + β

2√
δ

)2

+ 1
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� � 
 �����"���������"��E.��E 
 �F� � �
Z :=

X + β
2√

δ
��K�G"I��JE%2 I���K2G E.��G��I���E 
 �F� � ( 
*��E��1���IJE � E.� : �1���

∫
C (Z)

(Z2 + 1)
r dZ

C
I�H 2�������K2G 
�� 
 �ME.� ��� 	 �J��� � 
�� ��� � E<�(� � E<� ��E.� �,E.��I�E�� E 
1�

C (Z) = Q (Z)·
(
Z2 + 1

)
+(a · Z + b)

� � � E.��G�1I ��E 
1�
∫

C (Z)

(Z2 + 1)
r dZ =

∫
Q (Z)

(Z2 + 1)
r−1 dZ

︸ ︷︷ ︸
(i)

+

∫
a · Z + b

(Z2 + 1)
r dZ

︸ ︷︷ ︸
(ii)

���� ( 
*��E��1���I
(i)

�:E.�2IJE��&E 
 �F��� ��E.� ���2��� 	�� E.����E.� # � �� ( 
*��E��1���I (ii)
����� � � ����E<I�� �����"������������� � 


� 
 � � >�2���JE.IJI�E.� ( 
*��E �&��>��� � 
 �:� �ME.��E.K2G 
�E 
1�
∫

a · Z + b

(Z2 + 1)
r dZ =

a

2
·
∫

2Z

(Z2 + 1)
r dZ

︸ ︷︷ ︸
(iii)

+ b ·
∫

1

(Z2 + 1)
r dZ

︸ ︷︷ ︸
+ Ir

(iii)
�F� � � � � ��E.��� �ME.� ����� �(��� ������� � 
 � 
*��E��1���JE:�2�:L Ir

� 
*��E.� �1���JE:��E 
 � ��� � � ����E<I�� �">�2����E<I�IJE:�( 
*��E �&��>��� � 
1�
∫

1

(Z2 + 1)
r dZ =

∫
1 · 1

(Z2 + 1)
r dZ

= Z · 1

(Z2 + 1)
r + 2r ·

∫
Z2

(Z2 + 1)r+1

=
Z

(Z2 + 1)
r + 2r ·

∫
Z2 + 1− 1

(Z2 + 1)r+1

=
Z

(Z2 + 1)
r + 2r · Ir − 2r · Ir+1

� � � E.��G�1I ��E 
 � �� ��� ! �&I��&E 
 � E � E.� ������� � 
���! �1��� E<I �

Ir+1 =
1

2r
· Z

(Z2 + 1)
r +

2r

2r − 1
· Ir

� � �
I1 = arctan (Z)
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� ��� 354/687�9;:+<
(IV.3)

?©@�7P42^eO�KM42<I7�LN7P:+C �M42C �e:¶7�9
' ��� � ��� 
 
�E.��� 
�� �
��E.�

f : V →W
I�� 
�E<>� # � �J� (V) = n # � �J� (W) = m # A

��E<� � ������ 	 � 

V
� 
 � B

��E<� � ������
	 � 


W

MA

B (f) =



↑ ↑ ↑
a1 a2 · · · an

↓ ↓ ↓


 , aj =




v1jLLL
vmj


 , f (vj) =

n∑

i=1

aij · wi

� E:��E<K2G 
�� 
 � � E.���5�� 
���! �1��� ���� � 
"��� ��(��� ���

V

≡
f

// W

Kn

ϕ
A

OO

� A

B
(
�
)

// Km

ϕ
B

OO

�Ms�s�������t���u���rRkP� c ��������}��>�����R�;��� | ��� �g�P��h��I}���	��ih����I}~� 	I��� �
� ����J� � E.K2G"��E<I�� ��E<��E 


A,A′ � 1��E 
 	 � 
 V
� 
 � B,B′ � ���E 
 	 � 
 W

L

V

≡
7 F // V

≡
f

// W

≡
7 F // W

Kn

ϕ
A
′

OO

� A
′

A
(
� � )

// Kn

ϕ
A

OO

� A

B
(
�
)

// Km

ϕ
B

OO

� B

B
′(
� � )

// Km

ϕ
B
′

OO

�Rs�s��i���;t���u���rMkl� c �;������}~�>�����R�����Y�-���I���I¦Q�������I���

f =
� � W ◦ f ◦

� � V

�F� � � �ME � ��� I��JK�G A′ # B′ � ����K2G MB

B′ (
� � ) ·MA

B (f) ·MA
′

A (
� � )

�ME<��K�G�����E �ME 
5L
� � ! � I �&� !���� � ��E �5�� 
���! �1��� ���� � 
"��! �&�2� E.I�� MA

′

B′ (f) = MB

B′ (
� � ) ·MA

B (f) ·MA
′

A (
� � )

 
"� E.�2� � 
 � �
MA

′

A (
� � )

� 
 � MB

B′ (
� � )

��� 
 � �2E�� ��IJH>��E � >����� �,E 
 # �  �,�"� � E.�J�(� ��E<I��
MA

′

A (
� � ) ·MA

A′ (
� � ) = MA

A (
� � ) = E

��L87�L & � �ME �,�J�I�!A�IJI ��� 
 � �&� �&�2�"G"����� E 
 f : V→ V

� � � � H1G�IJE 
 E<� 
�E	� ������
A
	 � 


V
� � � �ME<��K2G���E.� �ME 
 � E.� � >���2� � MA

A (f)
� ( 
 � �JE.��E<� :��IJI # �  � 
 � �&� �1�2� G��J��� ���;� A = B

�

����E �5�2 
���! �1��� >��� � 
���! �1��� E<I !���� � E 
 � ������ � E<K2G���E<I 	 � 
 A→ A′ I������E.�;�
MA

′

A′ (f) = MA

A′ (
� � ) ·MA

A (f) ·MA
′

A (id) = T ·MA

A (f) ·T−1

� ���ME<�
T ∈ GL (n,K)
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"� ��� � 

(IV.3.a)

� � G 
�IJ��K2G��&E<� � 	 � 
 � >����� �,E 

��E.�JE 


A,B ∈Mn (K)
L
A
� 
 � B G�E<�+2 E 
 H�G 
"I���K2G # !A�I�IJ� E<� 
 T ∈ ��� (n,K)

� � �
B = T ·A ·T−1

E � �������JE:�2�:L
T
�F� � � �IJ� � � 
%.�� �&�JE:��E 
 � E � >�(��� � �ME �,E<��K2G 
�E.�:L� E.� E:�2� � 
�� � � G 
"I��JK2G�� E.���F����� ��� �"� 	��IJE 
 �@��E<I����� � 


' ��� � ��� 
 
�E.��� 
�� � � ���&E 
"��K2G"�!7��E 
 E.� 
�E.� ��� �"� 	��IJE 
 �@��E<I����� � 
1�
� � � ��E �"E � �
	 � ��H��

A ∼ A � A = T ·A ·T−1 # T = En

� �J� � � � � � E:������E
B ∼ A⇒ A ∼ B � B = T · A ·T−1 ⇒ A = T−1 ·B ·T #

T ∈ ��� (n,K)⇒ T = S−1 �IJ� �
A = S ·B · S−1 ⇔ A ∼ B

� ���J� � �M�� 
"�������
	 � ��H��9� � E<� �,�"��H�� �,IJ��K2G
C ∈ � � (K)

� 
 � A ∼ B # B ∼ C �
A ∼ B ⇔ A = S · B · S−1 � � � B ∼ C ⇔ B = T · C ·T−1 ! � I �&�9�
A = S ·

(
T · C ·T−1

)
S−1 = (S ·T) · C · (S ·T)

−1
= U · C ·U−1 ⇔ A ∼ C� E<� E.�2� � 
 � �

(S ·T)
−1

= T−1 · S−1

��L87�L87 ��E%$ 
"� ��� � 

(IV.3.b)

� ���� � � 
�1I�������E.� � >�2�&E<� � 	 � 

f

f : V → V
� 
 � �&� �&�2�"G"����� ��� # f G�E<�"2�� � �� � � 
��IJ������E.� �"�� ⇔ E<��E�� �J�(����E.�2� E.� 
�E � ������

K
	 � 


V
� ���

MA
A

(f) =

(
λ1 0L L L
0 λn

)
, λi ∈ K.

� �ME �,��E<IJI �
A ∈Mn (K) # A � �J � � 
"�I��J���JE:� � >� ⇔ fA : Kn → Kn � �J � � 
"�I��J���JE:� � >�<L' ������ � E 
"G� 
�� � � � � E.� � � � E 
�� E.������G"E �1����E �

A = {v1, . . . , vn} # f (vj) =
∑

i

αijvi
E 
*���(�"����K2G*� � E:� j � ��E 
 � � �I ��E 	 � 


MA

A (f) =



· · ·

0LLL
λjLLL
0

· · ·



← j �

��E ��� �I���E

� �G�E.� f (vj) = λjvj
# A

�J�(� � ����J� ���� � � � E 
�� E.�2��E 
ML

��L87�L�� ��>���
(IV.3.1)

�
��E.�JE 


f : V → V
E<� 
 � 
 � �&� �&�2�"G"����� ��� # B

E<� 
"E �5E.IJ��E � � � E � 1���J� 	 � 

V
L �  
 
 ��� 
 �H � �"� 	��IJE 
*�9�

� � �
f � �� � � 
�1I�������E.� � >�

� �J� �
V
�ME<����� �,� E<� 
"E	� ����J� ���� � � � E 
�	&E.��� �&��E 


� ���J� �
MB

A
(f)

�J�(� H�G 
�IJ��K2G �,� E<� 
�E.������ � � 
��IJ� >���2� �

<�{ cSd ��� u�h������i����������s����I�����i	 ��	�	Ib c �����¤�I}~� 	I�D_ }���	�����}���	��i�$_ t����ikl��h��I	I}®t�����_ �;�G� �I���I��b;	



`a� b��
	�������r c �Rh���}�� �����;��h��I}�t����'�e�iu����N¦z���I	�	I����h������ �N���i	I�a��rMk�p��

� E � E.�J� �  � ���
	��I�E 
 � 	 � 

(i)
� 
 � (ii)

����E<G�E
(IV.3.b)

L

(i)⇒ (iii)
� ����J� � E.K2G"��E<I I��JE.!AE.�2� H1G 
"I��JK�G"E � ��(��� �:E 
 ⇒MB

B
(f)

�J�(�FH�G 
�IJ��K2G �,�

MA

A (f) =

(
λ1 0L L L
0 λn

)

(iii)⇒ (i)

"�K2G � �1����"����E.� �:� 
 �

T ·MB
B

(f) ·T−1 =

(
λ1 0L L L
0 λn

)

� E � E ��E�� ��IJH>��E � >�(��� � ����� � >���2� � E<� 
"E<��� ������ � E<K2G���E<I�� T = MB
A

(
� � ) =

(
λ1 0L L L
0 λn

)
#

A
� ������ ��"� � � � E 
�� E:�2��E 
5L

MB
B

(f)T−1 =

(
λ1 0L L L
0 λn

)
T−1 # T−1 =

(
v1 · · · vn

↓ ↓

)

MB

B
(f) · vj = λj · vj

� 

T−1 ��� 
 � � �JE�� � �I ��E 
 � � � E 
�	 E.��� �&�2E 
 ���� � E � � ��K���� � 
 � E.� � 1���J� B

L

��L87�L�� � G">��>����E.���������J��K2G"E � � I�� 
 � � 	 � 
 � 
 � �&� �1�2� G��J��� E 

� ����G�E.� � χ

A (T) = � E.� (T ·En −A) ∈ K [T]
� ��� � I�E<�-������E � � 
*�(��H � E 	 � 


TEn−A
��� 
 � 
��JK�G*� �IJI�E � 
 K [T] # � ��E ��E:��E.�2� � 
">��E ������� ����G"E:�
���� ���ME.� ���&���5E:� � E%$ 
��JE:�2�:L' � E<��� E��1� � 
 � � 
�� E 
 �

(I)
� 
*� � �JK�� I�� 
�� � E.� � E.��E.��� � 
� 
*��E 
*��G"E �&����E ���ME.� ��� 
 � E 
 # G"��E.� K [T] # 1��� � E:� �5E<� � �
"� � � ��K2G"E 
 � E.��E:��� � 
� 
*��E 
�! �&��� E<I � E.� A =

∑

σ

� � 

(σ)
∏

i

aiσ(i)
# �IJI�E����� 
 � >�2����H>���,E � � ��� ��"!

�I���E.��
��JE.�2E 
 � E � ��I�����IJ� 
">��! �1��� 0 ��� E<I ��E 
5L
(II)

����K2G"E ���&�2�ME.�
L ⊇ K [T]

L � � �&� ��� E<� 
"E 
 � �&IJK2G�E 
 ���&�2�ME.� # � 
 � ��� >� E<� 
"E 
 � IJE<� 
"�(��E 
1�

L = K [T] =

{
f (T )

g (T )

∣∣∣∣ f, g ∈ K [T] , g 6= 0

}
,

� E 
 / � �1�2�ME.� � E.�F�2���� � 
"�I�E 
-:�� 
������ � 
"E 
 0:L
�  � ��I�E<��K2G"G�E<� �;�

f

g
=
f ′

g′
⇔ f · g′ − f ′ · g = 0

� � �  � � � ��� � 
1�
f

g
+
f ′

g′
=
f · g′ + f ′ · g

g · g′
� K � � ��I������"IJ� ��>��� � 
 �

f

g
· f

′

g′
=
f · f ′
g · g′

� � � ( 
�	&E.����E6�(
f

g

)−1

=
g

f
f 6= 0

� E � ���&���ME<I �����"K�G1�
f

g
f ′

g′

=
f

g
·
(
f ′

g′

)−1

=
f

g
· g

′

f ′
=
f · g′
g · f ′
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�N���
	��a��rRkPp � ³D���������I�a�R��u���s����®�QkerSh����i����t���u

��L87�L	� ��>���
(IV.3.2)

� G 
"I���K2G"E�� ��(��� �:E 
 G� �5E 
 � �����E.I �ME K2G">��>���(���������J��K2G"E � � I�� 
 �&� � χ
A (X)

�J�(�FE<� 
"E�( 
�	�>��� � 
*��E��&E�� E 
 ���ME.� � G 
"I��JK�G��&E<����E 
��
� E � E.�J�9�

B = T · A ·T−1 L�: ��� � ��FK2G�>��>����E.�2�J�(������K2G�E � � I�� 
 �&� 	 � 

B
� ��I��9�

χ
B = � E.� (X · E−B) = � E.� (X ·E−T · A ·T−1

)

= � E.� (T · (X ·E) ·T−1 −T ·A ·T−1
)

= � E.� (T · [X · E−A] ·T−1
)

= � E.� (T) ·χA (X) · � E.� (T−1
)

= χ
A (X)

�  � E.� (T) · � E:� (T−1
)

= � E.� (T ·T−1
)

= � E.� (E) = 1
� � 
"��E � �"E 
 � � � �"����� 
 � ��E.��E.��� � 
" 
*��E �"IJE.� �ME 
 �5E.� � G 
"I���K2G��&E<� � � 
�	&E.��H 
 � E.�2� # � E 
 
1�

χ
A (X) = Xn − ��� ��� (A) ·Xn−1 ± . . .+ (−1)

n · � E.� (A)
� ����G�E.� �

A
H�G 
"I��JK2G �,�

B
��� !7�9�

A ≈ B � ⇒ χ
A = χ

B� >��
�� 
�� � χ
A = χ

B ; A
H�G 
"I��JK2G �,�

B� E.�J�(� ��E<I�� ��E.�
A
� 
 � B

� E � E �ME 
 � � �

A =

(
1 0
0 1

)
, B =

(
1 1
0 1

)

: ��� � �JE K2G�>��>����������������K2G�E 
 � � I�� 
 �&� E � ��I��9�
χ

A (T ) =

∣∣∣∣
T − 1 0

0 T − 1

∣∣∣∣ = (T − 1)
2
, χ

B (T ) =

∣∣∣∣
T − 1 1

0 T − 1

∣∣∣∣ = (T − 1)
2

 
 � E 
 � � � E 
 E<��E�� �J�(����E.�2�
T ∈ ��� (n,K)

� ���
T·A·T−1 = B #  �ME.� T·A·T−1 = T·E·T−1 ⇒

B = E
L ��ME.�

B 6= E

��L87�L � ��E%$ 
"� ��� � 

(IV.3.c)

� � G���2�����E.������������K2G�E<� � �&I � 
 � � 	 � 

f

� H�G"I�E	� ����J�
A
	 � 


V # ��E:���,E χ
f (X) := � E:� (X ·E −MA

A
(f)
)

= χ
MA

A
(f) (X)

� � G�I � E%$ 
��JE.����G�E<��� � E<� K2G���2�����E.������� ����K2G�E 
 � �&I � 
 � � � 	 � 

f
� ��
� � G"H 
�� � �&�&E<��� 	 � 
 � E.�� �G"I � E.� � ����J� ��� ��E<� B

E.� 
�E � E<����E.��E	� ������ 	 � 

V # �  
 
 �&�JI �9� MB

B
(f) = T ·MA

A
(f) ·T−1

!����
T = MA

B
(id)

L �IJ� � �
χ

MA

A
(f) (X) = χ

MB

B
(f) (X)

��L87�L�� ��>���
(IV.3.3)

� � ���&E 
�� E.�2��E 	 � 
� 
 � � � �&��� G"����� E 

����E � � � E 
�� E:�2��E 	 � 


f
��� 
 � � E 
"�� � ��E � �"I�IJ�(��E.IJI�E 
 	 � 
 χ

f� E � E.�J�9�
f
�F� � � � 
 � E:� � ������ A � ����K2G MA

A
(f)

�5E.��K2G����JE �5E 
1�

f (vj) =

n∑

i=1

αij · vi, MA

A (f) =

(
αij

)

�IJI � E<� E<� 
 � ��I�� !���� � ���&E 
�� E.�2��E6�
λ ∈ K # ∃v 6= 0

�
f (v) = λ · v

v =

n∑

i=1

xi · vi, f (v) =

n∑

i=1

yi · vi,




y1LLL
yn


 = A ·




x1LLL
xn




�����G"E<�+2��9�
f (v) = λ · v ⇔ A · x = λ · x # A = MA

A
(f)
L � � ��G� �5E 
 �ME.�2E<����� � E �:E<� �&� # �  2 � ��E� E.G"�������� 
 � !���� � >�(��� �,E 
 � �&�2�2E.��� �J�(� # �IJ� � ��"K2G !���� f L

<�{ cSd ��� u�h������i����������s����I�����i	 ��	�	Ib c �����¤�I}~� 	I�D_ }���	�����}���	��i�$_ t����ikl��h��I	I}®t�����_ �;�G� �I���I��b;	
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��L87�L�� � E<�����"�JE<I !���� � � � E 
�� E.�2��E E<� 
"E<� � 
 � � � �&��� G"����� �"�
� E.� � I�E<�JK�G"E ��"K2G ��"! �& �5E &3& 	 �&� � ��� ����E 
 � �"� 
�� ���,E.�(��E.I � E:� �M� 
 �( (�L
d

dt : { � � I�� 
 �&� E ���ME.� R,
�&�2 � (f) ≤ 4} = V → V

L : ���
f 6= 0

� d
dt (f) = λ · f ⇒ λ = 0 #

f =
K � 
"�(�:L ���� ��� ! � I �&� !���� � E 
� � � E 
�����"�-� � ��� ( d

dt , 0
)

= R · 1� E.��K2G���E<� � � 
�� � ����K2G � ����J� A =
(
1, t, t2, t3, t4

)

MA

A (f) =




0 1 0 0 0
0 0 2 0 0
0 0 0 3 0
0 0 0 0 4
0 0 0 0 0




: ��� � 1�FK�G">��>����E:���J�(������K�G"E � �&I � 
 � � ! � I �&�9�

χ
MA

A
(f) = det




X −1 0 0 0
0 X −2 0 0
0 0 X −3 0
0 0 0 X −4
0 0 0 0 X




= X5

���� � � ����� � �JE E.� 
 �:� � E � ��IJI�����E<I�IJE x0 = 0
E<� 
 �,� � E.� � ���&E 
�� E.�2�,L

��L87�L &�� � E<��K2G���E<� � � 
 � � E:� � ���&E 
��2H1��� E�E<� 
"E<� � 
 � � � �&�2G�� ����� �"�
� � � ��I��9��� ���

(f, λ) = {v| f (v) = λ · v} =
� E.��


(f − λ · � � )
��E 
 
1�

f (v) = λ · v = (λ · � � ) (v) ⇔ (f − λ · � � ) (v) = 0
��"� � E:� � �J� E 
���� � 
���! �1��� E<I"! �&I��1�;� � ��� (

� � �
(f, λ)) = � ��� (V)− � � (f − λ · � � )

��>���(��E.IJI�� 
�� � E.� � ���&E 
���H���� E�� � �(��E<I�� �5E.��K2G���E<� �5E 
 � E:� � ��(��� �:E 
1�
A = (v1, . . . , vn)

��E.��� ����J� # A = MA
A

(f)
L � � 
 �&�JI �;�

MA

A (f − λ · � � ) = MA

A (f)− λ ·E
���� � � ! �&I��1�;� � ��� (

� ���
(f, λ)) = � �J� (V)− � �

(
MA

A
− λ ·E

) � 
 � � E<� ��E:� �

� ���
(f, λ) =





n∑

i=1

xi · vi

∣∣∣∣∣ (A− λ ·E) ·




x1LLL
xn


 = 0




+
� � �

(A, λ)

��L87�L &6& � E<� ��E:� � G">��>����E.��������E.��� 
�� E 
 � E.������ � � 
��IJ������E.� �"���� E<� �
' ��� � ��� 
 
"E.�2� 
 �  


(IV.3.b) # (IV.3.1)
�
f : V → V

G�E<�"2�� � �J � � 
"�I��J���JE:� � >� ⇔ E.��E�� �J�(����E.�2�
� ����J�

A
� ���

MA

A (f) =

(
λ1 0L L L
0 λn

)
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�N���
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� E.� E:�2� � 
�� �
� � �

A
�J�(� � 1���J� 	 � 
� � � E 
�	&E.��� �&��E 


� �J� �
λi
��� 
 � � � � E 
�� E.�2��E 	 � 


f # � 

χ
f (X) = � E.�




X − λ1 0L L L
0 X − λn


 =

n∏

i=1

(X − λi)

' ��� � ��� 
 
�E.��� 
��  

(II.4.6) �

��� ��E.����E ����� � E � � E<��E.����
*��E.��	&E.��� �&�2��H���� E3�
��E.�JE 


U,V < W # U + V = {u+ v| u ∈ U, v ∈ V} L � 1K�G � E.������� E 
"��� � 
"��! �&��� E<I (II.4.4)
�

� �J� (U + V) + � ��� (U ∩V) = � ��� (U) + � ��� (V)

����E<��E �5E.� � E 
 � H�� �,E ��� 
 � �ME<IJ��E ����E<� � ���E.�����I�!���� E.� 
�E � � 
 � I��JK�G"E � � ��!A� 
�� �ME<��� E.� 

� E.K�� E:�<L
' ��� � ��� 
 
�E.��� 
�� � � E%$ 
������ � 
 � E.� � � ��E.����E 
 ����� � E 	 � 
 � � E<� ��
*��E.�2��H��"� E 
 �
U+V

G"E<�+2�� � ����E:����E ����� � E ⇔ .�E � E<� � I�E<� E 
*��	 � 
 U+V
G">�$E<� 
"E E<� 
 � E<�������&E ��>������E<I�IJ� 
 �

� E:� : �1��� u + v
� ���ME<�

u ∈ U # v ∈ V ⇔ U ∩V = φ ⇔ � ��� (U + V) = � �J� (U) +
� ��� (V)
�	�&��>��� � 
 �

U⊕V
L

��L87�L & ) � E%$ 
������ � 

(IV.3.d)

� ��� ��E.����E ����� � E 	 � 
 ��
*��E.�2��H��"� E 
 � � E<G�� �I�� � � E<� �
��E��&E �ME 
 ��E.�JE 


U1,U2, . . . ,Ur < V
L ��E:� � 
*��E:�2����"�

U1 + U2 + . . .+ Ur =

r∑

i=1

Ui = {u1 + u2 + . . .+ ur|ui ∈ Ui
!����

i = 1, . . . , r}

G"E.�"2�� � � ��E.��� # � E 
 
-.�E � E<� � I�E<� E 
*� 	 � 
 r∑

i=1

Ui
E<� 
�E E<� 
 � E<�������&E � ��2����E<IJI�� 
�� � E.� : �1���

r∑

i=1

ui
# ui ∈ Ui

G">�:L �	�&������ � 
1�
U1 ⊕U2 ⊕ . . .⊕Ur

��� ���
	��I�E 
*��E�: �&��� �"I��JE:��� 
�� E 
 �
� � � � �JE � �"� � E

U1 + U2 + . . .+ Ur
����� � � ��E.���

� �J� � : ����1I�I�E
i = 1, . . . , r

�&�JI �9�
Ui ∩


∑

i6=j

Uj


 = 0

� ���J� � � �J� (U1 + U2 + . . .+ Ur) =
r∑

i=1

� ��� (Ui)

: ��� � �JE	� E � E<�J��E ����E<G"E� ��! �  �ME & � 	 � � 	 �JE:�2��E 
 � � � 
 �&���,E.����E<I � E.� �M� 
��( (�L
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��L87�L & 7 � E<�J�(� ��E<I � � ����E:����E ����� � E 
 	 � 
 � 
*��E.����H��"� E 
 ���
R3

x3

x2

x1

�Rs�s��i���;t���u���rMkP� cSd ���
R3

����E ��
*��E.�2�2H1��� E ��E<��E 
 � E � E �ME 
 � � �
Ui = xi

�  K2G���E L � E<� x ∈ R3 L � � 
 � ��I��9�
x = (x1, x2, x3) = (x1, 0, 0) + (0, x2, 0) + (0, 0, x3) = u1 + u2 + u3

� ���
ui ∈ Ui ⇒ R3 = U1 ⊕U2 ⊕U3

��L87�L & � � �� �
(IV.3.4)

� ����E ����� � E�	 � 
 � � � E 
���H��"� E 
 �:� 	 E.�2��K2G��JE � E 
"E 
 � � � E 
�� E:�2��E 

����� � � ��E.���

r∑

i=1

� � �
(f, λi) =

r⊕

i=1

� ���
(f, λi) =

� � �
(f, λ1)⊕

� � �
(f, λ2)⊕ . . .⊕

� � �
(f, λr)

� E � E.�J� � ��E.�
v = v1 + v2 + . . . + vr

� � �
vi ∈

� ���
(f, λi)

� 
 � ��E<�JE 
 λ1, . . . , λr
� �>��� E<�J��E

	&E.����K�G"��E � E 
ML' ��E.���(� �:� �,E<� � E 
 ��� � 
 � E<����� �&�&E<� � � E:� � >������E<I�IJ� 
 ��L��� ���
	��I�E 
*� �,� �,E<� � E 
 �
0 = v1 + v2 + . . .+ vr ⇒ vi = 0

!����
i = 1, . . . , r

L
� E � E.�J� � � � 
 � E<����� �&�&E<��� � E:� � >������E<I�IJ� 
 �
/ ⇒0 � E<� � �JE � �"� � E � � ��E.��� # v =

r∑

i=1

vi =

r∑

i=1

0 = 0 # 0 ∈ � ��� (f, λi)
# �IJI�E vi = 0

/ ⇐0 � �&�21������E.���,� 
�� � � ��IJI 
���� �(��� 	 �J�I � >���(��E.IJI � >�<L ��E.� v = v1+v2+. . .+vr = v′1+v′2+. . .+v′r� ���ME<�
vi, v

′
i ∈

� ���
(f, λi)

⇒ 0 = (v1 − v′1) + (v2 − v′2) + . . . + (vr − v′r)
L  �ME.� �

(vi − v′i) ∈
� � �

(f, λi)
L � �K2G � �&�21��� ���E:���,� 
�� ! � I �&�9�

vi − v′i = 0⇔ vi = v′i
� �K2G � E<� � ��� � ��E � � 
 � E<����� �&�&E<��� � E.� ��>���(��E.IJI�� 
���� E �,E<� �&� G� �5E 
 # � E.� � E 
�F� � � E 
 ��E<���
� E.� � E � E<����E.� � ��� ��� E.� 	 E:����K2G��JE � E 
�E 
 �� � �"� E 
*��E 
 ! �"G��2E 
1�& L�� E � E<��� �
��E.�

0 = v1 + v2 + . . .+ vr
# f (vi) = λi · vi

L ' � �:E.���&E 

vi = 0

L  
�� E 
 � � 
 � 	 � 
 f IJ��E<!AE.���;�
0 = f (v1) + f (v2) + . . .+ f (vr) ⇔ 0 = λ1 · v1 + λ2 · v2 + . . .+ λr · vr

� E 
 � E 
 �F� � 
�� 
 f E:��
"E<���F 
 # � � E.��G��I���E 
 �F� � � 0 = λ2
1 · v1 + λ2

2 · v2 + . . .+ λ2
r · vr�  �ME 
 �F� ��
�� 


f (r − 1) �
� �I5 
�� E � E 
 � E.� # � � E:��G"�I ��E 
�F� ��! � I � E 
 � E.�FG � � ��� E 
�E<� ��I�E<� �K2G�� 
 � ��� � �(��E<�-�

0 = λ0
1 · v1 + λ0

2 · v2 + · · · + λ0
r · vr

0 = λ1
1 · v1 + λ1

2 · v2 + · · · + λ1
r · vr

0 = λ2
1 · v1 + λ2

2 · v2 + · · · + λ2
r · vrLLL LLL LLL LLL LLL LLL LLL LLL LLL

0 = λr−1
1 · v1 + λr−1

2 · v2 + · · · + λr−1
r · vr
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����E<� E:��� 
 
"E.���F� 
��  
 � ��E �  
 � E:��� � 
 � ��K2G�E � >�(��� � � � E.� (AT
)

= � E.� (A)
� �

� E.�




1 λ1 λ2
1 · · · λr−1

1

1 λ2 λ2
2 · · · λr−1

2

1 λ3 λ2
3 · · · λr−1

3LLL LLL LLL L L L LLL
1 λr λ2

r · · · λr−1
r




=
∏

1≤i≤j≤r

(λi − λj)

∏

1≤i≤j≤r

(λi − λj) 6= 0
�&E 
"�� �  
 
 # � E 
 
 1I�I�E λi

�"1>��� E<����E 	&E.����K2G"��E � E 
 ��� 
 � L

�IJI � E<� E<� 
"E.� � K2G"E.�  �,��� � �&��� 
�� !����
r = 3

�
∣∣∣∣∣∣

1 a a2

1 b b2

1 c c2

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣

1 0 0
1 b− a b2 − a2

1 c− a c2 − a2

∣∣∣∣∣∣
(i)
= 1 ·

∣∣∣∣
b− a b2 − a2

c− a c2 − a2

∣∣∣∣
(ii)
= (b− a) · (c− a) ·

∣∣∣∣
1 b+ a
1 c+ a

∣∣∣∣
= (b− a) · (c− a) · (c+ a− (b+ a))

= (b− a) · (c− a) · (c− b)
 
"� E.�2� � 
 � E 
 �
� � � � 
*� �F��K�� I�� 
 � 
��K2G � E.��E.���(��E 
 ' E<��I�E
� �J� � ��"!7��� �I ��� 
 � � E.� � E.��� E � 
 � E.� � � E<� ��E 
 ��� �I���E 
�1K�G � ��� �(��E.�� � 
 � � ����K2G�E.� : �1��� E<I� 
 � � E:����"���,��E<G"E 
 � E.� :�>��� �&��E 
 � 
�.�E � E.� ' E<�JI�E
� E.� � I�E<�JK�G"E ��"! �& �ME � ��"! � E.� E:������E 
 � � � 
�� � � I���(� �M� 
��( (�L
: �&��� �I5E:��G"�I ��E 
 � ��� 
�� 
 �



0
0
0LLL
0




=




1 1 1 · · · 1
λ1 λ2 λ3 · · · λr

λ2
1 λ2

2 λ2
3 · · · λ2

rLLL LLL LLL L L L LLL
λr−1

1 λr−1
2 λr−1

3 · · · λr−1
r




︸ ︷︷ ︸
A

·




v1
v2
v3LLL
vr




⇔ A−1 ·




0····
0


 = E ·




v1LLL
vr




⇒ �IJI�E
vi = 0

��: ���
det (A) 6= 0

�

) L�� E � E<��� � � E:��( 
 � ������� � 
 
"�K2G r L��E��&E �ME 
1� � � �
(f, λi)

! ���
i = 1, . . . , r( 
 � ������� � 
"�� 
�!A 
 � � r = 1
���(��� 	 �J�I � .�E � E ����� � E ��"� E.� 
�E<� ��
*��E.�2�21��� ����� ��� � E.� � � ��E.��� �( 
 � ������� � 
"����K2G��2���(�;� r − 1 r

� �K2G � �&�21������E.���,� 
�� �
0 = v1 + v2 + . . .+ vr

# f (vi) = λi · vi� E 
 � E 
 �F� � 
�� 
 f  
 # � � E:��G"�I ��E 
 � ��� � 0 = v1 · λ1 + v2 · λ2 + . . .+ λr · vr
� �"I ��� � I�� �:��E.��E 
 �F� � 
�� 
 � ��E � �&�21������E.���,� 
�� � ��� λ1

� 
 � �����"�(���G"��E.��E 
 	 � 
 � E.� ! � I � E 
 � E 
 #� � E.� � � �"� ����K2G1�
0 = (λ2 − λ1) · v2 + (λ3 − λ1) · v3 + . . .+ (λr − λ1) · vr

� E.� ( 
 � ������� � 
 ! �&I��1�;� 1I�I�E (λi − λ1) · vi = 0
!����

i = 2, 3, . . . , r
L

��
λi 6= λj

! ���
i 6= j ⇒ v2 = v3 = . . . = vr = 0⇒ v1 = 0
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@o7IH�:¶KMLN7PO�K F :+C XY7P^�:+KRC 
SVWH�:
� � � � ���

(f, λ) =
� E.� 


(f − λ · id) # � E 
 
 � ��� (
� � �

(f, λ)) = � ��� (V) − � � (f − λ · � � )

� �J� � ' � �ME � E<����E 
 � � �J� (
� ���

(f, λ)) ≤ ����E<I�!A�K2G"G�E<� � 	 � 

λ
�IJ� � �"I�I�����E<IJI�E � E<� K2G">��>����E.��� ��� ���K2G"E 
 � �&I � 
 � � �

��L87�L & � � E%$ 
������ � 

(IV.3.e)

� � �JE<I�!A�K2G�G"E<� � E<� 
"E:� � �"I�IJ�(��E<I�I�E
��E.�

g (T ) ∈ K (T )
� ���

g (α) = 0
L

� � 
 ���"1I ��E 
 � ����� � I� 
 �&E E<� 
"E � �"I�IJ�(��E<I�I�E��"�J� � E:� � E.��� � E.� � � I�� 
 � � � h (T )
!����

α
�&E<� 
"E

� �"I�I�����E<IJI�E�� E<G��FG">�9�
g (T ) = (T − α)

rα · h (T )

rα
�F��� � 
�� 
 �I�� ����E<I�!A�K2G"G�E<��� � � E.��� �"I ��� � I�� �:� ��H>� 	 � 
 α �ME �:E.�JK2G 
"E.�,L

��L87�L & � � E%$ 
������ � 

(IV.3.f)

�
f �
� 
�	�>���� 
*��E:� � 
*��E.������"�

��E��&E �ME 
1�
f : V → V

� � 
 � � � �&��� G"����� �"� � # U < V
G�E<�+2��

f �
� 
�	�>���� 
*� ��
*��E.�2������ # � E 
 


� ��I �;�
f (U) ⊆ U

��L87�L & � � E<�J�(� ��E<I�E�!����
f �
� 
�	�>���J 
*��E ��
*��E.�2��H��"� E

�  � {0} � 
 � V
��� 
 � ��� � E:� � 
�	���2�J 
*� � � >��G � I ���&�J��K2G"E :�H�I�IJE �

� � �
K · v ����� f � � 
�	�>���� 
*� ⇔ v

�J�(� E<� 
 � ���&E 
�	 E:��� �1�
� K � � E<�

K = R2 � 
 � f
� � �2E<G�� 
��

600 ��� R2 L ( 
 � ��E<��E<� :�1I�I ��� 
 � 
���� {0} � 
 � R2
� 
�	�>���� 
*�,L

� � � � E<� K = R3 � 
 � f
� ����E<G�� 
 � ���

R3 L ( 
 � �JE.��E<� :��I�I ��� 
 � 
���� {0} # R3 � 
 � � ��E����E<G�1K�G"��E � 
�	�>���J 
*�,L
� E � � ���

(f, λ) f �
� 
�	�>���� 
*�;�

v ∈ � � � (f, λ) ⇒ f (v) = λ · v ∈ � ��� (f, λ)� ��E 
 
1�
f | �

�
� (f,λ) =

� �"I �����"IJ� ��>��� � 
�E 
 � � �
λ
�

��L87�L & � �ME<� � 
(IV.3.5)

��E.�
U
E<� 


f �
� 
�	�>��� 
">��E.� � 
*��E:�2����"�

⇒ χ
f (T ) = χ

f |
U

(T ) · g (T )

� E � E.�J�9� ��E<�
V = U⊕U′ � 
 � ��E<� (u1, . . . ur, ur+1, . . . , un)

��E<� � ������ 	 � 

V # � ��� u1, . . . , ur ∈ U� 
 � ur+1, . . . , un ∈ U′ L

����E	� E.��K2G���E<� � � 
�� 	 � 

f
� 
 � ��E<��E.� � ������ G">� � I � K�� �(������������� �




A B

0 C
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"� E.�2� � 
 � E 
1�

f (u1) =

r∑

i=1

α1i · ui
�
U
�����

f �
� 
�	�>���� 
*��E:� ��
*��E.�2������ 	 � 


V # .�E � ��K�G ���ME.� ui
!����

i =

r + 1, . . . , n
�J�(� � E.� 
�E  ������ �&E � ��� I��JK�G �

A
����� E<� 
�E

r × r � � >����� � � 
 � B
�J�(�FE<� 
"E

(n− r)× (n− r) � � >�(��� �

���� � � E.��G��I���E 
 �F� � 
�� 
 ! �&I��&E 
 � E<� K�G">��>����E:���J�(������K�G"E � � I�� 
 �&� χ
f (T )

�

χ
f (T ) = � E:�




T ·Er −A −B

0 T · En−r − C




= � E:� (T ·Er −A) · � E.� (T · Er−n − C)

� E<� ��E.�%�
A = MA

A (f |
U

)
� � ��� ������

A = (u1, . . . , ur)
L�� � ! �&I��1� � �JE	� E<G"�������� 
 � �

χ
f (T ) = χ

f |U (T ) · g (T )
� ���ME<�

g (λ) 6= 0

� L G5L"� χ
f (T ) = (T − λ)

rλ · g (T )
��� �ME<�

g (λ) 6= 0
� 
 � λ

� � � E 
�� E.���

��L87�L & � � E%$ 
������ � 

(IV.3.g)

� �I��&E �"�������K2G�E ����E<I�!A�K2G"G�E<� � # �&E � � E.�(������K2G�E � �JE.IJ!A�K2G�G"E<� �
� ��� (

� � �
(f, λ)) :=

�&E � � E.�(������K2G�E � �JE.IJ!A�K2G�G"E<� � 	 � 

λ #

rλ :=
�I��&E �"�21����K�G"E ����E<I�!A�K2G"G�E<� �

��L87�L*) � � �� �
(IV.3.6)

��� E �&� E:��������K�G"E � ��E<IJ!71K�G"G"E.��� ≤ �I��&E �"�������K2G�E ����E<I�!A�K2G"G�E<���
� � � ��I��9� � �J� (

� � �
(f, λ)) ≤ rλ� E � E.�J�9��� � �

(f, λ)
�����

f �
� 
�	�>���� 
*�;�

f | �

�
� (f,λ) ↔

(
λ1 0L L L
0 λn

)

�����
r × r � � >�(��� � # r = � ��� (

� ���
(f, λ))

L�: ��� � ��FK2G">��>����E.���������J��K2G"E � �&I � 
 � � � ��I��9�
χ

f | ��� � (f,λ)
= (T − λ)

r ⇒ χ
f (T ) = (T − λ)

r · g̃ (T )

� � ! � I �&� � ��E	� E<G�1���"��� 
�� � r ≤ rλ
��L87�L*) & � E<�J�(� ��E<I � �&E � � E.�(������K2G�E � �JE<I�!A�K2G�G"E<� �

�
�I � E ������J��K2G"E:� � ��E<IJ!71K�G"G"E.���

��E.�
A
� E��&E �ME 
 � � �

A =

(
1 1
0 1

)
⇒ χ

A (T ) = (T − 1)
2

⇒ λ = 1
�J�(� E.� 
 �:� � E.� � � � E 
�� E:�2�:L ��E<K2G 
�E 
 � ���	
�� 
 � E 
 � ���&E 
��21��� ��"� # � � E.�2G"�I���E 


�F� � �
� � �

(A, 1) =
� E.��


(A−E) =
� E.��
 ( 0 1

0 0

)
= K ·

(
1
0

)

���� � � E.� �&� ��� ���JK2G ! ��� � ��E<��E.� � E.�J�(� ��E<I�� r = 1 � rλ = 2
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��L87�L*)6) � ���������>���
(IV.3.7)

�
��E��&E �ME 
 ��E.�

f : V → V
� 
 � �&� �1�2� G��J��� ��� � �ME �,�JE<G�� 
 �&� � E<����E A ∈Mn (K)

��L
�� 
 
 ��� 
 � H � �"� 	��IJE 
*�9�
� � �

f
� �ME �,�JE.G�� 
 �&� � E<����E

A
� ��� 
 � � �� � � 
�1I�������E.� � >�

� �J� �
V
����� � � ��E.����� �"� � E � E:� � ���&E 
��2H1��� E6� V =

⊕

λ

� � �
(f, λ)

� � ����L
V =

⊕

λ

� � �
(A, λ)

�

� ���J� � ' � E<� �5E<�JI�E6�
� & � χ

f
� �ME �,�JE<G�� 
 �&� � E<����E χ

A
� �:E:��!AH�IJI � ���5E:�

K
	 �&IJI�����H 
 � ��� � 
 �M� 
�E<>��!A>��� �&��E 


� ) � : ��� .�E � E 
 � � � E 
�� E.�2� ������� � E 

�&E � � E.�(������K2G�E � 
 � �I � E ������J��K2G"E ����E<I�!A�K2G"G�E<���
���ME.�2E<� 
ML

� E � E.�J�9�
(i)⇒ (ii)

�
f � �J � � 
"�I��J���JE.� � >� ⇒ E<� E � ��������E.�2� E.� 
�E	� ������ ��"� � ���&E 
�	 E:��� �1��E 


⇒
r∑

i=1

� � �
(f, λi) = V ⇒ V =

r⊕

i=1

� � �
(f, λi)

(ii)⇒ (iii)
� �  
 E.�2G"H�I�� E<� 
�E	� ������ � E.� : �1���

⋃·
λ

{
vλ1 , vλ2 , . . . , vλnλ

}

� ��E<I�IJE 
 �F� � 
�� 

f
� 
 � ��E<��E:� � ������ �  # � � E.��G��I���E 
 �F� � �

MA

A (f) =




Bλ1

Bλ2 L L L
Bλn




� ���
Bλr

=

(
λr 0L L L
0 λr

)

���� � � ! �&I��1� !���� � ��FK2G">��>����E.���������J��K2G"E � �&I � 
 � � χ
f (T )

�
χ

f (T ) =
∏

λ

(T − λ)
rλ (∗)

(iii)⇒ (i)
�

�M1���
(a)

� χ
f (T ) =

∏
(T − λ)

rλ
L �5����

(b)
�
rλ = � ��� (

� � �
(f, λ))

⇒ � �J�
(⊕

λ

� � �
(f, λ)

)
=
∑

rλ

(∗)
=
�&�� � (χf (T )

)
= � �J� (V)
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��L87�L*)37 � E<� E.�2� � 
�� E 


& L �
A ∈ Mn (K) � �� � � 
"�IJ������E.� �">�

� �����

⇔ fA � �� � � 
��IJ������E.� �"�� ⇔ A = MC

C
(fA)

����� H�G 
"I��JK2G
�,� E<� 
�E.� ���� � � 
"�IJ� >�(��� ���

T ·A ·T−1 =

(
λ1 0L L L
0 λn

)
!����

T ∈ ��� (n,K)

�� �ME<� �
T
����� 
"��K2G*� E<� 
 � E<������� �ME<�����J� � � # � �&G"I� �ME.� � ��E � � � E 
�� E.����E λi

T−1 G">�F�I���� �"1I ��E 
 � � � E 
�	 E.��� �&�2E 
 # � E<��I T−1 = MA
′

E
(
� � )
L

) L � � �JE ��� E<����E � E<� E.��� � 
 � �J�(� E<� 
 � �&�2� � I���%�
��L87�L*) � � �&�2� � I���

(IV.3.8)

��E.� � ��� (V) = n
� �ME �,�JE<G�� 
 �&� � E<����E

A ∈ ��� (n,K)
��L � ��

f
� �ME �:��E<G�� 
 � � � E<�J��E

A
�
n
	 E:� ���K�G"��E � E 
�E � � � E 
�� E.����E � 
 K # � � ����� f � �5E �:��E<G�� 
�� � � E.�J��E A � � �J � � 
"�I��J���JE:� � >�<L� E � E.�J�9�5: � I �&� ����

(IV.3.6)
� 
 � (IV.3.7)

�� I�IJE
rλ = 1

L  ���
(IV.3.6)

� � �J� (
� ���

(f, λ)) = rλ

χ
f =

n∏

i=1

(T − λn)

7�L � � �����">��� � 
1�
K ⊆ C # f ∈ K [T ]� E.G"�������� 
 � �
f
G">� � 


C
E<� 
�E � E<G���!71K�G"E�� � � � I�E � E � �"I�I�����E<IJI�E ⇔ �����

(f, f ′) 6= 1
 
"� E.�2� � 
 � �4( 
 � ��E<��E<� :��IJI5�J�(� � � �

f ′
��>����H1K�G"I��JK2G � �JE  � I�E<� ��� 
 � �&E<� E<� 
*�,L: ��� � E 
 � E � E<��� � � I�I�E 
 �F� � � � E<� :�H1I�I�E � 
*��E.����K�G"E<� � E 
 �:�1I�I & � ��E.�

K = C # f (T ) = (T − α)
r · g (T )

� � �
g (α) 6= 0

L5: ��� � ��E ��"IJE<� ��� 
 � � ��I��9�
f ′ (T ) = r · (T − α)r−1 · g (T ) + (T − α)r · g′ (T )

= (T − α)r−1 · [r · g (T ) + (T − α) · g (T )]︸ ︷︷ ︸
+ h (T )

� ���
h (α) 6= 0

L������
(f, f ′) = (T − α)

r−1 · p (T )
� � �

p (α) 6= 0
L

: ���
r > 1

� �����
(f, f ′) 6= 1

��� 
 � 1I�I�E � �"I�IJ�(��E<I�I�E 
 E.� 
�!A�K2G � !���� r = 1 # � ��FG"E.�"2�� ����� (f, f ′) = 1
� � ��K�������K2G*��� 
 � ��L

:�1I�I )�� ��E.�
K ⊆ R

� �����
(f, f ′)

� I�E<� ��� � 
�	 E.�2H 
 � E.�����ME<��� � �ME.� �  
 � 	 � 

K

�:�
C

� ��K2G*����� �
ggT �

� E.��E<K2G 
�� 
�� � G 
�E � E 
 
*� 
"��� � E.��� �"I�IJ�(��E<I�I�E 


��L � �M����� � 
�1I�������E.� � >�2�&E<� � � �F��� � � 
 � >�"����E<I
IV �

� � 
 � K2G �����!���G���I��JK�G"E.���ME<G" 
 � E<I �

<�{ cSd ��� u�h������i����������s����I�����i	 ��	�	Ib c �����¤�I}~� 	I�D_ }���	�����}���	��i�$_ t����ikl��h��I	I}®t�����_ �;�G� �I���I��b;	
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��L87�L*) � � E%$ 
������ � 

(IV.3.h)

� �5�2��� � 
"�I��J���JE:� � >�2�&E<� � 	 � 

f
�ME �,�JE<G�� 
 �&� � E<����E

A

f
G�E<�"2�� ���2��� � 
"�I��J���JE:� � >� ⇔ ∃ � 1���J� C

� � �

MC

C (fA) =

(
λ1 ∗L L L
0 λn

)

A ∈Mn (K)
G�E<�"2�� ���2��� � 
"�I��J���JE:� � >�

⇔ A
�J�(� H�G 
"I���K2G �:�

(
λ1 ∗L L L
0 λn

)

��L87�L*) � � �� �
(IV.3.9)

f
� �ME �,�JE.G�� 
 �&� � E<����E

A
� �(��� � � 
��IJ������E.� �"�� ⇔ χ

f
� �ME �,�JE<G�� 
 �&� � E<����E χ

A
� �,E.��!AH�I�I�� 	 � I�IJ�(��H 
 � ���� 
 �5� 
"E.��2!A>��� �1��E 
 ���ME.�

K
L

/ ⇐0 χ
f (T ) =

∏
(T − λi)

� � IJ>� �
/ ⇒0� I � �1��� ��G�� �"�9� � H1G�IJE v1 � � � E 
�	&E.��� �&� �,� λ1

�
A · v1 = λ1 · v1

L�� � 
 �ME<��K2G���E.� �ME 
�F� �
v1
� 
 � E.������ 
 � >� � �"1���J�9�

v1 = α1 · e1 + α2 · e2 + . . .+ αn · en

, � �
α1 6= 0 ⇒ v1, e2, e3, . . . , en

����� � ������ # � ���ME<�

e1 =
1

α1
· v1 +

n∑

i=2

(
−αi

α1

)
· ei

� � 
 � �&IJI�E 
 � ���
A
� 
 � E.� 
"E.�"E 
 � 1���J� �ME<��K2G���E<� �ME 
1�

T0 · A ·T−1
0 + Ã

� ���ME<�

Ã =




λ1 ← α1j

α1
→

0····
0

αij −
αi

α1
· α1j




�  !���� � ��E j � ��E 
 � � �I ��E 
 	 � 
 Ã � ��I��9�

Aej
=

n∑

i=1

αij · ei = α1j · e1 +
n∑

i=2

αij · ei =
α1j

α1
· v1 +

n∑

i=2

(
αij −

αi

α1
· α1j

)

� � � E.��G�1I ��E 
1�

Ã =




λ1 ∗· · · · · · ∗
0····
0

B



, χ

B =

n∏

i=2

(T − λi)
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� E.� � E.� ����� � 
 �
T1 ∈

���
(n− 1,K)

� ���

T · B ·T−1 =

(
λ1 ∗L L L
0 λn−1

)

� � � ��I��9�



1 ∗· · · · · · ∗
0····
0

T1



·




λ1 ∗· · · · · · ∗
0····
0

B



·




1 ∗· · · · · · ∗
0····
0

T
−1
1




=




λ1 ∗· · · · · · · · · · · · ∗
0····
0

T1 ·B ·T−1
1




=

(
λ1 ∗L L L
0 λn

)

���� � � � ��I � !����
T
�

T :=




1 0 · · · · · · 0

0····
0

T1



·T0, T · A ·T−1 =

(
λ1 ∗L L L
0 λn

)

��L87�L*) � : �����ME 
��J��� � � E��&IJE.����� ��(��� �
� E.� E:�2� � 
�� �

A ∈Mn (K) ⇒ χ
A (T )

�J�(� 
 �1��� �JE:�2��E.� � � I�� 
 �&� 	 � � � �� � n
L

: �� � E6� �M��� ��� .�E � E<� � E.��>�2�����&E � �&I � 
 � � ��"! �
� E 
 
 �F������K2G � 
 � � !7�2 �&E 
 ����� � �JE� 
*� � �&�2� � �&G"I � � �L��E��&E �ME 


f (T ) = α0 + α1 · T + . . .+ αn−1 · T n−1 + T n L � � 
 G" �ME An � ��E ! � I � E 
 � E : �&���-�

An =




0 · · · · · · 0 −α0

1

L L L LLL −α1

0

L L L L L L LLL
LLL

LLL L L L L L L
0 −αn

0 · · · 0 1 −αn−1




� ��� � �I��-:�� ���ME 
"���"� �� E��&IJE<� ��� >��� � �ME �,E<�JK�G 
"E:�

� E.G"�������� 
 � � χ
An

= f
� � � !��"G���E 
 � E 
 � E � E<��� �ME.� ( 
 � ������� � 
1���E.�

n = 2
�

A2 =

(
0 −α0

1 −α1

)

⇒ χ
A2 = � E:� (T ·E2 −A2) =

∣∣∣∣
T α0

−1 T + α1

∣∣∣∣
= T · (T + α1)− (−1 · α0) = T 2 + α1 · T + α0

<�{ cSd ��� u�h������i����������s����I�����i	 ��	�	Ib c �����¤�I}~� 	I�D_ }���	�����}���	��i�$_ t����ikl��h��I	I}®t�����_ �;�G� �I���I��b;	
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��E.��
�� 

n = 3

�

A3 =




0 0 −α0

1 0 −α1

0 1 −α2




⇒ χ
A3 = � E.� (T ·E3 −A3) =

∣∣∣∣∣∣

T 0 α0

−1 T α1

0 −1 T + α2

∣∣∣∣∣∣
� � 
 E 
*� �F��K�� IJE 
 �F��� 
��K2G � E.� E.���(��E 
 ' E<��IJE � 
 � E:��G"�I ��E 
 �

χ
A3 =

∣∣∣∣∣∣

T 0 α0

−1 T α1

0 −1 T + α2

∣∣∣∣∣∣
1.

' E<��IJE
= T ·

∣∣∣∣
T α1

−1 T + α2

∣∣∣∣+ α0 ·
∣∣∣∣
−1 T
0 −1

∣∣∣∣
= T ·

(
T 2 + α2 · T + α1

)
+ α0

= T 3 + α2 · T 2 + α1 · T + α0

: ���
n n+1

� E.G"E 
 � ���  
"�I ��� 	 �&� # � 
 � E<� �F� � � ��EF��E.��E.��� � 
" 
*��E 
"�K2G � E:� E.������E 
 ' E<��IJEE 
*� � �JK��&E<I 
5L
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� ��� 354/687�9;:+<
(IV.4)

? � 7�KM7IHJ42<�6aO�<��RKMO�H VWK F 	-4¶9 �
�
O�K � 4 �R<�: � E �542H�7I<�9;O�K

��L���L & � � 
"��E:���,E 
 	 � 
 � >���2� �,E 
 � 
 � � 
 � � � �1�2� G��J��� E 
 � 
�� � I�� 
 �&� E

� � � ��I��9�
f (T ) =

n∑

i=1

αi · T i ∈ K [T ]

��"! � ��(��� �:E 
"E �ME 
�E6�
� � 
 �ME.�(��� 
 � �

Mn (K)←↩ K # α 7→
(
α 0L L L
0 α

)
= α ·E

� E.�2� 
 ���"!A� 
�� E 
 �
A+B # A · B

f (A) = α0 · A0 + α1 ·A1 + . . .+ αn · An = α0 ·E + α1 ·A1 + . . .+ αn · An ∈Mn (K)

��"! � 
 � � � �1�2� G��J��� E 
"E �ME 
�E6�
� � 
 �ME.�(��� 
 � ��� 
 � (V)←↩ K # α 7→ α · � � V

� E.�2� 
 ���"!A� 
�� E 
 �
f + g # f ◦ g

f (ϕ) = α0 · ϕ0 + α1 · ϕ1 + . . .+ αn · ϕn = α0 ·
� � V + α1 · ϕ1 + . . .+ αn · ϕn ∈ � 
 � (V)

��L���L*) � E<�����"�JE<I !���� � �� � � 
"��E.���,E 
 	 � 
 � >�(��� �,E 
 � 
 E<� 
�� �&I � 
 � �
��E.�JE 


A
�&E�� E �5E 
 � ���9�

A =

(
a b
c d

)
⇒ χ

A (T ) = T 2 − (a+ d) · T + (ad− bc)

��E:���,E 
 �F� � 
�� 

A
� 
 χ

A
E<� 
 # � � E:��G"�I ��E 
 � ��� �

χ
A (A) = A2 − (a+ d) · A+ (ad− bc) · E

=

(
a2 + bc ab+ bd
ca+ dc cb+ d2

)
−
(
a2 + ad ba+ bd
ca+ cd ad+ d2

)
+

(
ad− bc 0

0 ad− bc

)

=

(
a2 + bc− a2 − ad+ ad− bc ab+ bd− ba− bd

ca+ dc− ca− cd cb+ d2 − ad− d2 + ad− bc

)

=

(
0 0
0 0

)
= 0 (

� �"I�I���� ��� 
��
)

��L���L87 � �&� �ME.�2E<����� 
�� E 
 !���� � E 
 � E � E<��� � E<� ��>� �:E.� 	 � 
 �  � I�E � � � �� ��I�� � 

: ����� >���2� �,E 
 � E.I���E 
 ! �&I��&E 
 � E ��E<K2G"E 
���E��&E<I 
1�
� � �

(f + g) (A) = f (A) + g (A)

� �J� �
(f · g) (A) = f (A) · g (A)

� ���J� �
f (A) (x) =

(
n∑

I=0

αi · Ai

)
(x) =

n∑

I=0

αi ·Ai (x)

� �G"E �,�  
"�I ����� E.I���E 
 ! � I � E 
 � E ��E<K2G"E 
���E��&E<I 
 !���� � 
 � �&� �&�2�"G"����� E 
1�
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� � �
(f + g) (ϕ) = f (ϕ) + g (ϕ)

� �J� �
(f · g) (ϕ) = f (ϕ) ◦ g (ϕ) = g (ϕ) ◦ f (ϕ)

� � � � � �������� 	 ����H>� �

� ���J� �
f (ϕ) (x) =

(
n∑

I=0

αi · Ai

)
(ϕ) =

n∑

I=0

αi ·Ai (ϕ)

��L���L�� ��>���
(IV.4.1)

� � �� � 	 � 
 �  � IJE � � � �� �JI � � 

� � � ��I��9�

χ
A (A) = 0, χ

ϕ (ϕ) = 0
� E � E.�J�9� � �� �J�(� �,� �:E<� � E 
 �
: ��� χ

ϕ (ϕ) =
n∑

i=0

αi · ϕi � ��I��9� (χ
ϕ (ϕ)

)
(v) = 0 ∀v ∈ V

��E.� χ
ϕ = T n + αn−1 · T n−1 + . . .+ α1 · T + α0

L
� � 
 ����� ∀v ∈ V

�:� �,E<� � E 
 �
ϕn (v) + αn−1 · ϕn−1 (v) + . . .+ α1 · ϕ (v) + α0 ·

� � V (v) = 0

� � ���(�"��E<K�G"E 
 � 
 � ��E<��E<� :��I�I$1��K2G 	 � 
 E.� 
�E.� /2� 
"� 	 E:����E<I�I�E 
 IJ� 
"E<>��E 
  � G�H 
�� � �&�&E<� � � E.�� E.��� �&�2E 
 � � V (v) , ϕ (v) , . . . , ϕn−1 (v) , ϕn (v)
0:L

��E.�
v ∈ V

�&E�� E �ME 
ML
� E:�����K2G*��E

U =
〈
v, ϕ (v) , ϕ2 (v) , . . . , ϕk−1 (v) , ϕk (v)

〉 # � ��� (U) = k + 1 ≤ n L� E.G"�������� 
 � �
k
�J�(� � 1�F� � 
"��� 1I�E l � � � ϕk+1 (v) ∈

〈
ϕ (v) , ϕ2 (v) , . . . , ϕl (v)

〉
� E.G"�������� 
 � �

U
�����

ϕ �
� 
�	���2�J 
*�9�
ϕ (U) =

〈
ϕ (v) , ϕ2 (v) , . . . , ϕk (v) , ϕk+1 (v)

〉

�  ϕk+1 (v) ∈ U
L

� �K2G �5E.� � 
(IV.3.5)

�&�JI �9�
χ

ϕ (T ) = χ
ϕ|

U
(T ) · g (T ) ⇒ χ

ϕ (ϕ) = χ
ϕ|

U
(ϕ) ◦ g (ϕ) = g (ϕ) ◦χϕ|

U
(ϕ)

 
�� E 
 � � 
 � ��"! v IJ��E<!AE:�2�;�
χ

ϕ (ϕ) (v) = g (ϕ)
(χ

ϕ|
U

(ϕ) (v)
)

� � 
 �5E.��K2G���E<� �5E 
 �F� �
ϕ|

U

� 
 � E.� � ������ v, ϕ (v) , ϕ2 (v) , . . . , ϕk (v)
	 � 


U
��( 
�� � E.���� �

k + 1� E.��� �&�2E 
 � �
v → ϕ (v) , ϕ (v)→ ϕ2 (v) , . . . , ϕk−1 (v)→ ϕk (v) , ϕk (v)→ ϕk+1 (v) = α0·v+α1·ϕ (v)+. . .+αk·ϕk (v)

���� � � E.� �&� ��� ���JK2G ! ��� � ��E �ME<��K2G���E<� �ME 
 � E � >�(��� ���

M (ϕ|
U

) =




0 . . . . . . 0 +α0

1

L L L LLL
+α1

0

L L L L L L LLL
LLL

LLL L L L L L L
0 +αk−1

0 . . . 0 1 +αk
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����E<� � �&IJI ��E � 
"�  
 � �JE :�� ���ME 
"���"� � � E�� I�E<� ��� >�(��� � E.��� 
 
"E:��
5L � � � ��� � E 
 
"E 
 �F� � � �� K2G� ���>����E.���������J��K2G"E � � I�� 
 � �-�
χ

ϕ|
U

(T ) = −α0 − α1 · T − . . .− αk · T k + T k+1

⇒ χ
ϕ|

U
(ϕ) = −α0 · idV − α1 · ϕ− . . .− αk · ϕk + ϕk+1

 
�� E 
 � � 
 � ��"! v IJ��E<!AE:�2�;�
χ

ϕ|
U

(ϕ) (v) = −α0 · v − α1 · ϕ (v)− . . .− αk · ϕk (v) + ϕk+1 (v) = 0

���� � � ! �&I��1�;� χ
ϕ (ϕ) (v) = g (ϕ) (0) = 0

��L���L�� ��E%$ 
"� ��� � 

(IV.4.a)

� � � 
"��� �I � � I�� 
 � �-�
mA (T ) , mϕ (T )

mA (T )
�ME �,��E<G�� 
�� � � E<����E

mϕ (T )
G�E<�+2 E 
 � � 
��J� �I � �&I � 
 � � 	 � 


A
�5E �:��E<G�� 
�� � � E.�J��E

ϕ #� E 
 

mA (T )

�5E �:��E<G�� 
�� � � E.�J��E
mϕ (T )

E<� 
 
 �&��� ��E.�2��E<� � � I�� 
 �&� 	 � � � IJE.� 
�����E 
 � �� � �J�(� #
�  2 A �5E �:��E<G�� 
�� � � E.�J��E

ϕ
�,����� ��IJI�����E<I�IJE G">�:L

��L���L	� ��>���
(IV.4.2)

���� � � 
"��� 1I � � I�� 
 �&� ����� E<� 
 � E<������� �ME<������� � � � 
 � ��E<��I��4.�E � E<� � � I�� 
 �&� # �  2 A
�ME �,��E �G�� 
�� � � E.�J��E

ϕ
�,����� �"I�IJ�(��E.IJI�E�G���,L

: ��� � E 
 � E � E<���;� m := mA��E.�
f
E<� 
 � �&I � 
 � � � ���

f (A) = 0
� 
 � ��E<� f = q·m+r # � ���ME<� r = 0

� � E:���&�� � (r) �
�&�2 � (m)

L
 
�� E 
 � � 
 � ��"! A IJ��E<!AE:�2�;�

⇒ f (A)︸ ︷︷ ︸
= 0

= q (A) · m (A)︸ ︷︷ ︸
= 0

+ r (A) ⇒ r (A) = 0

� �K2G � E.��� E%$ 
������ � 
 � E<� � � 
��J� �I�� �&I � 
 � � � ! �&I��1�;� r = 0 # � 1�FG�E<�+2��;� m| f L
� � ! � I �&� 1��K2G� E<����E.� � ���� � � 
��J� �I�� �&I � 
 � � ����� E<� 
 � E.��������L

��L���L � ��>���
(IV.4.3)

���� � � 
��J� �I � �&I � 
 � � �J�(��E<� 
 � E<��IJE:� � E<��K2G���2�����E.������������K2G�E 
 � � I�� 
 �&� ��� 
 � G">� � ��E<��E.I �ME 
� �2��E � � �,� �"IJE 
 :�>��� �&��E 
�F��E I�E.���@��E.��E<�,L
 
"� E.�2� � 
 � � ( 


C
� � � � E 
�� E:�2��E ��� 
 � �&E 
"�� � �JE � �"I�IJ�(��E<I�I�E 
 	 � 


mϕ
L � E � E<�J� ����E<G�E

(4.4.14)
L

��L���L�� � E<�����"�JE<I�E�! ����� � 
��J� �I�� �&I � 
 � � � 
 � K2G�>��>� E.�2�J�(������K2G�E<� � �&I � 
 � �
& L ��� E<�

A
�&E�� E �ME 
 � � �

A = En =

(
1 0L L L
0 1

)
⇒ χ

A (T ) = (T − 1)n

mA
����� � 1� 
 �&�2� ��E.�2��E<� � �&I � 
 � � � IJE.� 
�����E 
 � �� � E.�F� � � En

1I�� � ��IJI�����E<I�IJE L
��E.�

f (T ) = (T − 1) # f (En) = (En −En) = 0 ⇒ mEn
= (T − 1)

) L � � E<�JE 

α, β ∈ R # � � �5E.� α 6= β # � 
 � ��E<� A � E��&E �ME 
 � ���

A =

(
α 0
0 β

)

⇒ χ
A (T ) = (T − α) · (T − β)
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� � 
 �&�JI � E<� � �2E<� � ���&IJ��K2G��&E<� ��E 
 !���� � 1�F� � 
"��� 1I�E � �&I � 
 � �-�
� � �

mA = (T − α)

� �J� �
mA = (T − β)

� ���J� �
mA = χ

A

� � � ��I��9� : ���
mA = (T − α)

� � 2���E ! �&I��&E 

0 = A−α ·E � � ��E<� ����� !A�IJ��K2G5L  
��I ��� E.��G"�I ��E 
�F� ��E<� 
�E 
 � � � E.���������"K�G !���� mA = (T − β)

⇒ mA = χ
A7�L � � E<�

A
� E � E �ME 
 � � �

A =

(
1 1
0 1

)
⇒ χ

A (T ) = (T − 1)
2

� � 
 �&�JI � E<� ��� E.� � ��� I���K2G��&E<� ��E 
 !���� � ��F� � 
"��� �I�E � � I�� 
 �&�-�
� � �

mA = (T − 1)

� �J� �
mA = χ

A

��
mA = (T − 1)

E<� 
"E 
 � � � E.���������"K�G IJ��E<!AE.��� � �F�JE	� �ME 
 � ! � I �&�9� mA = χ
A��L � � E<�

A
� E � E �ME 
 � � �

A =




0 . . . . . . 0 −α0

1

L L L LLL −α1

0

L L L L L L LLL
LLL

LLL L L L L L L
0 −αn

0 . . . 0 1 −αn−1




: ��� � �JE : �����ME 
��J��� � � E��&IJE.����� ��(��� � ����� � ��FK2G">��>����E.���������J��K2G"E � �&I � 
 � � �ME.�� 
 
*�9�
χ

A (T ) = T n + αn−1 · T n−1 + . . .+ α1 · T + α0

�&�2 � (m) = n
L �M1���

0 = Ak + βk−1 ·Ak−1 + . . .+A · β1 + β0
# k < n

! � I �&�9�
e1, A · e1 = e2, A

2 · e1 = e3, . . . , A
k · e1 = ek+1

� � � E.�2���"�2�"K2G # �  �F��� I�� 
"E<>��E  � G�H 
�� � �&�&E<� �FE.��G�1I ��E 
 ⇒ mA = χ
A

��L���L�� � �&� �ME<� E.��� � 
 �&E 
 �,�"� � E � E.�J� 	 � 
 ��>���
(IV.4.3)

' ��� � ��� 
 
�E.��� 
�� �
U < V # U �J�(�

ϕ �
� 
�	�>���� 
*�;�

ϕ (U) < U
� ��"K�G1� ⇒ χ

ϕ (T ) = χ
ϕ|

U
(T ) · g (T )

�

� ��� 
 � ��� I ��K�� ���(����������� � E.���M�� 
"��! �&��� >��� � 
���� >���2� ���

MA

A (ϕ) =




A B

0 C
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��L���L &�� �ME<� � 
(IV.4.4)

��E.�
V = U⊕W

� 
 � U,W
��E<�JE 


ϕ �
� 
�	�>���J 
*�,L �� 
 
 �&�JI �9�

� � �
mϕ (T ) =

� ��� (
mϕ|

U
,mϕ|

W

)

� �J� � χ
ϕ (T ) = χ

ϕ|
U

(T ) ·χϕ|
W

(T )

� E � E.�J� 	 � 

(ii)

� ��K2G � 
 E.�2IJE � ���1�:L ' ��� � ��� 
 
"E:��� 
�� � 
 � ��� �,! �&�2� �
� H�G"I�E � ������

A = {u1, . . . , ur, w1, . . . , ws}
� ���ME<�

u1, . . . , ur ∈ U
� 
 � w1, . . . , ws ∈ W

L ����E
�ME<��K�G���E<� �ME 
 � E � ��(��� � G�>� � I � K�� ���(�����������%�

MA

A (ϕ) =




A 0

0 B




⇒ � E.G"�������� 
 ��L
� E � E.�J� 	 � 


(i)
�

( ��E:������E 
 � K2G���� �(� �:� �,E<� � E 
 ��� ��� (
mϕ|

U
,mϕ|

W

)∣∣ f
f (ϕ)

�ME � E<����E:�;�
f (T ) =

n∑

i=0

αi · T i ⇒ f (ϕ) =
n∑

i=0

αi · ϕi

' � � E<� �&�JI �;�
f (ϕ) (v) = 0 ∀v ∈ V

L
� � 
 � H�G"I�E 
 � ���

v = u ∈ U
L � � 
���E.� �:E 
 	 � 


u
I���E<!AE.�2�9�

f (ϕ) (u) =

(
n∑

i=0

αi · ϕi

)
(u) =

n∑

i=0

αi · ϕi (u) =
n∑

i=0

αi · (ϕ|U)i (u) = f (ϕ|
U

) = 0 ∀u ∈ U

⇒ mϕ|
U

∣∣ f L
 
"�I ��� E.��G��I���E 
 �F� ��!����

v = w ∈W
�

mϕ|
W

∣∣ f
���� � � ! �&I��1� � ��E	� E.G"�������� 
 � ��� ��� (mϕ|

U
,mϕ|

W

)∣∣ f( � ��� E<� ��E 
 ��K2G������(� � I�E<� �"� �:� �,E<� � E 
 �
g =

� ��� (
mϕ|

U
,mϕ|

W

)
⇒ g (ϕ) = 0

� �K2G � �&�21������E.���,� 
�� �
g (T ) = mϕ|

U
· h (T ) = h (T ) ·mϕ|

U
(T )

� E 
 � E 
 �F� � 
�� 
 g ��"! � E 
 � 
 � � � �&��� G"����� �"� ϕ  
 # � � ! � I �&�9�
g (ϕ) = h (ϕ) ◦mϕ|

U
(ϕ)

��E:���,E 
 �F� � 
�� 

u ∈ U

E<� 
 # � � E.�2G"�I���E 
 �F� � �
g (ϕ) (u) = h (ϕ)

(
mϕ|

U
(ϕ) (u)

)
= h (ϕ)

(
mϕ|

U
(ϕ|

U
) (u)

)
= h (ϕ) (0) = 0

� ����G�E.� �
g (ϕ) (u) = 0

!����
u ∈ U

 
"�I ��� �,� �,E<� � E 
 �
g (ϕ) (w) = 0

! ���
w ∈W

���� � � ! �&I��1� ��"� � E<� E.������E 
 � 
 � ��� E<����E 
 � K2G���� �(�;�
mϕ =

� � � (
mϕ|

U
,mϕ|

W

)

⇒ g (ϕ) (u+ w) = 0 ∀u ∈ U, ∀w ∈W ⇒ g (ϕ) = 0 # �  V = U⊕W
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��L���L &6& � E<�J�(� ��E<I #  
�� E 
 � � 
�� E 

��E.�

V = R3 � 
 � ��E<� A � E � E �ME 
 � � �

A =




2 0 0
0 3 4
0 5 6


 +




A0 0 0

0
0

B




� � ! � I �&�9�
A ·e1 = 2 ·e1 ⇒ U = 〈e1〉

�����
A �
� 
�	�>���� 
*� �

U
����� � 
 � �JE<��E<� :�1I�I � �JE x1

�  K�G"��E �' � � E<� �&�JI �;�
A · e2 = 3 · e2 + 5 · e3, A · e3 = 4 · e2 + 6 · e3

⇒ W = 〈e2, e3〉
�����

A �
� 
�	�>��� 
">� �

W
�J�(� � 
 � ��E<��E<� :��IJI � ��E (x2, x3) �

���5E 
"E �

x3

x2

x1

U

W

�Ms�s�������t���u���rRk�� c U
t����

W
��}

R3

⇒ V = U⊕W
�J�(�

A �
� 
�	���2�J 
*��E � ����E:����E ' E:��IJE � � 
���L : ��� � �� K2G�>��>����������������K2G�E � � I�� 
 �&�	 � 


A
� ��I��9�

χ
A (T ) = (T − 2) ·χB (T )

= (T − 2) ·
(
T 2 − 9T − 2

)

= (T − 2) ·
(
T − 9

2
+

√
89

4

)
·
(
T − 9

2
−
√

89

4

)

� � 
 � �&IJI�E 
 � ��� � �� � � 
"��� �I � � I�� 
 � � 	 � 

A
�5E.�����J� � E 
5L � � �&�JI �;�

mA (T ) =
� � �

(mA0 (T ) ,mB (T )): ���
A0

� ��I��9�
A0 = (2) = 2 · E ⇒ mA0 (T ) = (T − 2)

� � 
 � �"����E 
 �F� � 
 � K2G
mB (T )

�5E.�����J� � E 
5L � �JE.� �:� ��� E<� � E.�2���"K�G"E6�
� & � � ��K�G"I�E<K2G*��E.� � � E.�2���"K�G1�  
 �&E 
 �&� � E 
 �

�&�2 � (mB (T )) = 1 ⇒ B − α ·E = 0
���3!ME 
"���JK�G*��I��JK�G !A�IJ��K2G �

�&�2 � (mB (T )) = 2 ⇒ mB (T ) = T 2 + α · T + β ⇒ B2 + α · B + β · E = 0� � � E:��G"�I ��E 
 E<� 
���IJE.�JK2G�� 
 �&��� � �(��E.� !����
α
� 
 � β # �  2 �F� � � �"G����� 1������E.K2G 
�E 
� ������E 
5L

� ) � � !A� 
 � ��E.�2��E.� � � E.�����"K2G � � ��� � �J����E 
 � mB (T )|χB (T ) ⇒ mB (T ) = (T − α)
� � E.�

mB (T ) = χ
B (T )�I�� � �

mA =
� � � (

T − 2,χB

)
= (T − 2) ·χB

� � �� 
 � ��E<��E<� :��IJI
(T − 2)

� 
 � χ
B
�&E<� 
�E

�&E<� E<� 
"���� E 
 � ��IJI�����E<I�IJE 
 G" �ME 
��

⇒ χ
A (T ) = (T − 2) ·

(
T 2 − 9T − 2

)

= T 3 − 9T 2 − 2T 2 + 18T − 2T + 4

= T 3 − 11T 2 + 16T + 4

<I� cSv �i���i}�� ��bnh�� ����h�} _Qyz� �N�i� ��k �M��}~�i�i	Ih�� ��	�	Ib c �����¤�I}~� 	I�D_ }���	�����}���	��i�$_ t����ikl��h��I	I}®t�����_ �;�G� �I���I��b;	
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� � 
 � �&IJI�E 
 � ��� � ��E A � ( ��E.�2���E 
 	 � 
 v = (1, 1, 0)
�ME.�(���K2G*��E 
5L � � � ��I��9�

A · v =




2 0 0
0 3 4
0 5 6


 ·




1
1
0




= (2, 3, 5)

A2 · v = A · (A · v)

=




2 0 0
0 3 4
0 5 6


 ·




2
3
5




= (4, 29, 45)

� E.G"�������� 
 � � (
v,A · v,A2 · v

) ����� � ������ � E<� R3

�IJ� � E � E<��� ��E<K2G 
"E 
 � ��� � E 
 �  
 � � E.��! �&I��&E 
 � E 
�� >����� � 1���;�

� � (
v,A · v,A2 · v

)
=
� �



1 2 4
1 3 29
0 5 35


 = 3

� E.��K2G���E<� � � 
�� 	 � 

A
� 
 � �JE.��E.� � 1���J�9�: ��� � �JE E.������E 
 �ME<� � E 
 ��� �I���E 
 �&�JI �9�

A (v) = (0, 1, 0)
� 
 � A (A · v) = (0, 0, 1)

L ���� ���
E.��G��I���E 
 �F� � �

MA

A (A) =




0 0 ?
1 0 ?
0 1 ?




� � 
 � ������E 
 �F� � 
 ��K�G � ��E � ��� ����E ��� �I ��E �5E:��E<K2G 
"E 
ML � �JE.� �:� � ����E 
 �F� � � �JE ! �&I��&E 
 � E��I�E<�JK�G�� 
 � I � ��E 
1�
A
(
A2 · v

)
= α · v + β ·A · v + γ · A2 · v

� ��E.� �,� � � 
 
"E 
 �F��� ��� E<� � E.��G � � E 
  
�� E 
 � E 
1�
� & � � E.��G � � E6� � ��� I � ��E 
 � ��FI�� 
�E<>��E���I�E<�JK�G�� 
 �&��� � ����E<� !����

α, β, γ
L

� ) � � E.��G � � E6� � E.��� E 
 � � 
�� 	 � 
 mA
� � E.� χ

A
� 
 � �  � IJE � � � �� �JI � � 
1�

A3 − 11A2 + 16A+ 4E = 0

� E.� �:E 
 �F��� 
�� 

v
E.� 
 # � � E.��G"�I ��E 


A3 · v − 11A2 · v + 16A · v + 4E · v = 0

� � 
 I � ��E 
��F� � 
"�K2G
A ·
(
A2 · v

)
= A3 · v ��"! � 
 � E.��G��I���E 
 E.� 
 ��>���(��E.IJI�� 
�� 	 � 
 A3 · v� 
 � E.� � ������ 	 � 
 A

�
A3 · v = 11A2 · v − 16A · v − 4E · v

���� � � E.��G��I���E 
 �F� ��� 
���E.��E E 
 � � �"I ��� � E��5�� 
"��! �&�2� >��� � 
"��� >�(��� ���

MA

A (A) =




0 0 −4
1 0 −16
0 1 11


 = T · A ·T−1

����E<� ����� � ��E :�� ���ME 
"���"� � � E�� I�E<� ��� >�(��� � 	 � 
 χ
A
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��L���L & ) �ME<� � 
(IV.4.5)

��E.�
mϕ = pk # p ���2�2E � � �:� �ME<I ⇒ χ

ϕ = pl � ��� k ≤ l� E � E.�J� �
 
 � E 
 � � � E 
 χ

ϕ
�J�(� �&E<� 
"E � �&��E 
 � 	 � 


p # E.� �  χ = pl · pl2
2 · . . . · plr

r

� ���ME<�
pi
� �2��E � � �,� �ME<I� 
 � li ≥ 1 # r ≥ 2

L
�IJ� � � χ

ϕ = pl · g � � � �����
(
pl, g

)
= 1

! ���
g 6= 1

�
g
�J�(� � E.� 
�E � � 
"���� 
*��E �

�� 
 
 ! � I �&� 
��K2G �5E<� � 
(IV.4.6)

�
V =

� E.��
 (
pl (ϕ)

)
︸ ︷︷ ︸

+ U

⊕ � E.��

(g (ϕ))︸ ︷︷ ︸

+W
����E ����� �  
 � E 
 ��� 
 � ϕ �

� 
�	�>���� 
*� ⇒ m =
� � � (

mϕ|
U
,mϕ|

W

)
��"!

U
�
pl (ϕ) = 0 ⇒ mϕ|

U

∣∣ pl ⇒ mϕ|
U

= pr′ � � �
r′ ≤ r

��"!
W

�
mϕ|

W

∣∣ g =
(
pl2
2 · . . . · plr

r

)
⇒ mϕ|

U
= p

l′2
2 · . . . · p

l′r
r
� � �

l′i ≤ li
 
 � E 
 � � � E 
 �$1I�I�E

l′i = 0 ⇒ mϕ|
U

= 1 ⇒ W = {0}
����E<� ����� � � � E.���(�"����K2G �,� χ

ϕ = pl · g ! ��� g 6= 1
L

� �&� ���9� � E 
����&����E 
"� E<� 

li 6= 0 ⇒ mϕ =

� � � (
mϕ|

U
,mϕ|

W

)
6= p �

� �&��E 
 �

��L���L & 7 �ME<� � 
(IV.4.6)

� ' E.��I�E�� � 
 � ��IJE.� � 
��E.�

f (ϕ) = 0 # f = g · h # ����� (g, h) = 1
�
g
� 
 � h

G� �ME 
 E<� 
"E � E<��IJE:��!7��E<� � E ' E.��I�E�� � 
 � ��L
�� 
 
 ! � I �&�9�
� � � � E:��


(g (ϕ))
� 
 � � E.� 


(h (ϕ))
��� 
 � ϕ �

� 
�	�>���� 
*��E ��
*��E.�2�2H1��� E
� �J� �

V =
� E.��


(g (ϕ))︸ ︷︷ ︸
+ U

⊕ � E.� 

(h (ϕ))︸ ︷︷ ︸

+W

� E � E.�J� �
' �

(i)
�
g (ϕ)

����� � 
 � � � �&��� G"����� �"� # �IJ� � � E.��

(g (ϕ)) < V

L
� I�E<� �"� �:� �,E<� � E 
 �5( 
�	�>���J 
 �	�

ϕ (
� E:��


(g (ϕ))) ⊆ � E:��

(g (ϕ))

��E.�
g (ϕ) (v) = 0

L ' � �,E<���&E 
1�
g (ϕ) (ϕ (v)) = 0

��E.�
g =

∑

i

ai · T i ⇒ g (ϕ) =
∑

i

ai · ϕi

h (T ) = T
IJ��E<!AE:�2�;�

h (ϕ) = ϕ
L

����FG�E<�"2��9� � ��� G� �ME 

(g (ϕ) ◦ h (ϕ)) (v) = 0

�,� �:E<� � E 
5L
: ��� � 
 � �&� �&�2�"G"����� E 
 � ��I��9� g (ϕ) ◦ h (ϕ) = (g · h) (ϕ) = (h · g) (ϕ) = h (ϕ) ◦ g (ϕ)
���� � �;�

g (ϕ) (ϕ (v)) = g (ϕ) (h (ϕ) (v)) = h (ϕ) (g (ϕ) (v)) = ϕ (g (ϕ) (v)) = ϕ (0) = 0' �
(ii)

�  ��� �����
(g, h) = 1

! �&I��1� 
"�K2G � E<� E.��� E<� ��E.����E 
� ��� I�� � �J��K2G"E 
  I � �1��� ��G�� �"�9�
1 = g1 · g + h1 · h ⇒ � � = g1 (ϕ) ◦ g (ϕ) + h1 (ϕ) ◦ h (ϕ)

� � � � � I�IJE 
 � � E<��� � 
�� E �,E<� � E 
 �
� & � � E:��


(g (ϕ)) ∩ � E.��
 (h (ϕ)) = 0

� ) �
V =

� E.��

(g (ϕ)) +

� E.��

(h (ϕ))
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' �
(1)

� � E<�
v ∈ � E.��
 (g (ϕ)) ∩ � E:��
 (h (ϕ))

L
� �K2G � � = g1 (ϕ) ◦ g (ϕ) + h1 (ϕ) ◦ h (ϕ)

! �&I��1�;�
v =

� � (v) = g1 (ϕ) (g (ϕ) (v))︸ ︷︷ ︸
= 0

+ h1 (ϕ) (h (ϕ) (v))︸ ︷︷ ︸
= 0

= g1 (ϕ) (0) + h1 (ϕ) (0) = 0

' �
(2)

� ��E � E �ME 

v ∈ V

L �  
 
 � ��I �;�
� � = g1 (ϕ) ◦ g (ϕ) + h1 (ϕ) ◦ h (ϕ) = g (ϕ) ◦ g1 (ϕ) + h (ϕ) ◦ h1 (ϕ)

� � ! � I �&�9�
v = g (ϕ) (g1 (ϕ) (v))︸ ︷︷ ︸

∈ � E.� 
 (h (ϕ))

+ h (ϕ) (h1 (ϕ) (v))︸ ︷︷ ︸
∈ � E:��
 (g (ϕ))

� � 
 ��E.� �:E 
 �F��� �,��� � E.�2E<� 
�!A�K2G�� 
��
x := g1 (ϕ) (v)

� 
 � � E 
 � E 
 h  
5L � ��� E:��G"�I ��E 
 �

h (ϕ) (g (ϕ) (x)) = [h (ϕ) ◦ g (ϕ)] (x) = [(h · g) (ϕ)] (x) = f (ϕ) (x)
(∗)
= 0

 
"� E.�2� � 
 � �
(∗) � �K2G � �&�21������E.���,� 
�� � f (ϕ) (x) = 0 ⇒ g (ϕ) (g1 (ϕ) (v)) ∈ � E.��
 (h (ϕ))

 
"�I ��� E.��G��I���E 
 �F� � �
h (ϕ) (h1 (ϕ) (v)) ∈ � E.��
 (g (ϕ))

� ��K2G*����� �
g (ϕ|

U
) = 0 # h (ϕ|

W
) = 0

��L���L & � � E � E<�J� 	 � 
 ��>���
(IV.4.3)

� ��E 
��JK�G*�  
 � E.��� �,� E.� � >�2��E 
 ! � I �&� � E.� � E � E<��� 1��� � E 
 �5E.� � >�� (IV.4.4) # (IV.4.5) #
(IV.4.6)

L
��E.�

mϕ = pr1
1 · pr2

2 · . . . · prn
n � �JE ' E.��I�E�� � 
 � � 
 � �2��E � � �,� �"IJE :�>��� �1��E 
ML

��
mϕ (ϕ) = 0 # mϕ = pr1

1 · pr2
2 · . . . · prn

n︸ ︷︷ ︸
+ h

����� # ! �&I��1�;�

V =
� E.��


(pr1
1 (ϕ))⊕ � E.��


(h (ϕ)) =: U + W

pr1
1 (ϕ|

U
) = 0 # h (ϕ|

W
) = 0 # ϕ � � 
�	�>���� 
*��E ' E:��IJE � � 
���L

� E<� ��E.�2E  
�� E 
 � � 
�� 	 � 
 �5E.� �  (IV.4.6)
I��JE.!AE.�2� E<� 
�E

ϕ �
� 
�	�>���� 
*��E ' E.��I�E��&� 
 � 	 � 


V
�

V =

n⊕

i=1

� E.��

(pri

i (ϕ))︸ ︷︷ ︸
+Ui

, pri

i

(
ϕ|

Ui

)
= 0

⇒ mϕ|
Ui

= psi

i
# si ≤ ri

� � ��� >�
si = ri

�2L ��"�
(IV.4.5)

! � I �&�
(ri ≤ ti)

�

χ
ϕ|

Ui
= pti

i

(IV.4.4)
⇒ χ

ϕ =
∏

χ
ϕ|

Ui
=

n∏

i=1

pti

i

�ME<�
mϕ =

n∏

i=1

pri

i

���� � �

χ
ϕ =

l∏

i=1

pri

i ⇒
l∏

i=1

pi

∣∣∣∣∣mϕ
� 
 �

l∏

i=1

pi

∣∣∣∣∣
χ

ϕ
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�N���
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��L���L & � � �1� �ME<� E.�2� � 
 � E 
 �,�"� � E � E<��� 	 � 
 ��>� �
(IV.4.7)

m
�J�(� � ��� � ����� 	 E.�2��K2G��JE � E 
"E:� �5� 
"E<>��!7���� �&�2E 
 ⇔ ϕ

� �ME �:��E<G�� 
 � � � E<�J��E
A
� � �� � � 
"�IJ� �����E.� �">�<L

� E � E.�J�9�
/ ⇒0 m =

n∏

i=1

(T − λi)
L � �K2G � E<� 	 �1�����&E 
 �ME<� �  ! � I �&�9�

V =
n⊕

i=1

� E:��

(ϕ− λi ·

� � ) =
n⊕

i=1

� ���
(ϕ, λi)

�IJ� � �J�(�
ϕ � �� � � 
�1I�������E.� � >�<L/ ⇐0 ϕ �J�(� � �� � � 
"�IJ������E.� �">�<L�� � ! � I �&�9�

V =
n⊕

i=1

� � �
(ϕ, λi) , ϕ (

� ���
(ϕ, λ)) ⊆ � � � (ϕ, λ)

� �K2G � E 
 ��� � � E 
 �5E.� � >�� ! � I �&�9�
m =

� ��� (
. . . ,mϕ| ��� � (...,...)

, . . .
)

: ϕ| �

�
� (...,...) : ϕ (v) = λ · v ⇒ ϕ| �

�
� (...,...) = T − λ

�IJ� � �
m =

n∏

i=1

(T − λi)

��L���L & � � E<�J�(� ��E<I �:� � �� �
(IV.4.7)

� E.�����J� � E �I�IJE
A ∈M2 (R)

� ���
A3 = E

L
� � � � �J����E 
 �

A3 = E ⇒ A
����� � ��IJI�����E<I�IJE 	 � 


T 3 − 1 ⇒ m|T 3 − 1
L �� 2 E.� � E<��F������E 
 �F� � � �1�� � (m) ≤ 2

L
� � �F� � 
 
�E 


T 3 − 1
� E<� ��E.� �:E:��IJE � E 
 �

T 3 − 1 = (T − 1) ·
(
T 2 + T + 1

)

� ���ME<� (
T 2 + T + 1

) � �2��E � � �,� �5E.I ���ME.� R
L � �� � ���ME<����E<G"E 
 ��� E<� � ��� I��JK2G�� E.����E 
 !���� � ��

� � 
��J� �I � �&I � 
 � �-�
� � �

m = T − 1
� � ��FG�E<�"2��9� A = E

�

� �J� �
m = T 2 + T + 1

� E.� E:�2� � 
�� �
m = T 2 + T + 1 ⇒ A3 = E

�IJI � E<� E<� 
 � ��I��9�
m = T k + α1 · T k−1 + . . .+ αk ⇒ Ak + α1 ·Ak−1 + . . .+ αk ·E = 0

⇒ ∀v : Ak · v = −αk · v − αk−1 ·A · v − . . .− α1 · Ak−1 · v
� ��E.� � 
 � ��E<��E<� :��IJI �

A2 · v +A · v + E · v = 0 ∀v ∈ R2 L
 
 � E 
 � � � E 
��F� ��G"H>����E 


v
� ���

(v,A · v) � ������ 	 � 
 R2 L�( 
 � ��E<��E:� � ������;�

fA ↔
(

0 −1
1 −1

) { :���� �ME 
"���"�
� E��&IJE<� ��� >�(��� �
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��
*��E.� � ��E<��E:�  
 
"�G"� E �&�JI �;�

S · A · S−1 =

(
0 −1
1 −1

)
, S ∈ ��� (2,R)

��� 
 
�E 
 �F� � � �&IJK2G�E
v
$ 
 � E 
 � �  # .�E � E<� v � 
�� I�E<��K2G�� �"I�I5�" 2��:L

� � 
"�(� �ME<�
v 6= 0

�
A ·v = λ ·v ⇒ T − λ|χA ⇒ T − λ|m L � �JE.� ����� E<� 
 � � � E.�2���"�2�"K2G #

�  m �&E<� 
�E ��E<E<I�IJE � �"I�IJ�(��E<I�I�E�G">�,L
���G�E.� �

A3 = E # � ���ME<� A 6= E

⇒ S ∈ ��� (2,R)
�

S ·A · S−1 =

(
0 −1
1 −1

)

��� �&E<G��2� 
 � �
��E.�

S ·A · S−1 =

(
0 −1
1 −1

)
=: A0 ⇒ A = S−1 ·A0 · S

L � 1� � � ! �&I��1� !����
A3 �

A3 = S−1 ·A0 · S · S−1 · A0 · S · S−1 ·A0 · S = S−1 · A3
0 · S

� � �J�(�
(A0)

3 = E2
� ⇐ χ

A0 = T 2 + T + 1
� ⇒ A3 = S−1 · E2 · S = E2���� � �;�

{
A ∈M2 (R)|A3 = E2, A 6= E2

}
=
{
S−1 · A0 · S

∣∣S ∈ ��� (2,R)
}

³D��	I��	I�)´R�g�;����t���u c p��N_�µ�t����¶p ����! <I� cSv ������}�� ��bgh�� �N��h�}'_Qyz� �N��� ��k �M� }~���
	�h��



�N���
	��a��rRkP� � ³D���������I�a�R��u���s����®�QkerSh����i����t���u

<I� cSv �i���i}�� ��bnh�� ����h�} _Qyz� �N�i� ��k �M��}~�i�i	Ih�� ��	�	Ib c �����¤�I}~� 	I�D_ }���	�����}���	��i�$_ t����ikl��h��I	I}®t�����_ �;�G� �I���I��b;	



`a� b��
	�������r c �e�i��}~����	�����	������i��������	��Wt��g�'µ�h����������I�����8�Mh���}~���i���;��h���} �N���i	I�a��rMk���!

� ��� 354/687�9;:+<
(IV.5)

?xXY<�:+HJ:+KQ9N42C;9;:+7I<P:DCgL�4/9 � VMK F �zOeC F 4SKML���]M: �5OeC�HJ4S<P:¶KRZ�OeC�H
��L�� L & ' ��E<I � �JE<��E<�  � ��K2G 
����(��E<�
/�� � 
�!A�K2G"E�0

A := MA

A (ϕ)
� � E.��H�G 
�IJ��K2G�E.��� >�(��� �:E 
 S · A · S−1 G�E.� �,�"�(��E<I�I�E 
5L

��L�� L*) � �&� �ME<� E.��� � 
 �&E 
1�

& L5:��I�I��
MA

A (ϕ) =


 C D

0 E


↔ ϕ− � 
�	�>��� 
">��E:� ��
*��E.�2�21���

ϕ (vi) =

k∑

i=1

αij · vi
� 
 � ϕ (〈v1, v2, . . . , vk〉) ⊆ 〈v1, v2, . . . , vk〉

) L :��IJI �
MA

A
(ϕ) =


 C 0

0 D


 ��� �ME<� 〈v1, v2, . . . , vk〉

� ����J� 	 � 

C
� 
 � 〈vk+1, vk+2, . . . , vn〉

� ����J� 	 � 

D
�"�JI � E 
ML �  
 
 � ��I�� !���� V

�
V = 〈v1, v2, . . . , vk〉︸ ︷︷ ︸

ϕ− � 
�	�>���J 
*�
⊕ 〈vk+1, vk+2, . . . , vn〉︸ ︷︷ ︸

ϕ− � 
�	�>���� 
*����G�E.��
 �&� � E 
 � � � E � 
*��E.�2���"K�G�� 
 ��	 � 
 ϕ � � 
�	�>���� 
*��E 
 � 
*��E.����H��"� E 
1���E.�
U ϕ �

� 
�	���2�J 
*� # � ��FG"E<�+2��9� ϕ (U) ⊆ U
� 
 � ��E<� v ∈ U

L
�� 
 
1�

v, ϕ (v) , ϕ2 (v) , . . . , ϕk (v) , . . . ∈ U

��L�� L87 ��E%$ 
"� ��� � 

(IV.5.a)

�
ϕ �
� ��� I��J��K2G"E:� � 
*��E:�2����"�-� 〈v〉ϕ

� � � � E%$ 
"��E.��E 
 � 〈v〉ϕ :=
〈{
ϕk (v)

∣∣ k ∈ N0

}〉 E.� �,E<���&��	 � 

v # 1I�� � E 
 � IJE.� 
�����E.� ϕ � � 
�	�>���� 
*��E 


��
*��E.�2�21��� # � E.� v E 
*��G"H�I �:L
��L�� L�� � E<�����"�JE<I !����

ϕ �
� ��� IJ����K2G�E 
 ��
*��E.�2������

��E.�
V = R3 � 
 � A �&E�� E �5E 
�� ��� A =




1 0 0
0 2 1
0 0 2


 � � � �JE v =




1
0
0


 , w =




0
0
1


 , z =




1
0
1




� E.�����J� � � 
 � 	 � 
 〈v〉A
� � � � ��I �;�

A · v =




1 0 0
0 2 1
0 0 2


 ·




1
0
0


 = (1, 0, 0) = v ⇒ A2 · v = A · (A · v) = A · v = v

� E.� ( 
 � ������� � 
 ! �&I��1�;� An · v = v
L � 1� � �;� 〈v〉A = R · v L� E.�����J� � � 
 � 	 � 
 〈w〉A

� � � �&�JI �;�

A · w =




1 0 0
0 2 1
0 0 2


 ·




0
0
1


 = (0, 1, 2)

⇒ A2 · w = A · (A · w) =




1 0 0
0 2 1
0 0 2


 ·




0
1
2


 = (0, 4, 4)

��� 
 � 
�� 
 w,A · w,A2 · w I�� 
�E<>�  �"G"H 
 �&��� � �  # � E 
 

A2 · w = (4, 4, 0) = 4A · w − 4w
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���� � � � � 
 
�E 
 �F� � 
�� 
 .�E � E<� � E<� ��E:��E Ak ��"���2E<K2G 
�E 
1�
A3 = A ·

(
A2 · w

)
= A · (4A · w − 4 · w) = 4A2 · w − 4A · w

= 4 · (4A · w − 4w)− 4A · w = 16A · w − 4A · w − 16w = 12A · w − 16w
� E.��( 
 � ������� � 
 � Ak ·w = αk ·A ·w+βk ·w ⇒ 〈w〉A = 〈w,A · w〉 � ) � �J� E 
���� � 
"�I�E.� � ��"� �� E.�����J� � � 
 � 	 � 
 〈z〉A

L � � � ��I��9�

A · z =




1 0 0
0 2 1
0 0 2


 ·




1
0
1


 = (1, 1, 2)

⇒ A2 · w = A · (A · w) =




1 0 0
0 2 1
0 0 2


 ·




1
1
2


 = (1, 4, 4)

��� 
 � 
�� 
 (z, A · z, A2 · z
) IJ� 
"E.��  �"G"H 
 �&��� �

� ��E.� �,� �ME.�(���K2G*��E 
 � ��� � ��E � E.��E.��� � 
� 
*��E � E:� � >���2� � � � � (z, A · z, A2 · z
) �IJ� � �"�I���E 
 �

	&E.��� �1��E 
 �
∣∣∣∣∣∣

1 1 1
0 1 4
1 2 4

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣

1 1 1
0 1 4
0 1 3

∣∣∣∣∣∣
= −1 ⇒

(
z, A · z, A2 · z

) �2E�� ��IJH>� ⇒ 〈z〉A = R3

��L�� L�� , �ME.��E  � ��K2G"H>� �:� 
 � !���� � �J� (〈v〉ϕ
)

��E.�
mT = T k + α1 · T k−1 + . . .+ αk ⇒ ϕk (v) = −

k−1∑

i=0

αk−1 · ϕi (v)
L

( 
 � ��E<��E.� :��I�I�� 〈v〉ϕ =
〈
v, ϕ (v) , ϕ2 (v) , . . . , ϕk−1 (v)

〉
⇒ � ���

(
〈v〉ϕ

)
≤ �&�� � (mϕ)

��L�� L	� ��E%$ 
"� ��� � 

(IV.5.b)

�
mϕ,v (T )

mϕ,v (T )
�J�(� � �� 
 �&��� ��E.�2��E � �&I � 
 � � � I�E<� 
�����E 
 � �2 � E<�F� ��� [mϕ,v (ϕ)] (v) = 0

��L�� L � � E<�����"�JE<I�E �,�
mϕ,v (T )

��E.�
V = R3 � 
 � A �&E�� E �5E 
�� ��� A =




1 0 0
0 2 1
0 0 2


 � � � �JE v =




1
0
0


 , w =




0
0
1


 , z =




1
0
1




� E.�����J� � � 
 � 	 � 

mA,v

�
mA,v| (T − 1) ⇒ mA,v = (T − 1)� E.�����J� � � 
 � 	 � 


mA,w
� � ��� � �J����E 
 ����

(4.5.4)
�

A2 · w − 4A · w + 4w =
[(
T 2 − 4T + 4

)
(A)
]
(w) =

[
(T − 2)

2
(A)
]
(w) ⇒ mA,w = (T − 2)

2

� E.�����J� � � 
 � 	 � 

mA,z

��� ����G"E:� 1��� � E.�2E<K2G 
�� 
 � 	 � 

mA,v

� 
 � mA,w

mA,v| (T − 1)
� 
 � mA,w| (T − 2)

2

���� � �;�
mA = (T − 1) · (T − 2)

2 ��
 �&�2� ��E.�2��E<� � �&I � 
 � � # � �2 � 7 �
⇒ χ

A = (T − 1) · (T − 2)2 L �� 〈z〉A = R3 ! � I �&�9�
mA,z = mA
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��L�� L�� ��>���
(IV.5.1)

��E.�
g
E<� 
 � �&I � 
 � � � ���

g (ϕ) = 0
L

� � �
[mϕ,v (ϕ)] (v) = 0 ⇒ mϕ,v| g

� �J� �
mϕ,v

�J�(� E<� 
 � E<������� � 
 � mϕ,v|mϕ

� E � E.�J� �,�
(i)
� ��� 	 �J��� � 
 � � � � E.��� �  
"�I ��� �,�"� � E � E<��� ! ��� � 1� � � 
��J� �I � �&I � 
 � �

(IV.4.2)
�

� � �&�JI �9�
g = q ·mϕ,v + r # � ���ME<� r = 0

� � E.���1�� � (r) <
�&�� � (mϕ,v)

L � 1K�G � � 
���E.� �:E 
 E<� 
"E<�
� 
 � �&� �1�2� G��J��� ��� ϕ ! � I �&�9�

g (ϕ) = q (ϕ) ◦mϕ,v (ϕ) + r (ϕ)
 
�� E 
 � � 
 � ��"! v IJ��E<!AE:�2�;�

g (ϕ) (v)︸ ︷︷ ︸
(∗)

= q (ϕ) (mϕ,v (ϕ) (v))︸ ︷︷ ︸
(#)

+ r (ϕ) (v) ⇒ r (ϕ) (v) = 0

' �
(∗) � = 0


��K2G � �&�2�21������E.���,� 
���L
' �

(#)
�

= 0

"�K2G � E%$ 
������ � 
5L

� E � E.�J� �,�
(ii)

�  
 � E 
 � � � E 
 E<� � H �ME � � E<� � �&I � 
 � � E L � �JE<��E � � 2���E 
 ����K2G � E��&E 
"��E<����� �
��E<�JI�E 
ML �� ����E  �5E:� I����� ���&����"����E.� �,� 
 � 
 �&�2� ��E.�2� ��� 
 � � � 
 
"E 
 ���JE�
���� � � E 
*������K�G ��E<� 
5L

��L�� L�� ��>���
(IV.5.2)

��E.� �&�2 � (mϕ,v) = k
L �� 
 
 �&�JI �

� � � � �J�
(
〈v〉ϕ

)
= k

� �J� � 〈v〉ϕ =
〈
v, ϕ (v) , . . . , ϕk−1 (v)

〉 � � �JI � E 
 � ����J� �
� ���J� �

U := 〈v〉ϕ # mϕ,v = mϕ|
U

= χ
ϕ|

U� E � E.�J� �,�
(i) , (ii)

� � � � �F�J����E 
 �
mϕ,v = T k + α1 · T k−1 + . . .+ αk ⇒ ϕk + α1 · ϕk−1 + . . .+ αk ·

� � V = 0

 
�� E 
 � � 
 � ��"! v IJ��E<!AE:�2�;� ϕk (v) =
k−1∑

i=0

(−αk−i) · ϕi (v) ∈
〈
v, ϕ (v) . . . , ϕk−1 (v)

〉
=: U0

� E.G"�������� 
 � � 〈v〉ϕ = U0� E � E.�J�9� ' � �,E<� � E 
 � �I�IJE
ϕl (v) ∈ U0

L
� � � G" �ME 
 ���ME 
 �5E:��E<� ��� �&E<��E.G"E 
 # �  2 � �JE<� !���� l = 0, 1, . . . , k − 1, k

����K2G*��� � �J�(�:L
: ���

l = k + 1
� E.� � E 
 �F� ��E<� 
"E 
 ( 
 � ������� � 
�� �ME � E<��� !��"G���E 
 �

��E.�
ϕl (v) =

l−1∑

i=0

βi · ϕi (v) # �  
 
 �

ϕl+1 (v) = ϕ
(
ϕl (v)

)

= ϕ

(
l−2∑

i=0

βi · ϕi (v) + βl−1 · ϕl−1 (v)

)

=

l−1∑

i=0

βi · ϕi (v) + βl−1 · ϕl (v) ∈
〈
v, ϕ (v) , . . . , ϕl−1 (v)

〉 
"�K2G � �&���������E:���,� 
�� E 
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� ����G�E.� �
U = 〈v〉ϕ =

〈
v, ϕ (v) , . . . , ϕl−1 (v)

〉
⇒ � ��� (U) ≤ k

 
 � E 
 � � � E 
 � � ��� (U) = l � k� E.G"�������� 
 � �
U =

〈
v, ϕ (v) , ϕ2 (v) , . . . , ϕl−1 (v)

〉
� E � E.�J�9�

v, ϕ (v) , ϕ2 (v) , . . . , ϕl−1 (v) , ϕl ��� 
 � I�� 
"E<>�  � G"H 
�� � � # �  l + 1
� E.��� �1��E 
ML �IJ� �

E � �������JE:�2� E<� 
"E	
��JK�G*� ���2�
	 ���IJE ��E<IJ>��� � 
1�
α0 · v + α1 · ϕ (v) + . . .+ αl · ϕl (v) = 0

 
 � E 
 � � � E 

αl 6= 0 ⇒ ϕl (v) ∈

〈
v, ϕ (v) , ϕ2 (v) , . . . , ϕl−1 (v)

〉

⇒ U =
〈
v, ϕ (v) , ϕ2 (v) , . . . , ϕl−1 (v)

〉
 
 � E 
 � � � E 


αl = 0
� � E<�JE 


αm 6= 0
� 
 � αm+1 = αm+2 = . . . = αl = 0

⇒ ϕm ∈
〈
v, ϕ (v) , ϕ2 (v) , . . . , ϕm−1 (v)

〉
⇒ U =

〈
v, ϕ (v) , ϕ2 (v) , . . . , ϕm−1 (v)

〉 � ���ME<�
� ��� (U) ≤ m � l

L � � � � �"� �IJ� � E<� 
"E��(���
	 ���IJE � >������E<I�IJ� 
 � � E.� : �1���
α0 · v + α1 · ϕ (v) + . . .+ αl · ϕl (v) = 0

⇒
[(
α0 · v + α1 · ϕ (v) + . . .+ αl · ϕl (v)

)
(ϕ)
]
(v) = 0

⇒ mϕ,v|α0 + α1 · T + . . .+ αl · T l ⇒ l ≥ k � �F����E.�2G"�I���E 
 E<� 
"E 
 � � � E.�2���"�2�"K2GML
⇒ � �G"E.� � � �J� (U) = k� E � E.�J� �,�

(iii)
���ME.��E.����� � E �:E<� �&�9� � �J� (U) = k ⇒ �1�� � (χϕ|

U

)
= k

⇒ mϕ,v| mϕ|
U

∣∣χ
ϕ|

U' � � E<� �(����� � E 
 � ��E � �� � E � E.���ME<� � E 
 H�� 2 E.��E 
 � � I�� 
 � � E # � �JE ���ME.� � ��E<� 
 �1��� �JE.��� ��� 
 � #
���ME.�2E<� 
ML � �K2G � E:�� �2 � ! �&�2� E.I5! �&I��1� � �JE	� E<G"�������� 
 ��L

��L�� L &�� � �� �
(IV.5.3)

� �  � ��� ��� � 

ϕ �
� ��� IJ����K2G�E 
 ��
*��E.�2�2H1��� E 


� � � � �"�
v ∈ V

� ���
mϕ = mϕ,v

L : � I � I��JK�G1� �&�� � (mϕ) =
�  � ��� �"� 1I�I�E.� ����� E 
"��� � 
"E 


ϕ �
� ��� I��J��K2G"E.� ��
*��E.�2�2H1��� E L

� E � E.�J�9� ' ��E.����� �5E:�����K2G*��E 
 �F� � E.� 
�E 
 � �ME �,�J�I�!A�IJI � 
 � ! �"G��2E 
 � ��E<��E 
 �  
 
 ��"! � E 
�IJI � E.� E.� 
�E 
 :��I�I �:��� �"K����
& L � ���5E �:���IJ!A�I�I��

m = pk # � ���ME<� p � �2��E � � �,� �"IJE.� � �&I � 
 � � � 
 � mϕ,v| pk ⇒ mϕ,v = pl

� ���
l ≤ k

 
 � E 
 � � � E 
 �
l < k − 1

!������I�IJE
v

⇒ mϕ,v| pk−1 #  
 � E.��� ��"� � E � � �"K����9� pk−1 = gv ·mϕ,v
#  
�� E 
 � � 
 � ��"! ϕ � 
 �  
"��K2G"I���E �2 E 
 � E<� � � 
���E.� �,E 
 	 � 
 v IJ��E<!AE:�2�;�

pk−1 (ϕ) = gv (ϕ) ◦mϕ,v (ϕ) ⇒
[
pk−1 (ϕ)

]
(v) = gv (ϕ) (mϕ,v (ϕ) (v))︸ ︷︷ ︸

= 0

ML � L

= 0

� �K2G � E 
 � �&���������E:���,� 
�� E 
 ! �&I��1�;�
mϕ,v| pk−1 � � ����E.��G��I���E 
 E<� 
"E 
 � � � E.���(�"����K2G5L

�IJ� � � � �"� E<�
v
� ���

mϕ,v| pk # mϕ,v = pk ⇔ ϕk−1 (ϕ) (v) 6= 0
L  
 � E.���F! �1��� ��IJ��E.�2�9�

{v|mϕ,v 6= mϕ} =
� E.� 
 (

pk−1 (ϕ)
)

︸ ︷︷ ︸
6= 0

=
E<K2G*��E.� � 
*��E:�2����"� 	 � 
 �

) L �  I�I � E<� E<� 
"E.� :��IJI �
mϕ = pk1

1 ·pk2
2 ·. . .·pkr

r


 �&��� ��E.�2�$� 
 � pi
��E<��E 
 � �>��� E<����E 	 E.�2��K2G��JE � E 
5L

� �K2G � E<� ' E.��I�E�� � 
 � ��IJE.� � 
(IV.4.6)

! � I �&�9�
V =

⊕ � E.��
 (
pki

i

)

︸ ︷︷ ︸
Ui

,
� ���ME<�

ϕ
� 
�	�>���� 
*��E ' E.�2IJE��&� 
��

<I� cSv �i���i}�� ��bnh�� ����h�} _Qyz� �N�i� ��k �M��}~�i�i	Ih�� ��	�	Ib c �����¤�I}~� 	I�D_ }���	�����}���	��i�$_ t����ikl��h��I	I}®t�����_ �;�G� �I���I��b;	



`a� b��
	�������r c �e�i��}~����	�����	������i��������	��Wt��g�'µ�h����������I�����8�Mh���}~���i���;��h���} �N���i	I�a��rMk����

��"!
Ui

�&�JI � 
�� 
1�
pki

i (ϕ|
U

) = 0 ⇒ mϕ|
Ui

∣∣∣ pki

i

L
� E�� E 
 �5E.� � 

(IV.4.4)
�&�JI �;�
mϕ =

� � � (
mϕ|

Ui

)
⇒ mϕ|

Ui
= pki

i

���G�E.���&� ��� E<�
vi ∈ Ui

� � �
mϕ,vi

= pki

i

L � E.� �:E
v = v1 + . . .+ vr

L� 
�1I ��� �:�
(IV.4.4)

! �&I��1�;�
mϕ,v =

� � �
(mϕ,vi

) =
� ��� (

pki

i

)
= mϕ

��L�� L &6& �I�� �&��� ��G"� �J��K2G"E�� E.��E.K2G 
�� 
 � �,�������"K�G"E 	 � 

v
� � �

mϕ,v = mv

� & � :�� 
 � E v � � � mϕ = mϕ,v

� ) � :�� 
 � E ' E.�2IJE��&� 
�� v = 〈v〉ϕ ⊕U # � � �5E.� U ϕ �
� 
�	�>���� 
*� ��E<� L

��7 � ' E.��I�E�� E
U
� E<� ��E.�

' �
(i)
� � 
 
"E 
 � ��� ��� E.� � E.��G � � E 
  
�� E 
 � E 
 �& L � E:��G � � E6� : �&I��&E � E<� � E � E.�J� ��
"��K2G*�F�(��E:��� �,� E<� � !AE.G"I�E 
 �

) L � E:��G � � E6� � � � � �G��2��K2G�E<� 
�IJ��K2G�� E<� � 
�1G�E �,� � � 
�� �&�JI �;�
mϕ = mϕ,v

� ���ME.�
R # C

�

� � � � H1G�IJE 
 E<� 

v = (x1, x2, . . . , xn)

�:��!AH�IJI���� � �:� � E<� ��E<�
A
� E � E �ME 
 �F�JE	� �ME 
1�

x =




9
−1

5


 , A =




1 0 0
0 2 1
0 0 2




 
�� E 
 � � 
 � 	 � 
 A ��"! x IJ��E<!AE.���;�

A · x =




1 0 0
0 2 1
0 0 2


 ·




9
−1

5


 = (9, 3, 10)

⇒ A2 · x =




1 0 0
0 2 1
0 0 2


 ·




9
3

10


 = (9, 16, 20)

� � 
 ���&IJI�E 
 �F� � � ��E IJ� 
"E.��2E ��
� �"G"H 
 �&���1� E.��� 	 � 
 x,A ·x,A2 ·x �:E.���&E 
5L � ��E.� �,� �ME.���21K�G*��E 

�F� � � ��E ��E.��E.��� � 
" 
*��E�� � � � � �I ��E 
�	 E.��� �&�2E 
 x,A · x,A2 · x

∣∣∣∣∣∣

9 9 9
−1 3 16

5 10 20

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣

9 0 0
−1 4 17

5 5 15

∣∣∣∣∣∣
= 9 ·

∣∣∣∣
4 17
5 15

∣∣∣∣ = 9 · (60− 85) = −225 6= 0

���� � �;�
mA,x = mA

L
����E<��E ) L � E.��G � � E�� IJ>�"���F��"�F! �&I��&E 
 � E<� � ��� 
 � �

{x ∈ Rn|mA 6= mA,x} ⊆
⋃

� � ��� � ���
��
*��E.�2��H���� E � E:� � �J� E 
���� � 
 ≤ n− 1

' �
(ii)

�
V = 〈v〉ϕ ⊕U′ # � ���ME<� U′ E 	&E 
*����E<I�I�
 � K2G 
��JK�G*� � 
�	�>���� 
*�:L:�1I�I��

ϕ (U′) ⊆U′ ��� 
 � �F��� !7E.�2������L
:�1I�I��

ϕ (U′) * U′ # �  
 
 � H�G"I�E  
 � E.��E.� U′ � 
 � ���ME.�2��� �"!7E E:��
"E<���:L

³D��	I��	I�)´R�g�;����t���u c p��N_�µ�t����¶p ����! <I� cSv ������}�� ��bgh�� �N��h�}'_Qyz� �N��� ��k �M� }~���
	�h��



�N���
	��a��rRkP� � ³+�i����� ���a�R��u���s����>���QkerSh����i����t���u

��L�� L & ) � �� �
(IV.5.4)

��� I�E<� E 
*��>�2��E<��IJE:����>� �
��E��&E �ME 


Ψ ∈ EndK (V)
L �  
 
 � ��I �;�

� � �
V =

r⊕

i=1

〈vi〉ϕ
� 
 � !���� mi = mϕ|

Ui

�
Ui = 〈vi〉ϕ

� � ��I �;�
� & �

m1| m2| m3| . . .|mr
� ) �

mr = mϕ

� 7 � χ
ϕ =

r∏

i=1

mi

� �J� � � �JE
mi

��� 
 � � ����K2G � �JE � ���&E 
"��K2G"�!7��E 


V =

r⊕

i=1

〈vi〉ϕ
� 
 � m1| m2| m3| . . .| mr|

E.� 
 � E<����� � !AE.��� � E<I�E��&�,L � � �JE G�E<�"2 E 
 E<� 
"E � I�E<� E 
*��>� � >���(��E<I�I�� 
 � 	 � 
 ϕ �
�I�� �&��� ��G�� �J��K2G"E.� � E � E<��� �
�  
 � H�G�IJE

v ∈ V
� � �

mϕ = mϕ,v
L

� E:�����K2G*��E 〈v〉ϕ =
〈
v, ϕ (v) , ϕ2 (v) , . . . , ϕk−1 (v)

〉 # � ���ME<� k =
�&�� � (mϕ,v)' � �J��K2G"E 
 �:��E<I �

V = 〈v〉ϕ ⊕U # � ���ME<� U ϕ �
� 
�	�>��� 
�>� �J�(�:L

�� 
 
1�
ϕ|

U

# U
�ME.�(���K2G*��E 
 # �ME.� ��E.� ������� � 
 ! �&I��1� � �JE � E<G"����"��� 
 � # �  � ��E ����� E 
"��� � 
��� � E.� � I�E<� 
�E.� � E.� � E 
5L

� � � G" �ME 
1�
V = 〈v〉ϕ ⊕W # � ���ME<� W

� E.��� �&�2������ � � � �"IJE<� E 
*� �����,L
W

����� E 	 E 
*����E<IJI

"��K2G*�

ϕ �
� 
�	�>���� 
*�:L

� � 
 ��� �"!7E 
 �F� � 
"�K2G # � � W ϕ �
� 
�	�>���� 
*� �����9�

� H�G"I�E
w ∈W # �  
 
 ϕ (w) = v′ + w′

E<� 
 � E<����� � E�� ��2����E<IJI�� 
�� � ��� v′ ∈ 〈v〉ϕ # w′ ∈W
� � � � E%$ 
"��E.��E 
 � Ψ : W→W : w 7→ w′ # � ���ME<� Ψ

� 
 � � � �1��G��"�J��� �"� 	 � 
 W
L

� �K2G�� E<����E 
 � E.� �5� 
"E<>��� ��H�� 	 � 
 Ψ
� � ��E.� 
���� �,�"� � E<�����"�JE.I � �JE  � � � ��� � 
1�
(w + w1)

′ !
= w′ + w′1

�� �,�1�
ϕ (w + w1) = ϕ (w) + ϕ (w1) = (v′ + w′) + (v′1 + w′1) = (v′ + v′1)︸ ︷︷ ︸

∈ V

+ (w′ + w′1)︸ ︷︷ ︸
∈W

�IJ� � �
Ψ (w + w1) = w′ + w′1 = Ψ (w) + Ψ (w1) 
"�I ��� �,E<���&E 
 �F� � � ��E �����I���2E�� ��I������"IJ� ��>��� � 
 ⇒ Ψ

�J�(� I�� 
�E<>�<L
� E.�4( 
 � ������� � 
 �ME.���21K�G*��E 
 �F� � (W,Ψ) # �  
 G">�$�IJ� � � E 
 � IJE<� E 
*��>�2��E<�JI�E.����>��� !���� (W,Ψ)
� E.� �@�;� ��E<K2G 
"����K2G�E � K2G��F��E.��� �&�&E<� � �
' ������ � E 
"G� 
�� 	 � 


(V, ϕ)
� 
 � (W,Ψ)

� � � �J�(�
ϕ (w) = v′ + Ψ (w) # v′ ∈ 〈v〉ϕ L 
�� E 
 � � 
 � 	 � 
 ϕ I���E<!AE.�2�9�

ϕ2 (w) = ϕ (ϕ (w)) = ϕ (v′ + Ψ (w))
ϕ ��� � �����

= ϕ (v′)︸ ︷︷ ︸
∈ 〈v〉ϕ

+ ϕ (Ψ (w))︸ ︷︷ ︸
∈W

= v′′ + v′′′ + Ψ2 (w)

� ���ME<�
v′′, v′′′ ∈ 〈v〉ϕ

L �IJ� � �
ϕ2 (w) = v + Ψ2 (w) # v = v′′ + v′′′ ∈ 〈v〉ϕ

<I� cSv �i���i}�� ��bnh�� ����h�} _Qyz� �N�i� ��k �M��}~�i�i	Ih�� ��	�	Ib c �����¤�I}~� 	I�D_ }���	�����}���	��i�$_ t����ikl��h��I	I}®t�����_ �;�G� �I���I��b;	
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��� � � � �ME.� ( 
 � ������� � 
 � ϕk (w) = v + Ψk (w) # � ���ME<�
v ∈ 〈v〉ϕ� E � E<����� 
 � !���� � � 
"��E:���,E 
 � 
 � �&I � 
 � � E �

��E��&E �ME 
1�
h (T ) ⇒ h (ϕ) (w) = v′ + h (Ψ) (w) # v′ ∈ 〈v〉ϕ: � I � E.��� 
 � � ��E.�

h = mϕ

⇒ h (ϕ) (w) = 0 ⇒ mϕ (Ψ) (w) = 0
!������IJI�E

w ∈W ⇒ �5������K2G�E
mΨ|mϕ

� �K2G ( 
 � ������� � 
 � ����!7E 
 �F� �  
 
"E<G�� E 
1�
W = 〈w2〉ϕ ⊕ 〈w3〉ϕ ⊕ . . .⊕ 〈wr〉ϕ

� E.�2���"K�G � ����I��
V = 〈v〉ϕ ⊕W = 〈v〉ϕ ⊕ 〈w2〉ϕ ⊕ 〈w3〉ϕ ⊕ . . .⊕ 〈wr〉ϕ

�
��E.�

mi =
� � 
"��� �I�� � I�� 
 �&� 	 � 


Ψ
1��! 〈wi〉Ψ

L
����FG�E<�"2�� � � 
*��E:�  
 � E.��E.� � � mi (Ψ) (wi) = 0 # mi|mΨ|mϕ
� � 
 � �&IJI�E 
 � ��� ��E<����E 
 # ��� � �JE � �"� � E 〈v〉ϕ + 〈w2〉ϕ � � ��E.���F�����,L
 
 � E 
 � � � E 
 � ��E<�

v′ + w′ = 0 # v′ ∈ 〈v〉ϕ # w′ ∈ 〈w2〉ϕ
� ���ME<�

v′, w′ 6= 0
L �� 
 
1�

v′ =

k−1∑

i=0

αi · ϕi (v) = h (ϕ) (v)
� � �

h =

k−1∑

i=0

αi · T i

w′ = g (ϕ) (w2)

���G�E.������� �:� � 
*��E:������K2G"E 
 �
0 = h (ϕ) (v) + g (ϕ) (w2)

L
� � � � �"� E.� 
�E � �	!5E 
�� � 
 � � � E � � E.IJ>��� � 
 � ��E<��E.� ����;�

m2 (ϕ) (w2) = v′ + m2 (Ψ) (w2)︸ ︷︷ ︸
= 0

= v′ = h (ϕ) (v)

� � � G" �ME 
 �
m2|mϕ,v

# m2 (ϕ) (w2) = v′ ∈ 〈v〉ϕ� E.G"�������� 
 � � ∃v′′ ∈ 〈v〉ϕ � � � m2 (ϕ) (w2) = m2 (ϕ) (v′′)� E:��E<K2G 
�� 
 � 	 � 

v′′
�

� �K2G � �1����"����E.� �:� 
 � �
m2 (ϕ) (w2) = h (ϕ) (v) ⇒

(
mϕ

m2
·m2

)
(ϕ) (w2) = mϕ (ϕ) (w2) = 0

 
 � E:��E.����E<�����;� mϕ

m2
(ϕ) ◦ (m2 (ϕ) (w2)) =

mϕ

m2
(ϕ) (h (ϕ) (v)) =

(
mϕ

m2
· h
)

(ϕ) (v)

���G�E.� � (mϕ

m2
· h
)

(ϕ) (v) = 0 ⇒ mϕ = mϕ,v|
mϕ

m2
· h

����FG�E<�"2��9�
mϕ · f =

mϕ

m2
· h ⇒ h = f ·m2

⇒ m2 (ϕ) (w2) = (m2 · f) (ϕ) (v) = m2 (ϕ)

(
f (ϕ) (v)

v′′

)

: � I � E.��� 
 � �
m2 (ϕ) · (w2 − v′′2 ) = 0

� �F� � G" �ME 
 � E<� v′′ � E 
 ( 
 � E������ E.� � E � E �ME 
��
��E:���,E

vi = wi − v′′i ⇒ mi (ϕ) (vi) = 0, U =

r∑

i=1

〈vi〉ϕ
� �K2G��2E<K2G 
�E 
1�

V = 〈v〉ϕ ⊕ 〈v2〉ϕ ⊕ 〈v2〉ϕ ⊕ . . .⊕ 〈vr〉ϕ
� � �JE<� ��� >��E 
 �F��� � 
"�FG��JE.� �
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�N���
	��a��rRkP� � ³+�i����� ���a�R��u���s����>���QkerSh����i����t���u

����E<� ����� E<� 
 �I�� �&��� ��G�� �J��K2G"E.� � E � E<���;�4: �&I��&E 
 � E ��K2G���� ����E6�
� � � � �G"I 	 � 


v

� �J� �
V = 〈v〉ϕ ⊕W

� � E.��� �1����"� �,E.��I�E�� � 
 � �
� ���J� ��� E<��K�G���E<� � � 
 � 	 � 


Ψ
��"!

W
� ( 
 � E.� � ����J� v, ϕ (v) , ϕ2 (v) , . . . , ϕk−1 (v) , w1, w2, . . . , wl�ME<��K2G��2E<� �ME 
 � E � >�2�(��� � 	 � 

ϕ
�

M (ϕ) =


 ∗ B

0 C




' � � E<� �J�(�
M (Ψ) = C

� �
	 � � � � �+$"��>��� � 
 � E.� wi
# � � �  2 �F� � � ��E�� �����E 
 � E 
 vi

E.��G��I���E 
5L

' ��� � � 
 � E.�������1� E<� � � � E � E.�J� �ME.� ��E.� ������� � 
 �
 
 � E 
 � � � E 


m1| m2|m3| . . .|mr
� 
 � m′

1| m′
2| m′

3| . . .|m′
s

L
����K2G�E.��� ��I��9�

mr = m′
s = mϕ

� � �� � � 
"��� �I�� � I�� 
 �&� ����� E<� 
 � E<����� � �
 
 � E 
 � � � E 
 �

mr = m′
s,mr−1 = m′

s−1, . . . ,mr−k = m′
s−l�� 
 
1�

mk−1
������
 �&��� ��E.�2��E<� � � I�� 
 �&� � I�E<� 
"�(��E 
 � �� � E<� � � � mk−1 (ϕ) (v) ⊆ 〈v1〉ϕ⊕〈v2〉ϕ⊕

. . .⊕ 〈vt+1〉ϕ # k = r − t
��� � � �

ml−1 (ϕ) (v) ⊆ 〈v′1〉ϕ ⊕ 〈v′2〉ϕ ⊕ . . .⊕
〈
v′t+1

〉
ϕ
# l = s− t

� E<� ��E.�2G"� 
 � ��I��9� ∃σ : V → V
 ��� �&� �&�2�"G"����� ��� � �"� .�E:����� 	 E I�� 
�E<>��E  � � ��I � � 
�� � � � �

ϕ

(
t+1⊕

i=1

〈vi〉
)

=
t+1⊕

i=1

〈v′i〉

��>�������! � I �&�9�
mk−1 = w′l−1

��L�� L & 7 � �&���&IJI�>�
(IV.5.5)

mϕ = χ
ϕ ⇔ V

�J�(�
ϕ �
� ��� I��J��K2G5L

� E � E.�J�9�
/ ⇐0;� � K2G � 
 � !7� � E �,E<� �&�,L/ ⇒0 ' � E.� � E � E<����E�!���� � ��E � ��K�������K2G*��� 
 � �& L � � E � E<�J� ! � I �&� 1��� � I�E<� E 
*��>�2��E.�JI�E.������ � �

χ
A = m1 ·m2 · . . . ·mr, � L G5L mr = mϕ

� ��E.� �
m1 = m2 = . . . = mr−1 = 1 # � ��FG"E<�+2��9� r = 1 ⇒ V

� ��� IJ����K2GML
) L �� E.�2E<�����$!7� ��G"E.� � �IJ�$E<� 
�� ��"�(��E<� 
 � E<� � I�E<� E 
*��>�2��E.�JI�E.������ �,E<� � � E �,E<� �&�9� ∃v � mϕ,v = mϕ

� ��E.� � � �J� (〈v〉ϕ
)

=
�&�� � (mϕ,v)

�������

= � ��� (χϕ

)
= � ��� (V) ⇒ 〈v〉ϕ = V
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(IV.5.6)

' � E<� � >���2� �,E 
 �J�
Mn (K)

��� 
 � H�G 
�IJ��K2G �&E 
"�� �  
 
 # � E 
 
 ���JE � ��E<��E.I �ME 
 � IJE<� E 
*��>�2��E<�JI�E.�G" �ME 
ML
/ ⇐0 � �K2G � �&���&IJI�>�

(IV.5.5)
�

A
H�G 
"I���K2G �:�




A1

A2 L L L
An




� ���ME<� � ��E Ai �
���2K2G

mi
�5E.�����J� � ��� E.� � E 
5L ���G"E:� �J�(� A H1G 
"I��JK�G �,� � E.� E.� 
����� E.� � >����� � L

� �&� ��� ��� 
 � A, B
H�G 
"I���K2G5L

/ ⇒0 � E<� B = S · A · S−1 � ��� S ∈ ��� (n,K)' E:��IJE � � 
�� 	 � 

Kn � 
 � 
�	���2�J 
*��E�� 
*��E:�2��H��"� E6� Kn =

⊕
〈vi〉A

L  
�� E 
 � � 
�� 	 � 
 S IJ��E<!AE:�2�;�

Kn =
⊕

S · 〈vi〉A
� � 
 I������E.� � �JE �&E 
"E:��E<I�IJE : �� � E3� � �� ����� S · 〈vi〉A

� � � � ��I �;�
S · 〈vi〉A = S ·

〈
v,Av,A2v, . . .

〉
=
〈
S · v,S ·Av,S · A2v, . . .

〉

� � 
 �&�JI �9�
B · (Sv) = S ·A · S−1 · (S · v) = S · A · S−1 · S · v = S ·Av

���� � � ! �&I��1� !���� � �JE � �&��E 
 �:E 
 	 � 
 B �

Bi =
(
S · A · S−1

)i · (S · v)
(∗)
= S ·Ai · S−1 · (S · v) = S · Aiv

' ��� � ��� 
 
�E.��� 
�� �:�
(∗) �

(
S · A · S−1

)2
= S ·A · S−1 · S ·A · S−1 = S · A · E ·A · S−1 = S · A2 · S−1

(
S · A · S−1

)3
=

(
S ·A · S−1

)2 · S · A · S−1 = S · A2 · S−1 · S ·A · S−1 = S · A3 · S−1

⇒
(
S ·A · S−1

)i
= S ·Ai · S−1

���G�E.� �
S (〈v〉A) = 〈Sv〉B

L  I�� � �
Kn =

⊕
〈Svi〉B� E.G"�������� 
 � � ���� � � 
��J� �I�� �&I � 
 � � 	 � 

B
1��! 〈Svi〉B

��E<�
mi
L

� E � E.�J�9�
mi (B) =

(∑
αk−i · T i

)
(B) =

∑
αk−i · Bi =

∑
αk−i · S ·Ai · S−1

= S ·
(∑

αk−i ·Ai
)
· S−1 = S ·mi (A) · S−1 = 0

��"! 〈Svi〉B

⇒ � � 
"��� 1I � � I�� 
 �&� 	 � 

B
��"! 〈Svi〉B

��E<��I��
mi

� � � 
"��� 1I � � I�� 
 �&� 	 � 

A
��"! 〈vi〉A

��L
� � ! � I �&� � �JE � E.G"�������� 
 � # �  IJ���� � �&���������E:���,� 
�� � ���� � 
"��� 1I � � I�� 
 �&� � � � � E.�(���J��K2G
� 


A
� 
 � B

�J�(�;�
� ����G�E.� �

A B = S ·A · S−1 # 〈v〉A  〈Sv〉B��>������;�
B  A = S−1 ·B · S = S−1 ·B ·

(
S−1

)−1 # 〈Sv〉B  〈
S−1 · Sv

〉
A

= 〈v〉A���G�E.� � � 
*��������E<K2G�E 
 � E � � 
"��� �I�� � I�� 
 �&� E ��E<��I�E 
 ����K2G � E<K2G���E<I���E.������� � 
 � ��� 
 � 
 �&��� ��E.�2�
⇒ ��I�E<�JK�G"G"E.���
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�N���
	��a��rRk���� ³+�i����� ���a�R��u���s����>���QkerSh����i����t���u

��L�� L & � � E<�J�(� ��E<I�E6� � � � .�E.����� � 

� ���%.�E.����� � 
1�

p = pU
�
V→ V

V = U⊕U′ # pU (u+ u′) = u
!����

u ∈ U # u′ ∈ U′& L �
p2 = p ⇒ m|T 2 − T = T · (T − 1)

⇒ V =
� E.� 


(p)⊕ � E.� 

(p− � � ) =

� ���
(p, 0)︸ ︷︷ ︸
+U′

⊕ � � �
(p, 1)︸ ︷︷ ︸
+ U

� ��� (U) = r ⇒ χ
p (T ) = T n−1 · (T − 1)

r #
m1| m2| . . .|mk = m = T · (T − 1) # m1 ·m2 · . . . ·mk = T n−r · (T − 1)r

� ��E ��E<G�E 
 
�� 
 � ��E mi
��"� � � � �&� ��� ��� E<� � ���&IJ��K2G��&E<� ��E 
1�

� � �
p 6= 0, id # �  
 
1� m = T 2 − T

� �J� � � 
*� � E � E:� � m = mk = . . . = mh−(k−1)
# mh−k = . . . = m1 = T� � E.� � m = mk = . . . = mh−(k−1)

# mh−k = . . . = m1 = (T − 1)

�IJ� � �
 �

T · (T − 1) h �
� �I # T (h− k) � � �I L ���� ��� ! � I �&� !���� � 1�FK�G">��>����E:���J�(������K�G"E � �&I � 
 � �-�

χ
A = [T · (T − 1)]h · T k−h = T k · (T − 1)h !����

k ≥ h

⇒ n− r = k # r = h # n− r ≥ n ⇒ 2r ≤ n
� �

T ·(T − 1) h �
� 1I # (T − 1) (h− k) � � �I L$� �� � � ! � I �&� !���� � �� K2G���2�����E.������������K2G�E � � I�� 
 �&�-�
χ

A = [T · (T − 1)]
h · (T − 1)

k−h
= T h · (T − 1)

k !����
k ≥ h

⇒ n− r = k # r = k # r ≥ n− r ⇒ 2r ≥ n
�IJ� � ��� IJE.� E 
*��>�2��E<��IJE<��E � �"E 
 � �IJI�E<� 
 �ME<������� � � � ���2K2G r = � ��� (

� ���
(p, 1))

���� � �
p2 = p # q2 = q

L � �K2G � �&���&IJI�>�
(IV.5.6)

�
p
� 
 � q

��� 
 � H�G 
�IJ��K2G
⇔ � ��� (

� ���
(p, 1)) = � �J� (

� ���
(q, 1))

��� ��E.����E.� � E � E.�J� ��
"��K2G*� ���5E:� � I�E<� E 
*��>�2��E<��IJE:����>� � � �
/ ⇒0 q = S ·p ·S−1 ⇒ S

I���E<!AE.�2� ( � �&� �1�2� G��J��� ��� � � �J��K2G"E 
 � � � E 
���H��"� E 
 �,� � E � E �ME 
�E<�
� � � E 
�� E:�2�:L
/ ⇐0 V =

� � �
(p, 0)⊕ � ��� (p, 1) =

� ���
(q, 0)⊕ � � � (q, 1)

L
� ��E.� ��� ���

(p, 1)
ϕ−→ � ���

(q, 1) # � ���ME<� ϕ ( � � � �1��G"����� �"�
⇒ � ���

(p, 0)
Ψ−→ � � �

(q, 0) # � ���ME<� Ψ
((� � � �&�2G"����� ��� # �  � ��E ����� E 
"��� � 
"E 
 ���ME.��E.� 
������J� �� E 
5L

����FG�E<�"2��9�
p
� 
 � q

��� 
 � � �5E � ��� I��JK2G 	&E.����K2G"��E � E 
"E.� � 1��E 
 � � ���2K2G



0 0 · · · · · ·0
0····
0

Er




�ME<��K�G���E<� � �">�<L
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������ �1� �  
���K2G�E �	�1��� 1I�E 
��"��� � I�E<� !���� � >�(��� �,E 

��E��&E �ME 


A ∈Mn (K) # A : Kn → Kn

' ��� � E<����� ��E<I ���ME.�
C
� χ

A (T ) =
k∏

i=1

(T − λi)
ri # ��� �ME<� λi 6= λj

!����
i 6= j

L �� 
 


& L �
V =

⊕ � E.��

(A− λi ·E)ri

��L�� L & � � E%$ 
������ � 
1�
(IV.5.c)

� � E.��

(A− λi ·E)ri � � E.���I�I��&E<� E<� 
�E.�2��E � � � E 
���H��"� E � � E:�� ��������2H1��� E

� E.��

(A− λi · E)ri

� E.� � E 
 �I�� 	&E.���I�I��&E<� E<� 
"E.�2��E � � � E 
���H��"� E � � E.� � 1���"�(��H��"� E �ME �,E<��K2G �
"E:�:L
� � � ��I��9��� ���

(A, λi) ⊆
� E:��


(A− λi ·E)
ri) L � � 1� � � E:��G"�I ��E 
 � ��� � ����K2G � ����J� � E.K2G"��E<I��

S ·A · S−1 =




C1

C2 L L L
Cn




� ���ME<� � ��E E<� 
 �:E.I 
�E 
 Ci �
�JE	� E<��K�G���E<� � � 
 � 	 � 


(A− λi ·E)
ri
I��JE.!AE.��
ML

7�L �
v1, . . . , vk

��E<�JE 
 � ����J� 	 � 

U =

� E.��

(A− λ · E)

r # B := A− λ · E L ��"! U
�
Br = 0

⇒ �I�IJE ���!7���2E.��E 
 � E 
 � I � K��&E�� E<G �&��E 
��:� 
��JI � �&��E 
*��E 
 � >���2� �,E 
5L
��E.�

Br = 0 # v1, B · v1, B2 · v1, . . . , Br−1 · v1
� 
 � Br · v1 = 0

L � E.� � I�E<� E 
*��>�2��E<��IJE:����>� ��I���E<!AE.�2�

�� 
 �
� � E � �J�(����E.��E 


v1, . . . , vl
� ���9�

U = 〈v1〉B ⊕ 〈v2〉B ⊕ . . .⊕ 〈vl〉B
� 
 � E.� � 1���J� (v1, B · v1, . . . , Bt−1 · v1, v2, B · v2, . . . , Bs · v2

) # � ���ME<� Bt · v = 0 # � ��� � B
�F��E

! �&I��1� �ME<��K�G�����E �ME 
1�



B1

B2 L L L
Bn




� ���ME<�5!���� � ��E E<� 
 �,E<I 
"E 
 Bi
� ��I �;�

Bi =




0 0

1

L L L
L L L L L L

0 1 0




� E � ��� I��JK2G � E.� � ������ (Bt−1 · v1, Bt−2 · v1, . . . , v1, Bs−1 · v2, Bs−2 · v2, . . . , v2 . . .
) G�>� � ��E �ME ���K�G���E<� �ME 
 � E � ��(��� � E �ME 
�!A�IJI�� � I � K�� �(���2��������� # � ���ME<��!���� � ��EFE<� 
 �,E<I 
"E 
 Bi
� 
 � ��E<��E<� :��IJI

� ��I �;�

Bi =




0 1 0L L L L L L
L L L

1
0 0
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�N���
	��a��rRk���p ³+�i����� ���a�R��u���s����>���QkerSh����i����t���u

� � I�IJE 
 �F� � 
�� 

A
� 
 � E.��I�E.���@��E.��E 
 � 1���J� �5E.��K2G���E<� �5E 
 # � � E.�2G"�I���E 
 �F� � �

A = λ · E +B ⇒ A↔




J1

J2 L L L
Jn




� ��� � E 
 E<� 
 �:E.I 
�E 
 Ji
� ��� ! �&I��&E 
 � E.� ��E<�����I��9�

Ji =




λ 1 0L L L L L L
L L L

1
0 λ




��K�G"I��JE%2 I���K2G E.��G�H�I��F�  
 E<� 
"E�H1G 
"I��JK�G"E � ��(��� ���

S · A · S−1 =




J1 (λ1)

J2 (λ2) L L L
Jn (λn)




( 
 � E.� � �1� �  
���K2G�E 
 �	�1��� 1I�E 
�! �&��� ��1��K2G"E 
 �IJI�E � ���&E 
�� E.�2��E ��"! L � ��������� ���&IJ��K2G # �  2�,� E<� 
�E<� � � � E 
�� E.��� � E<G��2E.��E � �1� �  
 �"I � K��&E E�� �J�(����E.��E 
ML

��L�� L & � � E%$ 
������ � 

(IV.5.f)

�	� �&� �  
 � I � K��
� � � � E%$ 
"��E.��E 
 � E 
 � �1� �  
 �"I � K�� ! � I � E 
 � E.�2�  2 E 
 �

Jk (λ) =




λ 1 0L L L L L L
L L L

1
0 λ




Jk (λ) ∈Mn (K)
����� E<� 
�E � �" � �2�������K2G�E � >���2� � L

��L�� L & � � E%$ 
������ � 

(IV.5.g)

�	� �1� �  
"� >�(��� �
� � � � E%$ 
"��E.��E 
 E<� 
�E � �&� �  
"� >���2� � ! � I � E 
 � E:���  2 E 
1�

J =




Jk1 (λ1)

Jk2 (λ2) L L L
Jkn

(λn)




� ��E.� �ME<�5� � 
 
"E 
 � �JE 	&E.����K2G"��E � E 
"E 
 λk
��"K2G �&IJE<��K2G ��E<� 
5L
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��L�� L & � � �� �
(IV.5.7)

� � �&� �  
"��K�G"E �	�&��� �I�E 
"! �1���
: � I � E 
 � E ��"���� � E 
 ��� 
 � H � �"� 	��IJE 
*� !���� A ∈Mn (K)

� � �
A
����� H1G 
"I��JK�G �:� E<� 
"E:� � �&� �  
"� >����� �

� �J� � χ
A =

∏
(T − λi)

� 

K [T ]

����E � �1� �  
"� >��� � ����� E<� 
 � E.������� � ��� ��"! � ��E � E<��G"E 
"! �&I��&E � E:� � I � K��&E L��E.�
B = A− λ ·E L �� 
 
1� � ��E  
 �,�G"I � E.� k � ��E.�JG����&E 
 � �1� �  
 �"I � K��&E �:��� � ���&E 
�� E.�2�

λ
�����

� E � E �ME 
 � � �
 
 �,1G�I � � �  
 � I � K��&E �,�"� � � � E 
�� E.�2�

λ =
� � (

Bk−1
)
− 2 · � �

(
Bk
)

+
� � (

Bk+1
)

� ( 
�� �ME<� � 
 � E.��E6�4( 
 C
����� .�E � E � >�(��� � H�G 
�IJ��K2G �,� E.� 
�E.� � �&� �  
"� >���2� � �

' �
(ii)

�
mϕ = χ

ϕ
�

V
G����E<� 
"E�� ����J�

v, ϕ (v) , ϕ2 (v) , . . . , ϕn−1 (v)
L ( 
 � ��E<��E.��� ������ � ��� � ϕ�F��E ! � I �&� �ME<��K2G�����E �ME 
1�

MA

A (ϕ) =




0 . . . . . . 0 −α0

1

L L L LLL −α1

0

L L L L L L LLL
LLL

LLL L L L L L L
0 −αn

0 . . . 0 1 −αn−1




����E<� ����� � ��E :�� ���ME 
"���"� � � E�� I�E<� ��� >�(��� � �:� χ
ϕ
L

� �K2G � E.��I�E.� �,��E 
 ��� �I���E�� ��I��9�
χ

ϕ = T n + α1 · T n−1 + . . .+ αn

� �K2G �  � I�E � � �� ��I � � 
 ! �&I��1�;�
ϕn (v) = −αn · v − αn−1 · ϕ (v)− . . .− α1 · ϕn−1 (v)

��L�� L*) � � E.�2����E<IJI�� 
�� � E.� � �&� �  
"��K�G"E 
 �	�&�2� �I�E 
"! �&��� !�����/�� IJE.� 
�E�0 � >���2��� �:E 
5L
� �K2G � E:�2��
 � E<K��&E.� ��� 
 � � I�E<� 
"E � >�(��� �:E 
 .�E 
��K2G ��� 
 
�E 
 � �F����K�G"E 
 (3× 3)

� 
 � (10× 10):�E<I � E.� �&� �32 L
� � � � E<G�E 
 ! �&I��&E 
 � E<�  2 E 
 	 �&�%�
� & � χ

A (T ) =
∏

(T − λi)
ri # � ��E � � � E 
�� E.����E λi

�5E.�����J� � E 
 � � ��E ����E<I�!A�K2G"G�E<��� � E.� � ���&E 
 �
� E.����E ����� 
��JK�G*�F� � �F��K2G*����� �

� ) �  
 �,�G"I � E.� k � ��E<��G"� � E 
 � �1� �  
 � I � K��&E �ME<�(����� � E 
1�
#Jk (λi) =

� � (
Bk−1

)
− 2 · � �

(
Bk
)

+
� � (

Bk+1
)

� � �5E.�
B = A− λ ·E � � � �F!A 
�� E 
 � � �

k = 1
 
 � 
 � � �K2G"E 
 � �&IJ 
�� E � E<� ��E.� � ��� �I�IJE

� �&� �  
 �"I � K��&E � E<!A� 
 � E 
 ��� 
 � �
��"�

(1)
� 
 � (2)

! �&I��1� � ��E � �&� �  
"��K2G"E �	�&�2� �I�E 
"! �&��� L� E.�����J� � � 
 � 	 � 

S ·A · S−1 = J

L ' � E<� � ��� I��JK�G��&E<����E 
 �
� � � : � I � E � E<� � E � E.�J�
� �J� ��� � ��E

S ·A = J · S # �ME.�(���K2G*��E � � 
*�(��H � E 	 � 
 S
�IJ� ��
 �ME.�� 
 
*��E6� � H�G"I�E �J� � � ��� 
 �&� ��21��� � E<� I�� 
�E<>��E 
 ��I�E<��K2G�� 
�� ��� � ����E<� � !���� S
E<� 
 ��E��&�"I�H>��E � >�(��� � ��"�,L
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`a� b��
	�����r c �Q�����i����� ���a�Rª t�}~� �N���
	��arRk�!

�¥&���� 	���( � ��� ��( �1#���&a,"� ��� � 
 �

� ��� 354/687�9;:+<
(V.1)

?�� 7I<�7IKR:D42C�Z�OeC�HJ:+K
� L & L & � �&� �ME<� E.��� � 
 �&E 

� ��I�� 
�E<>��E ��H1��� E ��� 
 � ��H��"� E�� ��� E<� 
"E.� � �JI�� 
"E<>��! �1��� L, ��.�E.��� � � � E.��� �&������"� # � ��I 
"E<>��! �1��� �
� ������ �ME<�����"�JE<I�E � �&E 
 
�E 
 �F� ���ME.�2E<����� � � �

R2 # � ���I�����"��� � ����� � # � R3 # � ���IJ>�2����� � � ����� �
� E:�� 
 
*�;� � ���� ���IJ>�2����� � �����F�J� Rn � n∑

i=1

x1 · y1
� �+2�� � E 
  � �(�� 
 � � � E<��E.� � � 
�����E L

: ��� � E 
� ��� IJ� � ����K2G�E 
  � �(�� 
 � �&�JI �9� d (P,Q) =

√〈−−→
PQ,

−−→
PQ
〉

���������1I�>�2�"� � � ����� ����� E<� 
 � E<�����"�JE<IM!���� E.� 
�E IJ� 
"E<>��E  � �"�JI � � 
 ��L 〈 · 〉 � Rn × Rn → R
� � � I�� 
"E<>� � 
 .�E � E<� �� �&�"� E 
*�
� �J� � � � � � E:��������K�G1� 〈x, y〉 = 〈y, x〉
��
��F�J�(� �,� � E<��E.� 
�E�� ��I����JI�� 
"E<>��E  � �"�JI � � 
 � �ME.�� 
 
*�;�

Kn ×Kn × . . .×Kn

︸ ︷︷ ︸
n �
� �I

→ K
� � E:� (·) �IJ�-:�� 
������ � 
 � E.� � � �I ��E 
�	 E.��� �&�2E 


� � � G" �ME 
 �ME.��E<� ��� � E �,E<� �&�9�
� � � � �JE � E.��E.��� � 
�>��E������ IJ� 
"E.���� 
 .�E � E<� � I�E<� E 
*�
� �J� ��
��JK�G*�F� � � � E.�(���J��K2G # � � 
 � E.��
 �I ��E:��
"��E.��E 
 � L�: ��� i 6= j

�

� E.�



↑ ↑
· · · vi · · · vj · · ·
↓ ↓


 = − � E.�




↑ ↑
· · · vj · · · vi · · ·
↓ ↓




� E.G"�������� 
 � � ��E<�
σ ∈ Sn

L �� 
 
 �
� E:� (vσ(1), vσ(2), . . . , vσ(n)

)
=
� � 


(σ) · � E.� (v1, v2, . . . , vn)
� E � E.�J����� � � �,E6� � E.� (vσ(1), vσ(2), . . . , vσ(n)

)
= α (σ) · α (τ) · � E.� (v1, v2, . . . , v2)

L
� � � �F������E 
1�

α (σ) · α (τ) = α (στ) = α (τ) · α (σ) # α (Transposition) = −1

⇒ Sn = 〈Transpositionen〉 ⇒ � E<G�1���"��� 
���L

� L & L*) ��E%$ 
"� ��� � 

(V.5.a)

� � ��IJ� 
"E.��2! �&���
V,W

��E<��E 

K �

� E.��� �&�2��H���� E&L
�� 
 
 G"E<�+2��

s : V ×W → K
� ��IJ� 
"E<>��E ���� ��I � � 
�� �ME �,�JE<G�� 
 �&� � E<����E�� ��IJ� 
"E<>��! �&��� # � E 
 


! �&I��&E 
 � E<� �&�JI �;�
� � � �M� 
"E<>��� ��H>�F��� E.���(��E 
 �� �&�"� E 
*�9� ∀α, α′ ∈ K, ∀v, v′ ∈ V # ∀w ∈W

�&�JI �;�
s (α · v + α′ · v′, w) = α · s (v, w) + α′ · s (v′, w)

� �J� ���M� 
"E<>��� ��H>�F��� � � E<� ��E 
 �� � �"� E 
*�,L ∀β, β′ ∈ K, ∀v ∈ V # ∀w, w′ ∈W
� ��I��9�

s (v, β · w + β′ · w′) = β · s (v, w) + β′ · s (v, w′)

�IJ� �I ��E:��
">���
	&E : �&�2� �"I���E.��� 
�� # ���"���&E.� � � � E 
"��K�G"�!7��E 
 # G"��E.� E<� 
"E � ��� �:!A������ 
�� �
∀w � s (·, w)

�
V → K

IJ� 
"E<>� # ∀v � s (v, ·) � W→ K
I�� 
�E<>�<L
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� L & L87 � E<�����"�JE<I�E�! ��� � ��IJ� 
"E.��2! �&��� E 

�  � � E.������1I ����"�-�

V, W = V∗ =
�	� �

K (V,K)
L ' ��� � ��� 
 
�E.��� 
 � �

V ×V∗ → K
(x, λ) 7→ λ (x)

��� �,� �,E<� � E 
 # �  2 � E.��� �"�I ����"� E<� 
�E	� ��IJ� 
"E.��2! �&��� ����� � �"����E 
 �F� � � �JE	�M� 
"E<>��� ��H>� ���E.���(��E 
 � 
 � � � E<� ��E 
 �� �&�"� E 
*� 
"�K2G�� E<����E 
 �
' �

(i)
�

(·, λ)
I�� 
�E<>� 
"�K2G ��E%$ 
"� ��� � 
 	 � 


V∗ � ���JE.G"E ��E;$ 
"� ��� � 
 �����I������� (3.1.9)
�

' �
(ii)

�
λ 7→ λ (x)

I�� 
�E<>� � 

λ

"�K2G ��E%$ 
"� ��� � 
 � E.� � E:��� �1�2����"� ���(��������������"! V∗

� � � � � 
 � E<�J�(� ��E<I ��"� � E:�  
"�I�� �����;� V = C ([a, b] , R) = {f : [a, b]→ R
�(��E.��� � }� E.G"�������� 
 � �

V
����� E<� 


R �
� E:��� �1�2����"�-�

��"�
f, g

����E.����� ! � I �&�9�
α · f ! ��� α ∈ R

�ME �,�JE.G�� 
 �&� � E<����E
f ◦ g ����E.��� � � ����E<G�E  
�1I�� ����� �� E.G"�������� 
 � � � ��� R (V) =∞ � � ��K2G*�FE 
 � I���K2G � ��� E 
"��� � 
"�I �' ��� � E<����� ��E<I �

R [X ] ↪→ C ([a, b] , R)
f 7→ f |[a,b]

!����
a < b

L

� � 
 � E%$ 
��JE:��E 
 �F� � E<� 
 � ���I�����"��� � ����� !���� :�� 
������ � 
�E 
 �

V ×V → R, (f, g) 7→
b∫

a

f (t) · g (t) dt

����E	�M� 
�E<>������H>� �J� E.�2����E 
 � 
 � � � E<� ��E 
 �� � �"� E 
*� �����FI�E<��K2G*� �,� �:E<� � E 
1�
 � � � ��� � 
 �

(f + f ′, g) 7→
b∫

a

(f + f ′) · g dt =

b∫

a

(f · g + f ′ · g) dt =

b∫

a

f · g dt+

b∫

a

f ′ · g dt = (f, g) + (f ′, g)

� ���I�>��E � ��I���� � I�����>��� � 
1�

(α · f, g) 7→
b∫

a

(α · f) · g dt =

b∫

a

α · (f · g) dt = α ·
b∫

a

f · g dt = α · (f, g)

 
"� E.�2� � 
 � � � ��� � � 
 � E.�� 
�1I�� ����� �ME<G" 
 � E<I � # � 1G�E.��G��JE:��
��JK2G*� 	 � 
 � � �&���	2 E.� � E � E<� ���� 
 � ��� C ([a, b] , R)
I��JE<!7E.�2� E.� 
�E 
 �F��K2G*�����&E 
 � E.�(���J��K2G"E 
 ��1���-�

d (f, g) :=

√√√√√
b∫

a

(f − g)2 dt

��E:�� � ���� 
 � � � E<��E.�4:�� 
������ � 
"E 
 ����� � �"I�I # � E 
 
 ���JE � � E 
*���J��K2G ��� 
 � L � � 
  
 � E.��E<� � E<�J�(� ��E<I!���� ��� E<� :�� 
������ � 
�E 
 � ��� ��"���� 
 � � �"I�IM�J�(�;�
f = c, g =

{
c x 6= x0

d x = x0

!����
c 6= d

: ���
x 6= x0

��� 
 � � ��E :�� 
������ � 
�E 
 � � E 
*������K�G #  
�� � 
"����E 
 (x = x0)
� 
*��E:����K2G�E<� � E 
 ����E ���JK2G
���� � 
 E<� 
"E<� � � 
����,L
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	��arRk�{

� K � � E<�
A ∈Mn (K) # Kn ×Kn → K

L � � ��E<� �&E�� E �5E 
1�

(x, y) 7→ xT ·A · y = (x1, . . . , xn) ·A ·




y1LLL
yn


 = (x1, . . . , xn)




n∑

j=1

aijyj




: ��� � �JE i � ��E ����E<I�I�E 	 � 
 x �&�JI � 
�� 
1� xi · A · y = xi ·




n∑

j=1

aij · yj


 L ���� ��� E.��G"�I ��E 
 �F���%�

(x, y) 7→
n∑

i=1

xi ·




n∑

j=1

aij · yj


 =

n∑

i,j=1

aij · xi · yj

� � � � � 
 ���&IJI�E 
 �F����E<� 
"E 
 � �ME �,�J�I�!A�IJI 	 � 
 (c)
�ME.�(���K2G*��E 
1� ��E.�

A = En
L � � ! �&I��1�;�

〈x, y〉 := xT · y =

n∑

i=1

xi · yi

� � � E.��G��I���E 
 � 1� ��"� � E.� ��K2G���IJE �ME.�� 
 
*��E ����1I�>�2�"� � � �����,L ���� � ���I�>�2�"��� � ����� ������ 
���E.�2E /@� �� 
 � >� � 0 � � ��IJ� 
"E<>��! �&��� ��"! � E<� Kn L
� � � ���&IJI�E 
 
�� 


(c)
E �5E 
"!A�I�IJ� �I�� � ���IJ>�2����� � ����� � 
*��E.�2�"�2E.����E.��E 
 � 
 � 	&E.��E<� 
 � >��E 
 � �JE! �&I��&E 
 � E �	�&������ � 
1�

〈·, ·〉 :=
{

Kn ×Kn → K
(x, y) 7→ 〈x,Ay〉 = xT · A · y

XY7P^e:¶KML���]M4/Z�9;:+K :+7IKR:DC�� 7�<I7�KR:+4/C�Z�O�C�H [��a:DC :+7�KM:+K XYK F OQH�O�C�6W]W7�LNH«VML
� L & L�� ��E%$ 
"� ��� � 


(V.1.b)
� � � � � E.�(������K2G�E # �I���E.��
��JE.�2E 
 � E	� ��IJ� 
"E<>��! � �

V,W
��E.�JE 


K �
� E:��� �1�2��H��"� E � 
 � ��E<� V = W

��� ��I�� 
�E<>��! �&�2� ���ME.� E<� 
"E.� � 
 � � � �1�2� G��J� �� ��� �2L �  
 
 � E%$ 
"��E.��E 
 �F���%�
� � � � � 
�E : �&��� G"E<�+2�� � � � � E:��������K�G"E�� �JI�� 
"E<>��! �1��� # � E 
 
 �&�JI �;�

∀v, w ∈ V : s (v, w) = s (w, v)

� �J� � � � 
�E : �&��� G"E<�+2�� �I ��E:��
"��E.��E 
 � E	� �JI�� 
�E<>��! �1��� # � E 
 
 � ��I��9�
∀v ∈ V : s (v, v) = 0

:��IJI�� K2G�>�
(K) 6= 2

� � 
 
"E 
 � ����E<� 
"E H � �"� 	��IJE 
*��E � E � � 
 � � 
 � ! �&��� �"I��JE:��E 
1�
∀v ∈ V : s (v, v) = 0 ⇔ ∀v, w ∈ V : s (v, w) = −s (w, v)

� L & L�� ��E%$ 
"� ��� � 

(V.1.c)

� � �&��� ��� 	 � � E%$ 
"��E.� �ME �,��E<G�� 
�� � � E<����E � �&��� ��� 	 � ��E<� � � E%$ 
"��E.�
��E.�

K = R
� 
 � V,W

��E<��E 

K �

� E.��� �1�2��H��"� E L
� � � � � 
�E� ��I�� 
�E<>��! �&�2� ����� � � ��� ���
	 � � E%$ 
"��E.� # � E 
 
 ∀v ∈ V

�&�JI �9�
s (v, v) 	 0

� �J� � � � 
�E� ��I�� 
�E<>��! �&�2� ����� � � ��� ���
	 � ��E<� � � E%$ 
"��E.� # � E 
 
 ∀v ∈ V
� ��I �;�

s (v, v) ≥ 0

³D��	I��	I�)´R�g�;����t���u c p��N_�µ�t����¶p ����! <�! c �Q�����i����� �I��h���}~���



�N���
	��arRkl� ³D���������I�a�R��u���s����®�QkerSh����i����t���u

� L & L	� � E<�����"�JE<I�E !���� � � � � E.�(������K2G�E # �I ��E:��
"��E.��E 
 � E �ME �,��E<G�� 
�� � � E<����E � � ��� ���
	 � � E%$ 
"��E.��E #� �&��� ��� 	 � ��E<� � � E%$ 
"��E.��E � �JI�� 
"E<>��! �1��� E 

� � � � E.� � E 
 E<� 
����&E � E:� � E<����� ��E<I�E���"� (5.1.3)

� E<� ��E:� � 
*��E:������K2G"E 
 �
' � � ���ME<�JK�G*� �:� ��E<G"E 
 ��� �JI�� 
�E<>��! �1��� �J�(� � � � � ��E.�2�J��K2G � 
 � � � ������� 	 � ��E<� � � E%$ 
��JE.�

⇒ s (f, f) =

b∫

a

f2 dt ≥ 0

� E.G"�������� 
 � � , �"���&E	� ��IJI�� 
�E<>��! �1��� �J�(� ��"K�G � �&��� ��� 	 � � E%$ 
��JE:�:L
' � ' E<� � E 
 � ��E.�

f
����E.����� � 
 �

b∫

a

f2 dt = 0 ⇒ f = 0

� E � E.�J�9�

a b

f2 ≥ 0

�Ms�s������;t���u�rRk�� c �N�N�������
��E.� E.� � 

f2 (c) > 0
� � �

c ∈ [a, b]
L

⇒ f2 (d) > 0
1��!

(c− ε, c+ ε) ⇒
b∫

a

f2 dt ≥
c+ε∫

c−ε

f2 dt ≥ � � 

(c−ε,c+ε)

(
f2
)
· 2ε > 0

� � ! � I �&� � ��E	� E<G�1���"��� 
���L' � � � : ��� K = R
�J�(� � ��E<��E � ��IJ� 
"E<>��! �&����� � � � E.���2�J��K2G � 
 � � � �������
	 � � E;$ 
"��E.� � � E �,E<� �&� � 


(1.3.2)
�	�&��� E<� 
"E.� � E.��� �&��� ��L

� � 
"E � � � � E:��������K�G"E � �&��� ��� 	 � E%$ 
"��E.��E	� ��IJ� 
"E<>��! �&��� �F� � � �I�� � ���I�����"��� � ����� �ME �:E.�JK2G 
"E.� L� �� 
 � �� � �����I�>�2�"��� � �����9�

〈x, y〉 =
n∑

i=1

xi · yi, 〈x, x〉 =

n∑

i=1

x2
i

' � K �F��E.�
n = 2

� 
 � A
�&E�� E �5E 
 � ���

A =

(
1 0
0 −1

) L � � 
 � ��I��9�

〈x,Ay〉 =
〈(

x1

x2

)
,

(
y1
−y2

)〉
= x1 · y1 − x2 · y2

����E�� ��IJ� 
"E<>��! �&�����J�(� 1I�� � � � � � E.�(������K2GML ( �������JE ��"K2G � �&��� ��� 	 � ��E<� � � E%$ 
"��E.�:L � E.� 
 # � E 
 

〈e2, Ae2〉 = −1

L ���� ��� �� 
 
 � �JE � ��I�� 
�E<>��! �&�2� 
��� ���2IJ��K2G ��"K2G 
"��K2G*� � �&��� ��� 	 � E%$ 
"��E.� ��E.� 
ML
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� L & L � ' ��� � ��� 
 
"E.�2� 
 � ��, �2��G ��� � 
"�I�����H>� � 
 � � ���I�>�2�"��� � �����
( �

R2 # R3 # 〈·, ·〉 L�� � �&�JI �;� u ⊥ v ⇔ 〈u, v〉 = 0
L

��E 
 � � 
�� E.I ���F�J��K2G"E 

u
� 
 � v

� � 
 
�E 
 �F� ��! � I � E 
 � E.�2�  2 E 
 �ME<������� � E 
 �

cos] (u, v) =
〈u, v〉
‖x‖ · ‖y‖

� ���ME<� ‖x‖ =
√
〈x, x〉

�  I�� � �2� 
 
"E.��� 
 �  

(I.3.1)

�

� L & L�� ��E%$ 
"� ��� � 

(V.1.d)

��, �2��G ��� � 
"�I�����H>� � 	 E:���IJI � E<� E<� 
"E:�2� �
��E.�

s : V ×W→ R
E<� 
"E	� �JI�� 
"E<>��! �1��� L � ��� � E%$ 
��JE.�2E 
1�

v ⊥ w ⇔ s (v, w) = 0

( 
 � ��E<��E.� :��I�I ��� 
 � u
� 
 � v

�&�2��G ��� � 
"�I �,�"E<� 
" 
 � E.�<L

� L & L�� ��E%$ 
"� ��� � 

(V.1.e)

� I�� 
�� E<� � 
 � �2E<K2G*��E<� �  � �����I�I � �� � (s) # � � �  � (s)

��E��&E �ME 

s : V ×W→ K

� ��I�� 
�E<>��! �&�2� L � � � � E%$ 
"��E.��E 
 �
� � � I � �  � (s) := {v ∈ V| v ⊥W} ⇔ s (v, w) = 0 ∀w ∈W

� �J� � � � �� � (s) := {w ∈W|V ⊥ w} ⇔ s (v, w) = 0 ∀v ∈ V

 
"� E.�2� � 
 � �4( ��� � �JE	� �JI�� 
�E<>��! �1��� � � � � E.�(���J��K2G # �  
 
1� I � �  � (s) =
� � �  � (s)

� L & L &�� � E%$ 
������ � 

(V.1.f)

� ��"� � E<>�2��E.��E � ��IJ� 
"E<>��! �&���
s
G"E.�"2�� 
"��K2G*�F��"� � E<>�2��E.� # � E 
 
 I � �� � (s) =

� � �  � (s) = {0}� E.� E:�2� � 
�� �
0V ∈

I � �� � (s) # 0W ∈
� � �� � (s) # � E 
 
 s (0, w) = 0 ∀w ∈W # s (v, 0) = 0 ∀v ∈ V

L

� L & L &6& � E<�J�(� ��E<I�E �:� I�� 
��&E 
 � 
 � ��E<K2G*��E<� �  � � ���I

' �
(5.1.3)

 �
V ×V∗ # (x, λ) 7→ λ (x) #� E.G"�������� 
 � �

I � �� � = {x| ∀λ ∈ V∗ : λ (x) = 0} = {0} ,
� E 
 
 �,��.�E � E.� x 6= 0 ∃λ : V → K

� ���
λ (x) = 1

L
� E � E.�J�9��� � � H 
 �,E

x = v1
�,� E<� 
�E.� � ����J�

v1, v2, . . . , vn
	 � 


V
L ��E;$ 
"��E.��E

λ
�F��E ! � I �&�9�

x 7→ 1, v2, v3, . . . , vn 7→
� � � E 
 � � �&G"� 
 ,

[
λ

(
n∑

i=1

αivi

)
=

n∑

i=1

αiλ (vi)

]

� � � ��I�� � E<� H 2 � E.��� E%$ 
������ � 
 � E.��� �"I�IJ � �"�JI � � 
 � �
� � �� � = {λ ∈ V∗| ∀x ∈ V : λ (x) = 0} = {0}
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' �
(5.1.3)

� �
(f, g) 7→

∫ b

a

f · g dt

�� � ��E<��E	� �JI�� 
"E<>��! �1��� � � � � E.�(������K2G �J�(� � ��I �;� I � �� � =
� � �� � L � E<� ��E.�%�

I � �� � =

{
f ∈ C ([a, b] ,R)| ∀g : g

�(��E.��� � �
g : [a, b]→ R

�&�JI �9� ∫ b

a

f · g dt = 0

}
= {0}

� E 
 
 � 
"� �ME<� � 
 � E.��E � � 2 �&E<I ��E 
 �
∫ b

a

f2 dt = 0
L � E.��E<� ��� � 


(5.1.7)
� E �,E<� �&�9� ⇒ f ≡ 0

� � 
 
 � K2G E<� 
��:����H>� �:I��JK�G"E<� � E<�J�(� ��E<I �
� E � ��E.�

s
� E � E �ME 
 � � �9�

R3 × R3 → R # s





x1

x2

x3


 ,




y1
y2
y3




 = x1 · y1 + x2 · y2

� � � ��I��9�
I � �  � =

� � �� � =








x1

x2

x3



∣∣∣∣∣∣
∀y1, y2, y3 : x1 · y1 + x2 · y2 = 0



 =








0
0
x3



∣∣∣∣∣∣
x3 ∈ R



 = Re3

� E.� � ��E<��E.� � � 
������ E 
�� E�G� 
 � E<I �FE<� ����K2G �"� � ��E z �  K2G"��E L

� L & L & ) � E<��K2G���E<� � � 
 � � ����K2G � >����� �,E 
1� s : V ×V→ K
� � 
"!���G���� 
 � �
�  �

ϕ : V →W # � >�(��� �,E 
 ���5E:� � ���������"� � �G�I�� ϕ (vj) =

n∑

i=1

αij · wi

� � �
V ×V → K # � H�G"I�E	� ������ A

	 � 

V
�
v =

n∑

i=1

αi · vi
L �� 
 
 �

s (v, w) = s




n∑

i=1

αi · vi,

n∑

j=1

βj · vj


 (∗)

=

n∑

i,j=1

αi · βj · s (vi, vj)

 
"� E.�2� � 
 � �
(∗) ! �&I��1� ��"� � E.� � ��IJ� 
"E.��2����H>� 	 � 
 s L

� L & L & 7 � E%$ 
������ � 

(V.1.g)

� � >�(��� � 	 � 

s
�ME � � � I���K2G � ����J�

A

��E.�
A
� 1���J� 	 � 


V
� 
 � s

E<� 
"E	� �JI�� 
"E<>��! �1���
: V ×V → K

L �� 
 
 � E%$ 
��JE.�2E 
 �F� �
MA (s) :=

(
s (vi, vj)i,j=1,...,n ∈Mn (K)

)

�IJ� � ��E � >�(��� � 	 � 

s
�ME � � � I���K2G � E:� � ������ A

L

� L & L & � � �1� �ME<� E.�2� � 
 � E 
1�
MA (s)

IJE��1�
s
!AE.���

� � � ��I�� � �F��E	���ME 
����
s (v, w) =

n∑

i,j=1

αi · βj · s (vi, vj)

� ��E.� � ��E<��E.I �ME ��"���� � E �I�� � ��(��� �:E 
*��G�E �&��E:������K2G�E�: �1��� ��IJ��E.��� 
 � �
v =

n∑

i=1

xi · vi ↔ (x1, . . . , xn) , w =
n∑

j=1

yj · vj ↔ (y1, . . . , yn)
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�� 
 
 � ��I��9�

s (v, w) = (x1, . . . , xn) ·MA (s) ·




y1LLL
yn




� E � E.�J�9�

s (v, w) =

n∑

i,j=1

xi · yj · s (vi, vj) =

n∑

i=1

xi ·




n∑

j=1

s (vi, vj) · yj




︸ ︷︷ ︸
i �
��E � � �&� � � 
����E

=

n∑

i=1

xi ·


MA (s) ·




y1LLL
yn







i

= (x1, . . . , xn) ·MA ·




y1LLL
yn




� L & L & � � �� �
(V.1.1)

� � � � E.���2�JE<��H>���,E

��E.� � ��� (V) = n
� 
 � ��E<� A

E<� 
"E	� ����J� 	 � 

V
L �� 
 
 � E.I���E 
 ! � I � E 
 � E ��"���� � E 
 �

� � � � �JE ' � �1� � 
�� 
 � s 7→MA
����� E<� 
"E � � .�E.����� � 
 ���F����K2G�E 
 � E.� � E 
�� E � E:� � �JI�� 
"E<>��! �1��� E 
���!

V
� 
 � Mn (K)

� �J� �
s
� � � � E.���2�J��K2G ⇔ MA (s)

� � � � E.�(���J��K2G (
⇔ MA (s) =

(
MA (s)

)T)

� ���J� � � E 
 

s
� � � � E.�(������K2G # �  
 


I � �� � (s) =
� � �  � (s) =





n∑

i=1

xi · vi

∣∣∣∣∣M
A (s)




x1LLL
xn


 = 0

(∗)
=




0LLL
0








( � � �ME.�2�(�� � E 
"E 
 ��� 
 
 � I � �  � (s) =
� � �� � (s) ↔ � E.� 
 (

MA (s)
) � ' �

(∗) � � � � � E.� 0� ��� � � IJ>��E.� � E.�J��E E.� 
 � E.��� �1� �5E.��K2G����JE �5E 
 �
� �
	 �

s
�J�(� 
"��K2G*� ��"� � E<>�2��E.� ⇔ MA (s)

�J�(� ��E � �"I�H>�

� E � E.�J��E �
' �

(i)
� ��E.�

A = (aij)i,j=1,...,n ∈Mn (K)
�ME<I��JE � � ��L

' � �,E<���&E 
1� � � E � �J�(����E.�2� E<� 
�E � ��IJ� 
"E<>��! �&���
s
1��!

V
� � �

MA (s) = A
� ����� .�E.�����
	 � ��H�� � � 
 �

s
����� � ����K�G A E<� 
 � E<����� � �ME<������� � � ��( 
%.�E.�����
	 � ��H>� ��L

� � 
 � E<����� �&�&E<��� �	�	�&� � E 
 � � ��� ��I��9�

s

(
n∑

i=1

xi · vi,

n∑

i=1

yi · vi

)
= (x1, . . . , xn) · A ·




y1LLL
yn




︸ ︷︷ ︸
(∗)

�IJ� � �J�(�
s
E<� 
 � E<����� �&� �ME<�����J� � � # � E<��I �:� .�E � E<� v ∈ V # E<� 
 � E<������� �5E.�����J� � ��E xi ∈ K

� ���
v = x1 · v1 + . . .+ xn · vn

E � �������JE.�2E 
 # �IJ� � �J�(� � � 
 .�E.����� 	 L
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� � ������E 
 � � ' ���,E<� � E 
 �J�(�;� � ��E � ����K2G (∗) � E;$ 
"��E.�2��E  � �"�JI � � 
 � �J�(� �F� �2� I��JK�G E<� 
"E�� �JI�� 
"E<>� �! �1���-�
� � � � �JI � (s) ⊆ K

� IJ>�

� �J� ���M� 
"E<>��� ��H>�F��� E.���(��E 
 � 
 � ��� E<� ��E 
  � �&�"� E 
*�9�
��E.�JE 


v, v′, w, w′ ∈ V # λ, µ ∈ K
� ���ME<�

v =

n∑

i=1

xi · vi, v′ =

n∑

i=1

x′i · vi, w =

n∑

i=1

yi · vi, w′ =

n∑

i=1

y′i · vi

�� 
 
 �J�(�;�

s (λ · v + v′, w)

�������

= (λ · (x1, . . . , xn) + (x′1, . . . , x
′
n)) · A ·




y1LLL
yn




� � �	� � �
= λ · (x1, . . . , xn) ·A ·




y1LLL
yn


+ (x′1, . . . , x

′
n) ·A ·




y1LLL
yn




�������

= λ · s (v, w) + s (v′, w)

 
"�I ��� �,E<���&E 
 �F� � � ��E	�5� 
"E.��2����H>�F�J� ��� E<����E 
  � � ��� E 
*�;�
s (v, µ · w + w′) = µ · s (v, w) + s (v, w′)

�IJ� � �J�(�
s
����� .�E:����� 	 � 
 � � � � ��� �"� .�E:����� 	 � � ��E ( 
 .�E:����� 	 ����H>�FG" �ME 
 �F� � �:� 	 �1���&E �,E<���1� �2L

' �
(ii)

�
/ ⇒0 � E<� s � � � � E.�(������K2G ⇒ s (vi, vj) = s (vj , vi) ∀i, j
⇒

(
MA (s)

)
ij

=
(
MA (s)

)
ji
∀i, j ⇒ MA (s)

�����F� � � � E:��������K�G5L
/ ⇐0 � E<� MA (s)

� � � � E.�(������K2G

⇒ s

(
n∑

i=1

xi · vi,
n∑

i=1

yi · vi

)
= (x1, . . . , xn) ·MA (s) ·




y1LLL
yn




︸ ︷︷ ︸
∈ K

=


(x1, . . . , xn) ·MA (s) ·




y1LLL
yn







T

= (y1, . . . , yn) ·MA (s) ·




x1LLL
xn


 = s

(
n∑

i=1

yi · vi,

n∑

i=1

xi · vi

)

⇒ s
�J�(� � � � � E.�(������K2GML
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(iii)

� � � � ��I �;�

�� � (s) =




v ∈ V| s (v, w) = 0 ∀




y1LLL
yn


 ∈ Kn





=





n∑

i=1

xi · vi

∣∣∣∣∣ s
(

n∑

i=1

xi · vi,

n∑

i=1

yi · vi

)
= 0 ∀




y1LLL
yn


 ∈ Kn





=





n∑

i=1

xi · vi

∣∣∣∣∣ (x1, . . . , xn) ·MA (s) ·




y1LLL
yn


 = 0 ∀




y1LLL
yn


 ∈ Kn





=

{
n∑

i=1

xi · vi

∣∣∣∣∣ (x1, . . . , xn) ·MA (s) = (0, . . . , 0)

}

(∗)
=





n∑

i=1

xi · vi

∣∣∣∣∣M
A ·




x1LLL
xn


 =




0LLL
0








 
"� E.�2� � 
 � �
(∗) ! �&I��1� ��"� � E.��� � � � E.�(���JE 	 � 
 s' �

(iv)
� � � � ��I��9�

I � �� � (s) =

{
n∑

i=1

xi · vi

∣∣∣∣∣ (x1, . . . , xn) ·MA (s) = (0, . . . , 0)

}

=





n∑

i=1

xi · vi

∣∣∣∣∣




x1LLL
xn


 ∈

� E.��
 (
MA (s)

)




 
"�I ��� �
� � �� � (s) =





n∑

i=1

yi · vi

∣∣∣∣∣




y1LLL
yn


 ∈

� E.��
 (
MA (s)

)




s

"��K2G*�F���� � E.�����E.� ⇔ I � �� � (s) =

� � �  � (s) = {0}
⇔ � E.��
 (

MA (s)
)

=
� E.��
 (

MA (s)
)T

= 0 ⇔ MA (s)
����� ��E�� ��IJH>�<L
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� L & L & � � E<� E.�2� � 
�� �,� ��>���
(V.1.1)

��E:� ��>� � �ME<�� �1��� 
*��E.�� 
 � E.�2E<� # �  2 �  
 � E 
 1I�I � E<� E<� 
"E 
 :��I�I E<� 
"E:�� ��I�� 
�E<>��! �&�2�
s��"! E<� 
�E<�

n � � �J� E 
���� � 
"�I�E 
 K �
� E.��� �&�2�21��� � ��� � ������

A
��E � � �:��E.��E 
 �� 
 
ML V = Kn # ! ���

s̃ : Kn ×Kn → K
E.��G"�I ��E 
 �F� � �

s̃ (x, y) = xT · A · y = 〈x,Ay〉 〈x,Ay〉 =
∑

xiAyi

� E.� � I�E<�JK�G"E �  �,� � �JE � G"E �1����E � E.� IJ� 
"E<>��E 
 ���� ��I � � 
�� E 
 � ��E<��E 
 V, W n
�ME �:��E<G�� 
 � � �

� E<����E
m � � ��� E 
"��� � 
��IJE K �

� E.��� �&�2��H���� E � ���
A = (v1, . . . , vn)

�I�� � ������ 	 � 

V
� 
 � B =

(w1, . . . , wn)
�I�� � ������ 	 � 


W
L �� 
 
 �

ϕA : Kn → V ϕA (v1, . . . , vn) =

n∑

i=1

xi · vi

ϕB : Km →W ϕB (w1, . . . , wm) =
m∑

i=1

yi · vi

��E.�
f : V→W

I�� 
�E<>��E  � � ��I � � 
���L �� 
 
 E � �������JE:�2� �&E 
"�� E<� 
"E � >�(��� �

MA

B (f) ∈Mm,n (K)

� � �  2 ! � I � E 
 � E<� ���� �1���� � � � � � �������� 	 �J�(�;�

V

≡
f

// W

Kn

ϕ
A

OO

� A

B
(
�
)

// Km

ϕ
B

OO

�Rs�s��i���;t���u�rMk�!�� c `Wh�}~}®t;	���	��i���� d ��� u�����}~}

� L & L & � � �� �
(V.1.2)

� � 1���J� � E<K2G"��E<I ! ��� � ��I�� 
�E<>��! �&�2� E 

��E.�JE 


A # B
� 1��E 
 	 � 


V
� 
 � ��E.� s E<� 
"E � ��IJ� 
"E<>��! �&��� ���!

V
� 
 � T = MA

B
� �JE �5�� 
"��! �&� �� >��� � 
���� >����� � L �� 
 
 �&�JI �;�

MA (s) = TT ·MB (s) ·T
� E.� � I�E<�JK�G"E6� ��E<�

f ∈ � 
 � (V)
L  I��� � �

MA

A (f) = MB

A (
� � )︸ ︷︷ ︸

(∗)
·MB

B (f) ·MA

B (
� � )

� ���ME<�
(∗) =

(
MA

B
(
� � )
)−1

� E � E.�J� � ��E.�
A = (v1, . . . , vn)

� 
 � B = (w1, . . . , wm)
L�� � �&�JI �;�

v =
n∑

i=1

xi · vi =
n∑

i=1

x′i · vi, w =
n∑

i=1

yi · wi =
n∑

i=1

y′i · wi

� 
 � 


x′1LLL
x′n


 = T ·




x1LLL
xn




� 
 �



y′1LLL
y′n


 = T ·




y1LLL
yn
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���� � �;�

s (v, w) = s

(
n∑

i=1

x′i · vi,
n∑

i=1

y′i · wi

)
= (x′1, . . . , x

′
n) ·MB (s) ·




y′1LLL
y′n




=


T ·




x1LLL
xn







T

·MB (s) ·


T ·




y1LLL
yn







= (x1, . . . , xn) ·TT ·MB (s) ·T ·




y1LLL
yn




= (x1, . . . , xn) ·
(
TT ·MB (s) ·T

)
·




y1LLL
yn


 = s

(
n∑

i=1

xi · vi,

n∑

i=1

yi · wi

)

��"� � E:� � � 
 � E<����� �&�&E<� � 	 � 
 MA (s)
! � I �&�9�

MA (s) = TT ·MB (s) ·T

� L & L & � � E%$ 
������ � 

(V.1.h)

� � � 
��&����E 
 � � � E<��E.��� ��(��� �:E 

��E.�JE 


A, B ∈Mn (K)' � E<� � >�(��� �,E 

A, B ∈ � � � (n,K)

G"E<�+2 E 
 � � 
��&����E 
*� # � E 
 
 E<� 
 S ∈ ��� (n,K)
E � ��������E.�2�

� ���
B = ST · A · S

� �G�1���"��� 
�� � ����E � � 
 �1���"E 
 � ��� E<�JE:� � >�(��� �,E 
 ����� E<� 
�E ��� �"� 	��IJE 
 �@��E<I����� � 
5L
� E � E.�J� � � � � � ������E 
 ! �&I��&E 
 � E � � � E 
���K2G��!7��E 
 
"�K2G�� E<����E6�
� � � ��E �"E � �
	 � ��H��

� �J� � � � � � E:������E

� ���J� � �M�� 
"�������
	 � ��H��

' �
(i)
� ��E:���,E

S = En ⇒ � E<G"����"��� 
 ��L
' �

(ii)
� ��E<�

S ∈ ��� (n,K)
� ���

B = ST · A · S L �� 
 
 �
A =

(
ST
)−1 ·B · S−1 =

(
S−1

)T · B · S−1

� � � �F������E 
1�
S−1 ∈ ��� (n,K) ⇒ � E<G�1���"��� 
���L

' �
(iii)

� ��E<��E 

S1,S2 ∈

���
(n,K)

� � �
B = ST

1 ·A · S1
� 
 � C = ST

2 · B · S2
L �  
 
1�

C = ST
2 ·
(
ST

1 ·A · S1

)
· S2 =

(
ST

2 · ST
1

)
· A · (S1 · S2) = (S1 · S2)

T · A · (S1 · S2)

� � � �F������E 
1�
(S1 · S2) ∈

���
(n,K) # �  ��� (n,K)

� �����"�ME ⇒ � E<G"����"��� 
 ��L
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� ��� 354/687�9;:+<
(V.2)

? � C;9�]MOe^eO�KM42< �M4SL�:+K
� L*) L & ' ��� � ��� 
 
"E.�2� 
 �
� ���I�>�2�"��� � ����� ��� R3 � 〈·, ·〉 : R3 × R3 → R # 〈x, y〉 =

n∑

i=1

xi · yi

' � E<� � E.��� �&��E 
 ���
R3 ����E<G�E 
 ��E 
�����E<K�G*� 1��!AE<� 
" 
 � E.� # � E 
 
 � ��I �;�

〈x, y〉 = 0

����E � E:���IJI � E<� E<� 
"E:��� 
�� � E<� � ���IJ>�2����� � ������E<� 1��! � � � � E.���2�J��K2G"E � ��I�� 
�E<>��! �&�2� E 
 ���ME.�E<� 
"E<� � E.��� �1�2����"�
V
IJ��E<!AE.��� � �� � � � ��E ! �&I��&E 
 � E���E%$ 
"� ��� � 
 �

� L*) L*) ��E%$ 
"� ��� � 

(V.2.a)

��,F����G ��� � 
"�I�����H>� # ,F�2��G ��� � 
"�I��21���
��E.�

s
� � � � E.�(������K2G�E�� ��I�� 
�E<>��! �&�2� 1��!

V # U < V
� 
 � u, v ∈ V

L � ��� � E;$ 
"��E.��E 
1�
� � �

u ⊥ v � � 
 � �&����E 
 � u �&�2��G ��� � 
"�I �,� v � # � E 
 
 �&�JI � s (u, v) = 0

� �J� �
U⊥ = {v ∈ V| s (u, v) = 0 ∀u ∈ U}

� E.� E:�2� � 
�� E 
 �
�  �

U⊥ < V # U⊥ =
�  � (s)

� ���ME<�

U⊥ = {v ∈ V| s (w, v) = 0 ∀w ∈ V}
� � �

U ⊥U
�J�(� � ���&IJ��K2GML ' �"� � E<�����"�JE.I��

��E.�
V = K2 � 
 � s ((x1, x2) , (y1, y2)) = x1 · y1 − x2 · y2

L

�� 
 
 �J�(� 〈( 1
1

)〉
=

〈(
1
1

)〉⊥ # � E 
 


s ((λ, λ) , (y1, y2)) = λ · y1 − λ · y2 = 0 ⇔ y1 = y2 ⇔
(
y1
y2

)
∈
〈(

1
1

)〉 !����
λ 6= 0

 �5E:� � 〈( 1
0

)〉
=

〈(
0
1

)〉⊥ # � E 
 


s 〈(λ, 0) , (y1, y2)〉 = λ · y1 = 0 ⇔ y1 = 0 ⇔
(
y1
y2

)
∈
〈(

0
1

)〉 !����
λ 6= 0

� L*) L87 ��E%$ 
"� ��� � 

(V.2.b)

��, �2��G ��� � 
"�I�E ' E.�2IJE��&� 
��
��E.�

s
� � � � E.�(����� K�G"E � ��IJ� 
"E.��2! �&��� ��"!

V
L � ��� � E%$ 
��JE.�2E 
1�

V = U1 ⊥ U2 ⊥ . . . ⊥ Ur
�J�(� E<� 
"E ' E.��I�E�� � 
 � 	 � 


V
�IJ� � ���2E.����E � �"� � E

V = U1 ⊕U2 ⊕ . . .⊕Ur

� ��� � E:� �,�"��H>���,IJ��K2G�E 
� � � E 
���K2G��!7�
s (Ui,Uj) = 0

! ���
i 6= j �

� ��� �,!A������ 
�� �
Ui ⊥ Uj

L

³D��	I��	I�)´R�g�;����t���u c p��N_�µ�t����¶p ����! <�p c �M	I��h�u�h��g� ���
	�ª�	



�N���
	��arRk�!�� ³D���������I�a�R��u���s����®�QkerSh����i����t���u

� L*) L�� � E<�����"�JE<I !�����E<� 
�E	�&�2��G ��� � 
"�IJE ' E.��I�E�� � 
 �
��E.�

V = K2 � 
 � ��E<� s � � � � E:��������K�G"E�� �JI�� 
"E<>��! �1��� � ���

s ((x1, x2) , (y1, y2)) = x1 · y1 − x2 · y2

� � �J�(�
K2 =

〈(
1
0

)〉
⊥
〈(

0
1

)〉 # � E 
 

〈(

1
0

)〉
∩
〈(

0
1

)〉
= {0} L

' � � E<�-�
s ((λ, 0) , (0, µ)) = 0 ∀λ, µ ∈ K

� L*) L�� ��>���
(V.2.1)

����"��� �I ��� 
 � � E<� �� � � ��1I��

��E.�
s
E<� 
"E � � � � E.�(������K2G�E� ��IJ� 
"E.��2! �&������"!

V
� 
 � U

��E<��E<� 
 � � � �"IJE<� E 
*� 	 � 
 �  � (s) #
� ��FG�E<�"2�� V =

�� � (s)⊕U
L �� 
 
 �&�JI �;�

� � �
V =

�� � (s) ⊥ U

� �J� �
s|

U

����� 
"��K2G*�F��"� � E<>�2��E.�

� E � E.�J�9� ����E<G�E  ��! �  �ME
(35− LinAII)

� L*) L	� ��E%$ 
"� ��� � 

(V.2.c)

��,F�2��G ��� � 
"�I �"������
V
��E<� E<� 


n � � �J� E 
���� � 
�1I�E.� K �
� E.��� �&�2�21��� � � ��� K2G���

(K 6= 2
� � 
 � s

E<� 
"E � � � � E.�(������K2G�E
� ��I�� 
�E<>��! �&�2� ��"!

V
L � � 
�E � ������

A = (v1, . . . , vn)
	 � 


V
G�E<�+2�� ,F�2��G ��� � 
"�I �"������ # � E 
 


� ��I �;�
vi ⊥ vj

!����
i 6= j

L
� ���  
 � E:��E 
 � �&�2��E 
 � V = 〈v1〉⊥ 〈v2〉⊥ . . .⊥ 〈vn〉

� L*) L � ��>���
(V.2.2)

��� � ������E 
 � 	 � 
 ,F�2��G ��� � 
"�I � ���E 

��E.�

V
E<� 


n � � ��� E 
"��� � 
��IJE.� K �
� E.��� �1�2����"� � ��� K2G���

(K) 6= 2
� 
 � ��E<� s E.� 
�EF� � � � E.���2�J��K2G"E� ��I�� 
�E<>��! �&�2� 1��!

V
L

�� 
 
 �5E.��� ���@�
V
E<� 
"E , �2��G ��� � 
"�I � ������:L

' ��� � E � E<��� �ME 
 �1��� � E 
 �F� � � ��F! � I � E 
 � E  � �(� �I ��� 
 � ��IJE.� � �L

� L*) L�� �5E<� � 
(V.2.3)

�  � �(� �I���� 
�� ��IJE<� � 
��E.� � ��� (V) = n <∞ # U < V

� 
 � � ��� (U) = r
L �� 
 
 �&�JI �9�

� � � � �J� (U⊥) ≥ n− r
� �J� � ( �(�

s|
U


"��K2G*� ��"� � E<>�2��E.� # � � � ��I��9� V = U⊥U⊥
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� E � E.�J� �
' �

(i)
� ��E.�

A1 = (v1, . . . , vr)
� 1���J� 	 � 


U
L � ��� E.� � H 
 �,E 


A1
�,� E<� 
�E.� � ������

A = (v1, . . . , vr, vr+1, . . . , vn)
	 � 


V

� � 
 �&�JI �9�
U⊥ = {v ∈ V| s (u, v) = 0 ∀u ∈ U}

=

{∑
xi · vi

∣∣∣ s
(

n∑

i=1

xi · vi,

r∑

i=1

yi · vi

)
= 0 ∀ (y1, . . . , yr) ∈ Kr

}

=





∑
xi · vi

∣∣∣ (x1, . . . , xn) ·MA (s) ·




y1LLL
yr

0LLL
0




= 0 ∀ (y1, . . . , yn) ∈ Kn





=
{∑

xi · vi

∣∣∣ (x1, . . . , xn) ·MA (s) = (0, . . . , 0, ∗, . . . , ∗)
}

(r
� ��IJI�E 


)

=

{∑
xi · vi

∣∣∣ (x1, . . . , xn)T ∈ � E.��

(
MA (s)i,j

)
i=1,...,r

j=1,...,n

}

⇒ � ��� (U⊥) ≥ n− r' �
(ii)

� � � �����
U ∩U⊥ =

�  � (s|
U

) = {0} L � � � (i)
! � I �&� � ��E	� E<G�1���"��� 
���L

� L*) L�� � E � E<��� �,� ��>���
(V.2.2)

� E � E.�J� E:��! � I �&� � ����K2G	 �&IJI�����H 
 � ���&E ( 
 � ������� � 
 
��K2G n L( 
 � ������� � 
"�� 
�!A 
 � � n = 1
� � IJ>�

( 
 � ������� � 
"����K2G"I�� 2�� (n− 1) n
� � � � 
*��E.�����"K2G�E 
 � � E<� :�H�I�IJE3�
& L5:��I�I�� ��E<�

s
� �"I�IJ � �"�JI � � 
 � ⇒ � E<G"����"��� 
 � � �(��� 	 �J�I �

) L4:��I�I�� ��E<�
s

��JK2G*� � �"I�IJ � �"�JI � � 
 ��L �  
 
 E � �������JE:�2� E.� 
 v1 ∈ V

� ���
s (v1, vi) 6= 0 # � E 
 
 E<�E � �������JE:��E 


v, w ∈ V
� � �

s (v, w) 6= 0
L4((�(�

s (v, v) = s (w,w) = 0 # � � �����
s (v + w, v + w) = s (v, v) + s (w,w) + 2 · s (v, w)

= 2 · s (v, w) 6= 0
!71I�I�� K2G">�

(K) 6= 2

� L G5L s|〈vi〉
����� 
"��K2G*�F��"� � E<>�2��E.�,L � �K2G � E<�  � �(� �I���� 
�� ��IJE<� � 

(V.2.3)
� ��I � �IJ� � �

V = 〈v1〉 ⊥ 〈v1〉⊥
L

� �K2G ( 
 � ������� � 
�� 	 �&���������E:���,� 
�� �J�(� 〈v1〉⊥ = 〈v2〉⊥ . . .⊥ 〈vn〉
L

�IJ� � �
V = 〈v1〉⊥ 〈v2〉⊥ . . .⊥ 〈vn〉� E.� E:�2� � 
�� E 
 �

�  � � E.� � E � E<��� 	 � 
 � �� �
(V.2.2)

� � �"�F 
 # �F��E �  
 � ��E ,F����G ��� � 
"�I � ������ � � 
"�(���2�"��E.�2�,L
� � � ( �(�

A
E<� 
"E , �2��G ��� � 
��I �"1���J� 	 � 


V # � � G">� MA (s)
���� � � 
��I��&E<�����I��,L
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� L*) L &�� � �� �
(V.2.4)

� �ME.� E<� 
"E<� ���&�2�ME.� � � � � >��>����E.����������� 6= 2
�J�(� .�E � E�� � � � E:��������K�G"E � >���2� � � � 
 �1���"E 
*� �,�E<� 
"E.� � �J � � 
"�I�� ��(��� � L

� E � E.�J� � � E<�
A ∈ � � � (n,K) # s � E%$ 
"��E.�2� � ����K2G s (x, y) = xT ·A ·y ����� � � � � E:��������K�G"E � �JI�� 
�E �>��! �1��� 1��! � E.� Kn L � �K2G ��>� � (V.2.2)

E � �������JE:�2��E<� 
�E , �2��G ��� � 
��I �"1���J�
A = (v1, . . . , vn)	 � 


Kn �5E � ��� I��JK2G s �
MA (s) =

���� � � 
"�IJ� >�(��� �
=
(
MA

B (
� � )
)T · A︸︷︷︸

MB (s)

·
(
MA

B (
� � )
)

' ��� � ��� 
 
�E.��� 
�� �
MA

B (
� � ) =



↑ ↑
v1 · · · vn

↓ ↓




� L*) L &6& � E<�J�(� ��E<IM!������ � 
"�(���2������� � 
 E<� 
�E.� , �2��G ��� � 
"�I � ������
��E.�

A =




0 1 2
1 0 3
2 3 0


 ∈ � � � (3,R)

� 
 � ��E<� s � E��&E �ME 
 � � � s (x, y) = xT ·A · y L

��
s (e1, e1) = s (e2, e2) = s (e3, e3) = 0

� ������E 
 �F� ��E<� 
"E 
  
 � E.��E 
�� E.��� �&� � H1G�IJE 
5L
� � � ��I��9�

s (e1 + e2, e1 + e2) = 2 · s (e1, e2) = 2 (
����E<G�E ��>���

(V.2.2))

�IJ� � � H1G�IJE
v1 :=




1
1
0


 L � � 
 � � I�IJE 
 �F���

〈


1
1
0



〉⊥

�ME<������� � E 
ML � � �&�JI �9�

(1, 1, 0) ·




0 1 2
1 0 3
2 3 0


 = (1, 1, 5)

�IJ� � � 〈



1
1
0



〉

=
� E.� 


(1, 1, 5) =

〈


5
0
−1


 ,




1
−1

0



〉

=: U1

��E.�
A1 =






5
0
−1


 ,




1
−1

0




 L � � 
 �ME.�(���K2G*��E s|

U1

L � � � ��I��9�

(
5 0 −1
1 −1 0

)
·




0 1 2
1 0 3
2 3 0


 ·




5 1
0 −1
−1 0


 =

(
−20 −4
−4 −2

)
= MA1

(
s|

U1

)
=: Ã

ã11 6= 0 # � H�G"I�E v2 =




5
0
−1


 L � � ! � I �&�  
"�I ��� �:� � �ME 
1�

e1 ·
(
−20 −4
−4 −2

)
= (−20, −4) (5, 1)

� � 
 �ME<�(����� � E 
 �F� � � E 
 � E.� 
 � 
 � E:��G"�I ��E 
�� v3
�

� E.��

(5, 1) =

〈(
−1

5

)〉
⇒ 〈v2〉⊥ ∩U1 =

〈
−




5
0
−1


+ 5 ·




1
−1

0



〉

=

〈


0
−5

1



〉
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��E:���,E 
 �F� � 
�� 
 E<� 
 # � � ! �&I��1�;�

s






0
−5

1


 ,




0
−5

1




 = (−1, 5) ·

(
−20 −4
−4 −2

)
·
(
−1

5

)
= −30

���� � �;�



1 5 0
1 0 −5
0 −1 1




T

·A·




1 5 0
1 0 −5
0 −1 1


 =




s (v1, v1) 0 0
0 s (v2, v2) 0
0 0 s (v3, v3)


 =




2 0 0
0 −20 0
0 0 −30




�	� K2G I�E<��K2G*��E.� � E.G*� E.� � ����K2G ���J� �"I �� 
�E ' E<��IJE 
 � � 
 � � �"1I ��E 
��"� ! �1��� � 
 � E 
5L � E � EF��� �I ��E �
��"� ! �1��� � 
 � E 
*���(�"����K2G*� � E:��� �"I �����"IJ� ��>��� � 
 E<� 
�E.� � 
�	&E.�2����E.� � >��E 
 � >���2� � S1
	 � 
 ��E<K2G*���:L

� E � E ' E<��IJE 
��"� ! �&�2� � 
�� E 
*����������K2G*� E<� 
�E.� � �"I ��� � I�� ������ � 
 � � � ST
1

	 � 
 I�� 
�� �:L
: �"G��2� �  
 ��H�� ��I��JK�G"E ��� �I���E 
���� ! �&��� � 
 �&E 
  
 � E.� � � 
"G"E.������� >���2� � � ����K�G # � � E.�2G"H�I���  
 � ��E �5�� 
���! �1��� ���� � 
"� >�(��� ���


0 1 2
1 0 3
2 3 0


 




1 1 5
1 0 3
2 3 0


 




2 1 5
1 0 3
5 3 0




 




2 1 5
0 − 1

2
1
2

0 1
2 − 25

2


 




2 0 0
0 − 1

2
1
2

0 1
2 − 25

2


 




2 0 0
0 − 1

2 0
0 0 − 23

2




 
"�I ��� � E 
 � E 
 �F� � � ��E ,F�ME.��>��� � 
"E 
 1��! E3
 
5L

��� �,� �:E<� � E 
 # �  2 K�G">� (K) 6= 2
��E<� 
 � � 2 G"��E.� E<� 
 ��E�� E 
 �ME<�����"�JE.I��

��E.� K2G���
(K) = 2 # A =

(
0 1
1 0

) � 
 � E<� 
"E � � � � E:��������K�G"E�� �JI�� 
"E<>��! �1��� s
� E � E �ME 
 � � �

s (x, y) = (x1, x2) ·A ·
(
x1

x2

)
= (x1, x2) ·

(
x2

x1

)
= 2x1 · x2 = 0

� H>��E �IJ� �
A
� � 
 �1���"E 
*� �,� E<� 
"E.� � �J � � 
"�I�� ��(��� �

B # � � � H>��E B =

(
0 0
0 0

)

� L*) L & ) � �� �
(V.2.2)

′ � ��>� �
(V.2.2)

!���� K2G">�
(K) = 2

��E.� K2G">�
(K) = 2 # V

E<� 

n � � ��� E 
"��� � 
"�IJE:� K �

� E.��� �&�2�21��� � 
 � ��E<� s E<� 
"E � � � � E.���2�J��K2G"E� ��I�� 
�E<>��! �&�2� 1��!
V
L

�� 
 
 �5E.��� ���@�
V
E<� 
"E	�&����G ��� � 
"�I�E ' E.��I�E��&� 
 � �

V = U1⊥ . . .⊥Ur⊥W1⊥ . . .⊥Ws

� ��� � ��� (Ui) = 1
� 
 � � ��� (Wj) = 2 ∀i, j L ((�(� Wj = 〈u, v〉 # � � �J�(� s (u, u) = s (v, v) = 0

� 
 �
s (u, v) = 1

L

� L*) L & 7 � �� �
(V.2.4)

′ � ��>� �
(V.2.4)

!���� K2G">�
(K) = 2

��E.� K2G���
(K) = 2 # A ∈ � � � (n,K)

L
�� 
 
1�

A
�J�(� � � 
��&����E 
*� �,� E.� 
�E.� � ��(��� �

B
� ���

B =




B1

B2 L L L
Bλ




� ���ME<�
Bi = (αi)

� � E.� Bi =

(
0 1
1 0

)
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� L*) L & � � E%$ 
������ � 

(V.2.d)

� � �� � ��>���J��K2G"E : �1���
��E.�

s
E<� 
"E � � � � E.�(������K2G�E�� �JI�� 
�E<>��! �1��� ��"!$E<� 
"E<�

n � � ��� E 
"��� � 
"�IJE 
 � E.��� �1�2����"�
V
L

�� 
 
 �F� � � � ��E  � � ��I � � 
�� q : V → R # q (v) = s (v, v)
1I�� � ��E �  �,� �&E<G �1�����&E

� �� � ��>������K�G"E: �&��� �ME �:E.�JK2G 
"E.�,L�� � � ��I �;�
q (λ · v) = λ2 · s (v, v)

!����
λ ∈ K.

� L*) L & � � � � � E.�(������K2G�E.� ���� 2 � � �1� �  
 �I�� �&��� ��G�� ��� � � � � � E.���2�J��K2G"E ��� ! �&�2� � 
�� E 
��
 � � � � �F�J����E 
 � � �JE����

(n,K)
�F� � � E.� �,E<���&� 	 � 
 � � ! �&��� � 
 �&��� >���2� �,E 
1�

S = U1 ·U2 · . . . ·Ur
� ���ME<�

Ui
��� ! �1��� � 
 � ��� ��(��� �:E 


� � � � 
"��E:���,E 
 I��JE.!AE.�2�9�
ST · A · S = (U1 ·U2 · . . . ·Ur)

T · A · (U1 ·U2 · . . . ·Ur)

= UT
r · . . . ·UT

2 ·UT
1 · A ·U1 ·U2 · . . . ·Ur

= UT
r · . . . ·

(
UT

2 ·
(
UT

1 · A ·U1

)
·U2

)
· . . . ·Ur� ����J� �&�ME.��>��� � 
"E 
 � � � ! �&��� � 
 �&��� >���2� �,E 
1�

A UT · A ·U��E.�
U ↔  � � ����� � 
 � E.� α � !A�K2G"E 
 E<� 
�E.� ' E<�JI�E �ME �,�JE.G�� 
 �&� � E<����E � � �I ��E �:� E<� 
"E:�  
 � E:��E 
' E.�JI�E �ME �:��E<G�� 
 � � � E<�J��E ��� �I���E L � E<�

U
� E��&E �ME 
 � � �

U =




1 0
α 1

0

0 E


 ⇒ UT =




1 α
0 1

0

0 E




: ��� � �JE � �"I �����"IJ� ��>��� � 
 ! � I �&�9�

UT ·A ·U =




1 α
0 1

0

0 E


 ·

(
αij

)
·




1 0
α 1

0

0 E




' ��� � E.��E<� 
"!71K�G�� 
 � ��E.K2G 
�E 
�F��� � � � � � � � E:��������K�G"E 

(2× 2) �

� ��(��� �:E 
1�
(

1 α
0 1

)
·
(
a b
b d

)
·
(

1 0
α 1

)
=

(
a+ αb b+ αd
b d

)
·
(

1 0
α 1

)

=

(
a+ 2αb+ α2d b+ αd

b+ αd d

)

� H�G"I�E 
 � ��� 
�� 

α = − b

d

!����
d 6= 0 # � � E.��G�1I ��E 
 �F� � ���� � � 
�1I � E.����1I �9�

(
1 − b

d
0 1

)
·
(
a b
b d

)
·
(

1 0
− b

d 1

)
=

(
a− b2

d 0
0 d

)

( ��� 
�� 

d = 0 # � � ! �&��� E 
 �F� � � �JE � >�(��� � �"�-�

��E.�
V1,2 ↔

� E.������"��K2G�� 
�� � E.��E.���(��E 
 � 
 � ��� E<� ��E 
 � � �I ��E �ME �,�JE.G�� 
 �&� � E<����E ' E<��IJE L
( 
 � ��E<��E.� :��I�I � ��I � !���� � �JE��M�� 
"��! �&��� >��� � 
���� >���2� ��� S =

(
0 1
1 0

)
=

(
0 1
1 0

)T

: ����E<� 
"E
(2× 2) �

� >�(��� � E.��G��I���E 
 �F� � �
(

0 1
1 0

)
·
(
a b
c d

)
·
(

0 1
1 0

)
=

(
c d
a b

)
·
(

0 1
1 0

)
=

(
d c
b a

)
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� L*) L & � � �� �
(V.2.5)

� � ���� � ��K2G�� � � �
��� ���">��� � 
 � ��E.�

(V, s)
�"�JI�� 
�E<>��E.� ����"� # (v1, . . . , vn)

� ������ � � �
s|〈v1,...,vk〉


��JK2G*� ���� � E.�����E.�
!����

k = 1, . . . , n
� � 1�FG�E<�+2��;� ( � E.� (s (vi, vj))i,j≤k

)
6= 0

!���� �IJI�E
k = 1, . . . , n

��L
�� 
 
 E � �J�(����E.�2� E<� 
"E , �2��G ��� � 
"�I � ������

w1, . . . , wn
� ���

〈v1, . . . , vn〉 = 〈w1, . . . , wn〉 , � E.�
(
(s (vi, vj))i,j≤k

)
=

k∏

i=1

s (wi, wj)

� � 
"��E � �"E 
 � �

(s (vi, vj))i,j≤k =




Dk




� ���ME<�
Dk � E.� k − ��E � �������� � 
 �&� �����

� � �F� � 
 
�E 
 � E 
 k � ��E 
 � 1���"��� � 
 �&��E 
 �J� � �JE<��E<� :�1I�I�! �&I��&E 
 � E.���  2 E 
 �5E:��E<K2G 
"E 
 �

Dk = � E.�



s (v1, v1) · · · s (v1, vk)LLL L L L LLL
s (vk, v1) · · · s (vk, vk)




����E � �1����"����E.� �:� 
 � �ME � E.����E.�;�  I�I�E	� 1���"��� � 
 �&��E 
 6= 0
� 
 � s (wk, wk) =

Dk

Dk−1� >����� �,E 
*��G�E �&�2E.������K�G"E � E � E<����� 
�� �
��E.�

A
� � � � ��E.������K�G # A =

(
αij

)
� 
 � ��E<��E 
 �I�IJE	� ����"��� � 
 �1��E 
 6= 0

⇒ A
� � 
��&����E 
*� �:�




D1

D2

D1 L L L
Dk

Dk−1




� E � E.�J� �
A
IJ��E<!AE.���

sA : Kn ×Kn → K # (x, y) 7→ xT · A · y # E = {e1, . . . , en} # ME (sA) = A
L ��>� �

(V.2.2)I��JE<!7E.�2� , �2��G ��� � 
��I �"1���J�
(w1, . . . , wn)

� � � � E 
 ���"���&E 
 � � � E 
"��K�G"�!7��E 
5L

MA (sA) =




L L L
0

s (wk, wk)

0

L L L




Uk = 〈v1, . . . , vk〉 ⊆ Uk+1
# � ��� (Uk) = k # � �J� (Uk+1) = k + 1

L � 1K�G ���&����"����E.� �,� 
 � ��� 
 �
Uk,Uk+1


"��K2G*� ��"� � E<>�2��E.�,L
 � ���"�I���� 
�� ��I�E<� � � 
 �&E �  
 � �F���! Uk+1

# s # Uk
I��JE.!AE.�2�9�

Uk+1 = Uk⊥ 〈w〉
� ���ME<� 〈w〉 E<� 
 � �J� E 
���� � 
"�I 
�1K�G ���&����"����E.� �,� 
 �&E 
 �����,L
w ∈ 〈u1, . . . , uk+1〉 # �I�� �

w = α1 · u1 + . . .+ αk · uk + αk+1 · uk+1 = β1 · w1 + . . .+ βk · wk + αk+1 · uk+1
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� � � ��I��9�
s (w,wi) = 0

!����
i = 1, . . . , k

� 
 �

s (w, uk+1) = s

(
k+1∑

i=1

αi · vi, vk+1

)
=

k∑

i=1

αi · s (vi, vk+1) + αk+1 · s (vk+1, vk+1)

αk+1 6= 0 # �  � � 
"�(� w ∈ Uk
L�, �

αk+1 = 1
L � E<����E.��E � E<K�G 
�� 
�� E 
 I���E<!AE.��
 �

� � �
w = vk+1 −

k∑

i=1

s (wi, vk+1)

s (wi, wi)
· wi

# ��E.� �:E wk+1 = w

(V, s)
G">� , �2��G ��� � 
"�I � ������

(w1, . . . , wn)
L

� E<� E:� � 
s (wi, wi) = 0, i = 1, . . . , r # s (wj , wj) 6= 0, j = r + 1, . . . , n

L
� H1G�IJE

vi = wi
!����

i = 1, . . . , r # vj = αjwj
!����

j = r + 1, . . . , n
� ���

α2
js (vj , vj) = 1� � �" � ��>� � ��� �,E<I�E � �������JE:�2� � 
 C!)

� � 
 �����9� 〈v1, . . . , vk+1〉 = 〈v1, . . . , vk〉+ 〈w〉
, �

w = vk+1 +

k∑

1

αivi = vk+1 +

k∑

1

βiwi

: ���
i = 1, . . . , k

�
0 = s (w,wi) = s (vk+1, wi) +

k∑

j=1

βjs (wj , wi) = s (vk+1, wi) + βis (wi, wi)

⇒ βi =
−s (vk+1, wi)

s (wi, wi)
; wk+1 = w = vk+1 +

k∑

1

−s (vk+1, vk+1)

s (wi, wi)
wi

� ������ 	 � 
 〈v1, . . . , vk+1〉︸ ︷︷ ︸
A

�
v1, . . . , vk, wk+1︸ ︷︷ ︸

B

= vk+1 +
k∑

1

αivi = vk+1 +
k∑

1

βiwi

� �J� � k+1∏

i=1

� E.� (s (wi, wi)) = Dk+1 ⇒ s (wk, wk) =
Dk

Dk−1

� �F��K2G*��� � E.� � � �&E � 
��J� �

� L*) L & � � E<�J�(� ��E<I �:� � ���� � ��K2G�� � � �

��E.�
A ∈M3 (R)

� 
 � A
�&E�� E �ME 
 � � �

A =




3 3 9
3 9 21
9 21 61


 L ' ��E.����� � �&IJI�E 
 �F� � � �JE � ������ �

� � 
 �&��E 
 �ME.��E<K�G 
"E 
5L � � � ��I��9�

D1 = |3| = 3, D2 =

∣∣∣∣
3 3
3 9

∣∣∣∣ = 18

����E	� E:��E<K2G 
�� 
 � � E<� � �2���(��E 
 � 1���"��� � 
 �&�F����� 
�� 
 E<� 
 � E 
"� � � E<G�� �� �ME<� �9�

D3 =

∣∣∣∣∣∣

3 3 9
3 9 21
9 21 61

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣

3 3 9
0 6 12
0 12 34

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣

3 3 9
0 6 12
0 0 10

∣∣∣∣∣∣
= 180

���� �ME � E<����E.�9�

A
�J�(� � � 
 �1���"E 
*� �,�




D1 0
D2

D1

0 D3

D2




=




3 0
6

0 10
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: �� � E ��( �(� � ��E � �&�21������E.���,� 
�� # �  2 �I�IJE	� ����"��� � 
 �1��E 
 6= 0
��E<G�� E.� 
���K2G���H 
��&E 
 � �' � 
"H�K2G���� ����� E.� 
�E � �������� � 
 �&�

= 0
���JK�G"E.��I���K2G E.� 
�E � � 
���K2G���H 
�� � 
�� # � ��� � � 
 
"E 
 � �JE<��E� � 
"��K2G��2H 
�� � 
��  �ME.���&E<��K2G��JK���� �"� � E<G�E 
5L

��E.�
A

�� 
 �&E�� E �ME 
 � � �

A =

(
0 1
1 3

) L�, !ME 
"���JK�G*��I��JK�G"E<� � � ��� I�E<�-�
D1 = 0

L
���� � � �F� � E<� 
"E 
 E:������E�� ����"��� � 
 �1� 6= 0

E:��G"�I ��E 
 # � E 
 � E 
 � ��� E<� 
"E � � � � E.���2�J��K2G"E ���� 2 �
� �1� �  
 � � ! �&��� � 
 �  
 � 
 � E:��G"�I ��E 
 A′ � � � A′ =

(
3 1
1 0

)
� � �5E.�

D1 = 3
� 
 � D2 = −1

L
���� � � �F������E 
 �F� � �

A′
�J�(� � � 
 �1���"E 
*� �,�




D1 0

0
D2

D1


 =

(
3 0
0 − 1

3

)

�� ��"K�G
A
� � 
��&����E 
*� �,�

A′
�J�(� � 
 � � ��E � � 
��&����E 
 � 	 � 
 � >�(��� �,E 
 E<� 
�E � � �"� 	�1I�E 
 �,��E �I����� � 
 ����� � ���JE<G�E

(IV.3.a)
� # ! �&I��1�;�
A
�J�(� � � 
 �1���"E 
*� �:�

=

(
3 0
0 − 1

3

)

� >�����K2G�E � � ��!���IJI � � ��E � � � � E.�(������K2G�E � ��(��� � A
� ��� � E.� (A) 6= 0


 � K2G 
"��K2G*� � ��E � �1����"� ���E:���,� 
�� � E<�� ���� � � K2G"� � � ��K�G"E 
 ,F����G ��� � 
"�I��J���JE.�2� 
 �&� 	&E.��!A�G���E 
 # � 
 � �J�(� �,�"� � E<�J�(� ��E<I
K = Q,R,C # � � I��JE.!AE.�2��E<� 
�E �,�"!AH�I�IJ� � E � � � � E.�(������K2G�E ���� 2 � � �1� �  
 � �M�� 
"��! �&��� >��� � 
 E.� 
�E�,�

A
� � 
��&����E 
*��E � >���2� �

A′ # � E<I�K2G�E � �JE	� E � � 
 �&� 
�� E.��! �"I�I��,L� E �&� � 
 � � 
 � �

A =


 Dk


 � ���ME<� � E.� k �

��E � �������� � 
 �1�
Dk = 0

��E<���"K2G*�9�
tij ∈ R

� � � � E.� (tij) 6= 0
(

tij

)T

· A ·
(

tij

) G">� �I�IJE � ����"��� � 
 �&��E 
 6= 0
L :��IJI�� � �JE.��
��JK�G*� E.�2!��"I�I�� ����� # �  
 


! �1��� E 
 �F� ���"�-�
A′ =

(
Pzs (t11, . . . , tnn)

)
� ���

Dk =

∣∣∣∣∣ Pzs (t11, . . . , tnn)

∣∣∣∣∣ = P k (t11, . . . , tnn)

����E
P k (t11, . . . , tnn)

��� 
 � � ��E � � 
 �&�2E 
5L �  
 E:��G"H�I � # �ME<� � 
�� � 
��������&E 
 � ��(��� �:E 
 # ��IJE<� �K2G�� 
 � E 
1�
P 1 (. . . , tij , . . .) = 0

� � E:� · · · � � E.� Pn (. . . , tij , . . .) = 0 ⇔
∏

P j (A) = 0� ��E.� E<� 
 � � 
�����E:��E<� � E<����� ��E<IM!����
(2× 2) �

� >���2� �,E 
1�
(
t11 t12
t21 t22

)T

·
(
a b
c d

)
·
(
t11 t12
t21 t22

)

=

(
t11 t21
t12 t22

)
·
(
a b
c d

)
·
(
t11 t12
t21 t22

)

=

(
t11 · a+ t21 · c t11 · b+ t21 · d
t12 · a+ t22 · c t12 · b+ t22 · d

)
·
(
t11 t12
t21 t22

)

=

(
t211 · a+ t11t21 (b+ c) + t221 · d t11t12 · a+ t21t12 · c+ t11t12 · b+ t21t22 · d

t12t11 · a+ t22t11 · c+ t12t21 · b+ t22t21 · d t212 · a+ t12t22 · (b+ c) + t222 · d

)

=

(
P1 (t11, t12, t21) P2 (t11, t12, t21, t22)

P3 (t11, t12, t21, t22) P4 (t12, t21, t22)

)

�IJ� � �
P1 = 0

� � E.� P1 · P4 − P2 · P3 = 0
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� ��E.� E<� 
"E � E<� ��E.�2E<� � E.�J�(� ��E<I � � � � � 
�����E.��E 
 ' �G�IJE 
 � ��E.�
A ∈ � � � (3,R)

�&E�� E �5E 
 � ���

A =




0 0 2
0 1 0
2 0 6




: ��� � ��E � �������� � 
 �1��E 
 � ��I �;�
D1 = 0 # D2 = 0

� 
 � D3 = −4
L � � 
 � H�G�IJE 
 �F� � E<� 
"E

�,�"!AH�I�IJ� � E � >���2� �
S
�

S =




2 3 5
4 0 −2
1 12 13


 ⇒ ST =




2 4 1
3 0 12
5 −2 13




� � 
 ! �"G��2E 
��F��� E<� 
"EF� � � � E:��������K�G"E ���� 2 � � �1� �  
 � �M�� 
"��! �&��� >��� � 
 � ����K2G � 
 � E.��G�1I ��E 
1�

ST · A · S =




2 4 1
3 0 12
5 −2 13


 ·




0 0 2
0 1 0
2 0 6


 ·




2 3 5
4 0 −2
1 12 13




=




2 4 10
24 0 78
26 −2 88


 ·




2 3 5
4 0 −2
1 12 13




=




30 126 132
126 1008 1121
132 1121 1278


 + A′

� � 
 �&�JI � !���� � ��E	� ����"��� � 
 �&��E 
 	 � 
 A′ �

D1 = |30| = 30, D2 =

∣∣∣∣
30 126

126 1008

∣∣∣∣ = 12364, D3 =

∣∣∣∣∣∣

30 126 132
126 1008 1121
132 1121 1278

∣∣∣∣∣∣
= 39911532

��>� �
(V.2.5)

�� �&�F��"�9�



0 0 2
0 1 0
2 0 6


 ����� � � 
��&����E 
*� �:�




D1 0
D2

D1

0 D3

D2




=




30 0
412 2

25
0 3228 540

39911532




� E.� E:�2� � 
�� � ( 
 � E.� �5� ��E.��>�������&!7� � �21� � ��K2G�� � � � 
�����!���� � H��"� E ���ME.� R
� G"E:��� �����J��K2G"E

��H1��� E ���5E:�
C
� ( 
 � ��E<��E:� �IJI � E<� E<� 
"G�E<� � � E �:E<� �&� 	 � 
 � �&�2���  
 
 # E<� 
"E<� E<G"E.� �I����&E 


� ��� � E 
*��E 
 � E.��� 
"� 	 E.�2��� ��H>�F� �&�2��� � 
 � L

� L*) L & � � � 
���E � ��E 
 � 	 � 
 � >���
(V.2.5) # � >��� 	 � 
 � 1��K2G �

��E.�
M

E<� 
"E � � � � E:��������K�G"E � ��(��� � � ��� K2G���
(K) 6= 2

� 
 � ��E.�JE 
 �IJI�E � �������� � 
 �1��E 

D1, D2, . . . , Dn 6= 0 # � � ������� � � 
 �1���"E 
*� �:� E.� 
�E.������ � � 
�1I�� >����� �



D1

�L L L
Dk

Dk+1�
L L L




� I�1�����+$"��>��� � 
 	 � 
 � � � � E.�(���J��K2G"E 
 � �JI�� 
"E<>��! �1��� E 
 ���ME.�
C
� � ����L � >�(��� �,E 
 ���5E:�

C
�

� �� � (α1, . . . , αn) =

(
α1 0L L L
0 αn

)
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� L*) L & � � �� �
(V.2.6)

� ���5E �:��E<I�IJE ��H��"� E ���ME.�
R
� 
 � C

� E � E.� � � � � E.�(���J��K2G"E � ��IJ� 
"E.�������"� ���ME.�
C
G">� E<� 
"E , �

v1, . . . , vn
� � �

s (v1, v1) = . . . =
s (vr, vr) = 0 # s (vr+1, vr+1) = . . . = s (vn, vn) = 1 # r ����� � ���2K2G s E<� 
 � E.������� !7E<��� � E<I�E��1�:L
� >����� �,E 
*��G�E �&�2E.������K�G � � E � E � � � � E:��������K�G"E � ��(��� � A ∈ Mn (C)

�J�(� � � 
 �&�2�"E 
*� �:� E<� 
"E.�
���� � � 
"�IJ� >�(��� ���




0 L L L
0

1 L L L
1


 = � �� � ( 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸

r

, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
n− r

)

r
����� E<� 
 � E.������� � ���2K2G A �ME<�����J� � �;�

r = � ��� (
�� � (s)) = � �J� (

� E.��

(A)) = n− � � (A)

L ' � E.�
� � � � E.�(������K2G�E � ��(��� �:E 
 ���ME.�

C
��� 
 � �&E 
"�� �  
 
 � � 
��&����E 
*� # � E 
 
 ����E � E 
"��E<I �5E 
 �  
��G" �ME 
ML

� ����J� � E.K2G"��E<I �

S =




1 0L L L
0 1

α1LLL
αk

0 · · · 0 1




�  
 
 MB (s) = ST ·MA (s) · S

� ��I � E 
 � ��� 
�� 
 � ��E ��E.��E.��� � 
" 
*��E # � � ! � I �&�9�
� E:� (MB (s)

)
= � E.� (ST

)
· � E.� (MA (s)

)
· � E.� (S) = � E.� (S)2 · � E.� (MA (s)

)

= � E.� (MA (s)
)

= � E.�
(
(s (vi, vj))i,j≤k+1

)

� � � E.��G�1I ��E 
 E<� 
"E	
"E.�"E � >����� � 	 � 

s
�5E � ��� I��JK2G � ������

B
�

MB (s) =




s (vi, vj)i,j≤k

s (vi, wk+1) = 0LLL
s (vi, wk+1) = 0

0 · · · · · · 0 s (wk+1, wk+1)




��
MB (s)

� I � K�� � E<�(���I � G��� ! � I �&�9�

� E.� (MB (s)
)

= � E.� (s (vi, vj))i,j≤k · s (wk+1, wk+1) =
k∏

1

s (wi, wi) · s (wk+1, wk+1)

�IJ� � ���&E � � 
"��K�G*��E � �JI�� 
�E<>��! �1��� L
r
����� E<� 
 � E<����� � � ���2K2G s �ME<�����J� � � # � E 
 
 r = � �J� (

�  � (s)) #� ��� �� � (s) = {x| s (x, v) = 0} = 〈v1, . . . , vr〉 .
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R

� L*) L*) � � �� �
(V.2.7)

� � � I
	&E<����E.����K2G"E:���M��H � G�E<��������>���
� � � � � 
�E � � � � E.�(���J��K2G"E � ��IJ� 
"E<>��! �&��� �ME<��� � �,� E.� 
�E ,F�2��G ��� � 
"�I �"������

v1, . . . , vn � E.� ! �&I ��&E 
 � E 
 : �&���-�
s (vi, vi) = 0

!����
i = 1, . . . , r

s (vr+k, vr+k) = +1
!����

k = 1, . . . , r+
s
(
vr+r++l, vr+r++l

)
= −1

!����
l = 1, . . . , r−

�  �5E.� � ��I��9�
r+r+ +r− = n # � 
 � � ��E�� E.����E r, r+, r−

��� 
 � E<� 
 � E<������� �5E.�����J� � � � ���2H �&E� � 
�	�>���� 
*� � �&E�� E 
 ���ME.� � E.��� �G"I5E<� 
�E.��, � � � � s (wi, wi) = 0,+1,−1
�2L

� �J� � ��E � E � � � � E.���2�J��K2G"E � >����� � ∈ � � � (n,R)
����� � � 
��&����E 
*� �,� �&E 
"�� E.� 
�E.��� �J � � 
"�I �! �&��� � E:�  �2�9�

� �� � ( 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
r

, +1, . . . ,+1︸ ︷︷ ︸
r+

, −1, . . . ,−1︸ ︷︷ ︸
r−

)

� E � E.�J��E �
' �

(i)
�

� � ������E 
 � � � H1G�IJE , �
v′1, . . . , v

′
n
# , � s (v′1, v

′
i) = 0

! ���
i = 1, . . . , r

� 
 � s (v′i, v
′
i) = 0

� � 
����,L
[
s (αiv

′
i, αiv

′
i) = α2

i s (v′i, v
′
i)
] � H1G�IJE

αi =
1√

|s (v′i, v
′
i)|
# ��E.� �:E { vi = αiv

′
i

!����
i = r + 1, . . . , n

vi = v′i
!����

i = 1, . . . , r
�� 
 
 �J�(�

v1, . . . vn
E.� 
�E � E � � 
"��K2G*��E , � L

� � 
 � E<����� �&�&E<��� �( ���
w1, . . . , wn

E<� 
"E � E<� ��E.��E � 1���J� � ���
s (wi, wi)

!����
i = 1, . . . , r′ : s (w1, . . . , wr′) = 0 # i =

r′ + 1, . . . , r′ + r′ + r′+ : s
(
wr′+1, . . . , wr′+r′+

)
= +1 # s (wi, wi) = −1

� � 
����,L

r = r′
� �� / ' �G"I � E.��� �"I�IJE 
 � 
 E<� 
"E.� , �50 = � ��� (

�  � (s))
� E.�(���K2G*��E

U =
〈
v1, . . . , vr+r+

〉
︸ ︷︷ ︸

s≥0

#

U ′ =
〈
wr′+r′++1, . . . , wn

〉

︸ ︷︷ ︸
s≤0

# �  s
(

r+r+∑

1

αivi,

r+r+∑

1

αivi

)
=

r+r+∑

1

α2
i s (vi, vi) ≥ 0

: � I � E.��� 
 � �
U ∩ U ′ = {0} ⇒ � ��� (U) + � �J� (U ′) = (r + r+) +

(
n− r − r′+

)
≤ n

⇒ r+ ≤ r′+
� 
 � r′+ ≤ r+ ⇒ r+ = r′+��>�������! � I �&� ���K2G1�

r− = r′−
# �  r + r+ + r− = n = r′ + r′+ + r′−' �

(ii)
��: �&I��1� ��"� � E.� � � 
 � E<�������1� E.���

� L*) L*) & � E%$ 
������ � 

(V.2.e)

� � ��� 
">����� � ����� 
 (A)

��E.�
s
� � � � E.�(������K2G�E � �JI�� 
�E<>��! �1��� 1��!

R
� 
 � ��E<�

A
� � � � E.�(������K2G�E � >���2� � # � ���ME<� A� � 
 �1���"E 
*� �:�

� �� � ( 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
r

, +1, . . . ,+1︸ ︷︷ ︸
r+

, −1, . . . ,−1︸ ︷︷ ︸
r−

)

�� 
 
 � E%$ 
"��E.��E 
 � ��� � ��E ��� � 
�>����� � ��� � 
 (A) = r+ − r−
L
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� L*) L*)6) ��������� � 
�� I��JK2G�E � E � E<����� 
�� � E<� �M��H � G�E<��������>���,E<�

� ����E<G"E �	
�E � ����K2G � � K2G 
�E<� � E.� � � � 
�!��"G���� 
�� � 
 � ��E ��E<E<I�IJE� I � E ���� �
� G"E<� >�������  
 �:�G"I5��E<E<I�IJE � ��IJI�����E<I�IJE 


f = 0 # f ∈ R [X ]� �����2� ��K2G"E � E:����E 
 � & �37 � � �
[a, b] , f1 = f, f2 = f ′, ..., fk ∈ R [X ]

f1 (a) , f2 (a) , . . . , fk (a) 
 
 �:�G"I � �&� �,E<��K2G"E 
�� E.K2G"��E<I

= V (a)

f1 (b) , f2 (b) , . . . , fk (b) 
 
 �:�G�I � �&� �:E<��K2G�E 
�� E<K2G"��E<I

= V (b)
��"�

V (a)− V (b) ⇒  
 �,�G"I ��E.E<IJI�E.� � ��IJI�����E<I�IJE 
 ��"!
[a, b]

L

fa = X2 + aX + 1 M (fa)
� � I
	&E<�(��E.�2� >�(��� � ��"�

X · f ′a
fa

=
∞∑

k=0

sk · x−k

︸ ︷︷ ︸� �1��E 
 �,�2E<�JG�E 
 �&E<�����I��
, M (fa) =

(
si+j−2

)

� � 
 �  
 �,1G�I � E:���2E<E<I�IJE 
 � �"I�IJ�(��E.IJI�E 
 	 � 
 fa
� ��� � 


(M (fa))
� � � � E.�(������K2G�E�� ��I�� 
�E<>��! �&�2� E 
 ��"!

R
L
V
I�H 2�� ����K2G��,E.��I�E�� E 
1�

V =
�  � (s)⊥V+⊥V−

� ���ME<�
V+ =

〈
v1, . . . , vr+

〉 , �2��G ��� � 
��I �"1���J� # s (vi, vi) > 0
�ME �,��E<G�� 
�� � � E<����E

V− =
〈
w1, . . . , wr−

〉
, �2��G ��� � 
"�I � ������ # s (wi, wi) < 0

L�� ��E.� �ME<�M��� 
 � r+
# r− E<� 
 � E<������� �ME<�����J� � �:L

(V+, s)
�
s (v, v) ≥ 0 # s (v, v) = 0 ⇒ v = 0 ⇒ s|

V+

�J�(� � � �������
	 � E%$ 
����,L
(V−, s)

�
s (w,w) ≤ 0 # s (w,w) = 0 ⇒ w = 0 ⇒ s|

V−

����� 
"E��&>��� 	 � E%$ 
����,L
� >����� �,E 
*��G�E �&�2E.������K�G"E�: �1��� ��IJ��E.��� 
 � �
��E.�

A ∈ � � � (n,R)
L �� 
 


A
� � 
 �1���"E 
*� �,�




Er+ 0

Er−

0 0




 
"� E.�2� � 
 � E 
1�
� � �

r # r+ � 
 � r−
��� 
 � E.� 
 � E<����� � �ME<������� � �

� �J� �
r # r+ � 
 � r−

��� 
 � E.� 
 	 � I�I�����H 
 � � � E<� ( 
�	�>���� 
*��E 
"� � �(��E.� � E.��� � 
 �&�2�"E 
 �,� I������E&L
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� L*) L*)37 � �� �
(V.2.8)

� / ' H�G"I�E.� �2E<E<I�IJE � �"I�IJ�(��E<I�I�E 
 0
' � E.� 
�E<� � �&I � 
 � �

f ∈ R [X ]
�&� ����E<� E.� 
�E � � � � E.���2�J��K2G"E � >�(��� �

M (f)
� � � ! � I � E 
 � E 
� � � E 
"��K�G"�!7��E 
1�

� � �
# {z ∈ C| f (z) = 0} =

� �
(M (f))

� �J� �
# {x ∈ R| f (x) = 0} =

��� � 

(M (f))

M (f) =
� � I 	&E<����E.��� >���2� �	 � 


f
� � � ���1�� � (f) = n

�
=

(
si+j−2

)

i,j=1,...n

# sk =

n∑

i=1

αk
i
#

� ���ME<�
f = c ·

n∏

1

(X − αi)
� 


C [X ]

� E � E<����� 
 � � E:� sk
# � ��E �IJI�E���E<E<I�I ��� 
 � �

Xf ′

f
=

n∑

1

X

X − αi
=

n∑

1

1

1− αiX−1
=

n∑

i=1

∞∑

k=0

αk
i X

−k =

∞∑

k=0

(
n∑

i=1

αk
i

)
X−k =

∞∑

k=0

skX
−k

� L*) L*) � � E<�J�(� ��E<I�E6�
(a) c f = X3 − 3X2 + 2 � f ′ = 3X2 − 6X n = 3, 2n− 2 = 4 s0, s1, s2, s3, s4
Xf ′

X
= 3X3 − 6X2 : X3 − 3X2 + 2 = 3 + 3X−1 + 9X−2 + 21X−3 + 61X−4 + . . .

�IJ� � ��� 
 � s0 = 3, s1 = 3, s2 = 9, s3 = 21, s4 = 61
� 
 �

M (f) =




3 3 9
3 9 21
9 21 61


 ,

� �
(M (f)) = 3

�����G�E<�"2�� � 
�1K�G
(5.2.17)

���
M (f)

����� � � 
��&����E 
*� �,�



3 0
6

0 10


 # � ��� r = 0, r+ = 3, r− = 0

⇒  
 �:�G�I�	 E.�2��K2G��JE � E 
"E:� � � � � I�E � E.� � � = 3
� 
 �  
 �:�G"I�	&E.����K2G"��E � E 
"E.� ��E<E.IJI�E 
 � � = 3

� � �
x = 1

x3 − 3x2 + 2 = x3 − x2 − 2
(
x2 − 1

)
= x2 (x− 1)− 2 (x− 1) (x+ 1)

= (x− 1)
(
x2 − 2x− 2

)

� �
=
{
1, 1±

√
3
}

(b) c f = X2 − a � a ∈ R � f ′ = 2x

Xf ′

X
=

2X2

X2 − a =
1

1− aX−2
=
∑

i

(
aX−2

)i
= 2 ·

(
1 + aX−2 . . .

) L��IJ� � ��� 
 � s0 = 2, s1 = 0, s2 =

2a
� 
 �

M (f) =

(
2 0
0 2a

)
,
� �

(M (f)) =

{
2

!����
a 6= 0

1
!����

a = 0

����� 

(M (f)) =





2
! ���

a > 0
1

! ���
a = 0

0
! ���

a < 0
, r+ = r− = 1

����FG�E<�"2�� !����
x2 − a = 0

�




a > 0 2
��E.E<IJI�E � � ��� 
 �&E 


a = 0 1
��E.E<IJI�E � � ��� 
 �

a < 0
�&E<� 
"E ��E<E.IJI�E � �&��� 
��

<�p c �M	I��h�u�h��g� ���
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� ��� 354/687�9;:+<
(IV.3)

? �5:DC�H�7P9N:¶L �g]R:��ROeC�HJ:+K
� L87�L & � �1��� 	�>��� � 

� �ME �,��1I�!A�I�I��

C ∼= R2

��E.�
z = u+ i · v ∈ C

L �	�&��� ‖z‖ =
√
z · z =

√
u2 + v2 =

√
〈(u, v) , (u, v)〉

� � � � � I�IJE 
 ! � I � E 
 � E  � �"�JI � � 
 �&E 
 ����� � �JE:��E 
1�

Cn × Cn → C : ((z1, . . . , zm) , (w1, . . . , wm)) 7→
n∑

i=1

zi · wi

� L87�L*) ��E%$ 
"� ��� � 

(V.3.a)

� G"E.�2� � ��E<��K2G�E : �&���
��E.�

V
E.� 


C �
� E.��� �&�2�21��� L �� 
 
 G�E<�+2��

h : V×V→ C
E<� 
"E G"E.�2� � ��E<��K2G�E : �1��� # � E 
 
 �&�JI �;�

� � � ∀v ∈ V
�����

h (v, ·) : V → C
IJ� 
"E<>�

� �J� � ∀v, w ∈ V
�
h (v, w) = h (w, v)

: � I � E.��� 
 �&E 
1�
 �

h (v + v′, w) = h (v, w) + h (v′, w) # � E 
 

h (v + v′, w) = h (w, v + v′) = h (w, v) + h (v′, w) = h (v, w) + h (v′, w)

�IJ� � �J�(� E<� 
"E G�E.��� � ��E<��K2G"E�: �1���  � � � ��� 	 �J� E.���(��E 
 �� � �"� E 
*�,L
� � � E<G�1���"��� 
�� �

h (α · v, w) = α · h (v, w)
L � � � ��I��9�

h (α · v, w) = h (w,α · v) = α · h (w, v) = α · h (w, v) = α · h (v, w)

� L87�L87 ��E%$ 
"� ��� � 

(V.3.b)

� � E.��� � ��E.��K2G�E � ��(��� �
A ∈Mn (C)

G"E<�+2�� G�E.��� ��������K2G # !71I�I AT
= A

L ����FG"E<�+2��9�
(

aji

)
=

(
aij

)
!���� 1I�I�E

i, j = 1, . . . , n

� L87�L�� � E<�����"�JE<I�E�! ����G"E.�2� � ��E<��K2G�E : �&��� E 

 � ��E<�

A
�&E�� E �5E 
 � ���

A =




1 i 2
−i 6i 3
2 3 6


 L A ������
��JK�G*� G"E.��� � ������K�G # � E 
 
 ! ��� G"E.��� � ������K�G"E

� >����� �,E 
 � ��I��9�
aii = aii

# 1I�� � aii ∈ R
� � ��E<�

B
� E��&E �ME 
 � � �

B =

(
1 2 + i

2− i 2

) L
B
�����FG�E.��� ��������K2G�E � >����� � # �  aji = aij

L
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� L87�L�� ��E%$ 
"� ��� � 

(V.3.c)

� Hn (C) = { G"E.�2� � ���J��K2G"E n× n � >�(��� �,E 
 }
� E.� E:�2� � 
�� �

A
�2E<E<I�I # A G"E.��� � ��E.��K2G ⇒ A

� � � � E.�(������K2G �
A
� � � � E.���2�J��K2G
Hn (C)

}
⇒ Hn (C) ∩Mn (R) =

� � �
(n,R)

� L87�L	� ��>���
(V.3.1)

��� E<��K2G���E.� �"� 
 � 	 � 
 G"E.�2� � ��E<��K2G�E 
 : �&�2� E 
 � ����K2G � ��(��� �:E 

� E.� !AE<�(��E:� � ������

A = {v1, . . . , vn}
����� � �JE ' � �1� � 
�� 
 �

h 7→MA (h) :=

(
h (vi, vj)

)

i,j

E<� 
"E � � .�E.����� � 
 � �F����K�G"E 
 � E.� � E 
 �&E � E.� G�E.��� ����E<��K2G"E 
 : �&�2� E 
 � 
 � � E.� � E 
 �&E � E.�G"E:��� ����E<��K�G"E 
 � >�(��� �:E 
 Hn (C)
L

� E<� ��E.�2G"� 
 � ��I��9�
( ���

v =

n∑

i=1

xi · vi
� 
 � w =

n∑

j=1

yj · vj
# �  
 
 ! �&I��1�;�

h (v, w) =

n∑

i,j=1

xi · yj · h (vi, vj) = (x1, . . . , xn) ·MA (h) ·




y1LLL
yn




� E � E.�J�9�

h (v, w) = h




n∑

i=1

xi · vi,
n∑

j=1

yj · vj


 h ��� � ��� �

=
n∑

i,j=1

h (xi · vi, yj · vj)

(#)
=

n∑

i,j=1

xi · yj · h (vi, wj)
(∗)
= (x1, . . . , xn) ·MA (h) ·




y1LLL
yn




' �
(#)

� G�E.����"� �:��E<G"E 
 � E.���(��1I�>��E 
-:�>��� �1��E 
 � ���JE.G"E
(V.3.c) �

: � I � E:��� 
�� � �
' �

(∗) � ��E<I �5E:� 
"�K2G��2E<K2G 
�E 
� � 
"��E � �"E 
 � �
V = Cn # A = {e1, . . . , en} # �  
 
 ��� 
 � � ����K�G (x, y) 7→ xT · A · y # A ∈ Hn (C) #�IJI�E G"E:��� �����J��K2G"E 
 : �&��� E 
 1��! � E<� Cn �&E�� E �5E 
5L

� L87�L � ��E%$ 
"� ��� � 

(V.3.d)

� �� � �����I5E<� 
�E.��G"E.�2� � ��E<��K2G�E 
 : �&�2�
��E.�

h
� E.�2� � ��E<��K2G�E�: �&��� L

� � � � E%$ 
"��E.��E 
 � �� � (h) := {v ∈ V|h (v,V) = 0} � � ��� � �I�� �  � �����I�	 � 
 h �5E �:E<��K2G 
"E.�,L �� E.� E:�2� � 
�� �
v ∈ �� � (h) ⇔ h (V, v) = 0� E � E.�J�9�

h (v, w) = h (w, v)
L � �F! �&I��1� � �JE	� E<G"�������� 
 ��L

<�{ c �R����}~�
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� L87�L�� ��>���
(V.3.2)

� E.� !AE<�(��E:� � ������
A = {v1, . . . , vn}

� 
 � v =

n∑

i=1

xi · vi
# �&�JI �9�

v =
n∑

i=1

xi · vi ∈
�  � (h) ⇔ MA (h) ·




x1LLL
xn


 = 0

� E � E.�J�9�  
"�I ��� �,�"� � E � E<��� � E<� ��>� �:E.�F!���� � ��E � � � � E.��E.������K2G�E � �JI�� 
�E<>��! �1��� (V.1.1)
L

� L87�L�� � �1��� I�IJ>�
(V.3.3)

��E.�
h
� E.�2� � ��E<��K2G�E�: �&��� L

�� 
 
1�
h

��JK�G*� ��"� � E<>�2��E.� # � L G5L"� �  � (h) = {0} ⇔ � E.��


(h (v,V)) = {0} # �I�� � G">�
MA (h)

� � I�I��2 
�� ⇔ MA (h)
����� ��E�� ��IJH>�<L

� L87�L &�� � �� �
(V.3.4)

� � 1���J� � E<K2G"��E<I ! ����G"E:��� ����E<��K�G"E : �&��� E 

� ����J� � E.K2G"��E<I�	 � 


A

"�K2G

B # S = MA
B

(
� � )

�� 
 
1�
MB (h) = S

T ·MA (h) · S� E � E.�J�9� ��E.I �ME.� 
�1K�G���E<K�G 
"E 

� L87�L &6& � E%$ 
������ � 


(V.3.e)
� � � 
��&����E 
 � 	 �&� � E:��� ����E<��K�G"E 
 � >�(��� �:E 


A,B ∈ Hn (C)
G"E.�"2 E 
 � � 
 �&�2�"E 
*� # � E 
 
 E.� E<� 
"E S ∈ ��� (n,C)

� � �"� � � �

B = S
T ·A · S

� E.� E:�2� � 
�� � ��E<��E 

S ∈ ��� (n,C) # A ∈ Hn (C)

L�( �(� 
�� 

ST ·A · S ∈ Hn (C)

�

�� 
 
 � � 2���E � E.I���E 
1�
ST · A · ST

= ST ·A · S L
� � � ��I��9�

ST ·A · S = ST · A · S = S
T · A · S

�  A ·B = A · B � 
 � ST = S
T L

��"! � E.�� 
 � E.��E 
 � E<� ��E6�
(
ST ·A · S

)T

=
(
ST ·A · S

)T

= S
T ·AT · ST

T
= S

T ·A · S

�  (A · B)T = BT · AT � 
 � A
T

= A

��K2G ��E%$ 
"� ��� � 
ML

( ���I�I��&E<� E<� 
"E 
 !A�I���K2G �
S

T · A · S 6= S
T · A · S !���� S ∈ ��� (n,C)

� � G�I � E%$ 
��JE.����G�E<���9� �� � E��&E 

(
S

T ·A · S
)T

=
(
ST · A · S

)T
= S

T ·AT · S = S
T ·A · S

�IJ� � � (
S

T ·A · S
)T

∈ H (C)
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(V.3.f)

��, �2��G ��� � 
�1I � ����J� E<� 
�E.��G"E.�2� � ��E<��K2G�E 
 : �&�2�
��E.�

h
E.� 
�E G�E.��� ����E<��K2G"E : �&��� ���!

V # A = {v1, . . . , vn}
G"E<�+2�� ,F����G ��� � 
"�I � ������ 	 � 


h
� E 
 


� ��I �;�
h (vi, vj) = 0

!����
i 6= j

� >����� �,E 
*��G�E �&�2E.������K�G"E�: �1��� ��IJ��E.��� 
 � �

A
�J�(� ,F����G ��� � 
"�I � ������ ⇔ MA (h) =

(
α1 L L L

αr

)
� ���

αi ∈ R

� E � E.�J�9�
/ ⇒0 �&E 
"E.�2E<IJI � ��I �;� h (v, v) ∈ R # � E 
 
 h (v, v) = h (v, v)/ ⇐0 � I�>� 
��K2G ��E%$ 
"� ��� � 

� L87�L & 7 � �� �

(V.3.5)
� � I 	 E<�(��E.��K2G�E.���5��H � G�E<� ������>� � !�����G"E:��� ����E<��K�G"E : �&��� E 


(i)
��E.�

(V, h)
E<� 


C �
� E.��� �&������"� � ���$G�E.��� ����E<��K2G"E.�4: �1��� L$�� 
 
 � � �"� E<� E<� 
"E��&�2��G ��� � 
"�IJE' E:��IJE � � 
�� !����

V
�

V =
�� � (h) + V+ + V−

� ���
v ∈ V+ ⇒ h (v, v) ≥ 0

L�:��I�IJ�
h (v, v) = 0 ⇒ v = 0

�ME �,�JE<G�� 
 �&� � E<����E
w ∈ V− ⇒ h (w,w) ≤ 0

L�:��IJI��
h (w,w) = 0 ⇒ w = 0

(ii)
��E.�

A ∈ Hn (C)
L �  
 
 � � �"� E<�

S ∈ ��� (n,C)
� � �

S
T ·A · S =




Er+
0

Er−

0 0




�� �ME<�5��� 
 � r+
# r− E<� 
 � E.������� �5E.�����J� � �,L� E � E.�J� �,�

(ii)
�

��E.�
A =




a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2nLLL LLL L L L LLL
an1 an2 · · · ann


 ∈ Hn (C)

� ���ME<�
aii ∈ R

� 
 � aji = aij

' ��� � E.��E<� 
"!71K�G�� 
 � � E.� � E<K�G 
�� 
�� ��E<� 
�� 
 n = 2
L

���� � � �����
A =

(
α b

b β

) # � � � α, β ∈ R
� 
 � b ∈ C

:�1I�I & �
α 6= 0

L � � � ! �1��� E 
 � � � E<� 
"E.� � � � � E:��������K�G"E 
 ���� 2 � � �&� �  
 � E.��!A�G���E 
 �"� L
��E.�

S =

(
1 − b

α
0 1

) L �� 
 
1�

S
T ·A · S =

(
1 − b

α
0 1

)T

·
(
α b

b β

)
·
(

1 − b
α

0 1

)

=

(
1 0

− b
α 1

)
·
(
α 0

b −b · b
α + β

)

=

(
α 0

0 β − b·b
α

)
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� ��E E.��G�1I ��E 
 �F� � 
�� 
 ±1
!���� � ��E � � 
*���2H �&E �

α 6= 0

"�K2G � �1����"����E.� �:� 
 ��L ��E<� 
�� 


β′ = β − b · b
α

�
β′
�J�(� ��E<E<I�I �2L � � � ��I �;�

(
x 0
0 1

)T

·
(
α 0
0 β′

)
·
(
x 0
0 1

)
=

(
x 0
0 1

)
·
(
α 0
0 β′

)
·
(
x 0
0 1

)

=

(
α · x · x 0

0 β′

)

:�1I�I��
α > 0

� ��E:���,E
x :=

1√
α

L�:�1I�I��
α < 0

� ��E:���,E
x :=

1√−α
L

���� � � E.��G��I���E 
 �F� � �
A 

( α
|α| 0

0 β′

)
=

(
±1 0
0 β′

) L

� � � 	 E:��!A�G���E 
  
"�I ��� ! ���
β′
� 
 � E.�2G"�I���E 


(
±1 0
0 ∗

) # � � �5E.� ∗ = −1, 0,+1
L

) L5:��I�I�� ��E<� 
�� 

α = 0

L � � � � 
*��E.����K2G"E.� � E 
 
�� 
 ��� E.��� E<� ��E.�2E :�H�I�IJE3�
��E.�

β 6= 0
L �� 
 
 ��1����K2G�E 
 � ��� � ��E 0

� 
 � β � ���2K2G E<� 
"E � � � � E.�(���J��K2G"E ���� 2 � � �1� �  
 ��5�2 
���! �1��� >��� � 
 �
(

0 b

b β

)
 

(
0 1
1 0

)T

·
(

0 b

b β

)
·
(

0 1
1 0

)
=

(
β b

b 0

)

� � 
 � � 
 
"E 
 � ��� � E 
 E.���(��E 
 :��I�I� 
�� E 
 � E 
5L
��E.��
�� 


β = 0
L �� 
 
 E.��G"�I ��E 
 �F���%�

(
1 γ
0 1

)T

·
(

0 b

b 0

)
·
(

1 γ
0 1

)
=

(
0 b

b γ · b+ γ · b

)

:�1I�I��
b+ b 6= 0 # �  
 
 ��E.���,E b := r · i � 
 � � E 
 � E � E 
 	 �&�2G"E.��� � E 
 :��I�I� 
5L

:�1I�I��
b+ b = 0 # �  
 
� H�G"I�E E<� 


γ ∈ C # � � �  2 γ · b+ γ · b 6= 0
� 
 � � E 
 � E	��� � � E 
 :��I�I  
5L

� L87�L & � � K2G"E<�  � E.������ � � 
"�IJ������E.��� 
 � � 	 � 
 � >���2� �,E 
 �
� ��� 
 � �1�ME.��>��� � 
�E 
1� � � � � E.�(���J��K2G"E � ��IJ� 
"E.��2! �&��� E 
 � S

T · A · S
� � � � E.�(������K2G�E.� ���� 2 � � �&� �  
 � � ��� �,E%2�� � E<� a ∈ C

�

S S
T ·A A · S

v t��i	I��b����i����	��ih�� }£�i	8�N���������
a i

k 	I�>mn���i���A}£�i	
a
}>t��
	��ib��i���������I	

i
k 	I�)�Nbg� �i	I�a}~�
	

a
}®t��i	I��b����i���i����	

rS���I	���t�������t���u
i
k 	��At����

j
k 	��>mn�������8����I	���t��I����	

i
k 	I�At��g�

j
k 	I�)�Nbg� �i	I�a�����	�� t�������	

�����;�
	��ih�� ���������-rW�i���
�¤���������
a

�����;�
	��ih��Y�;���
a
k �¤��������� �;��� �����;�i	I��h�� �;���

a
k �¤���������'�����

j
k 	I���©mn���i���A��t��

i
k 	����xmn�����i�

j
k 	I���x�Nbg� �i	I�A��t��

i
k 	����Y�Nb����
	��

�Ms�s������;t���u�rRk�!�! cS¡ ��t�����h�bn������	I��h������

��K�G"I��JE%2 I���K2G E.��G�1I ��E 
 �F���%�
S

T ·A·S =

(
α1 0L L L
0 αn

)
L
A
IJ��E<!AE.����G"E.�2� � ��E<��K2G�E�: �1���

hA
�

Cn×

Cn → C # (x, y) 7→ xT ·A · y
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hA
� , �2��G ��� � 
�1I � ����J� ��� 
 � � �JE ��� �I���E 
�	&E.��� �&��E 
	 � 


S
�

S =



↑ ↑
v1 · · · vn

↓ ↓


 ⇒ A · S =




↑ ↑
A · v1 · · · A · vn

↓ ↓




���G�E.� � �JE � >�(��� �,E 
�� �"I �����"IJ� ��>��� � 
 � 
 
"E<��E.� � E.�2���ME.�����
	&E6�


← a1 →LLL
← an →


 ·



↑ ↑
b1 · · · bn
↓ ↓


 =


 〈ai, bi〉




i,j

� ���ME<� 〈·, ·〉 � ���� �� 
 � >� � �����IJ>�2����� � ����� �����,L � �� � � ! � I �&�9�

S
T ·A · S =


 vi

T ·A · vj




i,j

� � � ! � I � E:��
1�
vi

T · A · vj = δij · αi

� L87�L & � ��E.� ���2��� 	 E � � 
"�(���2������� � 
 	 � 

S

S
����� � � � � ����� 	 � 
 � � ! �&��� � 
 �&��� >���2� �,E 
1� S = S1 · S2 · . . . · Sr−1 · Sr�� 
 
1�

S = E · S1 · S2 · . . . · Sr−1 · Sr
� � ��E<��E<I �ME � E.�(��E 
	 � 
 ��� ! �1��� � 
 � ��� ��(��� �:E 
 ��"!

E
 
 � E �  
 � � ��L � � 
 � E 
 � E 
 �F� ��! � I �

� E 
 � E.� ��K2G�E<�   
 �

A → Sr
T · . . . · S1

T · A · S1 · . . . · Sr =

(
α1 0L L L
0 αn

)

E → E · S1 · S2 · . . . · Sr = S

� ��E $ 
 � E.�F�  
 � �JE Si
� � � � ! �&��� � 
 �&E 
 � �

��E��&E �ME 

A ∈ Hn (C)

� ' �"E.�2��� �ME.�(���K2G*��E 
�F���
a11

�

A =




a11 ∗· · · · · · ∗
∗····∗

∗ · · · · · · ∗····
····∗ · · · · · · ∗




 
"� E.�2� � 
 � �
a11 ∈ R # �  E.� 
�E�G"E.�2� � ����K2G�E � >���2� � 
����F�2E<E<I�IJE � E:�2��E�1��! � E:� ���� � � 
�1I�E 
G">�,L

� � 
 � 
*��E:����K2G�E<� � E 
 �F� � ��� E.� :�H�IJI�E6�& L :��IJI
a11 6= 0 ⇒ � ����K2G � �"1I ��E 
��"� ! �1��� � 
 � E 
 � 
 � ���J� �"I �� 
"E ' E<�JI�E 
���� ! �&��� � 
 �&E 
E.��G��I���E 
 �F� �

A′
� � �

A′ =




a11 0 · · · · · · 0
0····
0

B




����E � >����� �
B
�J�(� � 
 � ��E<��E.� :��I�I��F��E � E:� G"E.��� � ����K2G"E � >�(��� ��� BT

= B
L

<�{ c �R����}~�
	��I�����A��h���}~��� ��	�	Ib c �����¤�I}~� 	I�D_ }���	�����}���	��i�$_ t����ikl��h��I	I}®t�����_ �;�G� �I���I��b;	



`a� b��
	�����r c �Q�����i����� ���a�Rª t�}~� �N���i	I�arMkl{�{

��E.�
S0

T · B · S0 =

(
β1 0L L L
0 βn−1

)
L �� 
 





1 0 · · · · · · 0
0····
0

S0




T

·




a11 0 · · · · · · 0
0····
0

B



·




1 0 · · · · · · 0
0····
0

S0




=

(
α1 0L L L
0 αn

)

) L5:��I�I��
a11 = 0

� � 
 � 
*��E:����K2G�E<� � E 
 �F� � ��� E.� � E<����E.��E :�H�I�IJE3� � ∃a1j 6= 0 ⇒ �"�����E 
 � E ��� �I���E 
 � �ME �,�JE<G�� 
 �&� � E<����E ' E<�JI�E 
� � � � ��� � 
�E 
 I���E<!AE.��




a′11 ∗· · · · · · ∗
∗····∗

∗ · · · · · · ∗····
····∗ · · · · · · ∗




� � �
a′11 6= 0

� � �IJI�E
a1j = 0 ⇒ �IJI�E � � 
*�(��H � E � 
 � E.� E:������E 
 � � �I ��E ��� 
 � � �"I�I # �  ai1 = a1i

L � � �
E.��G��I���E 
 � �� � �;� 



0 0 · · · · · ·0
0····
0

B




� L87�L & � � ���� � ��K2G�� � � ����K�G"E<� ,F�2��G ��� � 
"�IJ������E.��� 
 �&� 	&E.��!A�G��2E 

��E.�

h : V ×V → C
G�E.��� ������K�G"E : �&��� � � �

MA (h) =

(
h (vi, vj)

)

� �1����"����E.� �:� 
 � �� I�IJE	� ����"��� � 
 �1��E 

Dk =

∣∣∣∣∣∣∣

h (v1, v1) · · · h (v1, vk)LLL
LLL

h (vk, v1) · · · h (vk, vk)

∣∣∣∣∣∣∣
6= 0

��"�
v1, . . . , vn

E.�2G"H�I�� �  
 � �JE , �2��G ��� � 
��I �"1���J�9� w1 = v1
# wk+1 = vk+1 +

k∑

j=1

αj · wj

� ����FG"E<�+2��9� 〈v1, . . . , vk〉 = 〈w1, . . . , wk〉
� 
 � wk+1⊥ 〈v1, . . . , vk〉

� � 
 �(��E.IJI � ���JK�G � ��E :��� �&E # �F��E �  
 � ��E αi
�ME.��E.K2G 
�E.� � � � �&�JI �9�

0 = h (wi, wk+1) = h (wi, vk+1) + αi · h (wi, wi) ⇔ αi =
h (wi, vk+1)

h (wi, wi)

' ����H>� �:I��JK�G"E � � � E 
���K2G��!7��E 
1�
Dk =

k∏

i=1

h (wi, wi)
# � �� ���9� h (wk+1, wk+1) =

Dk+1

Dk
 
 � E:���F��"� �&E � � �"K����9�

MA (h)
�J�(� � � 
 �1���"E 
*� �,�

(
D1 L L L

Dk

Dk−1

)

, � � � E ��"���� � E �F� � � ��"K�G �I�����>� � 	 � 
 � ��"K2G � �ME �,E<��K2G 
�E.�,L
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(V.4)

?xXYV��-<I7 F L �g]R: � ��� � VWKM7P9 
2C�: �©: �z9;OeC�C 
2VWHJ:
� L���L & � �&� �ME<� E.��� � 
 �
� ��E.� �

K = R
� � E:� C # �ME.�(���K2G*��E K �

� E:��� �1�2��H��"� E �,�"���� � E 
 � � �
�  �

K = R
� � � � � E.�(���J��K2G"E � ��IJ� 
"E.��2! �&���

� � �
K = C

� G"E.�2� � ��E<��K2G�E : �&���
( 
 �ME<� � E 
 :�H�I�IJE 
 �5E �:E<��K2G 
"E 
 � ��� � ��E : �&��� � ���

h
 
"� E.�2� � 
 � � E<� 
"E�G"E:��� ����E<��K�G"E : �1��� E<� 
 �&E<��K�G���H 
���� ��"! � ��E���E.E<IJI�E 
 ' 1G�IJE 
 � E�� E 
�E.����E.�2��,� E<� 
�E.� � � � � E.�(������K2G�E 
 � �JI�� 
"E<>��! �1��� L

� L���L*) ��E%$ 
"� ��� � 

(V.4.a)

� � ���I�����"��� � ����� 〈·, ·〉
〈·, ·〉 � V×V→ K

����� E<� 
�E�� � ��� ���
	 � E%$ 
�����E
�  �

K = R
� � � � � E.�(���J��K2G"E � ��IJ� 
"E.��2! �&���

� � �
K = C

� G"E.�2� � ��E<��K2G�E : �&���
���� �ME � E<����E.� # �  2 �,�"��H>� �:I���K2G � ��I��9� ∀v � h (v, v) ≥ 0 # ∀v 6= 0

�
h (v, v) 	 0

� L���L87 � E<�����"�JE<I�E�! ��� � ���� ���I�>�2�"��� � �����
�  � � �� 
 � >� � �����IJ>�2����� � �����;� Cn × Cn → C

L � � � ��I��9�
((z1, . . . , zn) , (w1, . . . , wn)) 7→ 〈(z1, . . . , zn) , (w1, . . . , wn)〉 =

n∑

i=1

zi · wi

� � ��� ���
	&E ��E%$ 
"� ��G�E<� �;�
〈(z1, . . . , zn) , (z1, . . . , zn)〉 =

n∑

i=1

zi · zi =

n∑

i=1

|zi|2 ≥ 0

:�1I�I�� n∑

i=1

|zi|2 = 0 ⇒ |zi| = 0 ∀i ⇒ zi = 0 ∀i ⇒ z = 0

� � � � � 
���K2G���H 
�� � 
���	 � 

(a)

��"!
Rn × Rn → R

� 〈(x1, . . . , xn) , (y1, . . . , yn)〉 =
n∑

i=1

x1 · yi

� K � C (X,R)× C (X,R)→ R
� � �

X = [a, b]

� ���I�>�2�"��� � ����� � ��� ��E �F��K2G*�9� (f, g) 7→
∫ b

a

f (t) · g (t) · w (t) dt

w (t)
�J�(� E<� 
"E �(��E.��� � E ��E � �JK2G*����!7� 
������ � 
 # ��� �ME<� g (t) > 0

1��!
X����E<��E<� � E<�J�(� ��E<IM�J�(� � � �������
	 � E%$ 
���� # � 

∫ b

a

(f (t))
2 · w (t) dt ≥ 0

∫ b

a

(f (t))
2 · w (t) dt = 0 ⇒ f ≡ 0

���!
[a, b]

��K�G � 
 �&E �,E<���1� �ME<� � E.����E;$ 
"� ��� � 
 	 � 
 ��E%$ 
"� ��G�E<� �:L
� � � � � 
���K2G���H 
�� � 
���	 � 
 (c)

E 
 � IJ��K2G � �J� E 
���� � 
"�I�E �5E<��I���H���� E��E:� ����"� � E:� � � I�� 
 �&� E��J�(�FE 
 � I��JK2G � ��� E 
"��� � 
��I��
Pk ([a, b]) = {f : [a, b]→ R # f � � I�� 
 �&� 	 � � � �� � ≤ k}

� � � ��I��9� � �J� (Pk) = k + 1
L���"!

Pk
�����

(f, g) 7→
∫ b

a

f · g · w dt
E<� 
 � ���I�>�2�"��� � �����,L
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� L���L�� ��E%$ 
"� ��� � 

(V.4.b)

� E<��� IJ� � ����K2G�E � 
 � � 
"� ��H��2E.� � E.��� �&�2������
 � .�E.� �,�F�I�� � � 
�	 E 
*��� � 
 �

V
����� E<� 


K �
� E.��� �&������"� � 
 � 〈·, ·〉 E<� 
 ����1I�>�2�"� � � ����� ��"! V

L
: ���

K = R
������E<K2G�E 
 �F� � 	 � 
 E<� 
�E<� E<��� I�� � ����K2G�E 
 � E:��� �1�2����"� L

: ���
K = C

������E<K2G�E 
 �F� � 	 � 
 E<� 
�E<� � 
�����H>��E 
�� E.��� �&������"� L

� L���L�� ��>���
(V.4.1)

� E � E.� ��
*��E.��	&E.��� �1�2����"� E.� 
�E<�FE<��� I�� � ����K2G�E 
 �ME �,�JE<G�� 
 �&� � E<����E � 
�����H>��E 
 � E.��� �&������"� �����

"��K2G*� ��"� � E<>�2��E.�,L
���� G"E<�+2��;� ����	� ���� � ��K2G�� � � � � E.��!A�G��2E 
 ������� 
��
	&E.����E<IJI$ 
�� E 
 � � >� � 
 � I��JE<!7E.�2� � 
��K2G
�	�&�2� ��E.��� 
 � � E<� 
"E ,F�2��G � 
 �1��� 1I � ����J� � , �	� �2L

� L���L	� ��E%$ 
"� ��� � 

(V.4.c)

��,F�2��G � 
 �1��� 1I ����"�
� � � ��I��9� 〈vi, vj〉 = 0

! ���
i 6= j

� 
 � 〈vi, vi〉 = 1

� L���L � � E � E<��� �,� ��>���
(V.4.1)

��E.�
U < V

� 
 � 〈·, ·〉|
U

=: h′
� � � 
"��K2G���H 
�� � 
 � � E.� : �1��� 1��! � E 
 � 
*��E.������"� �: ��� � 1� �� � � ���I � ��I �;� �  � (h′) = {u ∈ U| ∀u′ ∈ U

�
h′ (u, u′) = 0} L( 
"� �5E.� � 
 � E.�2E � H�G"I�E

u′ = u
L � �� G"E.�"2��9�

h′ (u, u) = 〈u, u〉 = 0
L � 1K�G ��E%$ 
"� ��� � 
 � E.�� ���I�>�2�"��� � ������E<�F! � I �&�9� u = 0

�IJ� � � ��I�� !���� � 1� �� � � ���I�� 〈·, ·〉|
U

= 0
!���� �IJI�E ��
*��E.�2��H���� E&L

' � � ���� � � K2G"� � � �9� v1, . . . , vn
# Uk := 〈v1, . . . , vk〉 # 〈·, ·〉|Uk

L ����E �ME<��K2G���E.� �ME 
 � E�� >�(��� � �J�(�;�
(
〈vi, vj〉

)

i,j≤k

� � � �F������E 
1� �� � (h) =
� E.��
 (

MA (h)
)

���� � �;� �  � ( 〈·, ·〉|
Uk

)
= 0 ⇒ � E.�

(
〈vi, vj〉

)

i,j≤k

6= 0

��"�
v1, . . . , vn

�&E �F� 
 
*� �  
 , �2��G ��� � 
�1I � ����J�
w1, . . . , wn

# �IJI�E h (wi, wi) 	 0
� � 
 � �&IJI�E 
 � ���

αi
�5E.�����J� � E 
 # � � �  2 h (α · wi, α · wi) = 1

L
� �K2G � E%$ 
������ � 
1�

h (α · wi, α · wi) = α · α · h (wi, wi)
L � H�G"I�E 
�F� �
�� 


α =
1√

h (wi, wi)
# � �

E.��G��I���E 
 �F� � � ��E � E � � 
"��K2G*��E , �2��G � 
 �&�2� �I � ������
(

1√
h (w1, w1)

w1, . . . ,
1√

h (wk, wk)
wk

)
L
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� L���L�� � E<�����"�JE<I�E�! ��� � ��E	� E.�2E<K2G 
�� 
 � E<� 
"E.� , �2��G � 
 �&�2� �I � ������
��E.�

V = R2 � 
 � 〈·, ·〉 � ���� �� 
 � �� � �����I�>�2�"��� � �����,L
� � 
 ��E<��E 


v1
# v2 �&E�� E �ME 
 � ��� v1 = (1, 1)

� 
 � v2 = (2, 3)
L	� 1K�G � �21� � ��K2G�� � � � ! �&I��1�;�

w1 = (1, 1) , w2 = v2 + α1 · w1

� E 
 
 �F��� 
�� 

w2

�ME.��E<K2G 
"E 
 # � � 
���� �:E 
 � ��� ��"� # �  2 w1 ⊥ w2
L � 1�FG�E<�+2��;�

0 = 〈w1, w2〉 = 〈w1, v2 + α1 · w1〉 = 〈v1, v2〉+ α1 · 〈v1, v1〉
� � 
"��E.� �:E 
 IJ��E<!AE.���;�

0 = 5 + α1 · 2 ⇒ α1 = −5

2
⇒ w2 = (2, 3)− 5

2
· (1, 1) =

(
−1

2
,
1

2

)

� � � E.��G�1I ��E 
 � �� ��� ! �&I��&E 
 � E ,F����G ��� � 
"�I � ������;� (1, 1) #
(
−1

2
,
1

2

)

��� E<� 
"E , �2��G � 
 �&�2� �I � ������ �:� E.�2G"�I���E 
 � �"����E 
 �F��� 
�� 
 � ��E�, �2��G ��� � 
"�I � ������ 
 �&��� ��E ���E 
ML � � � E.��G�1I ��E 
1�
1√
2
· (1, 1) ,

1√
2
· (−1, 1)

y

x
1

1
r =
√

2

�Ms�s������;t���u�rRk�!�p cS¡ ��h�}~�1	��I���������W����	�����b��I��	�� 	I��h�� �;��� �W�I	I��h���h���}�� ��s����I���������	Ih��I���
�IJI�E ,F����G � 
 �1��� �I �"1��E 
 � E<� R2 �

‖v‖ = 〈v, v〉 = �5H 
�� E 	 � 

v =

 � ���� 
 � 	 � � � ��IJI � � 
����
�IJI � E<� E<� 
 � ��I�� !���� � E 
 � � 
��&E<I ���F����K2G�E 
 � � E<� � E.��� �&��E 
 � 	&E.� � I�E<��K2G"E

(1.3.5)
�

cos (]) =
〈v, u〉
‖v‖ · ‖u‖

����E , ��G � 
 �&��� �I � ���E 
 � E<� R2 ��� 
 � ��� E<� � E.��� �1��E 
 � E.���5H 
 �&E � � 
"� # � ��E ��E 
�����E<K�G*����"! �E<� 
" 
 � E.������E<G"E 
5L

� L���L�� � E:����� � � 
 � � ���IJ>�2����� � �����
���������1I�>�2�"� � � ����� I��JE.!AE.�2�4/ ��"����H 
 � E 0 # � �� G�E<�+2�� � E.�(����� � 	 E.� � I�E<�JK�G"E� 
��I � ���J� �
V
��E<�5E<��� I�� � ����K2G�E.� �ME �:��E<G�� 
 � � � E<�J��E�� 
�����H>��E.� � E.��� �&������"� � 
 � 〈·, ·〉 ��E.��� ���I�>�2�"��� � �����,L

� L���L &�� � E%$ 
������ � 

(V.4.d)

� �	�1��� # � E:����� �
� � � � E%$ 
"��E.��E 
 � ��E �	�&��� ��"!$E<� 
"E<� � E:��� �1�2����"�

V
���ME.� � ���� ���I�����"��� � �����;�

‖v‖ := 〈v, v〉
��E.�JE 


v, w ∈ V
L � � � � E;$ 
"��E.��E 
 E<� 
"E � E.�(����� ��"! V

���ME.� � ��E �	�&�2� �
d (v, w) := ‖v − w‖ := 〈v − w, v − w〉
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� L���L &6& � �� �
(V.4.2)

� � ���&E 
"��K2G"�!7��E 
 � E:���	�&���
��E.�

V
E<��� I�� � ����K2G�E.� �ME �:��E<G�� 
 � � � E<�J��E�� 
�����H>��E.� � E.��� �&������"� L

� � � E<I ��E 
 � ��E ! � I � E 
 � E 
 � � � E 
���K2G��!7��E 
1�
� � � ‖v‖ ≥ 0 ∀v ∈ V

� �J� � ‖v‖ = 0 ⇒ v = 0

� ���J� � ‖α · v‖ = |α| · ‖v‖ ∀v ∈ V ∀α ∈ K
� �
	 � ����E<��E<K�� ��� 
 �&IJE.�JK2G�� 
 � � ‖v + w‖ ≤ ‖v‖+ ‖w‖

� L���L & ) � �� �
(V.4.3)

� � 
 � I�E<��K2G�� 
�� 	 � 
 � ��"K2G � � � K2G�� �� �
( ���

V
E<� 
 E<��� IJ� � ����K�G"E.� � � E:� � 
"� ��H>��E:� � E.��� �1�2����"� # � � �&�JI � !�����1I�I�E u, v ∈ V

�
|〈u, v〉| ≤ ‖u‖ · ‖v‖

��I�E<�JK�G"G"E.��� � ��I�� � E 
�1� �  
 
 # � E 
 
 u � 
 � v
IJ� 
"E<>�� � G�H 
�� � � ��� 
 � L� E � E.�J� � � � 
"E.G"� E 
 E.� 
�E :��I�IJ� 
*��E.�2��K2G�E<� � � 
�� 	 �1� �& L5:��I�I�� 〈u, v〉 = 0 ⇒ � E.G"�������� 
 �

) L5:��I�I�� 〈u, v〉 6= 0
L5: ��� �IJI�E

λ ∈ K
� ��I��9�

0 ≤ 〈u+ λv, u+ λv〉 = ‖u‖2 + λ · 〈v, u〉+ λ · 〈u, v〉+ |λ|2 · ‖v‖2

= ‖u‖2 + 2< (λ) · 〈u, v〉+ |λ|2 · ‖v‖2

�� 〈u, v〉 6= 0
����� � 
"� �ME<� � 
 � E:��E v 6= 0

L � � 
 ��E.���,E
λ := − |〈u, v〉|2

‖v‖2 · 〈u, v〉
L ��E:���,E 
 �F���

λ
� 
 � �JE

���"���&E : �1��� E<I E<� 
 # � � E.��G��I���E 
 �F� � �
0 ≤ ‖u‖2 + 2< (λ) · 〈u, v〉+ |λ|2 · ‖v‖2

= ‖u‖2 − 2 · |〈u, v〉|
2

‖v‖2
+
|〈u, v〉|2

‖v‖2
= ‖u‖2 − |〈u, v〉|

2

‖v‖2
���� � � E.��G��I���E 
 �F� � �

0 ≤ ‖u‖2 − |〈u, v〉|
2

‖v‖2
⇔ |〈u, v〉|2 ≤ ‖u‖2 · ‖v‖2

��"! �1��� 
 � � E.��� � 
 �&� � 
"��E � E.��� ��� �,E<I�! �&I��1�;� |〈u, v〉| ≤ ‖u‖ · ‖v‖��I�E<�JK�G"G"E.��� �
/ ⇐0;� � E<��E 
 u � 
 � v

I�� 
"E<>�� � G"H 
�� � ��L , �
u = µ · v L �� 
 
 ! � I �&�9�

|〈µ · v, v〉| = |µ| · 〈v, v〉 = |µ| · ‖v‖2

/ ⇒0 ��I�E<�JK�G"G"E.��� ⇔ u = −λ · v =
|〈u, v〉|2

‖v‖2 · 〈u, v〉
· v L � �� � � ��� 
 � u � 
 � v I�� 
�E<>�  � G�H 
 � � ��L
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� L���L & 7 � E � E<�J� �:� � �� �
(V.4.2)

� � ���&E 
"��K2G"�!7��E 
 � E.���	�&���
' �

(1)
� 
 � (2)

� �� 〈·, ·〉 � � �������
	 � E%$ 
��JE:� ����� 〈u, v〉 ≥ 0
� 
 � 〈u, v〉 = 0 ⇔ u = 0

⇒
√
〈u, v〉 = 0

� ��� ��IJE.�JK2G�G"E<� � ⇔ u = 0' �
(3)

� � �K2G � E%$ 
������ � 
 ! �&I��1�;�
‖α · u‖ =

√
〈α · u, α · u〉 =

√
α · α · 〈u, u〉 =

√
α2 · 〈u, u〉 = |α| ·

√
〈u, u〉 = |α| · ‖u‖' �

(4)
� � �K2G � E%$ 
������ � 
 ! �&I��1�;�

‖u+ v‖2 = 〈u+ v, u+ v〉 = 〈u, u〉+ 2< (〈u, v〉) + 〈v, v〉︸ ︷︷ ︸
(∗)

� � 
 ��K2G"H>� �:E 
 �F� � �,�"E.���(� � E 
 ��E<�I���E<��I� � � 
 �  
���K2G�IJ��E%2 E 
 � � ��� � E.� � 
 �&IJE<��K2G�� 
 � 	 � 
� ��1K�G � � � K2G�� �� �	�

(∗) ≤ 〈u, u〉+ 2 · |〈u, v〉|+ 〈v, v〉
CSU

≤ ‖u‖2 + 2 · ‖u‖ · ‖v‖+ ‖v‖2 = (‖u‖+ ‖v‖)2

��"! �1��� 
 � � E.��� � 
 �&� � 
"��E � E.��� ��� �,E<I�! �&I��1�;� ‖u+ v‖ ≤ ‖u‖+ ‖v‖

� L���L & � : � I � E.�2� 
 � 1������>� �
(V.4.2)

� ��E%$ 
"� ��� � 
 � E.��� E.�(��� �

d (u, v) := ‖u− v‖ � E%$ 
"��E.�2� E.� 
�E � E:����� � 1��! V� E � E.�J�9� �  
 ��E<K2G 
"E � ��E � � � E 
���K2G��!7��E 
 E<� 
�E.� � E.�(����� 
�1K�G1��������Ih�}~���
� � �

d (u, v) ≥ 0
� 
 � d (u, v) = 0 ⇔ u = v

� �J� �
d (u, v) = d (v, u)

� � � � � E:������E �
� ���J� �

d (u, v) ≤ d (u,w) + d (w, v) ∀w ∈ V

�542VM6R9;4 ��]WL�:¶K�9;C�4SKWL�Z�OeCgH�4/9�7POQK
� � ! � I � E 
 � ��E<�1:������� 
�� E 
 � E<� � �� �,E<� ���ME.� � ��������K2G���E 
*�(�� 
"��! �&��� >��� � 


� L���L & � � �� �
(V.4.4.a)

� & L � E.����� � 
 � ��������K2G���E 
*�(�� 
"��! �&�2� >��� � 

��E.�

(V 〈·, ·〉) E<��� I�� � ����K2G�E.� �ME �,�JE<G�� 
 �&� � E<����E � 
"� ��H>��E:� � E.��� �&�2������ # h E<� 
"E � � � � E.���2�J��K2G"E�ME �,�JE<G�� 
 �&� � E<����E�G�E.��� ����E<��K2G"E : �&�2� ���!
V
L

�� 
 
 E � �J�(����E.�2� E<� 
"E , �2��G � 
 �&��� �I �"������ 	 � 

V # � �JE , �2��G ��� � 
��I �"1���J� !���� h �����,L

� L���L & � � E%$ 
������ � 

(V.4.d)

��, �2��G ��� � 
��IJE�� �����"�ME
� � � � E%$ 
��JE.�2E 
1� O (n) :=

{
A ∈ ��� (n,R)|AT · A = A · AT = En

} �J�(� � ��E �1�2��G ��� � 
"�I�E � �2��� ��ME L�( G���E � I�E<� E 
*��E�G"E<�+2 E 
 �1�2��G ��� � 
"�I�E � >�(��� �:E 
 # ����E �J�(� � �������ME � 
*��E.� � E:� � >���2� �,E 
 �� ��I���� � I�����>��� � 
5L

� L���L & � � E%$ 
������ � 

(V.4.e)

� � 
"� ��H>��E � �����"�ME
� � � � E%$ 
"��E.��E 
 � U (n) :=

{
A ∈ ��� (n,C)|AT ·A = A ·AT

= En

} ����� � �JE � 
"� ��H>��E � �����"�ME L( G���E � IJE.� E 
*��E�G"E<�+2 E 
 � 
�����H>��E � >����� �,E 
 # ����E������ � �������ME�� 
*��E.� � E:� � ��(��� �:E 
"� ��I���� � I����� ���� � 
5L
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� L���L & � ( 
*��E.�2�"�2E.��>��� � 

� � �

S ∈ O (n)
�ME �,�JE<G�� 
 �&� � E<����E U (n) ⇔ � � �I ��E 
�	 E.��� �&�2E 
 �"�JI � E 
 ,F����G � 
 �1��� �I �"1���J�

! ��� � ���� ���I�>�2�"��� � �����
� �J� � � �J � � 
"�I��J���JE:� � >�2�&E<� � 	 � 
 � � � � E.�(������K2G�E 
 �ME �,�JE.G�� 
 �&� � E<����E G�E.��� ����E<��K2G"E 
 � >�(��� �

�,E 
 � � E��&E 

S−1 = ST �ME �,�JE.G�� 
 �&� � E<����E

S−1 = S
T ���ME � � �&IJ��K2G /�1��� �&E �:E.�JK2G 
"E.��E.�0

�M�� 
"��! �&��� >��� � 
"��� >�(��� �,E 
 � 
 � � � � ��E<I�IJE 
 � � � E 
�� E.�2��E 
ML

� L���L & � � E<� E.�2� � 
�� E 

 � ����E�� �"1I ��E 
 E<� 
"E.� �&����G ��� � 
"�I�E 
 �ME �,�JE<G�� 
 �&� � E<����E � 
"� ��H>��E � >����� � � ��I � E 
 E<� 
"E , �2��G � �
 �1��� �I �"1���J� � E<� Rn �ME �,��E<G�� 
�� � � E<����E Cn �5E � ��� I��JK2G � E<� � �� 
 � >� � �����I�����"��� � ������E.� � ! � I �&���"�F� E%$ 
������ � 
 �2L
����E ��� �&E<G��2� 
 ���&�JI � E �ME 
"!A�I�IJ�9�
� � 
"E � ��(��� �

A ∈Mn (K)
�
K = R

� � ��L
C
� ����� �&E 
"�� �  
 
 �1�2��G ��� � 
�1I # � E 
 
 � ��E � �"�I���E 
	 � 


A
E<� 
"E , �2��G � 
 �&��� �I � ������ � E.� Rn � � � Cn �ME � � � I���K2G � E<� � �� 
 � �� � �����I�>�2�"��� � ������E<�� ��I � E 
ML

� �  ��� � E.����E;$ 
"� ��� � 
 ! �&I��1� E �ME 
�!A�IJI��;� AT
= A−1

� L���L*) � � �� �
(V.4.4.b)

� )�L � E:����� � 
 � ����"��1K�G"��E 
*���� 
���! �1��� ���� � 

��E.�

A ∈ � � � (n,R)
�ME �,�JE.G�� 
 �&� � E<����E

A ∈ H (n,C)
L �� 
 
 �&� ��� E.� E<� 


S ∈ O (n)
�ME �,�JE �G�� 
�� � � E.�J��E

S ∈ U (n)
� � �

ST · A · S =

(
λ1 0L L L
0 λn

)
� � ��L

S
T · A · S =

(
λ1 0L L L
0 λn

)

� ���ME<� � ��E λi �
��E � � � E 
�� E:�2��E 	 � 


A
��� 
 � L � �JE � ���&E 
�� E.�2��E 	 � 
 A ��� 
 � ��E.E<IJI5� 
 � E<� � ��I �;�

� � � � �
(A) = { �R����� ��� i|λi 6= 0}

� �J� � ����� 

(A) =

n∑

i=1

� � 

(λi)

� ���J� �
i �
��E ��� �I ��E 	 � 


S
����� � ���&E 
�	&E.��� �1� �:��� � ���&E 
�� E.�2�

λi

� L���L*) & � �� �
(V.4.5)

��E.�
(V, 〈·, ·〉) E.� 
 E 
 � I��JK2G � �J� E 
���� � 
"�I�E.�FE<��� IJ� � ����K�G"E.� �ME �,�JE<G�� 
 �&� � E<����E � 
�����H>��E.� � E.��� �&� �����"� � 
 � ��E<� f ∈ � 
 � (V)

L ' �
f
E � �������JE.��� � E 
�1� E<� 
 � 
 � �&� �&�2�"G"����� ��� f � � ��"! V

� � �
〈
f �

�

(u) , v
〉

= 〈u, f (v)〉 ∀u, v ∈ V
L ����E<��E:� � 
 � � � �&�2G�� ����� �"�FG�E<�"2�� � E:� �,� f

 � .�� 
�� ��E.�2��E� 
 � �&� �1�2� G��J��� ���:L

� L���L*)6) � E%$ 
������ � 

(V.4.f)

� � E<I �"���� � .�� 
 � ��E.�2��E.� � 
 � �&� �&�2�"G"����� ���
f ∈ � 
 � (V)

G"E<�+2�� ��E<I � ���� � .�� 
 �&�JE.�2E 
 � # � E 
 
 f � � = f
L
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� L���L*)37 � E<� E.�2� � 
��
�  � ��E<�

A = (v1, . . . , vn)
E.� 
�E ,F�2��G � 
 �1��� 1I � ����J�,L � � � ��I �;�

MA

A

(
f �

� )
= MA

A
(f)

T

��E 
 
1�
〈

n∑

i=1

xi · vi, f

(
n∑

i=1

yi · vi

)〉
= xT ·

(
MA

A (f) · y
)

=
(
xT ·MA

A (f)
)
· y

=
(
MA

A (f)
T · x

)T

· y =

((
MA

A
(f)
)T

· x
)T

· y

(∗)
=

〈
f �

�

(
n∑

i=1

xi · vi

)
,

n∑

i=1

yi · vi

〉
=
(
MA

A
(f �

�

) · x
)T
· y

���� � � ! � I �&� � ��E � E<G"�������� 
 ��L  
"� E.�2� � 
 � �,� (∗) � � �� 
 � >� � �����IJ>�2����� � ����� 〈x, y〉 = xT ·y L
� � �

f
��E<I � �(�� � .�� 
 �&�JE:�2��E:� ⇔ MA

A
(f)

����� � � � � ��E.�2�J��K2G �5E �:��E<G�� 
�� � � E.�J��E G"E:��� ����E<��K�G #
� E 
 


MA

A

(
f �

� )
= MA

A

T

� L���L*) � � �� �
(V.4.4.c)

��7�L � E.����� � 
 � ��������K2G���E 
*�(�� 
"��! �&��� >��� � 

��E.�

(V, 〈·, ·〉) E 
 � IJ��K2G � �J� E 
���� � 
�1I�E.� E<��� IJ� � ����K2G�E.� �ME �,��E<G�� 
�� � � E<����E � 
�����H>��E.� � E:��� �1�2����"� L' � .�E � E.� ��E<I � ���� � .�� 
 �&�JE.�2E 
 � E 
 � 
 � � � �&�2�"G"����� �"� f ��"! V E�� �J�(����E.�2� E<� 
�E , �2��G � 
 �&��� �I �
� ����J� �ME<�(��E.G"E<G�E 
 � 1��� � E 
� ���&E 
�	&E.��� �1��E 
 	 � 


f
L ����E � � � E 
�� E.����E ��� 
 � ��E<E<I�I L

��� VW7
�
42<�:+K � F :DC �542VM6R9;4 ��]WL�:¶K�9;C�4SKWL�Z�OeCgH�4/9�7POQKMLNL 
¶9 ��:e?

� L���L*) �
(V.4.4.a) ⇒ (V.4.4.b)

 
 � E 
 � � � E 
 ��>� �
(V.4.4.a)

�&�JI �;�
��E.�

A ∈ � � � n (R)
�ME �,�JE<G�� 
 �&� � E<����E

A ∈ Hn (C)
L ' �

A
�&E<G �1�2��E<� 
�E � � � � E:��������K�G"E �ME �,�JE �G�� 
�� � � E.�J��E G"E.��� � ��E.��K2G�E : �1���

sA
��"!

Rn �ME �,��E<G�� 
�� � � E<����E Cn L
� �K2G � >���

(V.4.4.a)
E � �J�(����E.�2� E.� 
�E , �2��G � 
 �&��� �I � ������

A
�ME � � � I���K2G � E<� � �� 
 � �� � �����I�>� ��"� � � ����� # � ��E � I�E<��K2G �,E<� ��� � , �2��G ��� � 
��I �"1���J� !���� sA

�����,L

⇒ MA (sA) =

(
λ1 0L L L
0 λn

)

� � �J�(�;�
MA (sA) =

(
MA

B
(
� � )
)T

·A ·MA

B (
� � )

=
(
MA

B
(
� � )
)T

·MB

B (sA) ·MA

B (
� � )

� ���ME<�
B � ��E ���� 
 � >� � �"1���J� ��E<� L � 

A
, �2��G ��� � 
�1I � ����J� ����� # �J�(� MA

B
(
� � )

�&�2��G ��� � 
��I
�ME �,�JE<G�� 
 �&� � E<����E � 
�����H>�<L ��E<��G"�I � ����� (

MA
B

(
� � )
)T

=
(
MA

B
(
� � )
)−1 # λ1, . . . , λn

��� 
 � 1I�� �
� � � E 
�� E:�2��E�	 � 


A
L � �K2G  ��! �  �ME

(44.b)
��� 
 � � ��E<��E�� ���&E 
�� E.�2��E ��E<E<I�I L ����E �2E<����IJ��K2G�E 
� � � E 
"��K�G"�!7��E 


(i)
� ���

(iii)
! � I � E 
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� L���L*) � � E � E<�J� �:� � �� �
(V.4.5)

�  � .�� 
 �&�JE:�2��E 
 ���� ��I � � 
�� E 

f
�
V→ V # V E.��� I�� � �JK2G�E.� �ME �:��E<G�� 
 � � � E<�J��E�� 
"� ��H>��E.� � E.��� �&������"� L

f �
� �

V → V � E%$ 
"��E.�2� � ���2K2G
〈
f �

�

(u) , v
〉

= 〈u, f (v)〉 !7� 1I�I�E
u, v ∈ V

� � ������E 
 � � � 
 � ����K2G�� �&�2��E 
 � � ��E.�
A
, �2��G ��� � 
��I �"1���J� 	 � 


V
�

(
MA

A
(f)
)T

=: MA

A

(
f �

� )

� � 
 � E<����� �&�&E<��� �
 
 � E 
 � � � E 
 �  
 G"H>�(��E 〈

f (u) , v
〉

= 〈u, f (v)〉 !�����1I�I�E u, v ∈ V
L �  
 
 ! � I �&�9�

〈
f (u)− f �

�

(u) , v
〉

=
〈
f (u) , v

〉
−
〈
f �

�

(u) , v
〉

�������

= 〈u, f (u)〉 − 〈u, f (u)〉 = 0

���� �&�JI � !�����1I�I�E
v ∈ V # 〈·, ·〉 
��JK2G*� ���� � E.�����E.� ⇒ f (u)− f �

�

(u) = 0 ⇔ f (u) = f �
�

(u)�M1��� � �"� 
 �&����"! �  �ME � � � �M� 
� ( ( # � �� 
 � >� � �����IJ>�2����� � ����� 〈·, ·〉 # A �
Cn → Cn ⇒ A �

�

= A
T

� L���L*) � � E � E<�J�
(V.4.4.b) ⇒ (V.4.4.c)

� H�G"I�E
A = (v1, . . . , vn)

E<� 
�E , �2��G � 
 �&��� �I �"������:L � E.���,E
A := MA

A
(f)
L ��

f
��E<I � �(�� � .�� 
 �� ��E.�2� # ����� A � � � � E:��������K�G��ME �,�JE.G�� 
 �&� � E<����E G�E.��� � ��E<��K2G5L � 1K�G (V.4.4.b)

E � ��������E.�2�
S ∈ O (n)�ME �,�JE<G�� 
 �&� � E<����E

S ∈ U (n)
� ���

S
T ·A · S =

(
λ1 0L L L
0 λn

)

�� 
 
 IJ��E<!AE.��� � ��E � �"1I ��E 
 	 � 
 S
E<� 
"E	� 1���J�

B
	 � 


V
�

wj =
∑

i

sij · vi
! ���

j = 1, . . . , n

� �K2G��2E<K2G 
�E 
 IJ��E<!AE:�2� # �  2 B
, �2��G � 
 �&��� �I �"������ �����,L

� �I�� ��I � E<� � ������ � E<K�G"��E.IJ�9�

MB

B (f) = S−1 ·A · S = S
T ·A · S =

(
λ1 0L L L
0 λn

)

�IJ� � �
B
�J�(� , �2��G � 
 �&��� �I � ������ ��"� � ���&E 
�	&E.��� �1��E 
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� L���L*) � �ME<� � 
(V.4.6)

����E<��E	�5E<� �  � E.� � E 
 �F� � ��� 
"H�K2G�����E 
 � E � E<��� ������"K2G�E 
5L
( 
 � E.��� �����">��� � 
 	 � 
 (V.4.4.a)

� ��I �;� � � E � ��������E.�2�
f
�
V→ V # f = f �

� �
h (u, v) = 〈u, f (v)〉� E � E.�J� �

� �1� ���ME.��I�E��&� 
 � �:�����E.����1I � 	 � 

f
� � E 
 
 E.�

f
� H �ME # � � ��H1G�E E<� ! �&I��&E 
 � E.���  2 E 
 ���� � �

� H�G"I�E �  �,� ,F�2��G � 
 �1��� 1I � ����J�
A = (v1, . . . , vn)

� ���

MA

A (f) =

(
αij

)
, f (vj) =

∑

i

αij · vi

�� 
 
 ! � I �&�9� 〈vi, f (vj)〉 = αij
# � E<��I A

E<� 
"E , �2��G � 
 �&�2� �I � ������ �J�(�:L � �K2G  
 
�1G�� E �J�(�
〈vi, f (vj)〉 = h (vi, vj)

L ���G�E.� � :��IJI��
f
� � � � E.� �&E � � 
���K2G*��E 
 � ���&E 
"��K2G"�!7� E � �������JE.��� # � �

� � 2
MA

A
(f) =

(
h (vi, vj)

)
= MA (h)

��E.� 
 # � 
"� �ME<� � 
 � E.��E �J�(� f E<� 
 � E<����� � �ME<������� � �:L
� � ������E 
 � �
� � � � E%$ 
"��E.��E 
 f � V→ V � ����K�G MA

A
(f) := MA (h)

L �  
 
 ! � I �&� ��"� � E:� � E%$ 
������ � 
1�
〈vi, f (vj)〉 = h (vi, vj)

!����
i, j = 1, . . . , n

' � �,E<� � E 
 � 〈u, f (v)〉 = h (u, v) ∀u, v ∈ V
L � �K2G�� E<��� � ����K2G ��>���(��E<I�I�� 
 � 	 � 
 u, v � 
 � E.� �  ������

(v1, . . . , vn) � ���2K2G � E.��� E 
 � � 
 � 	 � 
 〈vi, f (vj)〉 = h (vi, vj)
# f = f �

� # � E<��I h � � � � E.�(������K2G�ME �,�JE<G�� 
 �&� � E<����E�G�E.��� ����E<��K2G5L

� L���L*) � � E � E<�J�
(V.4.4.c) ⇒ (V.4.4.a)

� � � �F�J����E 
5.�E.� �,�9�
h (u, v) = 〈u, f (v)〉 # f = f �

� L � �K2G
(V.4.4.c)

E�� �J�(����E.�2� ,F�2��G � 
 �1��� 1I � ����J�
(v1, . . . , vn)

� ���
f (vi) = λi · vi

� ���
λi ∈ R� E.G"�������� 
 � � ����E<��E , �2��G � 
 �&��� �I � ������ ����� ,F����G ��� � 
"�I � ������ !����

h # � E 
 

h (vi, vj) = 〈vi, f (vj)〉 = 〈vi, λj · vj〉 = λj · 〈vi, vj〉 = λj · δij

� L���L87 �  � � � I�����E.� � E � E<��� � E.� � 1���"���K2G"��E 
*���2 
���! �1��� >��� � 
 (V.4.4)

� � � � E.� � E 
 � ��E :������� 
�� (V.4.4.b)
�ME � E<����E 


' ��E.���(� �  
"�I�� ��E � E:� ��"���� � E
 
 � E 
 � � � E 
 E<� ��E<����K�G � 
 �5E �F�JE.��E 
 # �  2 A

E<� 
"E , �2��G � 
 �&��� �I � ������
(v1, . . . , vn)

��"�
� � � E 
�	 E.��� �&�2E 
 � � � ��E.E<IJI�E 
�� ���&E 
�� E.�2��E 


λ1, . . . , λn
G���,L � E<�

λ1 ≤ λ2 ≤ . . . ≤ λn
L � � 
 � ��I��9�

〈x,Ax〉 =

〈
n∑

i=1

xi · vi, A ·
(

n∑

i=1

xi · vi

)〉
=

〈
n∑

i=1

xi · vi,

n∑

i=1

xi · λi · vi

〉
=

n∑

i=1

λi · x2
i

����F� � � �JE � � � E 
�� E:�2��E ��K2G � 
 � E.�	� � �32 E 
"�K2G � �&�2����E.�2��G" �ME 
 � � 
 
"E 
 �F� � � �JE ����� � E� ��� � E.� � I�E<� 
"�(��E 
 � � � E 
�� E.�2�
λ1
 � ��K2G"H>� �:E 
1�

n∑

i=1

λi · x2
i ≥

n∑

i=1

λ1 · x2
i = λ1 ·

n∑

i=1

x2
i = λ1 · 〈x, x〉

d � E �ME 
��2E<K2G 
�� 
 � �
〈

n∑

i=1

xi · vi,

n∑

i=1

xi · vi

〉
=

n∑

i=1

x2
i
# � E<��I v1, . . . , vn

, �2��G � 
 �&��� �I �"������ �J�(� c
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���G�E.� ∀x � 〈x,Ax〉 ≥ λmin · 〈x, x〉 # ��I�E<��K2G"G�E<��� !���� x = v1
L ���G"E.�%�

λmin =
� � 

x6=0

〈x,Ax〉
〈x, x〉︸ ︷︷ ︸
(∗)

(∗) � ��� �I�� �  � IJE.���&G � � � �&���JE 
*� �ME �,E<�JK�G 
"E:�F� 
 � G">� � E � E<����� 
 � � 
 � E:� � �"� E.��� ���ME<� � E.�� � � E 
�� E:�2� �ME.�2E<K2G 
�� 
 ��L
 
"��>� � �:��� � E � E<���

� & � � E � E<����E6� E<� E � ��������E.�2� � � 

x6=0

〈x,Ax〉
〈x, x〉 =

〈v1, Av1〉
〈v1, v1〉

= λ1 ∈ R

� ) � ' E<� � E # �  2 E<� 
�E � � 
��J� �IJ� ��H�� ��� � I�� �,�JE:�2� A · v1 = λ1 · v1
��7 � � E.� �:E

v1 :=
v1
‖v1‖

# � � � H 
 �:E v2, . . . , vn
�,� E<� 
"E.��E , �2��G � 
 �&��� �I �"������:L

S−1 � >�(��� � � E<�
� ������ � E<K2G���E<I�� # S ∈ O (n)

�ME �:��E<G�� 
 � � � E<�J��E
S ∈ U (n)

� 
 � �

S
T ·A · S = v1




λ1 0 · · · · · · 0
0····
0

B




B
� � � � E.���2�J��K2G �ME �,��E<G�� 
�� � � E<����E G"E.��� � ��E.��K2GML � ����K�G ��E.� ���2��� � 
 ! �&I��1� � ��E � E.G"���� ���� 
���L

� E.� E:�2� � 
�� �
(1)

� 
 � (2)
��� � I�� �,��E.��E 
 �

A
G��� � � � E 
�	&E.��� �&� �:� ��E.E<IJI�E 
 � � � E 
�� E.�2��E 
ML

�I���E.��
����� 	 E.� � E � E.�J�9�4:�� 
 � �� E 
*���I���>� � � E.���I��&E �"�2 � 
 �  ��! �  �ME � � � �5� 
 �( (
' �

(1)
��: ���

x 6= 0
����� 〈x,Ax〉

〈x, x〉 =

〈
x

‖x‖ , A ·
x

‖x‖

〉 � 
 �
∥∥∥∥
x

‖x‖

∥∥∥∥ = 1
L

����FG�E<�"2��9� { 〈x,Ax〉
〈x, x〉

∣∣∣∣x 6= 0

}
= {〈x,Ax〉| ‖1‖ = 0}

( 

Rn �

Rn ⊇ {x| ‖x‖ = 1} =

{
x

∣∣∣∣∣
n∑

i=1

x2
i = 1

}
=: Sn−1 � (n− 1) � � ��� E 
"��� � 
"�IJE�� �"G"H>��E �

� E.�J�(� ��E<I !������ �"G"H>��E 
 �

x

y
�

1

�Ms�s�������t���u�rRk�!�{ c S1

: ���
n = 2

E.��G�1I ��E 
 �F� � � �JE � � 
�����E ��"! � E<� � � 
�G"E<� ���(����E<��� # !���� n = 3
E.��G��I���E 
 � ��� � �JE� � 
�����E ��"! � E:� � ��� E<I ���ME.� � H�K2G"E&L

Sn−1 ����� � � � � >��� # � 1� G"E<�+2��9� � E � E : �&I��&E � 
 Sn−1 G�>� E<� 
"E � 
 Sn−1 � � 
�	&E.� �&E 
*��E �5E<��IJ! �&I��&E L
� �K2G � E<� 
"E � � �1��E<I ! � I �&�9� Sn−1 ����� �5E.��K2G���H 
���� � 
 �  � �&E<��K2G�I �&����E 
5L
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( 

Cn �

Cn ⊇
{
z = (z1, . . . , zn)

∣∣∣∣∣
n∑

i=1

zi · zi = 1

}
=

{
z = (. . . , uk + i · vk, . . .)

∣∣∣∣∣
n∑

k=1

u2
k + v2

k = 1

}
= S2n−1

( 
 �ME<� � E 
 :�H�I�IJE 
 ��� 
 � S∗ = {‖x‖ = 1} � � � �"�����E��5E<��IJ� E 
�� E � E<� Rn �5E �:��E<G�� 
�� � � E.�J��E Cn L
� � 
 �5E:�����K2G*��E 
 �F� �  � �"�JI � � 
 � S∗ → R # x 7→ 〈x,Ax〉 ����� ����E.����� # �  E.� ����K2G ��� � �" � ��>��� ���K�G"E � �&I � 
 � � E�� 
 � E 
 � � �&� � � 
">��E 
 G" 
 � E<I �:L� ��I� 
 �	�5( 


(1)
G" �ME 
 �F� � � �� ��� � E �:E<� �&�9�

� � � ∀x ∈ Kn �&�JI �;� 〈x,Ax〉 ≥ λ · 〈x, x〉 ! ��� λ ∈ R
� �J� � ∃v � 〈v,Av〉 = λ # ‖v‖ = 1

' �
(2)

�
Kn = (K · v)⊥U

�5E � ��� I��JK2G � E<������ 
 � >� � �(��1I�>�2�"� � � �������' � �,E<� � E 
 �
A ·U ⊆ U # A · v = λ · v � ⇒ ��K2G���� ���

(3)
�

� E � E.�J�9� ∀u ∈ U
�
〈v + u,Av +Au〉 ≥ λ · 〈v + u, v + u〉 = λ · (〈v, v〉+ 〈u, u〉)

 
"�I ��� �,�"� � E � E<��� 	 � 
 � ��"K�G � � � K2G�� �� � # ⇒ A · v = λ · v # A ·U ⊆U� E.� E:�2� � 
�� ��� �JE<��E.��� E � E<��� �,E<� �&� � ��E � � ������E 
 � 	 � 

n
� ��E.E<IJI�E 
�� � ��IJI�����E<I�IJE 
 	 � 
 χ

A
L � � �

G" �ME 
 � �� ��� E<� 
"E 
 � �ME �,��1I�!A�I�I � E<� :�� 
 � �� E 
*���IJ���� �,E<� � E.�FI�� 
�E<>��E 
  I � E ���� �ME �F��E<��E 
5L
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? � OzO�C�: E � :+KMC�O�L�: E =�K �
:DC�L�:

� L�� L & � �����"IJE<� �(��E<I�I�� 
 �
���� ��I�E<�JK�G�� 
 �&��� � ����E<�

Ax = b
��E<� �,� I � ��E 
 # �5E.� � 
�����K2G"E.�2E 
 ��>��E 
 � �,�"� � E<����� ��E<I 1���

E<� 
"E<� � G � ��� ���IJ����K�G"E 
 � ���ME.����� E 
*� �2L �� � 
 E<� 
�E<� ��E<K2G 
"E.� �,�"� � ���	2���E<��I :�IJ��E%2�� � � �  �
�,1G�IJE 
 �5E 
���� �,� � E.� � E 
 # ���2E.��E 
 G"H�� $ � ! � I � E 
 � E � � ��� I�E<� E���"! �




10−2000 0 0
0 1 0
0 0 1




︸ ︷︷ ︸� �
(·) = 3

≈




0 0 0
0 1 0
0 0 1




︸ ︷︷ ︸� �
(·) = 2

���� � � ����� � 
 � 
"��E:��E<� � E<�����"�JE.I � �JE	� � � � >�2�&E<� � 
"��K2G*� � E<G�� �&E�� E �5E 
5L( �  I�I � E<� E<� 
"E 
 �����
Ax = b

�ME<�M� 
"���JK�G"E.��E:�F��>��E 
"I� � E	
"��K2G*� I �&� � >� � ����>�(� � E<����E 
 ���"K2G�E 
�F� � E<� 

x # � � �  2 Ax

� ���&IJ��K2G"�(� 
"�G"E  

b
I��JE �&�,L � � I�K2G�E � �&��� 
�� E 
 ��� 
 �  �"����� � ��� >��� �� 
���I � ��� 
 �&E 
5L

�  
 
"E<G�� E � ��E E<��� I�� � �J��K2G"E � E.�(��� � 1��! Rn L �� 
 
 �
‖Ax− b‖ =

� � 

y
‖Ay − b‖

: �� � E6� ��� �"� E<� ��"� � E �,E<��K2G 
�E.��E >���"��� � ��� ���� 	 E � � ��� 
 �&E 
 �
����E  
*� ���1�2� �J�(� 
">� ����I��JK�G �� �

MP (A) (b)
L ����E<��E � ��� � I�E<� ����E<I�IJ� 
 � �F��� � � 
 ���JE<!7E.��E<���E:�����I � 
 � E.��� �"� E.�2�����ME<G� 
 � E<I �,L

� L�� L*)  I�I��&E<� E<� 
"E.� � �G�� E 

��E.�

f
�
V→W # � � �5E.� V # W E.��� I�� � �J��K2G"E��ME �,��E<G�� 
�� � � E<����E�� 
�����H>��E � E:�������1�2��H��"� E ��E<�JE 
5L' E:��IJE � � 
������ � ��K

� E.G"�������� 
 � �
f0
�J�(��� � .�E.����� 	 L � ' �"��>���,��"! �& �ME & 7 � ��
*��E.�  
 � E.�2E<� ���5E:� � �J� E 
���� � 
���! �1� �

� E<I 
 �,� �5E � E.�J��E 
 � ⇒ g0
� � �JI � (f)→ (

� E.� 

(f))

⊥ # g0 = f−1
0

g := MP (f)
�
W→ V # w = u1 + u2

# u1 ∈ (
� �JI � (f))⊥ # u2 ∈

� ��I � (f)

g (w) = g0 (u2) = f−1
0 (u2) ∈ V

� L�� L87 ��>���
(V.5.1)

� � � �1��E � � E 
���� ��E � ( 
�	&E.�2��E
� � � � E<�

b ∈ V
L
MP (f) (b)

�J�(� E<� 
"E >�"����� � ��� >���
	&E � �&��� 
 � 	 � 

f (x) = b # �  2 G"E<�+2��;�

‖f (MP (f) (b))− b‖ =
� � 

x∈V

‖f (x)− b‖

( 
�� �ME<� � 
 � E.��E6� :��I�IJ� f (x) = b
I � � � >� ����� # � � �J�(� x = MP (f) (b)

E<� 
�E	� �&��� 
 ��L
� �J� �

MP (f) (b)
����� � ��E � E<��� � �"� 
���� E.� 
�E � ����"��� � ��� >��� 	 E � �&��� 
 � � � �F� I�E<� 
�����E.�  � � E<� �K�G�� 
 � ���ME.� � ��E �	�&��� � �5E � ��� I��JK2G 〈·, ·〉 	 � 
 V

� �&E<� E<����E 
5L

� ��E.�F� E.� 
 � E � E<�J�,L
� ���1� � E � E.�J� E:��! � I �&�����ME.� � E 
 ��>� � � E<� � ����G" � �&����;�

u ⊥ v ⇒ ‖u+ v‖2 = ‖u‖2 + ‖v‖2

�  ‖u+ v‖2 = 〈u+ v, u+ v〉 = 〈u, u〉+ 〈v, v〉 = ‖u‖2 + ‖v‖2
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� L�� L�� � ��>��������K2G�E  
�� E 
 � � 
��
� � � � �"� 
���� E.������K2G �(�� �"�JI�E � 
 � � 
����� �"�JI�E� � ��� 
 �&� 	&E.��!A�G���E 
1�
� & � � ��� E.������K2G ���� � ��IJE � E.��E.K2G 
�� 
 � E.�2! � I �&� ���ME.� � � 
�� �"I�>��� ��H>��� � E.�2� �:E:��IJE � � 
�� 	 � 


A� G"��E.� 
��JK2G*� �ME<G� 
 � E.I�� # � � 
 � E.��
 � 
 � E.��� �"� E.��� � �
� ) � � ��� E.������K2G � 
����� �"�JI�E� E.��E<K2G 
�� 
�� ���ME.��IJ� 
"E.��2E���IJE<��K2G�� 
 � ��� � �(��E<� E L
� � � � � I�IJE 
 
�� 
 
����

(2)
�ME.�(���K2G*��E 
1�

��E.�
A ∈Mm,n (K) # A � Kn → Km L

� ( � � � � � �J����E 
 �
Kn =

� E.��

(A)⊥ (

� E.��

(A))

⊥ L � 1� G"E.�"2�� # �  

�ME<������� � ��E.� 
�E � 1���J�
� E.�	� �&��� 
�� �(����"� E<� 	 � 
 Ax = 0

�
vn, vn−1, . . . , vr+1

# � ���ME<� � � (A) = r
L �  
 E.�2G"H�I���E<� 
�E

� ����J�
v1, . . . , vr

	 � 

(
� E.��


(A))⊥ � ����K�G � �� ��IJE<��K2G�� 
 � ��� � �(��E<�-�
〈x, vn〉 = 〈x, vn−1〉 = . . . = 〈x, vr+1〉 = 0

� ( ( � �M1��� � G"E �1���JE3�
Av1, . . . , Avr

����� E<� 
"E � 1���J� 	 � 
 � ��I � (A)
L � E<�(����� � E � �JE � ������

wr+1, . . . , wn
	 � 


(
� ��I � (A))

⊥ � ���2K2G � �� ��IJE.�JK2G�� 
 �&��� � �(��E.� �
〈y,Av1〉 = 〈y,Av2〉 = . . . 〈y,Avr〉 = 0

�� 
 
 �J�(�
wr+1, . . . , wn, Av1, . . . , Avr

E<� 
�E	� ������ 	 � 

W
L

� ( ( ( � � � � ��I��9�
MP (A) (wr+1) = MP (A) (wr+2) = MP (A) (wm) = 0

MP (A) (vi) = vi
!����

i = 1, . . . , r

����E � >���(��E.IJI�E 
 � E � ��(��� � G�>� 
�� 
 � ��E ! �&I��&E 
 � E 
 � ���&E 
"��K2G"�!7��E 
1�

B ·




↑ ↑ ↑ ↑
wr+1 · · · wm Av1 · · · Avr

↓ ↓ ↓ ↓




︸ ︷︷ ︸
+ S

=



↑ ↑ ↑ ↑
0 · · · 0 v1 · · · vr

↓ ↓ ↓ ↓




� ���ME<� �F� �
(m− r) � �"1I ��E 
 � � � � �"I�IJE 
 E.��G��I���E 
5L ' � � E<� �����

S
E<� 
�E ��E � �"I�H>��E � >���2� � # � E<� ����K2G �5E.� � E 
 � �"1I ��E 
�	 E:��� �1��E 
 ��� E<� 
"E � ������ G" 
 � E<I��,L�� � ��E 
 �F��� 
�� 
 
"�K2G B ��"! # � �

E.��G��I���E 
 �F� � �
B = MP (A) =



↑ ↑ ↑ ↑
0 · · · 0 v1 · · · vr

↓ ↓ ↓ ↓


 · S−1

� E.� E:�2� � 
�� E 
 �
� � �

Ax = b
I � � � >� ⇒ MP (A) (b)

����� E<� 
�E	� �&��� 
 �
� �J� �

A
� 
�	 E:�2����E.� �">� ⇒ MP (A) = A−1
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*��� � 


(VI.1.a)
�  � 
"E:� � � 
����(����"�

An

� � � � E%$ 
"��E.��E 
 An (K) = Kn �IJ�F � 
"E 
�� � 
����������� � ���ME<�

An (K) = { (x1, . . . , xn)|xi ∈ K}
( 
 � ��E<��E.� :��I�I ������E<K2G�E 
�F� � 	 � 
 E<� 
�E<� ' E<��I�E 
������� L
' ��� � ��� 
 
�E.��� 
�� �

Kn ����� � E.��� �1�2����"� � ���
Kn = {(x1, . . . , xn)|xi ∈ K}��E �  
�� IJ��K2G�E � 
*��E:����K2G�E<� � � 
�� 	 � 
 �� 
�E<� � � 
����������� � 
 � � E.��� �&�2�21��� L

��E.�
P = (x1, . . . , xn)

� 
 � Q = (y1, . . . , yn)
L�: ��� � E 
�� E.� � � 
 � � 
 �&� 	&E.��� �1��� ��I��9�

−−→
PQ := (y1, . . . , yn)− (x1, . . . , xn) = (y1 − x1, . . . , yn − xn)

��L & L*) � ��E<� � E�� E<I���K�G 
"� �(��E6� � I�IJ� � ��E # � ���ME.� �5E.I � 
 � � >�� �ME<I � G"��E.��
���� ��>������E<I�IJ� 
 � ���
R2 �

����E � � 
������ E 
�� E E<� 
�E.� � I�I����"��E���� � �2���"�2� 
 � � ��� � � ���2K2G ! � I � E 
 � E	��IJE<��K2G�� 
 � �ME<��K2G�����E �
�ME 
1� x2

a2
+
y2

b2
= 1

y

x
a

b

�Rs�s������;t���u�rW�lk�!�� c �e���i��b��I�a�i} ¬R����b���t���u
� � 
"E � IJI�� � ��E IJH 2��F���JK�G � E �&� E:��������K�G ! �&I��&E 
 � E.���  2 E 
 � � 
"���(�����JE.�2E 
1�

���� ����

y

x
a

b

F1 F2

l1 l2

�Rs�s��i���;t���u�rM�lk�!�� c u���h�}~��	I�����������A`Mh����P	��It���	��ih��¢���i�������e���i��b��I�
�� �ME<� ��� 
 � F1

� 
 � F2 � �JE � ��E 
 
��"� 
�����E L ����E � IJI����"��E ����� � E.� � E �&� E.���2�J��K2G"E , �2� #  
 � E<��IJI�E � � 
�����E
P
� � �

l1 + l2 = c (c =
K � 
"�(�

)
��� 
 � L�� �JE � � 
�����E ±a � 
 � ±b �ME �,E<��K2G 
�E 
 � �JE��K�G 
"� �(���"� 
�����E � � � � E 
  K2G"��E 
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: ��� � �JE � � 
������ E 
 � E E.� 
�E.� � ���ME.� �ME<IM�J� � �2���"�2� 
 � �&�JI �;� x2

a2
− y2

b2
= 1

!����
a, b > 0

y

xa−a

�Ms�s�������t���u�rM�lk�!�� c ���Nbg���Isn���+�i} ¬R����b���t���u
� � 
"E	� ���ME.� �5E.I5I�H 2��F����K2G � E � � E.�(���J��K2G ! � I � E 
 � E.�2�  2 E 
 � � 
"�(���2�"��E.��E 
 �

���� ����

��

y

xa

l1
l2

P

−a

�Rs�s��i���;t���u¢rM�lk�!G� c u���h�}~�1	��I���������8`Wh��g�P	��It���	��ih��¢�������������Nbg���Isn���
�� �ME<�M��� 
 � F1

� 
 � F2 � ��E� ��E 
 
�� � 
�����E L ����E � IJI����"��E �J�(� � E.� � E �&� E.���2�J��K2G"E�,F��� # ��� 1I�I�E� � 
�����E
P
� � �

l1 + l2 = c (c =
K � 
����

)
L � �JE�� � 
�� E<I�G"�I � ��E.��E 
 � E 
 ��� 
 � � ��E �� � � �"��G �1��E � E.��ME<� � E 
 � ���ME.� �5E.IJ>��� E: ����E<� 
"E � >�� �ME<I��J� � ������� 
���� ��I��9�
y2 = p · x !���� p > 0

L

y

x

�Rs�s��i���;t���u�rW�lk�!�� c �S� ��� sn������} ¬M���Ib���t���u
� � 
"E �F��K2G*�����&E�� E �&� E:��������K�G"E � ���&E 
"��K2G"�!7� � E.� � >�� �ME<I������ # �  2 1I�I�E �����21G�IJE 
 ��� � ��E 
 
 �� � 
����F! �&� �"������E.�2� � E.� � E 
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y
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 E<� 
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��

y

xF

g

l2

l1

�Rs�s��i���;t���u�rW�lk�p�� ce¡ ��h�}~�1	I����h��������8`Wh��g�P	��It���	��ih��¢�����������2������sg���
: ����E<� 
"E # �,��� y−  K2G���E � >���I�IJE.IJE 
 ��E.�� � E (g)

�&�JI � � � ���
l1=̂ ⊥

��� �����,E ��"!�� � �
l1 = l2

��L & L87 � � �&� � � 
">��E 
*���� 
���! �1��� ���� � 


� � � � � I�IJE 
 
�� 
 � �� ' E 
*���2�"� � E.� � IJI�� � ��E x
2

2
+
y2

1
= 1


�1K�G
(1, 1)

	&E.����K2G"��E �ME 
 � 
 � � �JE
� I�I����"��E� 
"��K2G"I���E%2 E 
 � �"� 45◦

�&E�� E 
 � E 
 � G�� �,E<� � E.�2��� 
 
 � ��E<G"E 
1�

����
��

x

y

1
√

2

y

x

v
u

P

(1, 1)
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"��K�G"I��JE%2 E 
 � �ME<��K2G��2E<� �ME 
 �F� � � ��E�	 E.�2��K2G ���ME 
"E � 
 � �&E � �2E<G*��E � IJI�� � ��E � 
 � E 
 (x, y)− � � �&� � � 
����E 
ML� ��E.� �,� � �"����E 
 E<� 
�E � E �,�JE.G�� 
 � ���F����K2G�E 
 � E 
 � � �&� � � 
�>��E 
�� � �(��E<� E 
 (x, y)

� 
 � (u, v)��"!A�(��E.IJI�E 
1�

��

	


��

(0, 0)

(1, 1)

y

x

P
v

u

u√
2

v√
2

�Rs�s������;t���u�rW�lk�p�p c �z���������Nt���u£��¦������������'�;���Y`MhNh����;������	������ �;�P	���}~���
(x, y)

t��g�
(u, v)

���� � �;�
x− 1 =

u− v√
2

� 
 � y − 1 =
u+ v√

2

L  � � ����� � 
 �ME �,��E<G�� 
�� � � E<����E������"�(��>����� � 
 IJ��E �
!AE.� 
1�

x+ y − 2 =
√

2 · u − x+ y =
√

2 · v
� � � �F������E 
1�

(u, v)
� � 
���� � E.� � I�IJ� � ��E ⇔ u2

2
+ v2 = 1

L � � 
���E.� �,E 
 I��JE.!AE.�2�9�
(x+ y − 2)

2

4
+

(y − x)2
2

= 1
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� � ��E 
 �F� � 
�� 
 ��"! # � � E.��G��I���E 
 �F� � �
4 = x2 + xy − 2x+ yx+ y2 − 2y − 2x− 2y + 4 + 2y2 − 4yx+ x2

⇔ 0 = 3x2 + 3y2 − 2xy − 4x− 4y

� � ��E.��G"�I ��E 
 E.� 
�E � E<I�>��� � 
 # � E.���  
 
"��K2G*� � ����E:���  
���E<G�E 
 �� 
 
 # �  2 E<�F���JK�G ����E.� 
�E
� I�I����"��E G" 
 � E<I��,L � �K2G E.� 
�E<� 
"��K2G*� � � I�E<��K2G*��E 
 � � �&� � � 
����E 
�� E<K2G���E<I � � 
 
�E 
 �F� � E<�
I�E<�JK�G*�FE.�2�&E 
 
�E 
5L

��L & L�� ��E%$ 
"� ��� � 

(VI.1.b)

� �� 
�E<� � � �&� � � 
����E 
�� � ����E<�
� � 
 � � ����E<� K = (P0|P1, . . . , Pn)

G"E<�+2��  � 
�E<� � � �1� � � 
">��E 
"� � ����E<� � E.� An # � E 
 
 � ��I��9�
��( �

P0, P1, . . . , Pn ∈ An

��( ( � −−−→
P0P1

# −−−→P0P2
# . . . # −−−→P0Pn

� ��I � E 
 E<� 
"E	� 1���J� � E<� Kn

�	�&��>��� � 
 � 
 � � E �,E<�JK�G 
�� 
�� �
� � �

P0
�F� � � �IJ� � � �&� � � 
" 
*��E 
������(�"��� 
 � �ME �,E<�JK�G 
"E:�

� �J� �
P0P1 := P0 + K · −−→P0Pi =

{
P0 + λ · −−→P0Pi

∣∣∣λ ∈ K
} �F� � � �IJ� i � ��E � � �&� � � 
����E 
�1K�G"��E

�ME �,E<��K2G 
�E.�,L

��E.�
P ∈ An L P �F� � � �ME � � �&IJ��K2G K � ����K�G E<� 
 � � �1� � � 
">��E 
*�����ME<I (y1, . . . , yn)K

�5E.��K2G����JE �5E 
1�

P = (y1, . . . , yn)K ⇔ −−→
P0P =

n∑

i=1

yi ·
−−→
P0Pi ⇔ P = P0 +

n∑

i=1

yi ·
−−→
P0Pi

��

x

y

z

P0

P1

P2
P3
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��L & L�� ��E%$ 
"� ��� � 

(VI.1.c)

� ���� 
 � >� � � � �&� � � 
�>��E 
�� � �(��E<� E

� � � � E%$ 
"��E.��E 
 E
�IJ�

E = ((0, . . . , 0)| (1, 0, . . . , 0) , . . . , (0, . . . 0, 1, 0, . . . , 0) , . . . , (0, . . . , 0, 1))
� � �

�ME<� � �JE 1
.�E � E<�JI��  
 � E:� i � ��E 
 � ��E<I�IJE��(��E.G*�:L � E<����� ��E<IM!���� n = 2

�

����

P2

P1
(0, 0) (1, 0)

(0, 1)
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(VI.1.d)

� � ��� IJ� � ����K2G�E<� � � �&� � � 
�>��E 
�� � �(��E<� K
��E.�

K = R
L K G"E<�+2�� E<��� IJ� � ����K2G�E<� � � �&� � � 
����E 
�� � ����E<� # � E 
 
 � ��E � E.��� �1��E 
 −−−→P0P1, . . . ,

−−−→
P0PnE<� 
"E , �2��G � 
 �&��� �I � ������ � E<� Rn �5E � ��� I��JK2G � E<� ���� 
 � >� � �(���IJ>�2����� � ����� �"�JI � E 
ML

��L & L � ��H>���,K2G�E 

(VI.1.1)

�  � ����H 
 � E ��� E<��E.� � � 
�����E ��� E<��� I�� � �J��K2G"E 
 � � �&� � � 
">��E 
"� � �����E<�

��E.� K E<��� I�� � ����K2G�E<� � � �&� � � 
����E 
�� � ����E<� # P = (x1, . . . , xn)K
� 
 � Q = (y1, . . . , yn)K

L �  
 

� ��I �;�

d (P,Q) =
∥∥∥−−→PQ

∥∥∥ =

√√√√
n∑

i=1

(xi − yi)
2

� E � E.�J�9�
P
� 
 � Q

� � 
 
"E 
 E<� 
 � E<����� � � >� �&E<����E<I�I�� � E.� � E 
1�

P = P0 +

n∑

i=1

xi · vi Q = P0 +

n∑

i=1

yi · vi

: ��� � E 
�� E.� �"� 
 � � 
 � � 	 E:��� �1� �&�JI � 
�� 
1�

Q− P = P0 +

n∑

i=1

yi · vi −
(
P0 +

n∑

i=1

xi · vi

)
=

n∑

i=1

(yi − xi) · vi

� � � �F������E 
1�
∥∥∥−−→PQ

∥∥∥
2

=

〈
n∑

i=1

(yi − xi) · vi,

n∑

i=1

(yi − xi) · vi

〉
=

n∑

i=1

(xi − yi)
2 ·
〈

n∑

i=1

vi,

n∑

i=1

vi

〉
=

n∑

i=1

(xi − yi)
2

� E<��I
(v1, . . . , vn)

E<� 
"E , �2��G � 
 �&��� �I � ������ �����,L
��L & L�� � E<�����"�JE<I � � � �1� � � 
">��E 
"� � ����E<� E
� � � � � I�IJE 
 E 
 � I��JK2G � ��� E 
"��� � 
"�IJE ���&�2�ME.� �ME.�(���K2G*��E 
5L ' ��� � ��� 
 
�E.��� 
�� �

Fp = Z/pZ

(p
� ���J� �,�G"I

)
L

��E:�
F2

2

I�H 2�� ���JK2G I�E<��K2G*�F��"! �:E<��K2G 
"E 
 # �  E<� 
�������"� 	 ��E.� � � 
�����E �ME<����E<G*�9�

��

�� ��

��(0, 1)

(0, 0)

(1, 1)

(1, 0)

�Rs�s������;t���u�rW�lk�p�� c F2
2

( 
 � ��E<��E<� :��IJIM�J�(� � �� � �� 
 � >� � � � �1� � � 
">��E 
"� � ����E<� E = ((0, 0)| (1, 0) , (0, 1))
L � �� � � ��� 
 �

� ��E /  K�G"��E 
�	 E.��� �&�2E 
 0 v1 = (1, 0)
� 
 � v2 = (0, 1)

L
: ��� � �JE � � 
�����E � E.��E.������E 
  K2G"��E �&�JI �;�

P0 + Kv1 = {P0 + λ · v1
!����

λ ∈ F2} = {P0, P0 + v1}
�IJ� � ��� 
 � � �JE � � 
�����E � E.� � E 
�� E {(0, 0) , (1, 0)} � ��E E.�2����E  K2G���E � 
 � {(0, 0) , (0, 1)} � ��E��� E.����E� K2G"��E L
� � 
 � � I�IJE 
 �F��� E<� 
  
 � E.��E.� � � �&� � � 
�>��E 
�� � �(��E<� K′ = { (1, 1)| (0, 0) , (1, 0)} �ME.�(���K2G*��E 
5L� � �F� � 
 
�E 
 IJE.�JK2G*� �:E<� � E 
 # �  2 K′ ���K2G � � �&� � � 
">��E 
"� � �(��E.� ����� # � 
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��

�� ��

��(0, 1)

(0, 0)

(1, 1)

(1, 0)v1

v2

�
	�	�������������������� 
v1
��!�

v2
�#"

F2
2

$�%�&('*)+)-,/.10323465 ∈ F2

$�%-%7&98;:=<*>?%+,/@1,A<CB?%-23>?0?23DFEHGF,A465JI!<C,K2LDF%+)+5NM
−−−→
Q0Q1 = Q1 −Q0 = (−1,−1) = (1, 1)

−−−→
Q0Q2 = Q2 −Q0 = (0,−1) = (0, 1)

OQP 2REJ%-,KST5U)-,K%+VCST5 # > PW >?%+,/@1,A<XBY%+2?>?032?D!EJG!,A465XI�<Z,K2LEJ%-23>R)-%+2?, P <[032 P BYS3\2?DF%+D3]
^_P` %a5U%+EJ5 P 03VCS K′ ,K%+2RbcIdI�<Z>?%+2 P 5J,K2?EHedEJ5J, ` >?,KE

F2
2

]
f 0?2RghI!)-)+,K2igU%+<*,K%+2?,K2j.10?23465

P = (0, 1)K
%+2 K′ Bk,KEXVXS3<Z,K%aBk,K2lM P = (y1, y2)K′

]1mnEoDF%+)+5NM
−−→
Q0P = y1 ·

−−−→
Q0Q1 + y2 ·

−−−→
Q0Q2

⇔ (1, 0) = y1 · (1, 1) + y2 · (0, 1)

y1 = y2 = 1
)+p W 5q>?%+,KEX,9r_)+,K%+VCS60?23Ds,K%+2?>?,A035J%-D # > P v1, v2 ,K%+2?,ut P EJ%-EqBY%+)->3,K2 # P )-EJIsDF%+)+5NM

P = (0, 1)K = (y1, y2)K′ = (1, 1)K′

v ]+wF]#x bcIdI!<C>?%+2 P 5X,A2Tgq,AVCS?EJ,K)
r_,KD!,ABk,K2yEJ,K% K = (P0|P1, . . . , Pn)

` %a5zt P EJ%-E
A =

(−−−→
P0P1, . . . ,

−−−→
P0Pn

)
+ (v1, . . . , vn)

>?,KE
Kn

0?23> K′ = (Q0|Q1, . . . , Qn)
` %+5qt P EJ%-E

B =
(−−−→
Q0Q1, . . . ,

−−−→
Q0Qn

)
+ (w1, . . . , wn)

>3,KE
Kn

]
^_P 232L,A{d%-EH5X%+,A<C5o,K%+2?, � Bk,A<CD P 2?D!E `|P 5J<Z%a{}M

MB

A (
%->

) =



↑ ↑
w1 · · · wn

↓ ↓


 =: S =

(
sij

)

~ %a<(gU%-EJEX,K2 P 0?Ez>3,A<��k%+2?, P <Z,K2�'*)-D!,AB?< Pj� M � 2�>?,K2y�6� P )+5J,K2�G!IF2
S
EH5X,AS?,K2Q>?%+,�to,KEJVCS3<Z,A%a�

BY032?D!,K2jG!IF2
wj

%-2R>3,A<*t P EX%+E
A
M

wj =

n∑

i=1

sij · vi

f 0?2kM
P = (x1, . . . , xn)K = (y1, . . . , yn)K′

# Q0 = (a1, . . . , an)K

��

��
��

P

Q0

P0

��		�#�#��������������� �������H"��U���J�
�}�H��	�#�������A�����H�A�������J�

 J¡  }¢��K�N�����#���Z���H����£������H"U� �A����¤= ¦¥�¥X§+��"U�����d¨ "��Z����H"��Z�����T¨ ��������N����"h�����6¨ ���C¥����H���#¤��



¢1��¤�� ���H�6���  !�
���N��£A���������� � �H�N"U�H������� �K�J� ���1�������

v ]+wF]+w�� � P 5��
(VI.1.2)

M1b*I=I�<Z>?%+2 P 5J,K2Tgh,KVCS3EX,K)
� 2LI!B?%-D!,A<c�=%a5X0 P 5X%+IF2RD!%-)a5NM

yT = S−1 · (x− a)T

ghI!Bk,K%
x = (x1, . . . , xn) # y = (y1, . . . , yn)

0?23>
a = (a1, . . . , an)to,�gq,A%-E M1'*0?EJ<C,KVCS?23,K2L>?,�<cb*IdI!<Z>3%-2 P 5X,K2j% ` 2?,A0?,K2 �6edEJ5J, ` M��

−−→
Q0P =

n∑

j=1

yj · wj = −−−−→P0Q0 +
−−→
P0P = −

n∑

i=1

ai · vi +

n∑

i=1

xi · vi

mn%+2?EJ,A5���,K2iGFI!2
wj =

n∑

i=1

sij · vi

032?> P 2?EJVCS?)+%+, W ,K2?>3, ` b*I=,��	��%+,K2T5J,K2TGF,�<ZDF)+,K%+VCSR)+%-,�
7,A<C5NM

n∑

j=1

sij · yj = xi − ai


�:=<
i = 1, . . . , n

^_P` %a5�M
(x− a)T

= S · yT ⇔ yT = S−1 · (x− a)T

v ]+wF]+wFw �6�l,���% P )
 P )+) >3,KEUb*I=I�<Z>?%+2 P 5J,K2Tgh,KVCS3EX,K)+E
f 0?2RghI!)-)+,K2igU%+<*2?IdVCSL,A%-23,K2 �d�k,��N% P )�
 P )+)l>3,KE�bcIdI�<Z>?%+2 P 5J,K2Tgh,KVCS?EJ,K)+EoBk,A5J< P VXST5X,K2kM
�=,A%

K = R # K = E
032?>LEJ,K% K′ ,K034d)+%+>?%+EXVCS3,KEob*IdI!<Z>3%-2 P 5J,K23EJedEJ5J, ` ]

�=%+2?>
(w1, . . . , wn) � <X5XS3IF2?I�< `|P )+B P EJ%-E # > P 232jBY%+)->3,K2 P 0?VCS (wT

1 , . . . , w
T
n

) ,K%+2?, � <C5JS?I!2?I�< `|P ) �B P EJ%-EN] ^_P` %a5�M

S =



↑ ↑
wT

1 · · · wT
n

↓ ↓


 ∈ O (n)

mn%+2Rbu,K232��N,K%+VCS?,K2LI�<C5JS?IFD!2 P )+,A< OQP 5H<Z%���,A2L%-EH5�M
ST · S = E ⇔ S−1 = ST

v ]+wF]+w�� b*I!<ZI!)-) P <
(VI.1.3)

to,A% `�� Bl,�<ZD P 2?D(GFI!2L,K%-23, ` �65 P 2?> P <Z>34!IdI!<Z>3%-2 P 5J,K23EJedEJ5J, ` ��0L,A%-23, ` ,K0=4d)-%+>?%+EXVCS3,K2Rb*IdI!<X�
>?%+2 P 5J,K2?EHedEJ5J, ` DF%+)+5NM

y = (x− a) · S
to,�gq,A%-E M

yT = S−1 · (x− a)T
= ST · (x− a)T

⇔ y =
(
ST · (x− a)T

)T

=
(
(x− a)T

)T

·
(
ST
)T

= (x− a) · S

� �H���H�����
�!���H�����! }�A�K¨�����#�3����� ¡  J¡  }¢��K�N�����#���Z���H����£������H"U�



�K�J� ���1����� � � �#��J�N���1�
�#�N�J	���h�l���}�N�����X������

v ]+wF]+w�� tq,K%-EH�Y%+,K) 
�:3<*,K%+2?,K2jbcIdI!<C>?%+2 P 5X,A2Tgq,AVCS?EJ,K)
~ %a<zBl,�5J< P VCST5J,K2

E
% `

R2
032?> K′ # > P�W P 03E

E # >303<ZVXSy,K%+2?, ^ <Z,KS60?23D 0 `
450

DF,KD!,K2�>?,A2
� S=< �N,K%-D!,A<ZEJ%-232i032?>j,A%-23, P 2?EJVCS?)+%-, W ,K2?>3,c@1,A<CEXVCS3%-,AB?0?23D�0 ` >?,K2�@1,A465JI!<

(1, 1)
S?,A<XGFI�<ZDF,KST5N]

$ @1,A<ZD!)-,K%+VCS3, P 03VCS to,K%+EJ�?%-,A) ` %a5om )-)+%+�?EX,
(6.1.3)

&

�� ��

�	

(0, 1)

(1, 0)

K′E

(1, 1)

�
	�	������������������ �  
E
���� K′

to,�5J< P VCST5J,K2Lg�%a<*>?%+,/@1,A465JI!<Z,K2
w1, w2

2?\S3,A<_EJIsEX,AS?,K2jgU%+<[)+,K%+VCST5�M


�
−
√

2
√

2

√
2

√
2

�
	�	������������������� �������J����� � �����N���A�����o�N�N�
w1, w2

^_P` %a5�M
w1 =

(
1√
2
,

1√
2

)

K′

032?>
w2 =

(
− 1√

2
,

1√
2

)

K′

] ^cP�` %a5�EX%+2?> >?%+, mn%+2T5H<Z\DF, G!IF2
S

Bk,A4 P 2?2T5�032?>Rg�%a<*,A<ZS P )a5J,K2lM

S =




1√
2
− 1√

2
1√
2

1√
2


 ∈ O (2)

f 0?2Rgh\S?)+,K2jgU%+<*,K%+2?,K2j.10?23465
P
M

��

��

��

v u

(1, 1)

P

�
	�	������������������ � ���������
P

P
S P 5U260?2 ^_P <ZEH5X,A)-)+0?23DF,K2R%+2

E
0?23> K′ M
P = (x, y)

E
= (u, v)K′f 0?2LD!%-)a5NM

(u, v)
T

= (x− 1, y − 1) ·




1√
2
− 1√

2
1√
2

1√
2




'*0?EJ<C,KVCS?23,K2L)+%-,�
7,A<C5U> P E P )a5HBl,�4 P 232T5X,zm�<ZDF,AB?2?%+E�M

u =
x− 1√

2
+
y − 1√

2
=
x+ y − 2√

2
, v = −x− 1√

2
+
y − 1√

2
=
y − x√

2

 J¡  }¢��K�N�����#���Z���H����£������H"U� �A����¤= ¦¥�¥X§+��"U�����d¨ "��Z����H"��Z�����T¨ ��������N����"h�����6¨ ���C¥����H���#¤��



¢1��¤�� ���H�6���  !�
���N��£A���������� � �H�N"U�H������� �K�J� ���1�������

� � � ��������	�
������
��
Rn

v ] �d]+w ^ ,��?2?%a5X%+IF2
(VI.2.a)

M � 0 P >=<Z%a4
r_,KD!,ABk,K2REX,A%-,K2

aij , bi, c ∈ R

�:3<

i, j = 1, . . . , n
] ^ %+, O ,A2?DF,

Q :=



x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn

∣∣∣∣∣∣

n∑

i,j=1

aij · xi · xj +

n∑

i=1

bi · xi + c = 0





S?,A% W 5 � 0 P >=<Z%a4 $ P )-)+DF, ` ,K%+2�bu,KDF,K)+EXVXS?2?%a5H5X,&C]

v ] �d] � to,K%+EJ�?%-,K)+, 
7:3< � 0 P >3<Z%a4F,A2

8;:3< >3,K2
R2

Bl,AEXVCS=<Z,K%aB?5 >?%+,[r_)-,A%-VCS6032?D x2

a2
+
y2

b2
= 1

,K%-23,om )-)+%+�?EX, ` %a5�>?,K2('UVCS3EX,K23EXVCS32?%a5J5J,K2
a
0?23>

b

y

x
a

b

�
		�#��������� ��� � ¡  ����#���#¤����1"o�����;�������H���������������H�
a
����

b

~ %a<[S P Bk,K2 
7<Z:3S?,A<*EJVCS?I!2LDF,KEJ,KS?,K2
(6.1.3) # > P�W >?%+,9r_)+,K%-VXS60?2?D

3x2 + 3y2 − 2xy − 4x− 4y = 0

P 0?VCS ,K%+2?,um )-)+%a�YEX,c> P <ZEH5X,K)+)a5�]

����
��

y

x

v
u

P

(1, 1)

��		�#�#�������������� ������#�#¤����1"U���
�N	�#�N�J� � ���J�#���K���
mnE1%+EJ5n2?%+VCST5 IFS32?,�gh,K%a5X,A<C,KE ,A<ZEJ%-VXST5X)+%-VXS # > P�W >?%+,[I!BY%+DF,*r_)+,K%+VCS60?23Du,K%+2?,�mn)+)+%+�?EX,oBk,KEJVCS3<Z,A%+B35�]^ ,AEXS P )aB gqI!)-)+,K2 gU%+<i260?2 P )-)+DF, ` ,K%+2?,�@1,A< 
 P S=<Z,K2 ,K2T5�g�%+VX4d)+,K2 0 ` 'c03EXE P D!,K2 :3Bk,A<jr_)-,A%a�
VCS6032?DF,A2 >3,A<[I!B?%-D!,K2R8=I!< ` 5H<Z, ! ,K2 �N0R4Fp!2?23,K2l]

v ] �d] � @1I!<CBk, ` ,A<X4d0?2?D!,K2

� S?2?,um %-23EXVCS=<Z\234d032?D3M aij = aji
# >?,K232 
�:3<

i < j
M

aijxixj + ajixjxi = (aij + aji) · xixj =
aij + aji

2
· xixj +

aij + aji

2
· xjxi

� �H���H�����
�!���H�����! }�A�K¨�����#�3����� ¡   �� �� �!�N���������H�



�K�J� ���1����� ¡ � � �#��J�N���1�
�#�N�J	���h�l���}�N�����X������

mnE 
�IF)+D!5o>?%+,uto,KS P 0=�?5J0?23D3]
fuP VCS ^ ,��?2?%a5X%+IF2kM

Q =

n∑

i,j=1

aijxixj +

n∑

i=1

bixi + c = 0
] ^_P

aij = aji


�I!)-D�5U032 ` %+5H5J,K)+B P <KM

A =


 aij


 ∈ �6e ` (n,R)

�=,A%
x = (x1, . . . , xn)

0?2?>
b = (b1, . . . , bn)

] ^_P 2?2y)-\ W 59EX%+VCSy>?%+,jI!B?%-D!,Lr_)+,K%+VCS60?23D P 0?VXS %-2
OQP 5J<Z%��N,K2�
�I�< ` EXVCS=<Z,K%aBl,A2lM

n∑

i,j=1

aijxixj +
n∑

i=1

bixi + c = 0 = x · A · xT + b · xT + c = 0

>?,A2?2lM

x · A · xT = (x1, · · ·, xn) ·


 aij


 ·




x1]]]
xn




b · xT = (b1, · · ·, bn) ·




y1]]]
yn


 =

n∑

i=1

bi · xi

^ ,�</� P 5 �u:=Bl,�<[>?%+, �uP 0=�?5 P VXS?EX,A2T5J< P 23E 
�I�< `|P 5J%+IF2L)+%-,�
7,A<C5NM
S ∈ O (n)

` %+5q>?,A<*m %-D!,K2?EJVCS P 
75

D := ST ·A · S =




λ1 ] ] ]
λr

0 ] ] ]
0




ghI!Bk,K%
r =

<ZD
(A)

0?23>
λi ∈ R \ {0}~ %+VCST5J%-D=M ^ %-,c�6� P )+5J,K2TG!,A465JI!<Z,K2 G!IF2

S
BY%+)+>?,K2s,A%-23, � <C5JS?I!2?I�< `|P )aB P EJ%-E P 03E1mn%+DF,K2TG!,A465JI!<Z,A2G!IF2

A
]

d to,Agh,K%+E�M S =



↑ ↑
v1 · · · vn

↓ ↓


 # ST = S−1 # > P S ∈ O (n)

] ^_P` %+5NM

A · S = S ·




λ1 ] ] ]
λr

0 ] ] ]
0




� ,KVCS?23,K2Rg�%a<[260?2Lgh,K%a5X,A< P 03E # EJIs,A<ZS P )a5J,K2jg�%a<KM

A · S =




↑ ↑
A · v1 · · · A · vn

↓ ↓


 =




↑ ↑ ↑ ↑
λ1 · v1 · · · λr · vr 0 · · · 0
↓ ↓ ↓ ↓




^_P` %a5�M
A · vi = λ · vi


�:3<
i = 1, . . . , r

0?23>
A · vj = 0


�:3<
i = r + 1, . . . , n cmn%+2?EJ,A5���,K2j)-%+,�
�,A<X5U260?2kM

ST ·A · S = D ⇔ A = S ·D · ST
] ~ %+<[,A<CS P )+5J,K2kM

x · A · xT + b · xT + c = x · S ·D · ST · xT + b · ST · S · xT + c = y ·D · yT + b′ · yT + c

  � � ���N�����#�N�H� �A����¤= ¦¥�¥X§+��"U�����d¨ "��Z����H"��Z�����T¨ ��������N����"h�����6¨ ���C¥����H���#¤��



¢1��¤�� ���H�6���  !�
���N��£A���������� � �H�N"U�H������� �K�H�����1� ��� ¡�¡

ghI!Bk,K%
y = x · S 0?23>

b′ = b · S ] to,A5H< P VCST5J0?2?D G!IF2 y ·D · yT + b′ · yT + c
M

(y1, · · ·, yn) ·




λ1 ] ] ]
λr

0 ] ] ]
0



·




y1]]]
yn


+ (b′1, · · ·, b′n) ·




y1]]]
yn


+ c = 0

⇔
r∑

i=1

λi · y2
i +

r∑

i=1

b′i · yi + c = 0

^ ,A035J0?2?D ` %+5H5X,A)-EUb*I!<CIF)+) P <
(VI.1.3)

M
y = x · S # � Bl,�<ZD P 2?D�GFI!2 E

�N0
( (0, . . . , 0)|P1, . . . , Pn)ghI!Bk,K% −→

0Pi = vi

����
vi

�
	�	������������������ � 
vi
�#"������"

^ %+, � <C5JS?IF23I!< `|P )aB P EX%+E # P 0?Eqmn%+DF,K2TG!,A465JI!<Z,K2iGFI!2 A # )+%+,�
�,A<Z2i>?%+,/2?,A0?,K2R'oVCS?EJ,K2R>?,AEUbcIdI�<X�
>?%+2 P 5J,K2?EHedEJ5J, ` E�]

v ] �d]�� to,K%+EJ�?%-,K)
f 0?2LghIF)+)+,K2jg�%a< P 03E*032?EJ,A<Z, ` P )+5HBk,A4 P 2?2T5J,K2 to,K%+EJ�?%-,K)

(6.1.3)
,K%+2?,zEHe `�` ,A5H<Z%+EXVCS3,zr_,KEH5 P )a5

S?,�<ZEJ5J,K)+)-,K2kM

3x2 + 3y2 − 2xy − 4x− 4y = 0

⇔ 3x2 + 3y2 − xy − yx− 4x− 4y = 0

^_P` %a5U,A<ZS P )+5J,K2jg�%a<KM
A =

(
3 −1
−1 3

) # b = (−4, 4) # c = 0
]

f 0?2RghI!)-)+,K2igU%+<*>?%+,umn%+DF,A2Tgq,�<C5X,/G!IF2
A
P 0?EH<Z,KVCS32?,K2k] ~ %a<[DF,KS3,K2jg�%+,uBl,�4 P 232T5UG!I!<KM

χ
A =

∣∣∣∣
T − 3 1

1 T − 3

∣∣∣∣ = (T − 3)
2 − 1 = T 2 − 6T + 8 = (T − 2) · (T − 4)

mnE 
�IF)+D!5NM
Av1 = 2v1

032?>
Av2 = 4v2

# λ1 = 2
0?23>

λ2 = 4
] ~ %a<z,A<ZS P )a5J,K2 > P` %a5 
�I!)-D!,K2?>3,

mn%+DF,A2TGF,A465JI!<C,K2lM

A ·
(

1
1

)
=

(
2
2

)
= 2 ·

(
1
1

)

A ·
(
−1

1

)
=

(
−4

4

)
= 4 ·

(
−1

1

)

^_P` %a5U,A<ZD!%+B35UEJ%-VCSL>3%-,/Bk,A<C,K%+5JEqBk,A4 P 232T5X, OQP 5J<Z%a{
S =




1√
2
− 1√

2

1√
2

1√
2




� �H���H�����
�!���H�����! }�A�K¨�����#�3����� ¡   �� �� �!�N���������H�



�K�J� ���1����� ¡ � � �#��J�N���1�
�#�N�J	���h�l���}�N�����X������

� 0 P >3< P 5J%-EJVCS?,9m <CDF\2��N0?23D >?,A<*,A<ZEH5X,A2
r �

,A< ` ,_)-%+,�
�,A<X5�M
r∑

i=1

λi · y2
i +

n∑

i=1

b′i · yi + c = 0

⇔
r∑

i=1

λi ·
(
y2

i +
b′i
λi
· yi

)
+

n∑

i=r+1

b′i · yi + c = 0

⇔
r∑

i=1

λi ·
(
yi +

b′i
2yi

)2

+

n∑

i=r+1

b′i · yi +c−
r∑

i=1

λ
i
·
(
b′i

2λi

)2

︸ ︷︷ ︸
+ c′

= 0

v ] �d]�� ^ <Z,K%kg�%+VCST5X%+DF, � 0 P >3<C%+4!,K2
� 0=<*m <Z%+2?23,A<Z0?23D3M1m %-23, � 0 P >3<Z%a4j%+EJ5o>?0=<ZVCS ,K%+2?,9r_)+,K%-VXS60?2?D�>?,A<*8=I!< ` M

x · A · xT + b · xT + c = 0

DF,ADF,ABk,K2�gqI�Bk,K%
A ∈ �de ` (n,R) # b ∈ Rn

032?>
c ∈ Rf 0?2L032T5X,�<ZEXVCS3,K%+>?,K2Rg�%a<[>3<C,K% G!,A<ZEXVXS?%+,K>?,K23,u%-2T5J,A<Z,AEXE P 2T5J,z8;\�)+)+,FM

$ � &
b′r+1 = b′r+2 = . . . = b′n = c′ = 0

$ �C� &
b′r+1 = b′r+2 = . . . = b′n = 0

032?>
c′ 6= 0

$ �C�C� &(m %-2
b′j 6= 0


�:=<
j ∈ {r + 1, . . . , n}

to,�5J< P VCST5J0?23D|8 P )+)
(I)
M

b*I=I�<Z>?%+2 P 5J,K2Tgh,KVCS3EX,K) )+%+,�
�,A<C5NM
zi = yi +

b′i
2λi


�:3<
i = 1, . . . , r

032?>
zj = yj


�:=<
j = r + 1, . . . , n

]
^_P` %a5U,A<ZS P )+5J,K2jg�%a< 
�:3<*>3,K2L,K2?>3DF:3)+5J%-D!,K2jb*IdI!<Z>3%-2 P 5X,K2Tgh,KVXS?EX,A)�M

z = (z1, . . . , zn) = x · S +

(
b′1
2λ1

, . . . ,
b′r

2λr
, 0, . . . , 0

)
= (x− a) · S

mnE 
�IF)+D!5NM
a · S = −

(
b′1

2λ1
, . . . ,

b′r
2λr

, 0, . . . , 0

)

m <CDF,AB?2?%+E�M %+2R23,K0?,K2jbcIdI!<C>?%+2 P 5X,A2LS P 5
Q
>?%+,9r_)-,K%+VCS6032?D3M r∑

i=1

λi · z2
i = 0

]
�=,A%-,K2 IFS?23,Rmn%+2?EJVCS3<C\�2=4d0?23D

λ1, . . . , λk > 0
0?2?>

λk+1, . . . , λk+l < 0
ghI!Bk,K%

k + l = r
0?23>

|λi| =
1

a2
i

] f 032R,A<ZS P )+5J,K2Rg�%a<*>?%+,u,K2?>3DF:?)a5J%-D!, f I!< `|P )�
�I!< ` 
7:3<
Q
M

Q
M k∑

i=1

z2
i

a2
i

−
k+l∑

i=k+1

z2
i

a2
i

= 0

ghI!Bk,K%
k + l = r =

<ZD
(A)

032?>
k − l =

EX%+DF2
(A)

]
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f 0?2RghI!)-)+,K2igU%+< 
�:=<
n = 2

>?%+,u>3<C,K% G!,A<ZEXVXS?%+,K>?,K23,K2
�
e6�l,A2 G!IF2 � 0 P >=<Z%+4!,K2RBk,A5H< P VCST5J,K2lM

8 P )+)
(I.1)

M �d,K%-,A2
λ1

0?2?>
λ2

�kIFEX%a5J%+G}] ^_P 2?2 ,A<CS P )+5J,K2 gU%+<�,K%+2?, � 0 P >3<C%+4 ` %+5 
�IF)+DF,A2?>?,�<
r_)+,K%-VXS60?2?D=M

Q
M x2

a2
+
y2

b2
= 0

^ %+,KEJ,*r_)-,K%+VCS6032?D/g�%a<Z> 2603<q>?0=<ZVCS
x = y = 0

D!,K)+pFEJ5n0?23> > P` %+5 Bl,AEJ5J,KST51>?%+,KEJ, � 0 P >=<Z%a4�260=<
P 0?E�>3, ` .10?23465

(0, 0)
]

8 P )+)
(I.2)

M �d,K% � m λ1

�kIFEX%a5J%+G�0?23>
λ2

23,KD P 5J%+G}] ^_P 2?2 ,A<ZS P )+5J,K2 g�%a<�,K%+2?, � 0 P >3<Z%a4 ` %a5

�I!)-D!,K2?>3,A<cr_)-,A%-VCS6032?D=M

Q
M x2

a2
− y2

b2
= 0

~ %a<�ghIF)+)-,K2j260?2L>?%+,u�kpFEX032?D!E ` ,K2?D!,_>3%-,KEJ,A<cr_)+,K%-VXS60?2?DsBk,KEH5X% `|` ,K2lM

x2

a2
− y2

b2
= 0 ⇔

(x
a
− y

b

)
·
(x
a

+
y

b

)
= 0

⇔ x

a
− y

b
= 0 ∧ x

a
+
y

b
= 0

⇔ y =
b

a
· x ∧ y = − b

a
· x

'*)-EU�kpFEJ0?23DFE ` ,K23DF,c>?,A<_r_)+,K%-VXS60?2?D�,A<ZS P )a5X,A2Rg�%+<*,K%+2R. PP <*G!IF2 r_,A< P >?,A2lM

x

y

y = + b
a · xy = − b

a · x

��		�#�#������������ �  
y =

b

a
· x ���� y = − b

a
· x

8 P )+)
(I.3)

M9�d,K%-,A2
λ1, λ2

2?,AD P 5X%aG}] ~ %a<9,A<ZS P )a5J,K2 ,K%+2?, � 0 P >3<C%+4 ` %a5 
�IF)+DF,K23>?,A<(r_)+,K%+VCS60?23D #>?%+,/g�%a<*>?03<CVCS O 03)+5J%a�Y)+%+4 P 5J%-I!2 ` %a5
(−1)

P 0�

>3,K2L8 P )+)
(I.1)

��0=<Z:?VJ4 
�:?S=<Z,K2lM

Q
M − x2

a2
− y2

b2
= 0 ⇔ Q

M x2

a2
+
y2

b2
= 0

to,�5J< P VCST5J0?23D|8 P )+)
(II)

M
fuP VCS P 2 P )-I!DF, ` b*IdI!<Z>3%-2 P 5J,K2Tgh,KVCS3EX,K)l,A<ZS P )a5J,K2Rg�%a<KM

Q
M r∑

i=1

λi · z2
i + c′ 6= 0

gqI�Bk,K%
c′ 6= 0

~ %a<[EJ� P )a5J,K2L>?%+,9�=0 `�` ,[g�%+,K>?,A<C0 ` %-2i�lI!EX%a5X%aG!,u0?2?>L23,KD P 5J%+G!,
λi
P 0�

032?>L,A<ZS P )+5J,K2lM

Q
M k∑

i=1

z2
i

a2
i

−
k+l∑

i=k+1

z2
i

a2
i

+ c′ = 0

ghI!Bk,K%
k + l = r =

<ZD
(A)

032?>
k − l =

EX%+DF2
(A)

]

� �H���H�����
�!���H�����! }�A�K¨�����#�3����� ¡   �� �� �!�N���������H�
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�#�N�J	���h�l���}�N�����X������

f 0?2RghI!)-)+,K2igU%+< 
�:=<
n = 2

>?%+,u>3<C,K% G!,A<ZEXVXS?%+,K>?,K23,K2 � 0 P >3<C%+4!,K2=� � e6�k,K2LBk,A5H< P VCST5J,K2lM
8 P )+)

(II.1)
Mh�d,K%-,A2

λ1

0?23>
λ2

�kIFEJ%+5J%aG}] ~ %a<[,A<ZS P )a5J,K2L,K%+2?,9r_)+,K%-VXS60?2?D�>?,A<*8=I!< ` M

x2

a2
+
y2

b2
+ c′ = 0

f 0?2 ` :?EJEX,K2|g�%a<c,A%-23,/gq,A%+5J,A<Z,u8 P )-)+0?2T5J,A<ZEJVCS?,K%+>?032?D 
�:=<
c′
G!I!<C2?,KS ` ,A2lM

8 P )+)
(II.1.a)

M18;:3<
c′ > 0

DF%aB?5�,KEq4F,K%+2?,u�kpFEJ0?23D %-2
R
] ^_P` %+5

Q = φ
]

8 P )+)
(II.1.b)

M18;:3<
c′ < 0

D!%+B35U,KEU�kpFEJ0?23DF,K2k] ^ %aGd%-EJ%-I!2j>303<ZVCS |c′| )-%+,�
�,A<X5�M

x2

a2
+
y2

b2
+ c′ = 0 ⇔ x2

a2
+
y2

b2
= |c′| ⇔ x2

(a′)2
+

y2

(b′)2
= 1

� 2L>?%+,KEX, ` 8 P )+) %+EJ5
Q
P )-EJIs,K%+2?,um )-)+%+�?EX,F]

8 P )+)
(II.2)

Mh�d,K% � m λ1

�kIFEJ%+5J%+G�032?>
λ2

2?,KD P 5J%aG}] ~ %a<[,A<ZS P )a5X,A2lM

x2

a2
− y2

b2
+ c′ = 0

'*)-EU,�<ZS P )a5X,K2L032 P BYS3\2?DF%+DsG!I ` @1I!< ��,K%+VCS3,K2 >?,KE[�64 P ) P <ZE
c′
,K%+2?, � e6�k,A<CBk,K)�]

8 P )+)
(II.3)

M ^ %+,KEX,A<q8 P )+)})+\ W 5 EJ%-VXS P 2 P )+IFD �N0i8 P )-)
(I.3)

>303<ZVCSi,K%+2?, O 0?)a5X%a�Y)+%+4 P 5J%-I!2 ` %+5
(−1)P 0�

>?,A2L8 P )+)

(II.1)
�N03<C:?VX4 
�:3S3<Z,A2l]

to,�5J< P VCST5J0?23D|8 P )+)
(III)

M
�=,A% � m br+1 6= 0

] ^cP 2?2L,A<ZS P )+5J,K2Rg�%a<*2 P VCS bcIdI�<Z>?%+2 P 5J,K2Tgh,KVCS?EJ,K)�M

zi = yi +
b′i
2λi


�:=<
i = 1, . . . , r zr+1 =

n∑

p=r+1

b′p · yp + c′ zj = yj


�:=<
j = r + 2, . . . , n

� m ∥∥(b′r+1, . . . , b
′
n

)∥∥ = 1
m�<ZDF\2��N,




b′r+1]]]
b′n




�N0L,K%+2?,A<[I�<C5XS3IFD!IF2 P )+,K2 OQP 5J<C%+{

S′ =




b′r+1]]]
b′n

∗

 ∈ O (n− r) $ ∗ I!<C5JS?I!DFIF2 P )-,zm <CDF\2��N0?23D6&C]U�d,A5���, S =




En 0

0 S′



> P` %+5NM

S ∈ O (n)
0?23>L,KEUDF%+)a5�M

z = (z1, . . . , zn)

= (y1, . . . , yn) ·




0 0] ] ]
1 1

0 0

0

b′r+1]]]
b′n

0 0] ] ]
1 1




+

(
b′1
2λ1

, . . . ,
b′r
2λr

, 0, . . . , 0

)

︸ ︷︷ ︸
+ b̃

= x · S ·




0 0] ] ]
1 1

0 0

0

b′r+1]]]
b′n

0 0] ] ]
1 1




︸ ︷︷ ︸
(#)

+ b̃
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f 0?2LEH5X,A)-)a5oEJ%-VXSL>?%+,u8=< P D!, # I!B (#) ∈ O (n)
%+EJ5N]

� ` 'c)+)-D!, ` ,K%+2?,K2|%+EJ5U>3%-,AEU2?%+VCST5�>3,A<*8 P )+)�] ~ %+<�4!pF232?,K2L>3%-,9�d%+5J0 P 5J%-I!2 P Bk,A<[<Z,A5H5X,K2 # %+2?>3, `
g�%a<

�
,K%+)-,|>3,A< r_)+,K%+VCS60?23D ` I=>3% ����%+,A<Z,A2l] � %+,A< �N0�>?%aGd%->3%-,�<Z,K2 g�%a< r∑

i=1

λiz
2
i +

n∑

i=r+1

b′i · yi + c′

>?0=<ZVCS ∥∥(0, . . . , 0, b′r+1, . . . , bn
)∥∥ ] ^_P E[m <CDF,AB?2?%+EU%-EH5�8 P )+) III

` %a5 ` Id>?%�
 �N%-,A<X5X,K2
λ′i
# b′i 032?> c′

]
^_P 232L%-EH5

(#) ∈ O (n)
]

^_P` %a5U,A<ZS P )+5J,K2jg�%a<*>?,K2 
7IF)+DF,K23>?,K2ibcIdI!<C>?%+2 P 5X,A2Tgq,AVCS?EJ,K)�M

z = x · (#) + b̃ = (x− a) · S̃ gqI�Bk,K%
S̃ ∈ O (n)

� ` 23,K0?,A2RbcIdI�<Z>?%+2 P 5J,K2?EHedEJ5J, ` S P 5
Q


�IF)+DF,A2?>?,/Bk,KEJVCS3<C,K%+Bk,K23>?,zr_)+,K%+VCS60?23D3M
k∑

i=1

z2
i

a2
i

−
l+k∑

i=k+1

z2
i

a2
i

+ zk+l+1 = 0

to,�5J< P VCST5J0?23D	
�:3<
n = 2

] ~ %a<[,A<ZS P )a5J,K2 
�IF)+DF,A2?>?,ur_)-,K%+VCS6032?D3M

±x
2

a2
− y = 0 ⇔ y =

x2

a2
∨ y = −x

2

a2

� 2RBk,K%->3,K2R8;\)+)-,K2jS P 2?>3,K)+5o,KE�EX%+VCSR0 ` ,A%-23,u. P < P Bk,K)�]

v ] �d] v ^ ,��?2?%a5X%+IF2
(VI.2.b)

M � ,A<ZEH5X,K)+)+0?2?D(>?,A<*,K0=4d)-%+>?%+EXVXS?,K2 f I�< `|P )-,K2 
�I!< `
^ %+, �

< P 2?E�
�I!< `�P 5J%-I!2y>3,A<s0=<ZEJ�3<Z:?23DF)+%-VXS?,K2yr_)+,K%-VXS60?2?D 
�:=<
Q

P 0�
q>?%+,i,A2?>?D!:?)a5X%+DF,ir_,KEH5 P )a5
$�% ` b*I=I�<Z>?%+2 P 5J,K2?EHedEJ5J, `

z1, . . . , zn

&qS3,K% W 5 � ,A<ZEH5X,A)-)+0?23D�>?,�<c,A034d)+%->3%-EJVCS?,K2 f I!< `|P )-,A2�
�I�< ` ]

v ] �d]�� ^ ,��?2?%a5X%+IF2
(VI.2.c)

M1m�<Cgh,K%a5X,A<X5X, OQP 5J<Z%a{i,K%-23,A< � 0 P >3<Z%a4
�=,A%1,K%-23, � 0 P >=<Z%+4 DF,KD!,ABk,K2 ` %+5

x · A · xT + b · xT + c = 0
] ^ %+,i,�<Cgh,K%+5J,A<Z, OQP 5H<Z%a{

A′
%+EJ5

>?, �Y2?%+,A<C5 ` %+5NM

A′ =




c 1
2b

1
2b

T A




v ] �d]�� m <C4!,K2?26032?D >3,A<*'*<C5U>?,A< � 0 P >3<Z%a4 P 23S P 2?>L>3,A<*,A<Cgh,K%a5X,A<X5X,K2 OQP 5H<Z%+{
. <ZI�BY)+, ` M ~ %+, ,A<C4!,K2?23, `|P 2 26032 P 23S P 2?>QDF,ADF,ABk,K23,A<

A, b, c
%+2 gh,K)-VXS?, ` 8 P )+) `|P 2 EX%+VCS

Bk,��Y23>?,A5N]
� %+,A< �N0Rg�%+<C>R>?%+,um <Cgh,K%a5J,A<C5J, OQP 5H<Z%+{i,K%+2?,A< � 0 P >=<Z%+4�Bk,A5H< P VCST5X,�5�M

Q : (1, x) · A′ ·
(

1
xT

)
= 0

wF] �=VCS=<Z%+5H5 Mnto,A<C,KVCS?26032?D|>?,�<c,�<Cgh,K%+5J,A<C5J,K2 OQP 5H<Z%+{

A′ →




1

S




T

· A′ ·




1

S


 =




c 1
2bS

1
2 (bS)

T
STAS




� �H���H�����
�!���H�����! }�A�K¨�����#�3����� ¡   �� �� �!�N���������H�



�K�J� ���1����� ¡ � � �#��J�N���1�
�#�N�J	���h�l���}�N�����X������

=




c 1
2b
′

1
2 (b′)T

D




=




c 1
2b
′
1 · · · · · · 1

2b
′
n

1
2b
′
1]]]]]]

1
2b
′
n

λ1
] ] ]

λr
0 ] ] ]

0




�d] �=VCS=<Z%+5H5 Mnto,A5H< P VCST5J0?23Di>3,A<*>3<Z,K%l8;\)-)+,
8 P )+) � � �C�




c 1
2b
′
1 · · · 1

2b
′
r 0 · · · 0

1
2b
′
1]]]

1
2b
′
r

0]]]
0

λ1 ] ] ]
λr

0 ] ] ]
0




(∗)
 




c′ 0 · · · 0 0 · · · 0

0]]]
0
0]]]
0

λ1
] ] ]

λr

0 ] ] ]
0




to, ` ,�<C4d0?23D M
(∗) �de `|` ,A5H<Z%+EXVCS3,ur P 0 W�� I!<C> P 2 �_` 
�I!< ` 0?23D

c′ = c−
(

1
2b
′
1

)2 1
λ1
− . . .−

(
1
2b
′
r

)2 1
λr8 P )+) � M

k + l =
<ZD

(A) # k − l =
EJ%-D!2

(A) # <ZD (A) =
<CD

(A′) = k + l #��� 08 P )+) �X� M
k + l =

<ZD
(A) # k − l =

EJ%-D!2
(A) # <ZD (A′) = k + l + 1

c′ > 0 ⇔ EX%+DF2
(A′) = 1 +

EX%+DF2
(A) � c′ < 0 ⇔ EX%+DF2

(A′) =
EX%+DF2

(A)− 18 P )+) �X�C� M



c 1
2b
′
1 · · · 1

2b
′
r

1
2b
′
1 λ1]]] ] ] ]

1
2b
′
r λr

6= 0 · · · 6= 0

6= 0····6= 0
0




 




c 1
2b
′
1 · · · 1

2b
′
r

1
2b
′
1 λ1]]] ] ] ]

1
2b
′
r λr

1 · · · · · ·1

1····
1

0




 




0 0 · · · 0

0 λ1]]] ] ] ]
0 λr

0 · · · · · · 0

0····
0

0




�_` 
�I�< ` 032?D!,K2|>?,A< OQP 5H<Z%�N,K2i,A< 
�I!)-D�5X,K2 ` %+5H5J,K)-E EHe `�` ,A5H<Z%+EXVCS3,K2�r P 0 W�� I�<Z> P 2R'*)+DFI!<C%+5JS=�
` 03E
<ZD

(A′) = 2 +
<ZD

(A) = k + l + 2 �
EX%+DF2

(A′) =
EJ%-D!2

(A) = k − l
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� � � ��� ����� ��� � 	 		����
 � ����
An

An = {(x1, . . . , xn)|xi ∈ K}
� B��X,A465J, M1.10323465J, # r_,A< P >3,K2 # m Bk,K2?,A2 # . . .
v ] �=]+w ^ ,��?2?%a5X%+IF2

(VI.3.a)
 r_,A< P >3,

�=,A%-,K2
P ∈ An � v ∈ Kn \ {0} # > P 232L%-EH5U>3%-,9r_,A< P >3,z>?,��?2?%+,A<C5 P )+E

gP � v = P + K · v = {P + t · v| t ∈ K}

~ %+VCST5J%-D=M
K · v =

{−−−→
P1P2

∣∣∣P1, P2 ∈ gP � v}
gP � a = gP � λ · a 
�:3< �H�#�

λ 6= 0

���� ����P1

P2

�
	�	������������������ �  � �J�������n�������
P1

����
P2

v ] �=] � to,K%+EJ�?%-,K)�M
K = F3

# n = 2

����
����
���� ���� ��� 

!�!"#�#$
%�%& '�'( F2

3

(0, 0)

(0, 2) (2, 2)

(2, 0)

�
	�	����������[�������N�� 3� �#�������#�����#�H�����U�N���
F2

3

wF] r_,A< P >?,FM
P = (1, 1) � v = (2, 1) � 2, 1 ∈ F3 ⇒ gP � v = {(1, 1) , (0, 2) , (2, 0)}

)�)*
+�+,
-�-. /�/0 1�12

3�345�56
7�78 9�9:

(0, 0) (2, 0)

(0, 2) (2, 2)

��		�#�#��������������A�� ?� �#�����N�������#�H�����U���J� ¡ ¨ � �H���N��
�d] r_,A< P >?,FM

Q = (1, 0) � v = (2, 1) � 2, 1 ∈ F3 ⇒ gQ � v = {(1, 0) , (0, 1) , (2, 2)}
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I�IJ K�KL

(2, 0)

(0, 2) (2, 2)

(0, 0)

��		�#�#�������������� �  ?� �#�����N�������#�H�����U���J����¨ � �H���N��
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�K�J� ���1����� ¡ � � �#��J�N���1�
�#�N�J	���h�l���}�N�����X������

�=] r_,A< P >?,FM
R = (1, 2) � w = (1, 2) � 2, 1 ∈ F3 ⇒ gR � w = {(1, 2) , (2, 1) , (0, 0)}^ %+,KEJ, r_,A< P >3, %-EH5c� P < P )+)+,K)-, ��0 >3,K2 G!I!<C%-D!,K2Qr_,A< P >3,K2 # > P %-2 F3 (2, 1) = 2 · (1, 2)

%+EJ5 # P )+EXI%+EJ5
gR � w = gR � v

����
����
���� ���� 	�	


������
���� ����

(2, 0)

(2, 2)

(0, 0)

(0, 2)

��		�#�#�������������� �� ?� �#�����N�������#�H�����U���J� �¨ � �H���N��
�3] r_,A< P >?,FM

R = (1, 2) � u = (1, 1) � 2, 1 ∈ F3 ⇒ g
R � u = {(1, 2) , (2, 0) , (0, 1)}

����
����
���� ���� ����

������� 
!�!" #�#$

(2, 0)

(2, 2)

(0, 0)

(0, 2)

��		�#�#������������ � �� ?� �#�����N�������#�H�����U���J� � ¨ � �H���N��

gR � u S P 5��X,Agh,K%+)-E ` %a5 gP � v � gQ � v � gR � w DF,K2 P 0L,K%-23,K2 �dVCS?23%+5H5J�?0?2=465[DF, ` ,K%+2?E P�` ]

v ] �=] � 83I!)-D!,A<Z0?23D3M

g
P � a = g

P � b ⇒ ∃λ = 0 : b 6= λ · a

v ] �=]�� ^ ,��?2?%a5X%+IF2
(VI.3.b)

M1. P < P )+)-,A)-%a5X\�5UG!IF2 r_,�< P >?,K2
�=,A%

g = g
P � v, h = g

Q � w ] � gh,K% r_,A< P >?,A2RS?,K% W ,K2�� P < P )-)+,K)�gh,K2?2RD!%-)a5NM
b = λ · v 
�:3<*,K%+2

λ 6= 0
]

f I!5 P 5X%+IF2 
�:3<[� P < P )+)-,A)-,9r_,A< P >3,K2
g
0?2?>

h
M
g ‖ h ]

v ] �=]�� � P 5 �
(VI.3.1)

Mnmn%+2?>?,A035J%-D�4F,K%a5U>3,A<_r_,A< P >?, # . P < P )+)+,K)-,A2 P {d%-I `
$�%�& ^ 03<ZVXS �Ngh,K% .10323465J,

P 6= Q
DF%aB?5o,KEUD!,K2 P 0L,K%+2?,zr_,�< P >?,

g # 032?> ��g P <cDF%+)a5�M
g = PQ =

P +K · −−→PQ
$�%-%7&i$�. P < P )+)+,K)-,A2 P {d%-I ` & � 0|,K%+2?,�<Ur_,�< P >?,K2

g
032?> ,K%+2?, ` .10323465

P 6∈ g D!%+B351,KE1D!,K2 P 0|,K%+2?,. P < P )-)+,K)+,
h
�N0

g
>303<ZVXS

P
]

%�%&P

g

��		�#�#������������ � ¡  ?� �#�#�������������#�N�c§('� �}�������#�#�H�#�H���*)K�#�N"
to,�gq,A%-E M ~ %a< ��,A%-D!,K2 �N0?,A<ZEH5�>?%+,um {d%+EJ5J,K2 � # > P 2?2 >?%+,umn%+2?>3,K035J%+D!4!,K%+5q>?,�</r_,�< P >?,K2
� 0

(i)
M

m {d%+EJ5J,K2 � M
g := g

P � −−→PQ
=
{
P + λ · −−→PQ

∣∣∣λ ∈ K
}
3 P,Q # > P 
�:3<

λ = 0 : P + 0 · −−→PQ = P
0?23>

λ = 1 : P + 1 · −−→PQ = Q
]

mn%+2?>3,K035J%+D!4!,K%+5 M1�=,K%
g′
,K%+2?,9r_,A< P >3, # >3%-, P 032?>

Q
,A2T5XS3\�)a5N]
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¢1��¤�� ���H�6���  !�
���N��£A���������� � �H�N"U�H������� �K�H�����1� ��� ¡ �

to,AS P 03�35X032?D M
g = g′to,�gq,A%-E M

g′ = g
R � v # P = R+ λ0 · v # Q = R+ µ0 · v # P 6= Q ⇒ λ0 6= µ0mnE 
�IF)+D!5NM

v = (µ0 − λ0)
−1−−→PQ

⇒ g′ = {R+ λ · v |λ ∈ K }
= {P + (−λ0) · v + λ · v| λ ∈ K}
= {P + λ′ · v|λ ∈ K}

⇒ g′ = g
P � −−→PQ

# > P v = α · −−→PQ # ` %a5 α 6= 0
� 0

(ii)
M

m {d%+EJ5J,K2 � Mh�d,K%
g = g

R � v # EJ,A5���, h := g
P � v # > P 232L%-EH5u$�2 P VCS ^ ,��?2?%a5X%+IF2

(VI.3.b)
&
h ‖ g # h 3 P ]mn%+2?>3,K035J%+D!4!,K%+5 Mn'c2 P )+IFD �N0

(i)
]

v ] �=] v ^ ,��?2?%a5X%+IF2
(VI.3.c)

M1' �|2?,�< � 2T5X,�<C< P 0 `

L ⊆ An (K)
S3,K% W 5 P �|2?,A< � 2T5J,A<C< P 0 ` # gh,K2?2 
7IF)+DF,K23>?,KEqDF%+)+5NM

$�%�&
L 6= ∅ � ∀P,Q ∈ L � P 6= Q ⇒ PQ ∈ L

���� ����
����M

P Q

��		�#�#���������� � � 
PQ ∈ L

$�%-%7& ∀ r_,A< P >?,A2 g ⊆ L # ∀P ∈ L \ g M >3%-,u. P < P )-)+,K)+, ��0
g
>?0=<ZVCS

M
%-EH5U%+2

L
,K2T5XS P )+5J,K2

v ] �=]�� to,K%+EJ�?%-,K)�M�' �|23, � 2T5J,A<C<Z\0 ` , �N0
A2 (F2)

����
	�	
 ����

��

(0, 0) (1, 0)

(1, 1)(0, 1)

�
	�	���������������� � � 
A2 (F2)

8d< P DF, M � EH5
L = {(0, 0) , (1, 0) , (0, 1)} P �|23,A< � 2T5J,A<C< P 0 `��

� ,K>3,u@1,A<CB?%-23>?0?23D ��g�%-EJVCS?,A2 �Ngh,K% .10323465J,K2L%+EJ5U,A%-23,9r_,A< P >?,F]

����
���� ����

��������
���� ����

��� !�!"
#�#$ %�%&
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/�/0 1�12
3�34 5�56

7�78 9�9:
;�;< =�=>

?�?@

�
		������������ ��� � �  }�
�#�#� � �H���N���J�c�#�
A2 (F2)

L
,A< 
�:3)-)a5

(i)
P Bk,A<*2?%+VCST5

(ii)
]

b*IF2��N,BA603,K2�� M1,K%+2 P �|2?,A< � 2T5J,A<C< P 0 ` # >?,�< (0, 0) , (1, 0) , (0, 1)
,K2T5JS?\)a5�%-EH5

A2 (F2)
¨

� �H���H�����
�!���H�����! }�A�K¨�����#�3����� ¡   �� ���M���ON
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�K�J� ���1��������� � �#��J�N���1�
�#�N�J	���h�l���}�N�����X������

� ������ 	 ��
�� � ��� � � ��� 	 � ��� � 	 	 ��� 
 �

v ] �=]�� � P 5 �
(VI.3.2)

M
	 A60?%aG P )-,K2T5J,9to,KEJVCS3<Z,A%+B?0?2?D!,K2 
�:=< P �|23, � 2T5J,A<C<Z\0 ` ,
�=,A%

L ⊆ A2 (F2)
# L 6= ∅ ]^_P 232LEX%+2?>L\ A60?%aG P )-,K2T5NM

$�%�&
L
%+EJ5 P �|23,A< � 2T5J,A<C< P 0 ` ]

$�%-%7&
T (L) :=

{
PQ
∣∣P,Q ∈ L

}
< Kn

032?>
L = P + T (L)


7:3< �X,K>3,K2L.10?2=465
P ∈ L

]
$�%+%-%7&

L = R+ U # 
�:=<*,K%-2 R ∈ An # U < Kn
]

$�%+G3& ∃A ∈Mm,n (K) # b ∈ Kn
M
L = L (A, b) # L 6= φ

¨

v ] �=]#x to, ` ,A<C4d032?D
� 2T5X,�<C<Z\0 ` ,u>?,AEU@1,A465JI!<C< P 0 ` E

Kn ↔ S3I ` IFD!,K2?,/r_)-,K%+VCS6032?DFEJEJedEH5X, ` ,
A · x = 0

P �|23, � 2T5J,A<C< P 0 ` ,z>?,AE
An (K) ↔ %+2?S3I ` IFD!,K2?,/r_)-,A%-VCS6032?D!EXEJedEH5X, ` ,

A · x = b$
b
> P < 


= 0
EX,A%-2��a&

^ %-, P �|2?,A2 � 2T5X,A<X<Z\0 ` ,c>3,KE
Kn

EJ%-23>j�6�k,���% P )
7\�)+)+,*>3,A< P �|23,K2 � 2T5J,A<C<Z\0 ` ,[GFI!2
An

]

v ] �=]+w�� @1I�<CBk, ` ,A<C4d032?DF,A2 �N0 ` to,Agh,K%+EoG!IF2
(VI.3.2)

$ P &
Kn

�d5 P 2?> P <Z>=BY%+)-%+2?, P < 
�I!< ` 〈(x1, . . . , xn) , (y1, . . . , yn)〉 =

n∑

i=1

xi · yi
# 2?%+VCST5 P 0?EJDF, P <C5J,A5

�=,A%
U < Kn # > P 232 U⊥ = {u ∈ Kn| 〈u, U〉 = 0} # >?% ` (U⊥) = n− >?% ` (U)

0?23> (
U⊥
)⊥

= U,
> P

U ⊆
(
U⊥
)⊥

= U⊥⊥ 0?23> >?% `
(U) =

>?% ` (
U⊥⊥

)
= n− >?% ` (U⊥) =

>?% `
(U)

$ B�&
A · x =



← v1 →····← vm →


 · x =



〈
v1, x

T
〉

····〈
vm, x

T
〉




v ] �=]+wFw tq,Agh,K%-EqGFI!2 � P 5 �
(VI.3.2)

M

(i) ⇒ (ii)
M
u =
−−→
PQ # v =

−→
RS # P,Q,R, S ∈ L

� 0 � ,K%+DF,K2kM
u+ v =

−−→
AB # A,B ∈ L

�� ����
���� ����
R S

P

Q

�
		������������ ��� � �  � �H��"U� ������������1¢ �N����������A���#�N�_���J� � ���l�J�#���J�l�k�
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¢1��¤�� ���H�6���  !�
���N��£A���������� � �H�N"U�H������� �K�H�����1� ��� � ¡

fuP VCS 'c2Tgh,K23>?032?D >?,�<c. P < P )-)+,K)+,K2 P {d%+I ` 
�I!)-D�5�M

���� ����
���� ����
R S

P

Q

�
		�#��������� ��� � � � �H��"o�H�����#������1¢ �N����������A���#�N�*��J� � � � �H�����J�l�k���
f 0?2R5H< P DF,A2Rg�%+< −→

RS
P B 0?23>L,A<ZS P )a5J,K2

B
M

	�	
 ����
�� ����

����

R S

P

Q B

��		�#�#���������� � �� � �H�N"U�H�����#������ ¢����������������������c���X� � � � �H�����X�l�������
b*IF2?EH5J<C03465J%-I!2L>?,A<_r_,A< P >3,K2

k
M

���� ����
���� ����

����

R S

P

Q B k

�
		�#��������� ��� � �  � �H��"o�H�����#������1¢ �N����������A���#�N�_���J� � � � �H�����J�l�k� �
K = PB ⊆ L,

> P
P,B ∈ L

032?> −−→
PB = u+ vf IdVCS �N0 � ,K%+DF,K2kM

λ · u ∈ T (L)

���� ��� 
!�!"

u

P

Q

Q′

�
	�	���������������� � � � �J�N"U� �������������$#F�!�������J���N������������A���#�N�*���X� � � � �H�����X�
−−→
PQ′ = λ · u, > P PQ ∈ L

§a�����N�
Q′ ∈ L �

>k]#Sk]
λ · u =

−−→
PQ′ ∈ T (L)

]
~ \S?)+,

P ∈ L
] ^cP 232LDF%+)+5 
�:3<[Bk,K)+%-,�Bl,A%-D!,

Q ∈ L
M

Q = P +
−−→
PQ ∈ P + T (L)

] ^cP�` %a5
L ⊆ P + T (L)

� �H���H�����
�!���H�����! }�A�K¨�����#�3����� ¡   �� ���M���ON
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�K�J� ���1�������N� � �#��J�N���1�
�#�N�J	���h�l���}�N�����X������

�_` 4!,KS3<C0?2?D=M
u =
−→
RS, R, S ∈ L

� 0 � ,K%+DF,K2kM
P + u ∈ L

��������

����

����
h

g

R

S

P

Q

u

��		�#�#���������� � �� � �H�N"U�H�����#������ ¢���������������������� �J�
L = P + T (L)

h ⊆ L � Q = P + u ∈ h ⊆ L� 2?EJDF,KE P�` 5�M
L ⊆ P + T (L) ⊆ L

P )-EJI
L = P + T (L)

(ii) ⇒ (iii)
M 4d) P <K]

(iii) ⇒ (iv)
M fuP VXSR@1I!<C< P 03EXEJ,A5 �N0?23D|DF%+)+5NM

L = R+ U
]

~�P S?)+,
(v1, . . . , vn−r)

t P EX%+EqG!IF2
U⊥

] �d,A5 �N,
A =



← v1 →····← vn−r →


 ]

^_P 232lM

x ∈ L ⇔
〈
v1, x

⊥〉 = . . . =
〈
vn−r, x

⊥〉 = 0

⇔ A · x⊥
^_P` %a5�M

x ∈ L ⇔ x−R ∈ U
⇔ A · (x−R)

⊥
= 0

⇔ A · x⊥ = A · R⊥ =: b

�=I!D P <KM
m = n− >?% ` (U)

(iv) ⇒ (i)
M
L = L (A, b) = x0 + L (A, 0) = x0 + U, U < Kn

fuP VCSTgh,K%+E�>?,A<*mn%+DF,A2?EXVXS P 
75J,K2L,K%+2?,KE P �|23,K2 � 2T5J,A<C< P 0 ` ,KE�M
$�%�&

P = xo + u1
# Q = x0 + u2

M
PQ = P + K · −−→PQ = x0 + u1 + K · (u2 − u1)︸ ︷︷ ︸

⊆ U
⊆ x0 + U = L

$�%-%7&
g
r_,A< P >3,z%-2

L
M
g = P + K · u, u ∈ U ]�d,K%

Q 6∈ g, Q ∈ L # > P 232L%-EH5U>3%-,u. P < P )-)+,K)+,
h
��0

g # >?03<CVCS Q # �N0 � ,A%-D!,K2l]
m EU%+EJ5

h = Q+ K · u = x0 + u1 ·K · u︸ ︷︷ ︸
⊆ U

⊆ L

to,A>?,K0=5X032?D�G!IF2
(ii)

M
L
P �|2?,�< � 2T5X,�<C< P 0 ` # L = R + U ⇒ U

,K%+2?>3,K035J%+D 0?23> �Ng P <
U = T (L) ( �

< P 23EX) P 5J%+IF2?EHGF,�465XI�<C<C< P 0 ` ��0
L)
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¢1��¤�� ���H�6���  !�
���N��£A���������� � �H�N"U�H������� �K�H�����1� ��� � �

v ] �=]+w�� ^ ,��Y23%+5J%-I!2
(VI.3.d)

M ^ % ` ,K23EX%+IF2 P �|2?,A< � 2T5J,A<C<C\�0 ` ,
�=,A%

L
P �|2?,A< � 2T5J,A<C< P 0 ` M

>3% `
(L) :=

>3% `
(T (L))

>?,A2?2lM >?% `
(An) = n, T (L) = Kn,

>?% `
(
r_,A< P >3,

) = 1

v ] �=]+w�� ^ ,��Y23%+5J%-I!2
(VI.3.e)

M � e6�k,A<C,ABk,K2?,

^ %+,
(n− 1)

��>?% ` ,K2?EJ%-I!2 P )-,A2 P �|23,K2 � 2T5J,A<C<C\�0 ` ,9>3,KE
An

S?,A% W ,K2 � e6�l,�<Z,ABk,K2?,A2l]
n = 2

M � e6�k,A<Z,�Bl,A2?,
=̂
r_,�< P >?,

n = 3
M � e6�k,A<Z,�Bl,A2?,

=̂
m�Bk,K2?,

� ������ 	 ��
�� � ��� ��� ������� � 	 � � ����� �
v ] �=]+w � � P 5��

(VI.3.3)
M1mn%+2?>3,K035J%+D!4!,K%+5o>?,A< � e6�k,A<C,ABk,K2?,

r_,KD!,ABk,K2 EX,A%-,K2
P0, . . . , Pn−1 ∈ An ` %a5_>3,A<9mn%+DF,K23EXVCS P 
75 # > P�W −−−→P0P1, . . . ,

−−−−−→
P0Pn−1

)+%-23, P <z0?2=�
P BYS3\�23DF%+D EX%+2?>k]
^_P 232LDF%aB?5�,KEoDF,K2 P 0j,K%-23, � e6�k,A<Z,ABk,K23,

H
>?0=<ZVCS

P0, . . . , Pn−1

032?>LEJ%-,/g�%a<Z> # P 0�
 
�I!)-D!,K2?>3,\ A60?%aG P )-,K2T5J, ~ ,K%-EJ,K2 # Bk,KEXVXS3<Z%+,ABk,K2lM

$�%�&(. P < P` ,A5X,�<Z> P <ZEH5X,K)+)+0?2?D=M

H = P0 +
〈−−−→
P0P1, . . . ,

−−−−−→
P0Pn−1

〉

$�%-%7&�r_)+,K%+VCS60?23DFEJ> P <ZEJ5J,K)+)-032?D=M

P ∈ H ⇔

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 ← P →
1 ← P0 →]]] ]]]
1 ← Pn−1 →

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0

� `
R3
M
Pi = (xi, yi, zi)

# P = (x, y, z)

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 x y z
1 x1 y1 z1
1 x2 y2 z2
1 x3 y3 z3

∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0

to,�gq,A%-E M
� 0

(i)
Mh�=,A)+B?EJ5UId>3,A<[2?%+, �
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