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GEWOHNLICHE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

1. Wachstumsprozesse und lineare DGLs erster Ordnung

#1#

X(t) - Anzahl einer Population zur Zeit t

X(t) - Wachstumsgeschwindigkeit
X(t) =a(x,)X(t)

Wenn a nicht von x abhéangt:

homogene lineare Differentialgleichung erster Ordnung

H2#

H#H3#

H#HAH

Ho#

Ho#

HI#

H#HB#

1.1 Feststellung
Esseien IR ein Intervall und alJC(1,K) .
Mit einer Stammfunktion ACCY(1,K) von asind ale K -wertigen Lésungen von
X(t) =a(t)X(t) Uber einem Intervall 1,01 gegeben durch x(t)=Ce*", COK.
1.2. Beispiel, Bemerkung
a) Man kann Eindeutigkeit erreichen durch das Vorschreiben von Anfangswerten
X(to):Xo, toll
Das Anfangswertproblem
X(t) =a(t)BX(t), x(to)=xo
hat die eindeutige Losung

X(t) = %, exp(}a(s) ds), tal

b) a(t)=akonstant.
LGsung von #2#: x(t):c@afﬂ
LGsung von #3#: X(t) = X, [t
1.3 Beispiel
a) o>0, F(¢) 3=1[e_‘x‘“ e dx = 2Jma &%
b) #5# hat Anwendung in der Fourier-Analysis, Wahrscheinlichkeitstheorie,
Waérmeleitungsgleichung.
Gaul-Kern:  G(x,t) = (271)‘% e
Fourier-Transformierte:
6(¢) = (2m) * fo() ™ dx
R

G'(@)=(@m e =tiGIE) 10
Integrale immer 1: IG(t) =1
t —» 0: d-Distribution (gim.)

inhomogene lineare Differentialgleichungen erster Ordnung

HO#

X(t) =a(t)X(H)+b(t) , ablC(l)
= X-ax=b

Durch D: X — %- ax wird ein linearer Operator D: C*(1) — C(1) definiert, dessen
Kern N(D)={ x | Dx=0} eindimensional ist.
1.4 Feststellung

Esseien E,F Vektorrdume und D: E - F linear.

Es gelte Dxg=Db fir ein xo[JE.

Dann ist der affine Raum
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#10# Xo+N(D)={ x=xoty | YLIN(D), d.h. Dy=0}
die Menge aller Losungen von Dx=b.
1.5 Variation der Konstanten zur Losung von #9#
#11# Ansatz:  x(t)=C(t)&® , sogilt:
#12# C(t) = b(t) @O
1.6 Beispie
Wachstumsprozel3:
x=a(x)X, a(x)=b(g-x)
g: Grenzpopulation (kann nicht tiberschritten werden)
#13# x=b(g-x)x=ax-bx*> , ab,g>0
Losungen: x=0, x=g
Differentialgleichung #13# ist nicht linear
Fir Losungen x20 setze y =1, x = % , so folgt:
#14# y=-ay+b
Inhomogene lineare Differentialgleichung
X=g10st #13# [ y =< 10st #14#
Allgemeine Losung von #14#:
yt)=1+Cl&™
y(t)>0furtR < C=0
xt)=(+ce)*  c20

2. Differentialgleichungen mit getrennten Variablen

2.1 Definition: Es seien DORxK offen und f JC(D,K).
Fur ein Intervall 1,0JR heil3t eine differenzierbare Funktion ¢: 1o -» K L&sung der
Differentialgleichung
#1# y'=f(xy),
falsihr Graph I'(¢)ID und ¢* (X)=f(x,$(x)) fur xOlo gilt.
2.2 Bemerkung
a) Ist ¢ Losung von #1#, so gilt 0C (1o,K)
b) K=R: #1# beschreibt , Richtungsfeld”.
2.3 Bemerkung
a) I,JOR Intervalle, fOC(I,R), glC(J,R).
H2H y'=f(x)d(y)
heif} Differentialgleichung mit getrennten Variablen.
b) Gilt g(yo)=0, soist ¢(x)=Yyo LESung von #2#.
c) Exakt: Es seien GOC'(J), FOC(I) Stammfunktionenvon 1 ,f.

Ist pICY(1o) eine Losung von #2#, so gilt:
(G9)* (x)=F(x)
#3# O G(d(x))=F(x)+c , XOlg, fur cOR
2.4 Satz: Esselen |,JUR offene Intervalle, fC(1), glIC(J) und g(y)#0 fur y[J.
Zu X1 und yo[1J gibt es ein offenes 1oLl mit xo0lp, SO dald das
Anfangswertproblem (AWP)
#a# y'=f()@a(y) ,yxo)=Yo
genau eine Losung ¢OC(Ig) hat.
Mit
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Ho#

HOH

Hi#

H#HB#

HO#

#10#

#11#

y X
G(y) = I% F(X) :=If(t) dt,
Yo Xg
ist diese gegeben durch
& (x)=G(F(x)), xOlo.
2.5 Beisgpiel
y=-3
auf 1=R, J=]0,00].
Sai xo=0, yo>0

Loésung: ¢ (X) = Y2 — X , 10=]-Yo.yol

Beachte: Das Existenzintervall 1o der Losung hangt vom Anfangswert yo ab.
Allgemein: Das maximal mogliche Intervall o ist das mit Xo[Clloll, F(lp) IG(J).
2.6 Beispiel

y'=4yl
hat stationare Losung y=0 Uber R, ]0,00[:
Ldsungen nach #3#:
d(x)=1 (x+c)*, xOle=]-¢,0[
bzw.  $(x)=-1 (b-x)?, xOlp=]-01,b]
Auf ganz R definierte Ldsungen: a<b:
0 i(x-b)*> ,x>b
¢(x):¢a’b(x):% 0 ,as<x<b
E—%(a—x)2 ,Xx<a
Anfangswertproblem: y'= \/M , Y(0)=yp
yo£0: eindeutig |6sbar nahe 0, aber nicht eindeutig |6sbar auf R, da
Verzweigung moglich.
Yo=0: Esgibt Gber jedem Intervall um O mehrere L ésungen!
2.7 Beisgpiel
y' =e’[§inx
Anfangswertproblem: y(0)=yo,[IR
0 @ (X) =—In(cosx+e™ -1)
xOlo=lo(yo)={ x nahe 0| cosx+e™* —1>0}
Fall. e%-1>1 = ye<-In2:1p=R, ¢ 2reperiodisch
Fal 2. e -1=1 = yo=-In2:lp=]-I, ]
¢ - O, X - =TT
Fal3: e -1<1 = yp>-In2:lp=]-c,q
¢ - 0,Xx > £C
Yo - :ic— 0!l
Existenzintervall und globales Verhalten der Ldsung hangen stark von y, ab!

3. Pfaffsche Formen

3.1 Bemerkung
a) fOCYD,R), DOR" offen.
f(x+h)-f(x)=df (x)(h)+P(|n);
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hierbei ist df OR™=(Ty(R")* eine Linearform auf R"=T,(R"), die Ableitung von
f inxOD.

#1# df (x)(h) = iau f(x)h, hOR"=T«(R"
Speziell f(x)=x, : dx,(x)(h)=h, , also

{dxy,...,dxq} duale Basis des R" zu{e,....e}.
b) Essei w D — R" eine C*-Abbildung

H#H2# 0 w(x) = n a, (x) dx, ,
W(x)g,=8,(x)JC(D) wegen dxy(€)=8uy
#3# Statt #1# schreibe  df (x) = Zau f(x) dx,, .
U=l

3.2 Definition: Es sei DOR" offen.
Eine Pfaffsche Form oder 1-Form auf D ist eine Abbildung w: D — (R").
Essal Q/(D) der Raum aller C*-Pfaffschen Formen auf D.
3.3 Transformationen
UORP, DOR" offen, k0N, yOC<*(U,D)
a) Punkte
Ul - (u)D
b) Funktionen
f:D - K; f:U - K
y*: G(D) - G(U)
#a# Prf=f-y
c) Wege
yOC(1,U)
O B=¢(y)=y-y[XC(1,D)
Tangentenvektor: t, =y(t)

#ott O t,, (O =g (y(O)t, (t)
d) Vektorfelder
V(WOTW(RP)
#6t#t Yo(V)(Qu)=g'u)(V (W)=D(u)V(u), ubu

vOCY(U) Vektorfeld O .V Vektorfeld auf Y(U)OD
) 1-Formen: w@ (D)
w(x) ist Linearform auf R"=Ty(R").
Speziell sai x=(u)
#rt (W ) (U)(h):=(W(U)) (W (Uh) , uou, hORP
Beachte: @OC** O, =y'0OC, aso
w@ D) O ¢ wd V)
f) Stetsgilt: (Wrew2) =y W1’
3.4 Satz: Es seien UORP, DOR" offen, yOCY(U,D), fOCHD,K).
Dann gilt:
#8# W (df)=d(’f).
Warnung: Bel Vektorfeldern ist die Gradientenbildung mit der Koordinatentransformation nicht
vertréglich.

3.5 Beispiee
) Y=(W1,-,Wn)" U > R", dx,@ (R
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HO#
#10#

#11#

#12#
#13#

#14#

#15#

#16#

l]J* (dxy) (u)=dy(u)
Wy 8,09 dx, )W) = Y a, @(u) dy, (1)
b) Polarkoordinaten

wmm:ggjé

Zu fOCYR?) sei g=y" f OCY(R?) (oder OC*(]0,0[x]-Tt 1Y)
W' (df)(r.$)=dg(r,0)= 5 dr +53-d¢
3.6 Bemerkungen
Bijektion j: Vektorfeldern — 1-Formen
VOC'D,R" O wejV@ (D)
GV)X)(h)=<h,V(x)> ,xOD, hOR"=T«(R") (abhangig vom Skalarprodukt)

j(@(X),....a(x)) "= Y a,(x) dx, (abhéngig von Basis)
v=l

Die ldentifikation j: V + wist invariant nur unter affinen Isometrien.
Fir gOCY(D,R) gilt:
gradg=V = 5_2 =a, < dg=w
3.7 Definition
a) W ,*(D) heifk geschlossen, falls -a, = s-a,, l<v,psn.

ox, “H
b) W@ o*(D) heif}t exakt, falls es gCJCY(D) gibt mit w=dg, dann heift g
Stammfunktion von .
Dann: wexakt = V hat Potential
wgeschlossen = V wirbelfrei
(- DV symmetrisch = rotV=0im R?
Satz von Schwarz: wQ ;*(D) exakt 0 w geschlossen
3.8 Beispiel
w(x,y) = 22YE auf R?/{(0,0)}; wist geschlossen, aber nicht exakt.

x2+y2
3.9 Definition: Eine Menge SCIR" heifdt sternformig bzgl. allS, falls gilt:
xS O [ax]OS.
3.10 Es sei DOR" offen und sternformig.

Dann ist jede geschlossene Form w = Zav (x) dx, @ ;*(D) exakt.

n 1
Im Beweis. g(X) =£gg] = Zj'au (tx) dt x,,
H=10

3.11 Bemerkung
Essa Y: D - G C*Diffeomorphismus, D sternférmig.
Sei W 1(G) geschlossen O Y w@ (D) geschlossen
0 OgOCAD): ¢ w=dg
0 w=d((W™) 0)
O wexakt
Satz (Riemann): GOR? einfach zusammenhangend O G diffeomorph zum
Einheitskreis
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4. Exakte Differentialgleichungen

#1#

H2#

H#H3#

H#HAH

Ho#

4.1 Bemerkung: GOR? Gebiet, fC(G,R), Io0R Intervall
®0CY(10,R), T'($)0OG.
Setze y(t)=(t,0(t)); dannisty: lo - G ein Weg.
Fir wx=dy-f(x,y)dx[@ *G) gilt:
Y (w)=(¢ ()-f(t.o(1)))dt
Also: ¢ ist Losung der Differentialgleichung
y=f(xy)
= Y*w=0.
4.2 Definition: Es sei wQ ¢'(G) eine stetige 1-Form auf GOR?.
Ein glatter (regulérer) C-Weg y: lo - G heif}t Lésung der Differentialgleichung
w=0, falsy*w=0ist.
4.3 Bemerkung
a) Ista: I — I eine C*-Koordinatentransformation reeller Intervalle und yi=y-Q,
dann folgt aus y* w=0 auch y;* w=0
Lost also y die Differentialgleichung w=0, so gilt dies auch fir jeden zu y
aguivalenten glatten Weg.
b) Fir hOC(G) mit h(x,y)#0 auf G gilt
V=0 = y*(hw)=0
Ist «(Xo0,Y0)%0, so ist nahe (Xo,yo)  w=0 < explizite Differentialgleichung
c) Geometrische Interpretation von «w=0:
Zu g=(x,y)JG und ()20 legt () J(R?)' den eindimensionalen Unterraum
N(ax(@))={ hOT4(R?) | eXa)h=0}
von T4(R?) fest, also eine Gerade durch q.
Esisty: lo - GLOsungvon#3# < y (t)OON(w(y(1)))
4.4 Definition: Die Differentialgleichung w=0 heif3t exakt, falls w exakt ist.
Eine Stammfunktion A von w heif Integral von w=0.
4.5 Satz: Es sei AOCHG,R) ein Integral von w=0.
Ein glatter C-Wegy: lo — G ist genau dann eine Lésung von w=0, wenn Asy
konstant ist.
4.6 Bemerkung
a) Losungen von w=0 verlaufen also in den Niveaumengen
N(A)={ qUG | A(g)=c } von A.
Ist 6)(q)20 und c=A(q), dann ist N¢(A) eindimensionale C-Mannigfaltigkeit
- Spur eines C-glatten Jordan-Weges durch g.
nahe g: Es kann y sogar als Graph einer Funktion gewahlt werden
dh: A(y)=c = y=¢(x) (oder x=¢(y))
cR heil3t reguldrer Wert von A, fallsfar ale gOG mit A(g)=c gilt: dA(g)ZO0.
Dann "besteht N¢(A) aus glatten Kurvenstiicken".
N(A) ist endliche disjunkte Vereinigung von glatten C-geschlossenen Jordan-
Kurven = Nc(A) kompakt
Lemma (Sard): Fast alle c[IR sind regulér.
b) y=f(x)d(y) uber IxJ, g(y)z0 auf J
Stammfunktion: A(X,¥)=G(y)-F(x)=c
c) Stationare Losungen von w=0: w(q)=0, y(t)=q
d) Zu w@ 1%(G) suche hOCYG) mit h(g)z0 auf G, so dal’ hw exakt ist; dann heift
h integrierender Faktor oder Eulerscher Multiplikator fir «=0.
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4.7 Satz: Fir w=adx+b dy@ 1*(G) und hOCY(G) ist hw geschlossen
= Mitd=%-3 gilt:
#6# bs-ag =hd
4.8 Bemerkung
a) G=IxJ, b(x,y)#0, B=2 hénge nur von x ab.
Suche Ldsung von #6#, die auch nur von x abhangt.
#1# Dann: bh'(x)=hd = h'=Bh
Losung: h(x) =c /500
Analog Lésungen, die nur von'y, x*+y?, xy, ... abhangen.

Autonome Systeme (von 2 Variablen)
## - X=f(xy) , y=gKxy)

GOR? Gebiet, f,g00C(G,R); definiere v:=(f,g)'0C(G,R?) Vektorfeld auf G.
Losungvon#8#:  (x,y)OCY(10,R?)

Mit y(t) = %ﬁg E bedeutet dies y (D)=v(y(t)).

Dann liegt y(t) = %ﬁ; Eim Kern der Linearform

#H# - (x.y)=f(x.y) dy-g(x,y) dx.
4.9 Satz: FUr ein System #8# definiere w gemald #9#.
Dann ist jede Losung yOC(1,G) von #8# auch Losung von w=0.
4.10 Beispiel: Rauber-Beute-Modell

a) Beute-Population X Wachstumsrate a-py
Rauber-Population 'y Wachstumsrate -U+BX
#10# x=(a-py)x , y=(Bx-py ,a,B,p,u>0
#11# b) w=(a-py)x dy+(u-Bx)y dx=0
#12# Stammfunktion: A(x,y)=ulhx-Bx+alny-py

Kritischer Punkt von A: (Xo,yo)=(%,%

5. Schwingungen

Differentialgleichungen zweiter Ordnung.
X(t)[OR Ort eines Punktes auf R zur Zeit t der Masse m>0, auf diesen wirke ein
Kraftfeld f(x), fOC(I,R).

#1# Bewegungsgleichung: m X =f(x)
5.1 Bemerkung
a) #1# < System erster Ordnung
#H2# x=2, y=f(x)

y=mx ist der Impuls des Massenpunktes.
Die Lésungskurven von #2# bilden das Phasenportrait von #2# oder auch von

#1#.
b) Jede LOsung von #2# |6st auch
#3# w(x,y)= Ldy-f(x) dx=0
Es sei UOCY(1) Stammfunktion von -f (Physik: Potential von f)
#HA# O Energie E=5- y2+U(X) Stammfunktion von w
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HoH

HOH

HI#

HB#

Ho#
#10#

#11#

#12#

#13#

#14#
#15#

#16#

#17#
#18#

Energie-Erhaltungssatz: E ist konstant entlang der Losungen von #2#.
c) Stationare Losungen von #2# in kritischen Punkten von E:
dE(X,y)=u(X,y)=0 < y=0und f(x)=0
(Ruhelage; d.h. Impuls=Kraft=0)
5.2 Bemerkung: Energiesatz
m 32 +U(X)=L y*+U(X)=E
Fur Lésungen mul3 E-U(¢(t))>0 gelten.

Dannist#5# < x=%,/2(E-U(X))
Differentialgleichung mit getrennten Variablen.
5.3 Satz. Es sei ein Anfangswert x(tg)=Xo mit U(Xo)<E gegeben.

Dann hat #6# nahe ty genau eine Losung ¢ mit ¢(to)=xo, und fir diese gilt:
$(t) dE

=t =Ixo 2(E-U (&)
Essel ¢ Losung von #7# ¢D¢O m¢ —f(¢)=0 d.h. #1#.
5.4 Beispiel
a) Pendel-Schwingungen
M X =-mas’sinx mit w’:=2>0,
Potential:  U(X)=-muycosx
x(0)=-A, x(0)=0 Anfangsbedingung

b) E=-mw’cosA
P (1) a(t)
AusHT# 1= [t = s = s (FEOK -F(=1.K)

a(t)=arcsin(1sin¥)
mit F(y,k) = J;yﬁ elliptisches Integral 1. Gattung
zum Modul Osk<1.
Losung: ¢(t)=2arcsin(kSn(wt-K(k),K)) , k=sin4 mit K(k)=F(Z k)
sn: Sinus Amplitudius zum Modul k
¢ ist periodisch mit Periode T=2 K(k)
5.5 Beisgpiel
a) Linearisierte Version von #8#:
m X =-ma’X (fur kleine |x)
Potentia:  U(x)=2 a’x (., harmonischer Oszillator*)
Losung von #13# und #10#: ¢(t)=-Aldoswt
Allgemeine Lésung von #13#: X(t)=BISinwt-A [Gosux
Periode T=22 hangt nicht von der Amplitude ab.
b) Eswirke auf3ere Kraft mF(t) auf das Pendel.
% +™X=F(X)
Essel F(t)=MI[dosat periodisch
Allgemeine Losung von #16#: ¢ (t)=B[Sinwt-AGoswt+ M cosat  o#w

w?-a?

insbesondere: ¢(a,t)= ﬁ(cosat-coswt) - M tlSinwt=:¢(wt)

o=w Resonanzfall: Amplitude der Schwingung !isz—wt =00,

5.6 Beigpiel
a) Reibungsterm 2p>0
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#19# X +2p X +’X=F(t)
Der Losungsraum der homogenen Gleichung ist zweidimensional. (Satz 9.2)
homogene Differentialgleichung:

#20# X+20X+WX=0 = A=-pt.p?-w?
b) p=wx A+A<O - exponetiell abklingende Ldsungen
#H21# d(t)=Ae*+BeM™ , p>w Kriechfall
H22# d(H)=Ae " +Bte™” , p=w Aperiodischer Grenzfall
C) p<w: As=-pHio , 0 =4w” - p°
#23H d(t)=Ae " cosot+Bte ”sinct  gedampfte Schwingung
In#19# sdi F()=ME*"
#24# Also: ¢t gler
wobei 3 durch ——t_— ::Iwz_a“2”+2pm| € definiert ist.

O Allgemeine Losung: #24# + #21# #22# #23#
Anmerkung: keine Resonanz; auch fir a=w bleibt Amplitude beschrankt.

lhr Maximum liegt bei o = /w? -2p? (fur w-2p%>0).
Esist <0, da Imﬁ <0, d.h. die Schwingung ist verzégert im Vergleich zur

aulReren Kraft F (Phasenverschiebung).
5.7 Beispiel: Kleine Schwingungen eines Massepunktes um Ruhelage 0im R".
#254# Potential: U(x)=72 <x,Ax> mit ACDMy(R) positiv definit.

#264# m X =-gradU(X)=-mAX

Es gibt orthogonale Matrix TOOR(R) mit
HoTH# T'AT=D=diag(a’,....0") , w>0.
#o8H Also: & =-Dg & =0
#20# Losung: &(H=A;sin(wt-q)

Uberlagerung von harmonischen Schwingungen in Richtung der Hauptachsen von
A; die Frequenzen w sind die Wurzeln der Eigenwerte w)° von A.

6. Satz von Picard-Lindelof

6.1 Definition: Es seien ICR ein Intervall, DOK" offen, Q=IxD, fOC(Q,K).
Fir ein Intervall o1 heift ¢1C"(1o,K) Losung der Differentialgleichung
#1# xO=f(tx, X,...x"),
wenn { (¢(t), ¢ (1),..." (1)) [tDlo } OD ist und ¢ W)= (t.H(1), ¢ (1),....0" V() fir
aletOl gilt.
6.2 Definition: Esseien ICR ein Intervall, DOK" offen, Q=IxD, fOC(Q,K").
Fir ein Intervall 1001 heifRt $OC(1o,K") Losung des Systems von
Differentialgleichungen
HOH x=f(t.x),
fals ¢(lo)0ID und ¢ (H)=f(t,p(t)) fur alle tOlo gilt.
Es sei eine Differentialgleichung #1# gegeben.
Setze X=(Xo,...,Xn-1) Und definiere
#H3H F:Q - K" F(t,X):=(X1,....Xn-1,f (£, X))
6.3 Feststellung
a) Essei ¢0C"(lo,K) Lésung von #1#.
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H#HAH#

Dannist ¢=(¢, ¢ ,...,0"Y)OCY10,K") Lésung des Systems
X =F(t,X).
b) Essei ¢=(do,.. ,¢n )OCY(16,K") eine Lésung von #4#.
Dann gilt ¢;= do¥ fir j=0,...,n-1, und poIC"(Io,K) ist eine Lsung von #1#.

Anfangswertprobleme

Ho#

HO#

HI#

H#HB#

Ho#

#10#

#11#
#12#

#14#

#15#

#16#

x=f(t.x), x(1)=¢
fur Systeme von Differential gleichungen #2#.
6.4 Satz: Es seien I0R ein Intervall, DOK" offen, Q=IxD, fOC(Q,K"), loI;
lo, E0ID.
Eine Funktion §OC(Io,K™ ist Lésung von #5# «

B(t) =&+ f(s.4(9) ds, tDlo
#6# ist ein Fixpunktproblem fir den Integral operator

T ¢ & +I: f(s,¢(s) ds
6.5 Theorem (Picard-Lindel 6f)
Esseien JOR ein kompaktes Intervall, DOK" offen, Q=JxD, (1,€)[@ , und
fOC(Q,K") erfiille eine Lipschitz-Bedingung
OL=0 Ox4,x.00D Ot ” f(t,Xl)-f(t,Xz) " < L[ﬂl Xl-X2||
Im Fall D=K" s&i 15=J, sonst wahle b>0 mit K (£) 0D und setze l;=Jn K (1),

&=b0) f |5, &
Dann hat das Anfangswertproblem #5# genau eine Losung ¢OC (1o,K ™).
Im Beweis: , gewichtete Norm fiir L[lo=1: || ¢ ||_:=sup || ¢ (t) || "™
tol,

6.6 Bemerkung, Beispiel
a) Der Beweisvon Theorem 6.5. ist konstruktiv:
Starte mit ¢o(t)=¢IX; Losung ist der gleichméaldige Limes der Iteration:

¢n+1(t):g+ff(s,¢ (s)) ds tOlg
Esist |¢n+1(t)-0n(t) K5z (n+1). I llsupl t=T 7
O |l Gne1-On lsup< oy ol™ 11 llsup

e ™

Die Konvergenz ¢, — ¢ ist schneller aslinear.
b) In Theorem 6.5. gelte fOCK(Q,K™; dann ist $0IC***(1o,K™).
¢) Ricatti-Differentialgleichung

x=t*+x* ,x(0)=1

Anfangswertprobleme mit analytischen Daten besitzen [okal eindeutig

bestimmte anal ytische Lésungen.
Firr eine offene Menge DOC" heif’t f OCY(D,C™) holomorph, fTP(D,C™), falls die
Cauchy-Riemann Differentialgleichungen gelten:

a2 f= ijij):O Lj=1,..0.

X

6.7 Satz. Esse|en aDC, d,b>0, E0C" und GOC™* ein Gebiet mit
Ri=K, (a)xK, (£) OG
Fur fOP(G,C") besitzt das Anfangswertproblem
=f(zu) ,u(@=g,

10
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mit &=min{ d, ﬁ} genau eine beschrankte Losung in P(Ks(a),C").
Im Beweis die hier nicht ndher erwahnten Nummern #17# #18# #19#.
Bezeichnung: P"'(K5(a),C") - Raum der beschrankten holomorphen Funktionen auf
Ks(a)
6.8 Bemerkung
a) Inder Situation von Theorem 6.5 oder Satz 6.7 hange f=f(t,x,A) noch stetig
oder holomorph von AIAL K™ ab. Die Lipschitz-Konstante L aus #8# sei Uber
kompakten Teilmengen KIA unabhéngig von AUK.
Dann konvergieren die Iterationen #10# gleichmaliig in ALK, und die Losung
¢(t,A) bzw. u(z,A) ist stetig bzw. holomorph in A.
b) In der Situation von Theorem 6.5 hange die Lésung ¢ (t,x,¢) lokal stetig von 1

und ¢ ab.
#2241 Zuruckfuhrung auf a): Setze W:=-&+P(T+1)
#23# 0 w(0)=0 , W=f(T+t,W+)
ist Anfangswertproblem #5# mit festen Anfangsdaten 1=0, {=0 und Parametern
T,E.
6.9 Beispidl: Ricatti-Differentialgleichung
X=t%+x? , X(0)=1 #14#
Potenzreihenansatz:  x(t) = Z) at (lappt, wegen Holomorphie)

7. Maximale L6sungen

7.1 Definition: Es seien I0R ein Intervall, DOK" offen und Q=1xD.

Eine Abbildung fOC(Q,K") heifdt lokal Lipschitz-stetig bzgl. x (D), falls jeder
Punkt (to,Xo)[@ eine Umgebung JxKIQ hat, auf der f eine Lipschitz-Bedingung
(#6.8#) erfullt.

| f(tx0)-f(tx2) [| < LOIXo-X2 ||, tOJ, xOK.  (#6.8#)

7.2 Feststellung: Es sei fOC(Q,K"), so dal? 9X1f,...,0xnf Stetig auf Q existieren.
Dannist f lokal Lipschitz-stetig bzgl. x.

#1#  ImBeweis: [|f(t.Xx0)-f(t.X2)ll < [IDxf s HXa-Xl|

7.3 Satz: Es seien I1=]a,b[0R, DOK" offen, Q=IxD, fOC(Q,K") lokal
Lipschitz-stetig bzgl. x.

Fur (1,§)[@ gibt esein offenes Intervall 1o mit tIoI, so dald das
Anfangswertproblem (#6.5#)

#H2# x=f(t,X) , X(t)=¢
genau eine Losung ¢OCY(1o,K™ hat.

7.4 Definition: Eine Lésung oder Integralkurve ¢*: I* — K" (mit I*0I) des
Systems x=f(t,x) oder des Anfangswertproblemes #2# heil3t maximal, fallssie
als solche nicht auf ein grof3eres Intervall fortsetzbar ist.

7.5 Satz: In der Situation von Satz 7.3 hat das Anfangswertproblem #2# genau
eine maximale Losung.

7.6 Satz: In der Situation von 7.3 sei ¢*: Ja*,b*[ — K" eine maximale Lsung
des Systems x=f(t,x).

Ist b*<b, soist fur ale >0 die Menge
{ ¢*(t) | b*-est<b* }
in keiner kompakten Teilmenge von D enthalten.
(Anmerkung: Losung entweder unbeschrénkt oder gegen Rand der Definitionsmenge laufend)

Eine analoge Aussage gilt fur a*.

11
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Glattheit der Losung [} Lebensdauer der Losung
7.7 Lemma (Gronwall)
Esseien IR ein Intervall, gd0C(1) mit g=0 auf I.
Es gebe I und A,B=0 mit

t
#H3H g(t) < AE'E[g(s) ds{ +B far tOl.
Dann folgt
#aH# g()<BE*™  for tOl.
7.8 Satz: In der Situation von 7.3 mit D=K" gelte die Abschatzung
#o# IFEx)lca®XIFBE) , Ex)DIxK"

mit Funktionen a,CC(1,[0,0]).
Fir jede maximale Losung ¢*: I* — K" des Systems x=f(t,x) gilt dann I*=I.

8. Autonome Systeme
#1#  x=v(X) , v lokal Lipschitz-stetiges Vektorfeld, vOOC(D,K")
maximale Ldsungen, maximale Integralkurven
8.1 Feststellung: Essal ¢: | — D maximale Integralkurve von #1#
43
a) Fur cOR ist auch ¢c: I+¢ — K"
dc(t):=¢(t-c), maximale Integralkurve von v.
b) Ist auch : J — K" eine maximale Integralkurve von v und gilt Yi(b)=¢(a) fir
ein blJJ und alll, so ist J=I+(b-a) und Y=bp...
Die Spuren der maximalen Integralkurven bilden disunkte Zerlegung des
Phasenraumes D.
8.2 Satz. Sei vIIC(D,K") lokal Lipschitz-stetig (etwavOC(D,K")).
Durch jeden Punkt von D |auft eine bis auf Zeitverschiebung eindeutige maximale
Integralkurve ¢: 1 — D vonv.
Es trifft genau einer dieser 3 Félle zu:
a) OO I mit ¢(7)=0.
Fur &:=¢ (1) gilt dann v(&)=0, d.h. & ist ein stationdrer Punkt von v.
Esfolgt I=R und ¢(t)=¢ fur aletlR.
b) Esist ¢(t)=0 fur adletdl, und ¢ hat einen Doppel punkt, d.h.
Oa<bOl mit ¢(a)=¢(b).
Dannist I=R und ¢ ist periodisch mit Periode p=b-a.
c) Stetsqilt ¢(7)#0, und ¢ hat keinen Doppel punkt.
8.3 Satz: Eine nicht konstante periodische Funktion ¢: R — K" hat eine
minimale Periode p>0, und pZ ist die Menge aler Perioden von ¢.
8.4 Satz: Es seien v[OC(D,K") lokal Lipschitz-stetig und FOD eine glatte
C!-geschlossene Jordankurve mit v(x)z0 fur x@ .
Fur eine maximale Lésung ¢: | — D von #1# mit ()T gilt:
a I=R
b) ¢ ist periodisch
c) ¢(R)=I
Bemerkung zu 8.4: ¢ hat keine ,Umkehrpunkte”, sonst hétte ¢ beliebig kleine
Perioden.
#2# 85 Beispiel: Fir aOR sai V(X1,X2,X3,X4)=(X2,-X1,0 3 4,-0X) "
#H3# Losungen: ¢(t)=(r@os(t), rEin(t), pBos(at), pEin(at))’

12
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Flr r=p=1:
() OT%=S'xS! (Torus)
Fur alJQ ist ¢ nicht periodisch.
Esist $(R) dicht in T

#4# 8.6 Beispiel: V(x,y) = EFVX% (1-x2 - yz)gé

stationdrer Punkt: (0,0).
Ansatz in Polarkoordinaten: (x(t),y(t))=r(t)(cosp(t),sind(t))
Somit: ¢ =1, r =r(1-r)
Anmerkung: Durch jeden Punkt der Ebene geht eine solche Losung
0 Man hat ale Losungen gefunden!

9. Lineare Differentialgleichungen

Lineare Systeme von Differentialgleichungen erster Ordnung
#1# X(t) =A(t)x+b(t) , AOC(I,N¢(n)), bOC(1,C"
9.1 Satz: Esseien I0R ein Intervall, 101, E0C", AOC(I,N¢(n)) und bOC(1,CM.
Dann hat das Anfangswertproblem
#o# X(t) =A(t)x+b(t) , X(1)=¢
genau eine Losung ¢OCH(1,C").
Anmerkung: Lésung lebt bel linearen Differentialgleichungen immer auf dem
Intervall, auf dem die Gleichung lebt.

Homogene Systeme
#3# X(t) =A(t)x
9.2 Satz
a) Fur Losungen ¢1,...,$,0CY(1,C") von #3# sind aquivalent:
a) ¢1,...,¢ sind linear unabhéngig in C'(1,C")
B) O tdl: d4(t),...,d,(t) sind linear unabhangigin C"
y) Otodl: da(to),...,dr(to) Sind linear unabhangigin C"
b) L(A)={ ¢OC(1,C") | ¢ (t)=A(t)(t) , tOI } ist ein Vektorraum der Dimension n.
im Bewels zu b): es existieren Losungen des Anfangswertproblems
#A# X=A(t)x , X(1)=¢ j=1,...,n.
Diese sind linear unabhéngig.
9.3 Definition: Essal {¢3,...,6n} eineBasisvon L(A).
Dann heif¥ die Matrix-Funktion

#5# @=(®1,---,9r)OCH(1,NC())
ein Fundamental system (FS) von #3#.
9.4 Bemerkung
a) Essa @¢=(¢1,...,n) en Fundamental system von #3#.
Ho#H L(A)={ chqu | OC }={ @(t)c|cOC"}.
£=

b) Esseien ¢1,...,0n0L(A)
0 DieMatrix @aus#5# |0st die Matrix-Differentialgleichung
HT# X =A(t)X
c) Essal @ ein festes Fundamental system von #3#.
Dann sind alle Lésungen von #7# gegeben durch
#B# @at)=@({t)C , CONc(Nn).

13



GEWOHNLICHE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

9.5 Definition: Fiir eine Lésung @OC*(1,N¢(n)) von #7# heift
W=W=det ¢
die Wronski-Determinante von @.
9.6 Satz von Liouville: Fir W=W,, gilt die Differentialgleichung
#HO# W (t) =spurA (t)[W(t)
Esfolgt mit W(1)=¢:
t

W(t) =& exp( J’ SpurA(s) ds)

Ist spurA(t)=0, so ist W konstant (Beispiel: A(t)=-A(t))

Inhomogene Systeme
X =A(t)x+b(t)

Variation der Konstanten: Es sei @ ein Fundamental system von #3#.

Ansatz: ¢ (t)=q(t)c(t)
Dann: ¢ =@'b
9.7 Satz: Fur ein Fundamental system @ von #3# und Tl ist

#10# Yo(t) = ¢(t)j¢‘l(s)b(s) ds ,t0l

die L6sung von #1# mit Yo(1)=0.
Alle Losungen von #1# sind dann gegeben durch

P(t)=o(t)+@(t)c , cc".

Lineare Differentialoperatoren
#11# L =xXM+an ()X T+ +ay(t) X +ao(t)x
a,..,an-1C(1,C) , bC(1,C)
Lx=b < x™=-g,(t)x"D-...-ay(t) X -a0(t)x+b(t)=f (t,X,...x"Y)
Fur X=(x, X,...x™)" ist dies aquivalent zu dem System

X =F(t,X)=(X1, ... Xn-1, f (£, X)), X=(X0y-.-Xn-1) (vol. #6.3#)
#12# O X =A()X+B(t) ,wobel
0 1 0o - 0 A Jo g
O o0 0 1 - Co0 O: 0
#13# AD =g oo Boew=8: L
0 o0 0 1 O 00 O
Fa® -a®) -a,0 - -a.0f a0l

9.8 Bemerkung
a) EsistLd=b = (0,4 ,...0")=0* lost #124#.
b) Esist dim N(L)=dim{ ¢CJC"(l) |L$=0}=n.
Wronski-Determinante
H¢l ¢n H
#14# W(E)=W(d1,....0n)(t)=detp : :

0
Bbl(n—l) ¢I(1n—1)H

von ¢y,...,0n0ON(L).
Esist spurA(t)=-an-1(t)

14
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#15#

#16#

O W(t) :W(r)exp(—j'an_l(s) ds).

) Essal Wi()=(-1)“"W(9s,..., « - Pn) die Determinante, die durch Ersetzen der

k-ten Spaltein W(@1,...,¢n) durch ,=(0,...0,1)" entsteht.
9.9 Satz: Es seien ¢,...,0, linear unabhangige Losungen von Lx=0in C"(1).
Dann ist eine Losung von Lx=b gegeben durch

o)=Y 9.0 b(s) ds

10. Lineare Systeme mit konstanten Koeffizienten

#1#

#H3#

H#HAH

H#Ho#

Ho#

X =AX , X(0)=1
Picard-Iteration (#6.10#) kann explizit durchgefihrt werden:

@=l O @)= Z%(At)k 0/ e
10.1 Definition: Fir AON¢(n) oder AOL(K") sei

00

et = Z)% A* ON¢(n), L(K")

10.2 Bemerkung
a) |A¥IAIF O man hat absolute Konvergenz in #3#

b) * = lim(l +4)"

o) €'B=elé® | fallsAB=BRA
d) €*0GLc(n)
e) AONk(n), tOK 0 4 fM=eMA=AER"
10.3 Feststellung: Fiir AONc(n) ist ¢(t)=€™ das Fundamental system von x = Ax
mit ¢(0)=I.
10.4 Anwendung: Fur AON¢(n) gilt: det &= A
10.5 Bemerkung
a) Zur Berechnung von € transformiere AON¢(n) mittels SOGLc(n) zu
ES'AS
0 e'=s'es
b) Essel A diagonalisierbar, dann J=diag(A1,...,An), S=(V1,...,Vn)
AVj:)\jVj
e’ =diag(e,...,eM)
Ein Fundamentalsystem von x = Ax ist:
eMS=diag(v,e",...,v.e™)
c) Allgemeiner Fall: J Jordan-Matrix, d.h. J=diag(Jo,...,Jy), Jo=diag(Us,...,lp),
J habe Groler;.
H,....,Mp,A1,...,Aq SINd Eigenwerte von A (nicht notwendig verschieden) und es
ist p+rot...+rg=n.
Manhat e* =diag(e™,...,e™) , e™ =diag(e,...,e"")

d) Ji:}\i|+Ni , Ni = (5k+1,j)E,j=1

15
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H_ t % . (trifi_-l)! H
o - - . 10
Nt — [ 2 [
H8H# e" =nq L 0
U 0 t O
0 U
O 10
eJit - e/\it []aNit
HOH Schreibe S= (V] Vi Vi Vi i Ve V)
Insgesamt:

E(A—M')Vlo =0,....,(A-p,l)v; =0
E(A—/\ll)vll =0,(A-AV; = vy, (A=A )Y, =V,

#10#
U] .
HA=2A )V = 0,(A= A V8 = v (A=A Ve =V,
V{,...,Vy Eigenvektoren zu den Eigenwerten py,..., .
Vj,...,V; Jordanketten zu den Eigenwerten A;.
Durch Losung der Gleichungen #10# kénnen S und J berechnet werden; die
Gleichungen (A-A1)x=v, sind nicht |6sbar.
10.6 Theorem: Die Matrix AONc(n) besitze die Eigenwerte pa,...,Hp,A1,....Aq
und das System #9# von Eigenvektoren und Hauptvektoren gemal3 #10%#.
Dann ist ein Fundamental system von x = Ax gegeben durch
o= (¢f,...,¢g,¢11,...,¢r11,...,¢f,...,¢r‘:)
g)f =etvy,...,90 =V
n-1
L=y p; =M (v V), 0p =M zt,—!v}l_l
#11# -

-1

a4 — oMdlya A9 — a1y, q a4 — At "\
1 —qul,¢2 =e™ (tvl +V2)""l¢rq =e" Ztl_!vr -l

q

ME) O L O

Bemerkung: € — 0 firt — O, falls Rey;, ReAj<0 0.
10.7 Beispiel

Homogene lineare Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten
#12#  Lx:=XV+a, x4+ +ag X +agx=0

0 Umschreiben auf System gemal3 #9.13#.

charakteristische Polynom
#13# PLON=Atan A rah+ag

10.8 Satz: Essei PL(A\)= l_l (A=A, )™ die Zerlegung von P_ in Linearfaktoren.
j:

Dann sind n linear unabhéngige Ldsungen von Lx=0 gegeben durch
#14# el teM . tmeM et ettt et

Inhomogene Differentialgleichungen
Variation der Konstanten (Satz 9.7) oder spezielle Ansétze (siehe Abschnitt 5)
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11. Stabilitat
Autonome Systeme
#1# X =V(X)

in der Nahe eines singuléren, kritischen oder stationdren Punktes xo[1D, d.h. v(xo)=0.
(Physik: Ruhelage des Systems)
Untersuche Lésungen von x =v(x) mit x(0)=¢, & nahe Xo.
11.1 Feststellung: Es seien DOR" offen, vOCY(D,R"), ¢: ]ab[ — D maximale
Losung von #1#.
Gilt tIlrp ¢ (t)=xoD, so folgt b= und v(xo)=0.

11.2 Definition: Es sei X stationdrer Punkt von vCICY(D,R").
a) Xo heif¥t stabil, falls zu jeder Umgebung UID von X, eine Umgebung VD von
Xo existiert, so dal3 gilt:
Fur jede maximale Lésung ¢: Jab[ — D von #1# mit $(0)IV gilt b= und
¢(t)DU fr Ost<[.
b) Xo heilét asymptotisch stabil oder Attraktor, falls xq stabil ist und fir ¢ wiein a)
noch gilt !irg ¢ (t)=Xo.

(In manchen Bulchern bedeuten die Begriffe aus b) nicht dasselbe.)

11.3 Beispiel: v: R - R, v(x)=-x", p0ON

stationérer Punkt: xo=0

p ungerade: 0 Attraktor

p gerade: 0 nicht stahil
Bemerkung:

Xo Attraktor: anziehend

Xo hicht stabil: abstof3end (in gewissem Sinne)
Definition: Der Eigenwert A heil3t halbeinfach, falls

algebraische Vielfachheit=geometrische Vielfachheit
11.4 Beispiel: Lineares Vektorfeld v(x)=Ax, AONg(n), D=R",

Xo=0 ist kritischer Punkt

H2# X=AX, X(0)=¢
#3H Losung: ¢ (t)=€ '€
a) Esgelte stets ReA;<0 und A; sei halbeinfach fur ReA;=0.
Dann gilt

|| €™ |l<c fir t=0
O Oiststabil fir x=Ax
b) Sei ReA;<O fir alle Eigenwerte.

O Oist Attraktor
11.5 Theorem (Poincaré-Ljapunov)

Es sei xo stationarer Punkt von vCIC{(D,R™ und A:=Dv(xo).

Gilt ReA<O fur ale Eigenwerte A von A, so ist Xp ein Attraktor von v.
Grundidee: x=v(x) nahex, — X=DV(Xg)X

Linearisierung

d.h. System durch seine Linearisierung ersetzen.
Kriterium von Routh-Hurwitz: PAA)=aA"+...+aA+a9  mit a8,>0

0j: Re\j<O < AlleHaupt-Minoren der Matrix (an.2i+j)1<ij<n Sind >0
11.6 Beispidl: Linear gedampftes mathematisches Pendel

#10# X+ px+sinx=0 (p>0)
Bel Umschreibung auf System: (0,0) ist Attraktor
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11.7 Beispiel: Es sei v=-grad g, gCJC*(D,R)
Dv=-Hg Hesse-Matrix
Es gelte grad g(xo)=0, Hg(x0)>0
[X, istisolierteslokalesMinimum von g
Ek, ist ein Attraktor fir X = v(x)

Bemerkung
a) In geeigneten Koordinaten gilt

g(x) = Z (X; = %;)* (Morse Lemma, gilt fiir C*-Funktionen)
=1

b) , Richtungsableitung” von g in Richtung v
0,g:=<v,grad g>=Dg-v=-||v|]’<0, x#x, mit x nahe Xo
11.8 Definition: Es sei Xo[ID stationarer Punkt von vCOCY(D,R").
Eine Funktion LOCY(D,R) heif Ljapunov-Funktion zu v und zu Xo, falls
folgendes gilt:
(@ L hat einisolierteslokales Minimum in xo mit L(Xg)=0

0
(b) o,L=<v,grad L>=DL-v EE auf D.
=0

11.9 Beispiel, Bemerkung
a) In 11.7 kann man L=g nehmen.
b) v(x)=-xP auf R, p ungerade
Setze L(x)=x?
c¢) LOCYD,R) heif}t erstes Integral von v, falls d,L=0 ist.
L ist aso Ljapunov-Funktion, fals (a) gilt.
d) System 2. Ordnung
X=-gradU (System der Grof3en)

[0 System 1. Ordnung der Gréle 2n, x =y

ot

Erstes Integral:
Energie E=1|ly|+U(x)
Gilt U(X0)=0 und hat U ein isoliertes lokales Minimum in Xo, so hat E ein
isoliertes lokales Minimum in (0,xg) mit E(0,X¢)=0
0 Eist Ljapunov-Funktion fir #12# in (0,Xo).
€) Sea ¢ Losung von X =V(X)

0
$LOORALO0) T

Fall <0: L ist auf den Losungen monoton fallend
Fall =0: L ist auf den Losungen monoton steigend
11.10 Theorem (Ljapunov)
Es seien xo[ID stationérer Punkt von vOOC}(D,R") und L eine Ljapunov-
Funktion zu v und Xg.
a) dL<Oauf D 0O Xgist stabil
b) d,L<0 auf D\{xg} [ Xgist Attraktor
c) d,L>0auf D\{xo} O Xpistnicht stabil
Bemerkung: 11.5 |43t sich aus 11.10 folgern.
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11.11 Definition: Es sai Xp ein Attraktor zu X = v(X) .

Die Menge

E(xo)={ ¢UID | !Lrg ¢(t)=xo fur die Lésung ¢ von x =v(x), $(0)=¢ }

hei 3t Einzugsbereich von Xo.

Xo heif3t globaler Attraktor, falls E(x)=D.
11.12 Bemerkung: Es sei L Ljapunov-Funktion mit d,L<0 auf D\ X} .
Fir p>0 sei K,={ xUD | L(x)<p } kompakt

O V={ xOD | L(x)<u } OE(Xo)

Sind alle K|, kompakt, so ist xo globaler Attraktor.

11.13 Beispiel

a) v(x)=-x", p ungerade, L(x):=1 X2

O Oist globaler Attraktor

b) x=ax-y+k«(x*+y?) ,aklR,a<l

y=x-ay+ky(x* +y°)

[0 k<O: Nullpunkt ist Attraktor
k=0: Nullpunkt ist stabil
k>0: Nullpunkt ist instabil

c) X+ f(x)x+x=0  Liénard-Gleichung

z.B.: f(X)=p(x*1)

Van der Pol-Gleichung

f(0)>0 oder f(x)>0fur x20 [0 Nullpunkt ist Attraktor

f()=0Ox O Nullpunkt ist stabil

f(x)<0 fur x£20 O Nullpunkt ist instabil

12. Flisse
12.1 Definition: Es seien DOR" offen, vOOCY(D,R"),

#1#

H2#

H#H3#

H#HAH

H#Ho#

HOH
HI#

0 (t,8)=0:()=0%(t)

die maximale Lésung des Anfangswertproblems

X =V(X) , X(0)=¢1D
& lebt auf 13=]t°(8),t"(8)[ mit 0015,
Die Funktion ¢ ist definiert auf

Q={ (1,€) | €0D, t(§)<t<t"(§) } ORxD
und heifdt der von v erzeugte (lokale) Flul.

Q ist ,Normalbereich®, vgl. AnA II.
¢ heifldt globaler FluR3, falls Q=RxD.
12.2 Beispiel
a) v(x)=Ax, AONg(Nn)

O¢ (t,8)=e"¢ globaler FluB auf RxR".
Losung von x = Ax invertierbare linare Abbildung des R".
dus=drdps  Operatorgruppe
Anmerkung: Wronski-Determinatevon €'=1 - , flachentreu® (Flacheninhalte

b) Fir allgemeine vOOC{D,R" gilt

¢t+s(z):¢t(¢s(é))
falls beide Seiten definiert sind.

¢) Auf D=RA{(0,0)}=C\{(0,0)} sei
V(X,Y) =+ (=Y, X) =iz

6.(2) =ze" globaler FIUR

(r=lx.y))

bleiben gleich)
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ale ¢; sind Diffeomorphismen von D und ,, flachentreu*
12.3 Satz: Fiir &0D sei 0<b<t*(&c), d.h. dieLosung ¢ = ¢ * des
Anfangswertproblems #2# |ebe auf [0,b].
Dann existiert r>0, L>0, so daR fir E0K, (o) auch ¢* auf [0,b] lebt und
folgendes gilt:
#at |95()-0"(t) | < | &-n J€ , &NUK (o), tL[O,b]
12.4 Folgerung
a) Die Menge Q aus#3# ist offen in RxD.
b) Zu einer kompakten Menge KD existiert c>0 mit [0,c]xKD
12.5 Bemerkung
Essai ¢ differenzierbar nach . Dann , folgt*:
0ip(t,8)=V(P(t,))
0:Ded(t,8)=Dv(9(t,€)) Ded(.€)

#16# Setze A(t)=A%(t)=Dv(d(t,£))
Dann erflllt t— De¢(t,¢) die Variationsgleichung
H1TH X = Alt)X , X(0)=l

Das Anfangswertproblem #17# hat eindeutige Losung
B(t)=B(t)IC*(15,Nr(n))
12.6 Theorem: Fir v(IC(D,R") ist der lokale FluR ¢: Q — D stetig
differenzierbar.
Far (t,&)[@ ist ng)(t,E):B‘E(t) die Lésung des Anfangswertproblems #17#.
Ist UDD offen mit {t} xUM@ , soist ¢ U — ¢(U) ein C*-Diffeomorphismus.
12.7 Folgerung: vOOCY(D,R") erzeuge einen globalen FluR, d.h. Q=RxD.
Dannsind ale ¢:: D —» D Diffeomorphismen von D auf D, und

#2244 Pres=PrePs , 1,sOR
Anschaulich:
¢ fest: Teilchen flief3t (man sieht den Weg) (Frage: Wo lang?)
tfest: Alle Teilchen am Ort zum Zeitpunkt t (Frage: Wie verandert zum
Anfangsort?)
12.8 Bemerkung

#23t# a) Allgemeinsa x=f(tx,A) , X(1)=¢
Far y(t):=x(t+1) gilt
y=f(t+1.x,A) , Y(0)=¢.
Man kann also 1 als Parameter auffassen; dann 1=0 in #23#.

Erweitere #23# durch
k= f(t,x,A) ,x(0)=¢&
#2404 E t=1 ,1(0) =0 autonomes System
Hi=0 L A0)=2
b) fOCk O ¢OCk
12.9 Bemerkung
a) Betrachte Jacobi-Determinante
#25# F(t):=detDsd(t,£)
Esist
#2T# spurDv(x) = z 0,v;(x) = divv(x)
=1

die Divergenz von v(Xx).
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#281 J4(0)=div v(§)
ist die Anderungsgeschwindigkeit zur Zeit t=0 von f(t):daDg¢(t,E).
Esist D:¢(t,§) die lineare Approximation an den Diffeomorphismus ¢: in §.
detDe¢(t,&): infinitesimale Volumenverzerrung durch ¢ im Punkte &.
b) Sel KOD kompakt, [0,c]xK[Q , fur t[0,c]:
#29# m($«(K))= J’K J, (&) dé Transformationsformel

Also: ¢ volumentreu
s m(¢«(K))=m(K) fur allet und K
= J(&)=1furale&undt
#30# = divv(§)=0furaleg
C) vaus12.2h): div v(x,y)=0
d) Mechanik: System von n Teilchen eird beschrieben durch eine Hamilton-

Funktion von je 3n Orts- und Impulskoordinaten x;,y;.
3n

#31# Hxy) =Y 2+U(x) ,u0c?
J=1
O div H(x,y)=0
[0 Hamiltonsche Fluf3ist volumentreu.
12.10 Bemerkung
a) Inder Situation von 12.9 a) gelte v|sx=0.
¢'m@ K O Ot: o(t)=¢*(1)
UK O ¢(K)=K
IK divv(é)dé =0
b) Also: v,wOCHD,R"), Vlpk=wlax
#33# 0 J'K divv(x) dx = J;K <v,n>do

(Satz von Gaul3, falls oK ,fast Uberall glatt/gilt nur fir bestimmten Rand)
c¢) DOR? einfach zusammenhangend, = sei eine periodische Lsung von
X=v(X).
Dannist '=(¢) eine geschlossene Jordan-Kurvein D.
0 J'K divv(x) dxzj;K:r<v,n >do =0

Also:

div>8 auf D 0 x=v(x) hat keine periodische Lésung in D.
<

13. Schwingende Saiten
13.1 Problem
u(x,t): Auslenkung einer Saitein x[0,1] zur Zeit tOR.
Wellengleichung:

#1# o7u(x,t) = S5507u(x.t)
mit der Massendichte p(x)>0.

#o# u(0,t)=u(l,t)=0, tOR

Randbedingung

Gegeben sind

#H3# u(x,0)=A(x), 0wu(x,0)=B(x)
mit

A(0)=A()=0
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H#HAH#

Ho#
HOH

H#HB#

HI#

Ho#

#10#

#11#

#12#

#13#

#14#

#15#

#16#

Gesucht: u(x,t)
13.2 Eigenwerte und Eigenfunktionen
a) Separationsansatz:  u(x,t)=f(x)d(t)
b) Ist g(to)20: — A =)

9(to)
O )=A()f(x)=0  ,x0[0/]
g(t) +Ag(t)=0 , tOR
Randbedingung: f(0)=f(1)=0
c) Annahme: p(x)=p>0
Man hat nichttriviale Losungen fur #5# nur fur
A=A=I2k® KON

Diese A« heil3en die Eigenwerte des Problems
f)=Ap(X)f(x)=0 , f(0)=f(1)=0
Die entsprechenden Eigenfunktionen sind
dr(X)=cksin( 3 kx) , KON
d) Fir A=A und c=ﬁ sind die Lésungen von #6#:
ok(t)=accos(c T kt)+bysin(c it kt)
LGsungen von #1#, #2#.
dr(x,t)=(axcos(c T kt)+obxsin(cF kt))sin( i kx)
Eigenfunktionen von #1#, #2#.
(c: Frequenz der Grundschwingung)
Abjetzt: =1t
13.3 Reihenentwicklungen
a) Suche Lésungen von #1#-#3# durch

u(x,t) = Zuk(x,t) = Z(ak cosckt + b, sinckt)sinkx

Esgelte
Zlkz(|ak| +[b,[) <o
Dann ist uOC*R?) eine Lésung von #1# und #2#, und

00 00

u(x,0) = inkx, %(x,0) = kb, sinkx
(x,0) glaks % (x,0) Zlcbks
b) Essal F: [0,] — R mit F(0)=F(1)=0.
F hat ungerade Fortsetzung auf [-1t1] durch
F(-x):=-F(x) , 0=x<m,
dann eine 2reperiodische Fortsetzung F auf R.
Fourier-Entwicklung:

F(X) ~ Zstinkx F =%IF(x)sinkxdx
= 0

c) Wahleasoin #12#: a=Ax , b, == , KON
[J LOsung von #1#-#3#
13.4 Losung des Problems #1#-#3#
a) Sei B=0 und AC?[0,1] und
A(0)=A(mM=0, A**(0)=A"*(T)=0
Dann folgt
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#17# Ua(X,t)=2 A(X +ct) + 1 A(x —ct)
Es gelten: ux[JC*(R?) und #1#-#3#.
b) Sei A=0, BOCY[0,1], B(0)=B(T)=0

X+ct

#2214 O uB(x,t)=2—lc_[E§(y) dy
X—ct

Esfolgen: usC*(R?) sowie #1#.

c) Sind A und B wiein a), b) gegeben, so ist ua+ug die Lésung von #1#-#3#.

13.5 Bemerkung

a) Man kann #1#-#3# mittels #17# und #22# unmittelbar |6sen, ohne Fourier-
Entwicklung; diese kann aber auch fir allgemeinere Probleme verwendet
werden.

b) Schwingende Saiten ,,unendlicher Lange”:
Alle Lésungen der Wellengleichung #1# auf R? sind:

#23# u(x,t)=f (x+ct)+g(x-ct) , f,g0C3(R)

Fur AOCA(R), BOCK(R) besitzt #1#, #3# die eindeutig bestimmte Lésung:

X+ct

H#H24# u(x,t) =4 A(x+ct) + 3 A(x—ct) + X J'B(y) dy
Xx—ct

Bemerkung

Wellengleichung: Ort und Geschwindigkeit fr t=0 bekannt [0 , Zukunft* und

» Vergangenheit” errechenbar.
Warmeleitungsgleichung: Nur ,, Zukunft* errechenbar.

14. Sturm-Liouville-Probleme

Es werden symmetrische Sturm-Liouville-Probleme mit getrennten Randbedingungen

Uber kompakten Intervallen J=[a,b] untersucht.
14.1 Problem: Mit Funktionen

#H1# qOC(@J,R) und pOCY(J,R) mit p>0 auf J

betrachtet man den linearen Differentialoperator zweiter Ordnung
H#H2# Lu:=-(pu‘)‘+qu,

und mit (0o,01), (Bo,B1)IRA{ (0,0)} definiert man Randoperatoren
H#H3# Rau:=0ou(a)+ayu‘ (a)

Rpu:=Bou(b)+B1u’ (b)
Fir eine Funktion pJC(J,R) mit p>0 auf J sucht man Eigenwerte und
Eigenfunktionen des Sturm-Lioville-Problems

Lu(x) = Ap(x)u(x)

HAH#H
Ru=Ru=0

d.h. Lésungen u£0 der Gleichung Lu=Apu im Raum

#5¢ Cr(J):={ uOC*(J) | Ru=Rpu=0}
14.2 Satz
@ Mit dem L,-Skalarprodukt <.,.>=<.,.> , gegeben durch
b
<f,g >::J'f(x)g(x) dx,

gilt

#H6# <Lu,v>=<u,Lv> fir u,vOCRA(J)

b) Alle Eigenwerte des Problems #4# sind reell.

23



GEWOHNLICHE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

Ho#

#11#

#12#

#14#

#15#

#16#

#17#

#18#

#21#

c) Fir Eigenfunktionen 1, ¢, von #4# zu verschiedenen Eigenwerten gilt:
b —_—
9.()¢.()p(x) dx =0

14.3 Satz: Die Menge der Eigenwerte von #4# ist eine abzadhlbare Teilmenge
von R ohne Haufungspunkt.
14.4 Bemerkung
a) Annahme: O kein Eigenwert von #4#
b) Esseien v, v, die Losungen des Anfangswertproblems Lu=0,
vi(@)=1, vi'(8)=0; vo(a)=0, v,' (a)=1
{v1,vo} ist Fundamental system von Lu=0.
Setze

%’ll = (RV,)v; = (Rv))Vv,
Y, = (RV,)v, = (Rw)v,
O {ug,u} Fundamentalsystem von Lu=0 mit: Ryu;=0, Rpu,=0
U, U reell-wertig
¢) Fur fOC(J) |6se dieinhomogene Gleichung
Lu=-pu’‘-p‘u‘+qu=f

O v(x)= —%Jx'(ul(y)uz(x) —U,(Y)u, (X)) f(y) dy lost #12# mit Rov=0
Setze )
u(x) =v(x) = ¢ [u,(y) T (y) dy i (x)

0 Lu=f, Rau=0, auch Ryu=0
d) Definiere die Greensche Funktion

G(x,y) = Ei_%ul(y)uz(X) Y X
| O U (Qu,(y) y=x

Dannist G stetig, G(x,y)=G(y,x), Xx,y1J, reellwertig
Nach #15# und #16# ist fur f[OC(J) die Funktion

Ko £0):=[G(x,y) f(y) dyDCr(J)

die eindeutige L6sung von Lu=f in Cg%(J).
Die linearen Operatoren
L:CR() - C)  ,Ka: CJ) - CR(J)
sind invers zueinander.
14.5 Beispiel
14.6 Bemerkung
a) KsL(C(J)) Integraloperator mit stetigem Kern.
Dieser ist symmetrisch bzgl.<.,.> .
b) Sei uOCR(J) mit Lu=Apu O u=AKg(pu)
Fir den Operator KcPOL(C(J)),
b

Ke (1) =Ke(pf) = [G(xy) T (y)p(y) dy

gilt: Die Eigenfunktionen von #4# stimmen mit denen von K¢P tiberein, wobei
die Eigenwerte reziprok zueinander sind.
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H#H22#

H#24+#

¢) Fir p#cist K" nicht symmetrisch bzgl.<.,.> .
Verwende daher

b —
<f.g>,=<1,p9>,=[1()9()n(x) dx

Esist |1, ~Il-l, -
Also: K symmetrisch bzgl. <.,.>,.

d) IKe"fllsup<Cp.cfll
K’ (C(), ILllp) - (CQ), L) stetig

In|

~ klusion
KE (LML) 2 COMlap) 2, (LOVILIL)
symmetrisch und selbstadjungiert

15. Der Satz von Arzela-Ascoli

#1#

H2#

H#H3#
H#HAH#

15.1 Definition: X,Y metrische Raume.
Eine Menge MC(X,Y) heil3 gleichstetig, falls:
CE >0 06>0 O x1,x:00X Of O M: d(X1,X2)<® O d(f(x1),f(x2))<e
15.2 Beispiel
Sei MOC'[a,b] mit ||f* lspsc O fOM O M gleichstetig in C[a,b]
15.3 Theorem (Arzel&-Ascoli)
Essel X ein kompakter metrischer Raum.
MOC(X,K) ist genau dann
a) prékompakt, wenn M beschrankt und gleichstetig ist.
b) kompakt, wenn M beschrénkt, gleichstetig und abgeschlossen ist.
Hier wird nur ,,[0 “ fir kompakte Intervalle X benétigt.
15.4 Satz: X kompakt.
Eine (punktweise) beschrankte gleichstetige Folge (fr,) in C(X) besitzt eine
gleichmaliig konvergente Teilfolge.
15.5 Lemma Esseien Y eine abzéhlbare Menge und (f,)JG(Y) eine
punktwei se beschrankte Folge.
Dann hat (fn) eine punktweise konvergente Teilfolge.
15.6 Lemma: X kompakter metrischer Raum.
Ese (g,)0C(X) gleichstetig und auf einer dichten Teillmenge Y von X
punktweise konvergent.
Dannist (gn) gleichmaliig konvergent auf X.
15.7 Beispiel
a) J[ab], kOC(F)

Kf(X) = [k(x, y) T (y) dy

kil < vo-alK] | f],  Fre@
KE:L,(3) = €M Nap) = L,(3)

Inklusi

b) KZ: (L)1, ~ (L(3).1.1l,) selbstadjungiert, kompakt

16. Hilbertraume

16.1 Definition: Ein Vektorraum E Uber K=R oder K=C mit einem
Skalarprodukt <,>: E x E - K, der unter der Norm
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#H1# I¥|=+v<xx> ,x0OE
vollstandig ist, heil3t Hilbertraum.
16.2 Beispiel

a) Esseien J=[a,b] und pOC(J,R) mit p>0 auf J. Die Vervollstandigung (L2(J),
|I-Ilo) von C(J) unter der L,-Norm &aquivalenten Norm ||.||, ist der Hilbertraum
L2(J) der (Aquivalenzklassen von) quadratintegrierbaren Funktionen auf J.

b) Der Raum der quadratsummierbaren Folgen

#a 12:=1o(N):={ x=(x)iow | [IX|B:= %I X [F <o}

ist ein Hilbertraum mit dem Skal arprodukt
#5# <x,y>;:zxiyi.

1IN

16.3 Definition: Es sei E ein Hilbertraum.
a) x,yOE heilen ortogonal (x[ly), falls <x,y>=0 gilt.
b) Eine Menge { e} o IE heif3t Orthonormal system, falls gilt:

<€,6>=9;;.
c) Fur ein Orthonormalsystem { g} in E und XOE heif3en die Zahlen
#o# X(i)=<xe > ,ill,

Fourier-K oeffizienten von x beztiglich { e}iq.
16.4 Satz: Es sei {g}in ein Orthonormalsystem in E.
a) Fur eine endliche Tellmenge I CIQ(I) gilt

HIH I ;éq I°= ;Ifilz , &OK,
#8t# ||x—;)2(i)(e, 2=’ —;|§<(i)|2 , XOE.

b) (Besselsche Ungleichung): Im Fall 1=N gilt (X(i)),5 O, fur xOE sowie
HO# S 1% < ¥

1IN
16.5 Bemerkungen und Definitionen
a) Essa {e}ion en Orthonormalsystem in einem Hilbertraum E. Fir £=(&;)0l, ist
dann die Reihe % e in E konvergent.

(Die Konvergenz ist unbedingt (also: gegentber Vertauschungen stabil), aber nicht

absolut.)
b) Die lineare Fourier-Abbildung
#11# G E -y ,G(X):= (X(1)) i

ist stets surjektiv und es gilt ||G|l<1.
16.6 Definition: Es sei H ein Hilbertraum.
a) Fir MOE wird durch M™:={ xOE | <x,y>=0 O y[M } das
Orthogonakomplement von M definiert.
b) Ein Orthonormalsystem {&} i in E mit {e} “={ 0} heif}t maximal.
Fir xOM" bzw. NOM" schreibt man xOM bzw. NOM.
16.7 Satz: Fur ein Orthonormalsystem { e}ion in enen Hilbertraum E sind
aquivalent:

a) Esgilt Y X(i)e furadlexOE.

b) Fur alle x[E gilt die Parseval sche Gleichung
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w104 i|§((i)|2 = [x*.

c) Die Fourier-Abbildung G: E — |, ist isometrisch.

d) Dielineare Hillespar{ e |iLIN } von{e}ionist dichtin E.
€) Die Fourier-Abbildung G: E — |, ist injektiv.

f) Das Orthonormalsystem {g}ion ist maximal.

16.8 Definition: Ein Orthonormalsystem { e}ion in einem Hilbertraum E heif3t
vollstéandig oder eine Orthonormalbasis von E, falls es maximal ist.

16.9 Satz: Ein unendlichdimensionaler Hilbertraum E besitzt genau dann eine
abzéhlbare Orthonormalbasis, wenn E separabel ist. In diesem Fall ist E
isometrisch isomorph zum Folgenraum |,.

16.10 Beispiele und Bemerkungen: Die Hilbertraume L,[a,b] sind also zum
Folgenraum |, isometrisch isomorph, da sie nach dem Welerstral3schen
Approximationssatz separabel sind (dies gilt auch fiir Lo(A), AOR" meRbar).
Aus diesem Grunde sind E. Schrédingers Wellenmechanik und W. Heisenbergs
Matrizenmechanik aquivalente Formulierungen der Quantenmechanik.

16.11 Beispiele

a) Die Funktionen {€""} xoz bilden eine Orthonormalbasis von L,[-Tt1( bezlglich
p =+ . Insbesondere ergibt sich die Parsevalsche Gleichung

e|kx

#14# )3 f(k)g(k) =& [t (X)g(x) dx  fir f,g0L,[-To7d.
k==0co =
b) Die Funktionen {sin(kx)} xon bilden eine Orthonormalbasis von L,[0,1q
beziiglich p = 2.
16.12 Satz: Es seien E ein separabler Hilbertraum und FCJE ein abgeschl ossener
Unterraum mit Orthonormalbasis { f;}ion.
a) Fur xOE gibt es genau ein x;0F mit x-x;,F, ndmlich
H15# =Px=Y X(@)f. .
X, = Px ; X(i) f,
b) Man hat die direkte Zerlegung
#16# E=FOF"=R(P)ON(P),
und P: X;+X2 > X; ist die entsprechende orthogonal e Projektion von E
auf F. Man hat POL(E), P*=P und ||P|=1.
Fur x,yOE gilt
#17# <PX,y>=<PX,Py>=<x,Py>.
16.13 Folgerung: Fur einen Unterraum M eines separablen Hilbertraums E gilt
(M9 =M .

17. Spektralzerlegungen

17.1 Definition: Es sei E ein separabler Hilbertraum tUber K=R oder K=C.
a) TOL(E) heif’t kompakt, wenn das Bild T(K,(0)) der Einheitskugel von Ein E
relativ kompakt ist.
b) AOL(E) heifdt selbstadjungiert, wenn
H#H1# <AX,y>=<x,Ay> |, X,yUE
ilt.
17.2 Be?spiele, Bemerkungen
a) TOL(E),dmR(T)<OO T kompakt
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I=lg kompakt < dimE<O
b) P orthogonae Projektion [1 P selbstadjungiert (#16.17#)
c) ALL(E) selbstadjungiert [0 quadratische Form
Qa(X)=<Ax,x>[R

Esgilt
H2H Qa(X+Y)+Qa(X-y)=2(Qa(X)+Qa(y)) Parallelogrammgleichung
#3# Qa(x+y)-Qa(x-y)=4Re<Ax,y> Polarisationsgleichung
17.3 Satz: Fur ATL(E) selbstadjungiert gilt
#a# | All=sup < Ax,x>| (=:q(A))

<1
17.4 Definition: TOL(E).
a) o(T)={ AOK |AI-TOGL(E) } Spektrum von T;
p(T)=K\o(T) Resolventenmenge
Rr:p(T) - L(E) ,Rr(A)=(\I-T)*  Resolvente.
b) ALK Eigenwert zum Eigenvektor x£0, falls Tx=Ax gilt.
17.5 Lemma: Es sei ATL(E) selbstadjungiert und kompakt.
Dannist ||A|| oder -||A|| ein Eigenwert von A.
17.6 Theorem (Spektralsatz): dim E=[], AOL(E) selbstadjungiert, kompakt.
Dann gibt eseinereelle Folge A; — 0 mit [Aj|2|Aj+1| und ein Orthonormal system

{g} in Emit
#5# Ax = Z A, <Xx€ >¢€ , XUE (Konvergenz in Operatornorm)
J=1
H#o# Esist o(A)={0}{ A;|JON}
H#H1# N(AjI-A)=span{ & |Ai=A;} flr A0

17.7 Bemerkung: A injektiv < {g} Orthonormalbasis und alle A;ZO0.
17.8 Beispiel: Anwendung auf A=K .
Eigenwert p; von K¢ p; = ot

Aj Eigenwert von Lu=Apu , Ru=Rpu=0

Fir die Eigenfunktionen gilt
6=A\KcPg0CR(J)

Man hat

KT =3 1 <te>,e
=1
#11# © b
= Z K[ f (e Mp() dt e (1)
]= a

nicht nur in Ly(J), sondern absolut und gleichmaidig auf J.
17.9 Theorem (Entwicklungssatz)
a) Das Problem
Lu=Apu, RaU=Rpu=0 (#14.4#)
besitzt unendlich viele Eigenwerte (A)) IR mit |Aj| - .
Diese sind einfach, und die bzgl. ||.||, normierten Eigenfunktionen (¢) bilden
eine Orthonormalbasis von (L2(J), ||.]ls)-

#H12# b) Fur udCr*(J) gilt u(x) = z< u,@ >, @;(X) absolut und gleichmaRig auf J
=1

#13# und Lu = Z/\j <u,@ >, @ inLyJ).
=1
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17.10 Bemerkung
a) Das Problem (#14.4#) hat nur endlich viele negative Eigenwerte; A; — [
[0<c<C mit cjF<A\<CIjf
b) 0  Weélengleichung wie in Abschnitt 13
Lu=02u
oder Warmeleitungsgleichung
Lu=o,u
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