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Kapitel 1
Gruppentheorie

1 Grundlagen

Definition 1.1 Sei GG eine Menge und o : G x G — G eine Verkniipfung auf G.

a) (G, o) heilt Halbgruppe, wenn das Assoziativgesetz gilt:

(aob)oc=ao(boc) Ya,b,ce G

b) (G, o) heift Monoid, wenn G eine Halbgruppe ist und ein neutrales Element
besitzt, d.h.
deeG: eoca=aoce=a VaeG

¢) (G, o) heifit eine Gruppe, wenn G ein Monoid ist und jedes Element a € G
ein nverses Element
indexinverses Element a~! besitzt, d.h.

JaleG: aloa=aoat=c¢

d) Eine Halbgruppe / ein Monoid / eine Gruppe heifit Abelsch (oder kommu-
tativ), wenn gilt

Va,be G: aob=boa
Beispiel 1.2
a) N=1{0,1,2,...} ist bzgl. + ein Monoid.
b) (Z,+) ist eine Gruppe.

¢) (Z/nz,+) ist eine Gruppe bzgl. +.
Die Elemente von Z/,z sind die Restklassen a+nZ mit a € Z. Verschiedene
Restklassen erhilt man fiir a € {0,...,n — 1}. Die Addition ist definiert
durch (a +nZ) + (b+nZ) = (a + b) + nZ.
Die Gruppe Z/,z heiit die zyklische Gruppe der

Ordnung n. Die Restklasse a + nZ ist die Menge {a +nb| b € Z}.

d) Sei M eine Menge. Dann ist:

Abb(M, M) = {f : M — M Abbildung}
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bzgl. der Komposition o ein Monoid.
Die Menge

Bij(M, M) = {f : M — M bijektive Abbildung}

ist eine Gruppe bzgl. o. Sie heifit die Transformationsgruppe von M.
Im Allgemeinen gilt hier das Kommutativgesetz nicht!

e) Sei p eine Primzahl, so ist F, = Z/,z ein Korper und F, \ {0} ist bzgl.
der Multiplikation (a + pZ) - (b + pZ) = ab + pZ eine Gruppe. Das inverse
Element (a + pZ)~! einer Restklasse a + pZ findet man dabei mit Hilfe des
erweiterten Euklidischen Algorithmus.

(a +pZ)(a+ pZ) =1+ pZ & aa+cp=1

Notation 1.3  a) Fiir eine kommutative Gruppe verwendet man meist die
sogenannte additive Notation:
Die Verkniipfung heiffit +, das neutrale Element heifit 0 und das inverse
Element zu a € G heiit —a.

b) Bei der multiplikativen Notation heifit die Verkniipfung -, das neutrale Ele-
ment 1, und das inverse Element zu a € G heifit a=!.

¢) Im ersten Fall setzen wir

ata+---+a flirn>0
n-a= n—\n,lal
—(—n)-a firn <0

Im zweiten Fall setzen wir

a-a-...-a firn>0
n E/_/
a = n-mal

(™)1 firn <0

Satz 1.4 Finfache Figenschaften von Gruppen
Sei (G, o) eine Gruppe.

a) Das neutrale Element e ist eindeutig bestimmt.
b) Zu jedem a € G ist das inverse Element a~! eindeutig bestimmt.
c) Fiira,b € G gilt (aob)™ =btoa™!

d) Es gelten die Kirzungsregeln:

dl) aocb=aoc = b=c Va,b,ce G



1 GRUNDLAGEN 6

d2) boa=coa = b=c Va,b,ce G

e) Fiir jedes Element a € G sind die Rechtstranslation um a

G - G
Pahy 'y boa
und die Linkstranslation um a
\ G - G
““bh +— aob

bijektive Abbildungen.

Bemerkung 1.5 Gruppentafeln
Ist (G, o) eine endliche Gruppe, so kann man die Verkniipfung o (und damit
die Gruppenstruktur) beschreiben durch die Gruppentafel:
Sei G = {ay,...,an}

al a2 CEEEEY an
a; |apoa; ayoay --- ai o Gy
g | A 01 A20a9 --- a9 O Ay
Gp | Qp O Q1 Ap O a2 -+ GpOay

Definition 1.6 Seien (G, o) und (H, ) zwei Gruppen.
a) Eine nicht leere Teilmenge U C G heifit eine Untergruppe von G, wenn gilt

1.)aocbelU  VabeU
2)acelU = a'lelU

b) Eine Abbildung f : G — H heifit ein Gruppenhomomorphismus oder ein
Homomorphismus von Gruppen, wenn gilt:

flaob) = f(a)* f(b) Va,be G

¢) Ein bijektiver Gruppenhomomorphismus f : G — H heifit auch Isomor-
phismus von Gruppen.

d) Gibt es einen Isomorphismus von Gruppen f : G — H, so heifen G und H
isomorph.

e) Ein Isomorphismus von Gruppen f : G — G heifit auch ein Automorphis-
mus der Gruppe G.
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Beispiel 1.7
a) (Z,+) ist eine Untergruppe von (Q, +).

b) Zu jeder Gruppe G ist {e} eine Untergruppe. Sie heifit die triviale Unter-
gruppe.

¢) Zu jeder Gruppe G ist G eine Untergruppe.

d) Betrachte die Gruppe (Z, +). Fiir jedes n € Z ist dann

/A

o — n-a

ein Gruppenhomorphismus.

e) Sei G die Gruppe (R,+) und H die Gruppe (R,,-). dann sind G und H
isomorph. Die Exponentialfunktion

exp:]R - Ry

r — eF

ist ein Isomorphismus von Gruppen.

Satz 1.8 Figenschaften von Untergruppen und Gruppenhomomorphismen
Seien (G, o) und (H,*) Gruppen mit neutralen Elementen eg bzw. ey. Wei-
ter sei f : G — H ein Gruppenhomomorphismus.

a) Ist U C G eine Untergruppe, so ist U bzgl. o|y : U x U — U selbst eine
Gruppe. Insbesondere ist ¢ : U <— G ein Gruppenhomomorphismus.

b) Es gilt f(eq) = en.
c) Ist U C G eine Untergruppe, so ist f(U) C H eine Untergruppe.

)
)
d) Ist V C H eine Untergruppe, so ist f~1(V) C G eine Untergruppe.
e) Fiir alle a € G gilt f(a)™' = f(a™").

)

f) Genau dann ist f injektiv, wenn ker(f) = {eq} gilt.
Hierbei gilt ker(f) = f~'({exn}).

g) Ist f : G — H ein Isomorphismus von Gruppen, so ist f' : H — G
ebenfalls ein Isomorphismus von Gruppen.
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Beispiel 1.9 Symmetrische Gruppe
Sei M ={1,2,...,n} mit n > 1. Die Gruppe Bij(M, M) wird auch mit S,
bezeichnet und heifit die n-te symmetrische Gruppe oder die n-te Permuta-
tionsgruppe. Die Elemente von §,, heilen Permutationen.
Statt

U'{1,2,...,n} — {1,2,...,n}

i — o(i)

schreiben wir auch

a) Es gilt #S, = n!
b) Fiir n > 3 ist S, nicht Abelsch.

¢) Eine Permutation der Form
T T L O A R TTI S U AW B BT
“\1 2 o i1 il e =1 G j41 - om

mit 1 <1¢ < j < n heifit eine Transposition.
Jede Permutation ist als Produkt von Transpositionen darstellbar. Diese
Darstellung ist jedoch nicht eindeutig.

d) Besitzt eine Permutation eine Darstellung als Produkt einer geraden (bzw.
ungeraden) Anzahl von Transpositionen, so heifit sie eine gerade (bzw. un-
gerade) Permutation. Diese Eigenschaft hingt nicht ab von der Wahl der
Darstellung.

e) Die Abbildung

S, — {1,-1}
sign : 1 falls o gerade
ag —>

—1 falls o ungerade

heifit Signum. Sie ist ein surjektiver Gruppenhomomorphismus.
f) Die Untergruppe A,, = ker(sign) C S, heifit die n-te alternierende Gruppe.

Fiir jede ungerade Permutation o € S,, gilt:

Sn:AnU UAn:AnUAnU
Insbesondere folgt #A4, = in!



1 GRUNDLAGEN 9

Definition 1.10 a) Sei G eine Gruppe und a € G. Dann heifit die Zahl

ordg(a) = {min{i > 0| a’ =e} falls dieses Minimum existiert

o0 sonst

die Ordnung von a in G.

b) Ist G eine endliche Gruppe, so heifit
ord(G) = #G
auch die Ordnung von G.

Satz 1.11 Kleiner Fermatscher Satz
Sei G eine endliche Gruppe und sei a € G der Ordnung r = ordg(a).

a) Die Menge U = {e,a,da?,...} ={e,a,a®, ... ,a" '} ist eine Abelsche Unter-
gruppe von G.
Sie heifit die von a erzeugte zyklische Untergruppe U =< a >.

b) Die Zahl r = ordg(a) teilt ord(G) = #G.

Beispiel 1.12 Sei p eine Primzahl. Das Element a+pZ € (Z/,z\{0},-) = (F5, )
heifit eine primitive Restklasse modulo p, wenn ordF;(a +pZ)=p—1, dh.
wenn a + pZ die Gruppe F, erzeugt.

Definition 1.13 Eine Gruppe G heif$t zyklisch, wenn es ein a € G gibt, so dass
G=1{d|icZ}

gilt. In diesem Fall heift a ein primitives Element oder ein erzeugendes
Element von G. Wir schreiben

G=<a>
Offenbar sind zyklische Gruppen stets kommutativ.

Satz 1.14 FEigenschaften zyklischer Gruppen
Sei G eine zyklische Gruppe mit primitivem Element a.

a) Gilt ordg(a) = oo, so ist
G

7

Z
P

—
— a

ein Isomorphismus von Gruppen.
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b) Gilt n = ordg(a) < oo, so ist

e Z/nZ - G
i+nZ — a

ein Isomorphismus von Gruppen.

¢) Sei G endlich. Ist U C G eine nichttriviale Untergruppe und n = ord(G) <
00, so gilt
U={0+nZ,m+nZ2m+nZ,...}

Insbesondere ist jede Untergruppe einer zyklischen Gruppe zyklisch.

d) Sein = ord(G) < oo. Ein Element b = ¢(m+nZ) ist ein primitives Element
von GG genau dann, wenn ggT(m,n) = 1 gilt.

e) Sein = ord(G) < co. Dann besitzt G genau (n) primitive Elemente, wobei
o(n) =#{0 <m < n| ggT(m,n) = 1} die Eulersche Phi-Funktion ist.

f) Sei n = ord(G) < co und m € Z mit ggT(m,n) = 1.
Dann gilt ordg(a™) = ordg(a) = n.

2 Kristallographie

Definition 2.1  a) Ein Kristall ist ein anisotroper homogener Korper, der eine
3-dimensionale Anordnung der Bausteine besitzt (d.h. eine Kristallstruktur)

anisotrop verschiedene Beitrédge einer physikalischen
Eigenschaft in verschiedenen Richtungen

homogen gleiches Verhalten in parallelen Richtungen

b) Ein Raumgitter ist eine 3-dimensionale periodische Anordnung von Punk-
ten. Sind p,q zwei Punkte des Raumgitters, so heiit die Gerade pq eine
Gittergerade. Ist p ein Punkt eines Gitters und sind pg und pq’ zwei ver-
schiedene durch p gehende Gittergeraden, so heifit die Ebene < p,q,q¢ >
eine Gitterebene oder Netzebene.

c) Sei R ein Raumgitter und py = (0,0, 0) ein Gitterpunkt. Drei Gitterpunkte
P1, P2, p3 liefern sogenannte kristallographische Achsen pop1, Dopz2, PoP3, wenn
die Translationen p; — po, p2 — po, p3 — po das Gitter R in sich iiberfithren
und keine Gitterpunkte auf den Strecken |pg, p1[, |po, p2[, |po, ps| liegen.

d) Die Punktmenge E = {aip; + asps + azps € R?*| a; € [0,1]} heifit die
Elementarzelle des Gitters. Die Einteilung der Elementarzelle in Bausteine
des Kristalls nennt man die Kristallbasis.
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e) Eine Kristallstruktur besteht aus einem Raumgitter und einer Kristallbasis
der Elementarzelle des Gitters.
Beispiel 2.2 siehe Folien zur Kristallographie

Definition 2.3 Sei R ein Raumgitter im R3.
Eine orthogonale Abbildung f : R3 — R3 heifit eine Symmetrieoperation
(oder Symmetrie) von R, wenn f(R) = R gilt.

Beispiel 2.4 Sei R C R? ein Raumgitter.

a) Sind pop1, Popz, Pops kristallographische Achsen von R, so sind alle Transla-
tionen um v mit v € Zpy + Zps + Zpsz Symmetrieoperationen von R.

b) Drehungen und Spiegelungen konnen ebenfalls Symmetrieoperationen sein.
Ist f eine Drehung um eine Raumgerade um einen Winkel o und ist 27

ein Vielfaches von «, so heifit %’T die Zdihligkeit der Drehung.

Satz 2.5 Ist eine Drehung f eine Symmetrieoperation eines Raumgitters R, so
ist sie 2-zdhlig, 3-zdhlig, 4-z&hlig oder 6-zéhlig.

Definition 2.6 Ein Kristallsystem besteht aus allen Kristallstrukturen, deren
kristallographische Achsen dieselbe Gruppe von Symmetrieoperationen be-
sitzen.

Satz 2.7

a) Es gibt 7 Kristallsysteme. Abhéngig von den Langen der Kanten des Ele-
mentarbereichs a = ||p1 —pol|, b = ||p2 —pol|, ¢ = ||ps —po|| und den Winkeln
zwischen diesen Kanten o = Zpapops = Z(b,¢); 8 = Z(a,c);y = Z(a,b)
kann man diese Kristallsysteme wie folgt beschreiben:

1) Triklines Kristallsystem: a # b,b # ¢,c # a
aFB,0#7,7F#a
2) Monoklines Kristallsystem: a # b,b # ¢, c # a
a=y=90°0>90°
3) Orthorhombisches Kristallsystem: a # b,b # ¢,c # a
4) Tetragonales Kristallsystem: a = b, b # ¢
O = ﬂ —_= ’)/ = 900
5) Trigonales Kristallsystem: a = b,b # ¢
a=[F=90°y=120°
(3-zéhlige Drehsymmetrie)
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6) Hexagonales Kristallsystem: a = b,b # ¢
a==90°y=120°
(6-zéhlige Drehsymmetrie)

7) Kubisches Kristallsystem: a = b = ¢
a = 6 == 90°

b) Die Symmetrie eines Kristallsystems bilden jeweils eine Gruppe. Es treten
folgende Gruppen auf:

1) triklin: 2 Elemente
G ={l3 I3} =Z/xn

2) monoklin: 6 Elemente

-1 0 0 -1 00 1 0 0 1 0 0
Gy={I3,-I3,{ 0 -1 0], 0 10},{0 -1 0],]l0 1 0 |}
0 0 1 0 01 0 0 1 00 -1
3) orthorombisch: 8 Elemente
10 0 -1 0 0 -1 0 0
Gs={l3,—-I3,{0 -1 0 ), 0 1 0]},{0 -1 0],
0 0 -1 0 0 -1 0 0 1
-1 00 1 0 0 1 0 0
0 10},{0 =1 0],10 1 0 |}
0 01 0 0 1 00 -1
4) tetragonal: 16 Elemente
010 0 -1 0 0 -1 0 01 0
G,=Gsu{l1r o0oo0f,{-1. 0o O],|-1 0 O}, 0 O],
0 01 0 0 -1 0 0 1 00 -1
0 -1 0 0 -1 0 0 10 0 1 0
1 o 0], 0 O},{-100),l-10 0]}
0 0 1 0 0 -1 0 01 0 0 -1

5) trigonal: 24 Elemente
6) hexagonal: 24 Elemente
7) kubisch: 48 Elemente

Definition 2.8 Eine Punktgruppe ist eine Gruppe von Symmetrieoperationen,
bei denen mindestens ein Punkt Fixpunkt ist.
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Bemerkung 2.9

a) Zu jedem Kristallgitter gehoren mehrere mogliche Punktgruppen. Aus der
Invarianz der kristallographischen Achsen folgt die Invarianz des Nullpunkts.
Punkte des Raumgitters, die innerhalb des Elementarbereichs liegen, konnen
jedoch verschieden abgebildet (permutiert) werden.

b) Die verschiedenen Punktgruppen eines Kristallsystems sind Untergruppen
der Gruppe der Symmetrieoperationen des Kristallsystems.

Satz 2.10 Es gibt insgesamt 32 verschiedene Punktgruppen. Sie verteilen sich
wie folgt auf die 7 Kristallsysteme:

1) (triklin) 2 Punktgruppen: {I3} und G,

2) (monoklin) 3 Punktgruppen: Gy, Cy, Cs
4) (tetragonale) 7 Punktgruppen: G4 = Dy, Cy, Sy, Cup, Dy, Cyy, Daog

5) (trigonal) 5 Punktgruppen: D34, C3, C3;, D3, Cs3,

)

)
3) (orthorhombisch) 3 Punktgruppen: Gs = Dsy,, Do, Cs,

)

)
6) (hexagonal) 7 Punktgruppen: Dgy,, Cs, Csn, Con, D¢, Cov, D3,
7) (kubisch) 5 Punktgruppen: Oy, T, T}, O, T,

Definition 2.11 Die Gruppe der Symmetrieoperationen einer Kristallstruktur
(unter Einschluf§ der Gittertranslationen) nennt man ihre Raumgruppe.

Bemerkung 2.12
a) Jede Raumgruppe enthélt die zugehorige Punktgruppe als Untergruppe.

b) Es gibt insgesamt 230 Raumgruppen.

3 Restklassengruppen

A. Operationen von Gruppen auf Mengen
Im Folgenden sei (G, o) eine Gruppe und M eine Menge.

Definition 3.1  a) Eine Operation von G auf M ist eine Abbildung

a'GXM — M
" (g,m) — g(m)

)

so dass die folgenden Bedingungen gelten:
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1) e(m)=m VmeM
2) (¢’ og)(m)=g'(9(m)) Vg9 cGmeM
b) Eine Operation oo : G x M — M heifit treu, wenn fiir alle g, ¢’ € G gilt:

/

gm)=g'(m) VvmeM = g=gyg
Beispiel 3.2
a) Ist G eine Untergruppe von Bij(M, M), so operiert G auf M mittels

a'GXM — M
" (g,m) = g(m)

wobei g(m) die Anwendung der Abbildung ¢ € Bij(M, M) auf das Element
m bezeichnet.

Y

b) Die Abbildung

GxG — (
(9:9) — gog
definiert eine treue Operation von GG auf GG. Man sagt, G operiert auf sich
durch Linkstranslation.

A

Y

c) Ebenso operiert G auf sich durch Rechtstranslation mittels
D GxG — G
" (9.9) = gogt
d) Die Gruppe G operiert auf sich durch Konjugation mittels
. GxG — G
(9.9) = gogog™

e) Sei U die Menge der Untergruppen von G. Fir g € G und U € 4 ist
goUogt={gouog™|ue U} eine Untergruppe von G.
Also hat man eine Operation von G auf 4 durch Konjugation mittels

_ Gxd — U
(g U) — goUog™

Definition 3.3 Sei a: G x M — M eine Operation.
a) Ist N C M eine Teilmenge, so heiit die Untergruppe
Gy={9€G|gln)=n VneN}

die Isotropiegruppe von N.
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b) Ein Element m € M heifit Fizpunkt der Operation «, wenn
Gy =G

d.h.
glm)=m VYgedGd

c¢) Fiir ein Element m € M heifit
Gm={g(m)|ge G} S M
die Bahn von m unter der Operation a.
d) Die Operation « heifit transitiv, wenn sie nur eine Bahn besitzt, d.h.

Vm,m' e M 3ge G: m' = g(m)

Beispiel 3.4

a) Die Gruppe G operiert auf sich durch Konjugation.
Fiir eine Teilmenge H C G heifit die Isotropiegruppe

Gy={9€G|gh=hgVhe H}
auch der Zentralisator von H. Speziell heift
Z(G)=Gg={9€G|gh=hgVheG}
das Zentrum von G.

b) Die Gruppe G operiert auf der Menge i ihrer Untergruppen durch Konju-
gation. Fiir ein U € 4 heif}t die [sotropiegruppe

NU)=Guy={9eG|gUg ' =U}
auch der Normalisator von U.

c¢) Sei G die Gruppe der Drehungen in R? um den Nullpunkt. Dann sind die
Bahnen gerade die Sphéaren mit Radius » > 0. Der Nullpunkt ist der einzige
Fixpunkt.

d) Operiert G auf sich durch Konjugation und ist g € G, so heifit die Bahn
G, = {hgh™ | h € G}

auch die Konjugationsklasse von g.
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e) Operiert G auf der Menge 4 ihrer Untergruppen durch Konjugation und
ist U € U, so heifit die Bahn

G-U={gUg'| g€ G}

auch die Konjugationsklasse von U. Sie besteht aus allen zu U konjugierten
Untergruppen gUg .

Satz 3.5 Sei a: G x M — M eine Operation.

a) Die Menge M ist die disjunkte Vereinigung der Bahnen.
b) Sei G endlich und m € M. Dann gilt:

#G = #(Gn) - #(Gmy)

Definition 3.6 G operiere auf sich bzw. auf der Menge ihrer Untergruppen U
durch Linkstranslation bzw. Rechtstranslation.

a) Die Bahn
U-g={u-g|luelU}
eines Elements g € G heifit die Rechtsnebenklasse von g bzgl. U.
b) Die Bahn
g-U={g-u"|ueU}={gu|ueU}
heilt die Linksnebenklasse von g bzgl. U.

c) Die Menge der Linksnebenklassen von Elementen von G bzgl. U wird mit
G /U bezeichnet. (Sprich ,,G modulo U*“)
Also gilt

G/U={gU|geG}
d) Die Bahn von U € 4 unter der Operation von G auf 4 durch Linkstransla-

tion ist genau die Menge der Linksnebenklassen G/U = {gU | g € G}. Die
Zahl

o0 sonst

G : U] = {#(G/U) falls #(G/U) < oo

heif3t der Index von U in G.

Korollar 3.7 Der Satz von Lagrange
Sei G eine endliche Gruppe und U C G eine Untergruppe. Dann gilt:

#G = (#U) -G : U]
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Korollar 3.8 Die Klassengleichung
Eine endliche Gruppe G operiere auf sich durch Konjugation.

Seien ¢q,...,9, € G, so dass G = .LirJl Gg; die disjunkte Vereinigung der
Konjugationsklassen ist. Dann gilt:

T

#G =[G Z(g) =#2(G)+ Y [G:Z(g)]

i1 {i] [G:Z(g:)]>1}
B. Normalteiler

Frage: Sei G eine Gruppe und U C G eine Untergruppe. Kann man auf G/U =
{gU | g € G} eine Gruppenstruktur definieren ?

Antwort: Im Allgemeinen nein!

Problem: Die Eigenschaft, in der gleichen Linksnebenklasse zu liegen, ist eine
Aquivalenzrelation. Aber die Menge dieser Aquivalenzklassen ist bzgl. der
natiirlichen Verkniipfung [g] o [h] = [g o h] im Allgemeinen keine Gruppe.

Beispiel 3.9 Sei G = 83 und U = {id, 712}, wobei 7;; die Vertauschung von i
und j bezeichne. G/U ist nun keine Gruppe.

Satz 3.10 Sei G eine Gruppe und U C G eine Untergruppe. Dann sind die
folgenden Bedingungen dquivalent:

a) Vg,heG: (g-U)-(h-U)=(g-hU
b) Vge G: gU="Ug

c) VgeG: gUg'=U

d) VgeG: gUg'CU

Definition 3.11 Eine Untergruppe U C G heifit Normalteiler von GG, wenn sie
die dquivalenten Bedingungen von Satz 3.10 erfiillt. In diesem Fall schreiben
wir auch U < G.
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Beispiel 3.12

a) Ist G eine Abelsche Gruppe, so ist jede Untergruppe U von G ein Normal-
teiler.

b) Ist f : G — H ein Gruppenhomomorphismus, so ist ker(f) <G ein Normal-
teiler.

c) Fir alle n > 11ist A, <S,, ein Normalteiler.

Satz 3.13 Sei U < G ein Normalteiler.

a) Die Menge G/U ist bzgl. der Verkniipfung

_GIUXGU — GJU
© (U, hU)  — ghU

eine Gruppe. Sie heifit die Restklassengruppe (oder Faktorgruppe oder Quo-
tientengruppe) von G modulo U.

b) Die Abbildung
.. G — GJU
g = gU

ist ein surjektiver Gruppenhomomorphismus. Sie heifit der kanonische Epi-
morphismus auf die Restklassengruppe.

c¢) Ist G endlich, so gilt:

#cw) =25 _g.u

#U
Beispiel 3.14

a) Sein > 1und U =nZ C G =Z. Dann ist U ein Normalteiler von G, da G
Abelsch ist. Die Gruppe G/U = Z/,z ist die zyklische Gruppe modulo n.

b) FirU = A, C G =S8, gilt G/U = {A,,0.A,} mit einer ungeraden Permu-
tation o. Die Abbildung

Sn/An - Z/2Z
o: A, — 0
oA, — 1

ist dann ein Isomorphismus von Gruppen.
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Satz 3.15 Die universelle Figenschaft der Restklassengruppe
Sei G eine Gruppe und U < G ein Normalteiler. Sei ¢ : G — H ein Grup-
penhomomorphismus in eine weitere Gruppe H und es gelte U C ker(¢p).
Dann gibt es einen eindeutig bestimmten Gruppenhomomorphismus

Yv:G/U—H |

so dass ¢ =1 o ¢ gilt.

C. Die Noetherschen Isomorphieséitze

Satz 3.16 Der Homomorphiesatz fiir Gruppen
Sind G, H Gruppen und ist ¢ : G — H ein surjektiver Gruppenhomomor-
phismus, so induziert ¢ einen Isomorphismus von Gruppen

¢ :G/ker(p) — H
mit ¢(g - ker(p)) = ¢(g).

Satz 3.17 Normalteiler und Gruppenhomomorphismus
Seien GG, H Gruppen und ¢ : G — H sei ein Gruppenhomomorphismus.

a) Ist V < H ein Normalteiler, so ist ¢*(V) <G ein Normalteiler.
b) Ist U<G ein Normalteiler und ¢ surjektiv, so ist ¢(U)<H ein Normalteiler.

c) Ist ¢ surjektiv, so liefert ¢ eine Bijektion zwischen der Menge der Nor-
malteiler von G die ker(¢) umfaft und der Menge der Normalteiler von

H.

Lemma 3.18 Seien G, H Gruppen; seien N <G und N’ < H Normalteiler und
sei ¢ : G — H ein Gruppenhomomorphismus.

a) Die Komposition
a:GS HZ H/N

von ¢ mit dem kanonischen Epimorphismus &’ liefert einen injektiven Ho-
momorphismus von Gruppen

a:G/p ' (N')— H/N'
Ist ¢ surjektiv, so ist & ein Isomorphismus von Gruppen, d.h. u.a.

Gl (V') = H/N'
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b) Ist U C G eine Untergruppe und ist U - N = {u-n| u € Un € N}, so
ist U - N eine Untergruppe von G mit N <U - N. Ferner ist N N U ein
Normalteiler von U.

Satz 3.19 Der 1. Noethersche Isomorphiesatz
Sei GG eine Gruppe, sei N < G ein Normalteiler und sei U C G eine Unter-

gruppe.
Dann wird durch den Gruppenhomomorphismus

U — G/N

“u —  uN
ein Isomorphismus von Gruppen
¢:Uluyan = U-N/y
induziert.

Kommentar: V VR, U, U’ UVRe = U/ynu (U +U")/u-

Satz 3.20 Der 2. Noethersche Isomorphiesatz
Sei GG eine Gruppe und seien Ny, Ny < G Normalteiler mit N, C N; C G.
Dann induziert die Komposition kanonischer Epimorphismen

UG = G/Ny — (G/Na)/(ni /)
einen Isomorphismus von Gruppen

TE : G/Nl = (G/NQ)/(Nl/Nz)
4 Konstruktion von Gruppen

A. Produkte

Im Folgenden sei I eine Menge und fiir jedes i € I sei eine Gruppe G; gegeben.

Definition 4.1 Die Menge aller Tupel (g;)ie; mit g; € G; fur i € I heifit das
direkte Produkt der Mengen {G,}ic; und wird mit [[ G; bezeichnet.

il

Im Fall I = {1,...,n} schreibt man auch G; x G3 X -+ X G,,.

Satz 4.2
a) Das direkte Produkt G = [] G; ist bzgl. der Verkniipfung

i€l
o G x G — G
' ((gi)z‘eb (hz’)z’el) = (gihz‘)iel

eine Gruppe.
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b) Fiir jedes j € I ist die Abbildung

Gj — H Gz
©i g
gi = (i)ier

. gi fallsj =1
9 =
eg;, sonst

ein injektiver Gruppenhomomorphismus.
c¢) Fiir jedes j € I ist ¢;(G;) <G ein zu G; isomorpher Normalteiler von G.

d) Fiir jedes j € [ ist
[1Gi — G
;o el
(9i)ier = g
ein surjektiver Gruppenhomomorphismus. (Projektion auf den j-ten Fak-
tor)

Satz 4.3 Universelle Eigenschaft des direkten Produkts
Sei H eine Gruppe und fiir jedes ¢ € I gebe es einen Gruppenhomomor-
phismus 7; : H — G;. Dann gibt es genau einen Gruppenhomomorphismus

®: H — [[G; mit n; =1; 0@ fir alle j € I.

iel
Satz 4.4 Seien Ny, Ny Untergruppen einer Gruppe G und sei Ny x Ny ihr direktes

Produkt. Dann sind die folgenden Bedingungen &quivalent

a) Die Abbildung
. N1 X Ng — G
S (ny,ng) o npong

ist ein Isomorphismus von Gruppen.
b) Es gelten die folgenden drei Bedingungen

1) Jedes Element g € G ist von der Form g = ¢y - -+ g, mit g; € Ny U N
fire=1,...,r

2) N und N, sind Normalteiler von G.

3) N1 N N2 = {6}

Sind diese Bedingungen erfiillt, so sagen wir, GG sei das innere direkte Pro-
dukt von Ny und Ny und schreiben G = Ny X Ns.
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Beispiel 4.5 Sei m,n € N,.

Genau dann ist
Z/ng - Z/mZ X Z/nZ
a+mnZ +— (a+mZ,a+ nZ)

ein Isomorphismus von Gruppen, wenn ggT(m,n) = 1 gilt.

Definition 4.6 Die Menge aller Tupel (g;)ie; mit g; = e, fur fast alle ¢ (d.h.
fiir alle bis auf hochstens endlich viele) heifit die direkte Summe der Menge
{G,}ier und wird mit [ G; bezeichnet.

il

Ist I ={1,...,n}, so schreibt man auch G; @ - - - ® G,,.

Satz 4.7
a) Die direkte Summe G = [] G; ist bzgl. der Verkniipfung

i€l
o - G x G — G
“((9i)iers (Ri)ier) v+ (gihi)ier
eine Gruppe.

b) Fiir jedes j € I ist die Abbildung
Gj - H Gz

Pj - el
9; +— (9i0ij)ier
ein injektiver Gruppenhomomorphismus.

c¢) Fiir jedes j € I ist ¢;(G;) ein Normalteiler von [ G;
i€l
d) Fiir jedes j € I ist
;¢ ael !
(9i)ier = g

ein surjektiver Gruppenhomomorphismus.

Satz 4.8 Die universelle Eigenschaft der direkten Summe
Sei H eine Gruppe und fiir jedes ¢ € I gebe es einen Gruppenhomomor-
phismus 7; : G; — H. Dann gibt es genau einen Gruppenhomomorphismus
U:[[G; — H mit n; = Voy; fir alle j € I.

i€l
Bemerkung 4.9 Ist [ endlich, so ist die Inklusion
iel i€l

ein Isomorphismus von Gruppen.
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Definition 4.10 Seien GG, G5 zwei Gruppen.

a) Die Menge aller Isomorphismen von Gruppen Gy — G ist bzgl. der Kom-
position o eine Gruppe (und zwar eine Untergruppe von Bij(Gy, Gy)). Sie
heifit die Automorphismengruppe von G und wird mit Aut(G;) bezeichnet.

b) Sei ¢ : Go — Aut(G1) ein Gruppenhomomorphismus.
Wir definieren auf GG; x G5 eine Verkniipfung

O.(Gl><G2)><(G1><Gz) — Gy x Gy
© ((91,92), (i, he)) = (g1p(92) (1), g2ho)

Die Menge G; x G mit dieser Verkniipfung heifit das semidirekte Produkt
von G und Gy bzgl. ¢ und wird mit G; x, Gy bezeichnet.

Satz 4.11 Seien G1,Gs Gruppen und ¢ : Gy — Aut(G;) ein Gruppenhomo-
morphismus.

a) Das semidirekte Produkt G X, G5 ist eine Gruppe.
b) Die Teilmengen {e} x G2 und G; x {e} sind Untergruppen von Gy X, Ga.

¢) Genau dann ist Gy X, Go Abelsch, wenn G; und G5 Abelsch sind und ¢
der triviale Gruppenhomomorphismus ist.

d) Genau dann ist Gy x,, G2 gleich dem direkten Produkt G x G2, wenn ¢ :
Gy — Aut(G) der triviale Gruppenhomomorphismus ist (also go — idg, ).

B. Priasentationen

Definition 4.12 Sei G eine Gruppe und M C G eine Teilmenge. Die Menge aller
Produkte a; - --a, mit » > 0 und a; € M oder a[l eMfiri=1,...,rist
offensichtlich eine Untergruppe von G.

Wir nennen sie die von M erzeugte Untergruppe von G und bezeichnen sie
mit < M >. Im Fall M = {g,...,gs} schreiben wir auch < ¢gy,..., g, >
statt < M >.

Satz 4.13 Sei G eine Gruppe.

a) Ist I eine Menge und {G,};e; eine Menge von Untergruppen von G, so ist
() G; eine Untergruppe von G.
iel

b) Sei M C G. Dann ist < M > der Durchschnitt aller Untergruppen von G,
die M enthalten. Insbesondere ist < M > die kleinste Untergruppe von G,
die M enthalt.



4 KONSTRUKTION VON GRUPPEN 24

Beispiel 4.14

a) Die von {2} erzeugte Untergruppe von Z ist 2Z. Die von {4,6} erzeugte
Untergruppe von Z ist 47 + 67 = 27.

b) Die Gruppe S, wird von den Transpositionen erzeugt, d.h. die von M =
{ri;1 1 <1< j <n} erzeugte Untergruppe ist < M >=§,,.

Definition 4.15 Sei ¥ eine Menge. Ferner sei S eine weitere Menge und ¢ : & —
] eine bijektive Abbildung.

a) Die Menge M(X) bestehe aus allen endlichen Tupeln mit n > 0 und
Tlyeeny Ty € 2.
Im Fall n = 0 bezeichnen wir das leere Tupel mit e.

b) Auf der Menge M (X) definieren wir eine Verkniipfung durch Konkatenation
M(E) x M(%) 3N M(Y)

O !

(@1, ), (1, ym)) = (B s 1 Ym)

¢) Ein Element aus M (X UX) heiit reduziert, wenn es kein i € {1,...,n— 1}
gibt mit ;11 = ¢(x;) oder x; = t(z;41).

d) Ist ein Element (zy,...,z,) € M(X UX) nicht reduziert, d.h. gibt es ein
i€ {l,...,n— 1} mit x;4; = ¢(x;) oder z; = t(x;11), so sagen wir, das
Element (zq...,%; 1, Ti12,...,2,) € M(ZU i) folgt aus (x1,...,x,) durch
einen elementaren Reduktionsschritt.

e) Sei ~ die durch die elementaren Reduktionsschritte erzeugte Aquivalenz-
relation auf M (X U ¥). Mit anderen Worten, wir setzen (z1,...,7,) ~
(Y1, -+, Ym), wenn es Elemente wy, ..., w, € M(X UX) gibt, so dass gilt:

1) wy = (x1,...,2,)
2) Wy = (y17"'aym)
3) Firi=1,...,r—1 entsteht w; aus w;;; oder w;;1 aus w; durch einen

elementaren Reduktionsschritt.

Satz 4.16 In der Situation von Definition 4.15 gilt:

a) Die Menge M (%) ist bzgl. o ein Monoid mit neutralem Element e.
Sie heifit das freie Monoid iiber dem Alphabet X.

b) Die Konkatenation liefert eine wohldefinierte Verkniipfung

MEUD)/.x MU/, — MEUY)/.
.([(1717"'7xn)]v[(yla"'aym)]) = [($1,-.-,$n,y1,...,ym)]

auf der Menge der Aquivalenzklassen M (S UY) /..
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¢) Die Menge der Aquivalenzklassen M (X U )/ ist bzgl o eine Gruppe.
Sie heifit die freie Gruppe iiber dem Alphabet .
Notationen
1) Fiir x € X schreiben wir statt ¢(z) auch z71.
2) Statt ¥ schreiben wir auch 1.

)
)
3) Elemente von M (X UY) heilen Worter iiber dem Alphabet.
4) Statt M (X U X! schreiben wir auch X+
)

5) Die freie Gruppe iiber dem Alphabet ¥ bezeichnen wir mit F'(¥).

Beispiel 4.17

a) Besitzt ¥ nur ein Element z, so gilt F'(¥) = Z.
Der Isomorphismus von Gruppen ist gegeben durch

(z,x,...,2)] —i
i-mal
bzw.
[(.7:_1,:1:_1, ,x_l)] — —1

i-mal
b) Fir ¥ = 0 gilt F(X) = {e}, d.h. F(X) ist die triviale Gruppe.

Schreibweise
Fiir die Aquivalenzklasse [(x1, ..., 2,)] € F(X) schreiben wir auch x; - - - z,,.

Satz 4.18 Universelle Eigenschaft der freien Gruppe
Sei X # () eine Menge, sei H eine Gruppe und sei f : ¥ — H eine Abbildung.
Dann gibt es einen eindeutig bestimmten Gruppenhomomorphismus

¢:F(X)— H

mit
p(x) = f(z) Vzel

Korollar 4.19 Sei G eine Gruppe und M C G ein Erzeugendensystem von G,
d.h. es gelte G =< M >.

Dann gibt es einen eindeutig bestimmten Gruppenhomomorphismus

p: F(M)—G
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mit
polx)=x YereM

Insbesondere gilt

G = F(M)/ker(p)

Einen solchen Isomorphismus von G nennt man eine Prdsentation von G
durch Erzeugende M und Relation ker (¢).

Beispiel 4.20

a) Ist G =< a > eine zyklische Gruppe, so gibt es einen eindeutig bestimmten
surjektiven Gruppenhomomorphismus

p:2=F({a}) =G
und eine Prasentation

Z falls ker(¢) = {0}

Z/nz  sonst

G =7/ ker(p) = {

b) Es gilt
S3 = F(a,b)/ < a®,b*, abab™' >
mit
a g
b +— To3

wobei < M > der Normalisator der von M = {a® b* abab~'} erzeugten
Untergruppe von F'(a,b) ist.

c) Fiir die Gruppe Dg aus Blatt 1, Aufgabe 2 gilt:
Dg = F(a,b)/ < a® b, abab™" >

5 Abelsche Gruppen

A. Zyklische Gruppen
Wiederholung 5.1  a) Eine Gruppe G heifit zyklisch, wenn es ein a € G gibt
mit G =< a >= {a'| i € Z}.
b) Ist G zyklisch, so gilt

o=~ 7 falls #G =
N 2/ falls #G =n < oo

Insbesondere sind zyklische Gruppen stets abelsch.
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¢) Untergruppen zyklischer Gruppen sind zyklisch.

Beispiel 5.2 Sein > 2.
In der komplexen Zahlenebene C = {a+1ib| a,b € R} betrachte die Punkte
pj = e = cos(2j) +isin(2j) mit j =0,...,n — 1.
Dann ist G = {po, ..., pn_1} eine multiplikative Untergruppe von C\ {0}.
Die Abbildung
G — Z/uz

('D'pj = j+nZ

ist ein Isomorphismus von Gruppen.

Die Zahlen {po, ..., p,—1} heiBen die n-ten Einheitswurzeln. Sie sind die n
Losungen der Gleichung 2" = 1.
Die Gruppe G heifit die n-te Einheitswurzelgruppe.

Satz 5.3 Sei G eine Gruppe und sei g € G mit ordg(g) = n < 0.
a) (AmeZ: g"=e) = nlm

b) mln = ordg(¢™) =

n
m

d

)
)
c) BEsgilt <g>={e,9,¢%...,¢" tund # < g>=n
) G endlich = ordg(g)|#G

)

e) ordg(g*) = o VhkeEZ

Satz 5.4 Sei G eine Gruppe, seien g,h € G und n = ordg(g) < oo, sowie
m = ordg(h) < oo.
Kommutieren g und A und gilt ggT(n,m) = 1, so folgt

ordg(gh) = ordg(g) - ordg(h)
Definition 5.5 Sei G eine endliche Gruppe. Dann heif3t
Expo(G) = kgV{orda(g) | g € G}
der Exponent von G.

Fiir alle g € G gilt also

Expo(G)

g =e

Satz 5.6 Jede endliche Abelsche Gruppe enthélt ein Element der Ordnung
Expo(G).

Satz 5.7 Sei R ein Integritédtsring und sei G eine endliche Untergruppe von
(R\ {0},-). Dann ist G zyklisch.

Kommentar: Ein Integritatsring ist ein Ring mit vy -7 =0 = r1 =0 V 15 =0
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Korollar 5.8

a) Ist K ein endlicher Korper, so ist (K \ {0}, -) eine zyklische Gruppe. Insbe-
sondere ist Fy = Z/,7 \ {0} eine zyklische Gruppe.

b) Fiir jede Primzahl p und alle n € Z, 1 € N gilt:

n’ =n mod p

Satz 5.9 Sei G endliche zyklische Gruppe und n = #G.
Zu jedem Teiler d von n gibt es dann genau eine Untergruppe U von G mit

#U =d

B. Endlich erzeugte Abelsche Gruppen

In diesem Unterabschnitt sei G stets eine endlich erzeugte Abelsche Gruppe. Wir
verwenden die additive Notation.

Definition 5.10 a) Eine Menge {g1,...,¢9,} heiBt eine Basis von G, wenn
jedes g € G eine eindeutige Darstellung

g=aig1+ -+ a.g,
mit aq,...,a, € Z besitzt.

b) Besitzt G eine Basis, so heifit G eine (endlich erzeugte) freie Abelsche Grup-
pe.

Satz 5.11 Sei G eine freie Abelsche Gruppe mit Basis {g1,...,9:}.
a) Die Abbildung
G — L' =7Z® - DL
¥ - 1
algr+"'+argr = (ala"'aar)

ist ein Isomorphismus von Gruppen.

b) Ist {hi,...,hs} eine weitere Basis von G, so gilt s = r.
Die Zahl Rang(G) = rk(G) = r ist also eindeutig bestimmt. Sie heifit der
Rang von G.
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Theorem 5.12 Der Hauptsatz fiir freie Abelsche Gruppen
Sei GG eine freie Abelsche Gruppe vom Rang r und sei U C G eine Unter-

gruppe.
Dann gibt es eine Basis {g1,...,¢,} von G und eine Zahl s < r und Zah-
len eq,...,65 € Ny mit €1|eq, e9les, ..., e5-1]€s, so dass {101, . ..,€59s} eine

Basis von U ist.
Insbesondere ist U eine freie Abelsche Gruppe vom Rang s < r.

Theorem 5.13 Der Hauptsatz fiir endlich erzeugte Abelsche Gruppen
Sei GG eine endlich erzeugte Abelsche Gruppe.

a) Es gibt eine Zahl r > 0, sowie Zahlen e1,...,6, € N, mit &y > 1 und
e1]€2, €2l€3, . . ., €s-1]|€s und einen Isomorphismus von Gruppen

GEL ©L/ez® - OL/ez
Insbesondere ist G eine endliche direkte Summe zyklischer Gruppen.

b) Die Zahl r ist eine Invaraiante von G.
Mit anderen Worten, ist G = Z" & A, ez® D Z/ <17, ein weiterer Isomor-
phismus von Gruppen wie in a), so gilt ' = r. Die Zahl r heifit der Rang
von G und wird mit Rang(G) = rk(G) bezeichnet.

c) Ist G eine endliche Gruppe, so gilt
r=0 und &5 = Expo(G)
Insbesondere ist ¢, eine Invariante von G.

Als néchstes zeigen wir, dass alle Zahlen 1, ..., &5 in Theorem 5.13 a) Invarianten
von ( sind. Sie heiflen die Elementarteiler von G.

Definition 5.14 Sei G eine Abelsche Gruppe. Dann ist die Menge
T(G)={g € G| ordg(g) < oo}
eine Untergruppe von G. Sie heifit die Torsionsgruppe von G.

Satz 5.15 Sei G eine endlich erzeugte Abelsche Gruppe und
V:G U BLez® - DLz
ein Isomorphismus von Gruppen wie in Theorem 5.13 a)
a) Dann gilt:
TG) =y (08 ®0BZL/ez® - &L/ z)

Insbesondere ist die Zahl
6182 o« o . 88

eine Invariante von G.
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b) Die Zahlen £1, ¢, ..., &, sind Invarianten von G.
Korollar 5.16 Ist G torsionsfrei (d.h. gilt T(G) = 0), so ist G frei.

Satz 5.17 Der Chinesische Restsatz
Gegeben seien Zahlen nq,...,ns € Ny mit s > 2 und mit ggT(n,;, n;) =1
fiir 1 <v < j <s. Ferner sei N =ny---ng.

a) Der kanonische Homomorphismus von Ringen

. Llne = Lfnz X X Lfng
P a4+ NZ — (a+mZ,...,a+nZ)

ist ein Isomorphismus.

b) Die Abbildung ¢ induziert einen Isomorphismus von (multiplikativen) Grup-
pen.

Y (Z/n2)* = (Zfmz) X X (Z/n2)"

Korollar 5.18 Ist G eine endliche Abelsche Gruppe und m ein Teiler von n =
#G, so gibt es eine Untergruppe U C G mit #U = m.

Satz 5.19 Klassifikation endlicher Abelscher Gruppen

Sei n > 2. Schreibe n = pi"* -+ - p% mit a4,...,a, € Ny und paarweise ver-
schiedenen Primzahlen p, ..., p,. Fiiri =1,...,7 sei A(p;") die Anzahl der
Partitionen o; = a1 + - -+ mit 1 < oy < -+ < .

Dann gibt es (bis auf Isomorphie) genau A(n) = A(p{") - - - A(p%") verschie-
dene Abelsche Gruppen der Ordnung n.

Es gilt
U =1T,(G) ={g € G| ordg(g) ist p;-Potenz}

6 p-Gruppen

Im folgenden sei p stets eine Primzahl.

A. Der Satz von Cauchy

Definition 6.1 Eine Gruppe G heifit p-Gruppe, falls die Ordnung jedes Elements
von G eine Potenz von p ist.

Beispiel 6.2 Ist G eine endliche Gruppe und #G = p” fiir ein n > 1, so ist G
eine p-Gruppe.
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Ziel: Zeige, dass auch die Umkehrung von Beispiel 6.2 gilt.

Satz 6.3 Ist G eine endliche Gruppe mit p" Elementen, so gilt Z(G) # {e},
d.h. G hat ein nichttriviales Zentrum.

Lemma 6.4 Eine Gruppe mit p" Elementen operiere auf einer Menge M. Sei
M€ die Menge der Fixpunkte dieser Operation. Dann gilt:

HM = #M mod p

Satz 6.5 Der Satz von Cauchy
Sei GG eine endliche Gruppe und p eine Primzahl. Ist #G durch p teilbar,
so enthélt G ein Element der Ordnung p.

Korollar 6.6 Sei G eine endliche Gruppe.
G p-Gruppe < dneN,: #G=p"
Insbesondere besitzt jede endliche p-Gruppe ein nicht-triviales Zentrum.

Beispiel 6.7 Jede Gruppe mit #G = p? ist Abelsch.

B. Die Sitze von Sylow

Frage: Sei G endlich und m|#G.
Gibt es stets eine Untergruppe U C G mit #U =m?

Antwort: Ja, falls G abelsch ist. Eindeutig, falls G zyklisch. Jedoch im Allge-
meinen ist die Antwort Nein, wie Beispiel 6.8 zeigt.

Frage: Fiir welche Teiler m|#G gibt es eine Untergruppe U C G mit #U = m?

Beispiel 6.8 In A; C S, gibt es keine Untergruppe mit 6 Elementen, obwohl
#A, = 12 gilt.

Definition 6.9 Eine p-Sylowuntergruppe von G ist eine (bzgl. der Inklusion)
maximale p-Untergruppe von G.

Lemma 6.10 Lemma von Zorn
Sei M eine nichtleere, induktiv geordnete Menge, d.h. eine Menge mit ei-
ner partiellen Ordnung <, so dass jede Kette m; < my < ... eine obere
Schranke m besitzt (also ein Element m mit m; < m fiir alle i > 1).
Dann besitzt M mindestens ein maximales Element bzgl. <.
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Satz 6.11 FExistenz von p-Sylowgruppen
Sei G eine Gruppe und p Primzahl.

a) Es gibt eine p-Sylowuntergruppe von G.

b) Ist G Abelsch, so gibt es genau eine p-Sylowuntergruppe von G.
Diese ist gegeben durch die p-Torsion:

T,(G) = {g € G| ordg(g) ist Potenz von p}

Beispiel 6.12 Sei G = S;.
Jede 2-Sylowuntergruppe von G hat die Ordnung 2. Es gibt genau drei
2-Sylowuntergruppen, néamlich

U, = {id, 7'12}, Uy = {id,ﬁs}, Us = {id,Tza}

Insbesondere ist die p-Sylowuntergruppe von G im Allgemeinen nicht ein-
deutig bestimmt!

Bemerkung 6.13 Sei GG eine Gruppe.

a) Ist U C G eine p-Sylowuntergruppe und g € G, so ist auch gUg™! eine

p-Sylowuntergruppe von G.

b) Besitzt G' nur eine p-Sylowuntergruppe, so ist diese ein Normalteiler.
Lemma 6.14 Sei U C G eine p-Untergruppe und
NU)={geG|gUg ' =U}2U
ihr Normalisator. Dann gilt:
a) [N(U): U] =[G :U] modp
b) Ist p Teiler von [G : U], so gilt N(U) # U.

Theorem 6.15 Der erste Satz von Sylow
Sei G eine endliche Gruppe und #G = p"m mit p J/m.

a) Fiir jedes i € {0,...,n} besitzt G eine Untergruppe der Ordnung p'.
Insbesondere besitzt jede p-Sylowuntergruppe von GG die Ordnung p”.

b) Seiie {0,...,n—1}.
Jede Untergruppe der Ordnung p’ von G ist Normalteiler in einer Unter-
gruppe der Ordnung p***.
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Beispiel 6.16 Sei G eine Gruppe der Ordnung 15. Dann haben die 3-Sylow-
gruppen von G je 3 Elemente und die 5-Sylowgruppen von G je 5 Elemente.
Unter anderem gilt G = Z /37X Z /57, = 7/ 15z, d.h. jede Gruppe der Ordnung
15 ist zyklisch.

Theorem 6.17 Der zweite Satz von Sylow
Sei GG eine endliche Gruppe und seien U, V' zwei p-Sylowuntergruppen von G.
Dann gibt es ein ¢ € G mit V = gUg™!. Mit anderen Worten, zwei p-
Sylowuntergruppen von G sind zueinander konjugiert.
Beispiel 6.18 Sei p eine Primzahl und G eine Gruppe der Ordnung 2p.
a) p=2 = #G=4 und G=Z/y VvV G=V,
b) Sei p > 3. Es gibt genau eine p-Sylowuntergruppe U C G mit #U = p. Es
gilt U <1 G. Ferner gibt es eine 2-Sylowuntergruppe V' C G mit #V = 2.

Sei U =< a >und V =< b >, so gilt G =< ab >= Z /9y oder G = D,
(Diedergruppe).

Theorem 6.19 Der dritte Satz von Sylow
Sei G eine endliche Gruppe und sei s, die Zahl der Sylowgruppen von G.
Dann gilt:

a) #G =0 mod s,
Genauer: Schreibt man #G = p™m mit p [/m, so ist s, ein Teiler von m.

b) s, =1 mod p

Beispiel 6.20 Seien p, ¢ Primzahlen mit p > g und ¢ J/p — 1. (Insbesondere gilt
q > 2). Sei G eine Gruppe der Ordnung pg.

1) Nach dem 1.Satz von Sylow gibt es a,b € G : ordg(a) =p A ordg(b) = ¢

)
2) Aus dem 3. Satz von Sylow folgert man s, = 1.
3) Ebenso folgt s, = 1.

)

4) Jede Gruppe der Ordnung pq ist zyklisch.

Beispiel 6.21 Sei G eine Gruppe der Ordnung 45.
a) Es gilt s3|5 und 3|s3 — 1, also s3 =1

b) Es gilt s5/9 und 5|s; — 1, also s5 =1

c¢) Somit gilt G = U x V mit U <G eindeutige 3-Sylowuntergruppe und VG
eindeutige 5-Sylowuntergruppe. Offenbar gilt V' = Z/5;.

d) Nach Beispiel 6.7 ist U Abelsch, d.h. es gilt U = Z/qz oder U = Z /37, X 7/ 37,
e) Insgesamt folgt G = Z /457 oder G = Z /37 X Z/152.
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7 Auflésbare Gruppen
Definition 7.1 Eine Gruppe G heifit auflésbar, wenn es eine Kette
{e}=NyCN,C---CN, =G
gibt, so dass fiir ¢t = 1,...,1 gilt:
a) N; C G Untergruppe
b) N;_1 < N; Normalteiler
¢) N;/N;_1 Abelsch
Beispiel 7.2
a) Ist G eine Abelsche Gruppe, so ist G auflosbar, wie die Kette
{e}=NgC N, =G
zeigt.

b) Ist G eine nicht-Abelsche einfache Gruppe (d.h. die einzigen Normalteiler
sind {e} und G), so ist G nicht auflésbar.

Satz 7.3 Sei G eine endliche p-Gruppe. Dann ist G auflosbar.

Definition 7.4 Sei GG eine Gruppe.
Eine Kette von Untergruppen {e} = Ny C N; C --- C N, = G mit N;_1 <N;

fir = 1,...,[ heilt Normalreihe von G. Also ist G genau dann auflésbar,
wenn G eine Normalreihe mit Abelschen Restklassengruppen N;/N;_; be-
sitzt.

Satz 7.5 Sei G eine auflésbare Gruppe.
a) Ist U C G eine Untergruppe, so ist U auflosbar.

b) Ist U < G ein Normalteiler, so ist G/U auflosbar.

Bemerkung 7.6

a) Ist G eine endlich erzeugte Abelsche Gruppe, so gibt es eine Normalreihe
{e} = Ny € N; C --- C N, = G mit zyklischen Restklassengruppen
Ni/Ni—l‘

b) Ist G eine endliche Abelsche Gruppe, so gibt es sogar eine Normalreihe
{e} = Ng C N; C--- C N, = G mit N;/N;_; zyklisch von Primzahlord-

nung.
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Satz 7.7 Sei G eine endliche auflésbare Gruppe und N <1 G ein Normalteiler.
Dann gibt es eine Normalreihe {¢} = Ny € N; C --- C N, = G mit
folgenden Eigenschaften:

a) Firi=1,...,0ist N;/N;_; zyklisch von Primzahlordnung,.
b) N € {Ny,...,N;}
Bemerkung 7.8

a) Ist G eine einfache auflosbare Gruppe, so ist G zyklisch von Primzahlord-
nung.

b) Die Gruppen Z/,z sind als ,,Atome* anzusehen, aus denen sich jede endliche
auflosbare Gruppe zusammensetzt. Ist im Satz N;/N;_1 = Z/,,z, so gilt
#G = py -+ - p;. Die auftretenden Primzahlen hidngen also nur von #G ab,
und nicht von der Wahl der Normalteiler.

Ziel: Zeige, dass S, fiir n > 5 nicht auflosbar ist.

Lemma 7.9 Sein >3 und a,b € {1,...,n} mit a # b. Dann wird die alternie-
rende Gruppe A,, erzeugt von den Dreierzykeln

(1 ... a ... b ... Kk ... n
Gak=\1 ... b ...k ... a .. n
mit k € {1,...,n}\ {a,b} erzeugt.

Lemma 7.10 Sein > 3 und N < A, ein Normalteiler, der einen Dreierzyklus
enthilt. Dann gilt:
N=A,

Satz 7.11

a) Fiir alle n # 4 ist A,, eine einfache Gruppe, d.h. ihre einzigen Normalteiler
sind {e} und A,.

b) Fiir alle n > 5 ist S,, nicht auflosbar. (Fiir n < 4 ist S,, auflosbar.)
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Kapitel 1

Galoistheorie

8 Grundlagen
A. Ringe
Definition 8.1 a) Ein Ring (R,+,-) ist eine Menge R zusammen mit zwei

Verkniipfungen +: R X R — Rund - : R X R — R, so dass gilt:

1) (R,+) ist eine Abelsche Gruppe
2) (R,-) ist eine Halbgruppe
3) Distributivgesetze

b) Ein Ring heifit kommutativ, wenn - kommutativ ist.

c) Gibt es bzgl. - ein neutrales Element, so bezeichnen wir dieses mit 1 (oder
1g) und nennen R einen Ring mit Einselement.

Sofern es im Folgenden nicht ausdriicklich anders festgelegt ist, seien alle Ringe
kommutativ mit Einselement.

Beispiel 8.2
a) Z,Q,R,C,Z/,z fir n > 1
b) Polynomring (vgl. spéter)
c) Der Nullring R = {0} mit 1z = 0.
Definition 8.3 Sei R ein Ring.
a) R heit nullteilerfrei oder Integritatsring oder Bereich, wenn

Va,beR: (ab=0 = a=0V b=0)

b) Eine Teilmenge S C R heifit Unterring, wenn (S, +) eine Untergruppe von
(R,+) ist und S-S C S gilt.

c) Eine Teilmenge I C R heiit /deal von R, wenn (I, +) eine Untergruppe von
(R,+) ist und R- I C I gilt.
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Beispiel 8.4
a) Z,Q,R,C sind Integritatsringe.
b) Z/nz ist genau dann ein Integritatsring, wenn n eine Primzahl ist.

c¢) Jedes Ideal ist ein Teilring von R. Jedoch ist z.B. Q[z?] C Q|x] ein Teilring,
aber kein Ideal.

d) I ={0} Nullideal, I = R Finheitsideal gibt es in jedem Ring.
e) Die Ideale von Z sind die Teilmengen nZ mit n € N.
Definition 8.5 Sei R ein Ring.

a) Ist {a)}rea eine Familie von Elementen von R, so ist
I = {Zmau §>0,{r,...,rs} TR {\,...,\} C A}
i=1

ein Ideal von R.

Es heifit das von {ay}rea erzeugte Ideal. Die Menge {ay}arca heifit ein Er-
zeugendensystem von I. Wir schreiben I = ({ay}xea) bzw. [ = (ayq,. .., ay)
falls A = {1,...,n}.

b) Besitzt ein Ideal J C R ein endliches Erzeugendensystem, so heifit J ein
endlich erzeugtes Ideal oder endlich erzeugt.

c) Gibt es ein @ € R mit [ = (a) = R - a, so heifit I ein Hauptideal.

d) Ist jedes Ideal in R ein Hauptideal, so heifit R ein Hauptidealring.
Beispiel 8.6

a) Z und K[z] mit K Korper sind Hauptidealringe.

b) In einem Koérper sind (0) und K = (1) die einzigen Ideale. Also ist jeder
Korper K ein Hauptidealring.

c) r € R Finheit (d.h. r ist bzgl. - invertierbar) < (r) =R
Definition 8.7 Seien R, S Ringe und f : R — S eine Abbildung.

a) Die Abbildung f heifit ein Ringhomomorphismus oder ein Homomorphis-
mus von Ringen, wenn fiir alle r;r’ € R gilt:

D) flr+r) = flr)+ f(r')
2) flrr') = f(r)f(r)
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b) Ein bijektiver Ringhomomorphismus heifit auch ein Isomorphismus von
Ringen.

c) Der Kern eines Ringhomomorphismus f : R — S ist die Menge

Kem(f) = ker(f) = {r € R| (r) = 0}
Offenbar ist der Kern ein Ideal in R.
Beispiel 8.8
a) Z — Q — R — C sind injektive Ringhomomorphismen.

b) Die Nullabbildung

R — S
f~r

— 0

ist stets ein Ringhomomorphismus. Das Bild von f ist der Nullring.

c) Die Abbildung
K[z - K
A ()
mit Koérper K, a € K ist ein Ringhomomorphismus und heift Finsetzungs-

homomorphismus mit
Kern(g) = (z — a)

Definition 8.9 Sei R ein Ring und I C R ein Ideal.

a) Definiert man
a~;b & a-—-bel

fir a,b € R, so ist ~; eine Aquivalenzrelation auf R. Die Aquivalenzklasse
eines Elements a € R ist

a+I={a+b|be I}
Wir nennen a + I die Restklasse von a modulo I.

b) Sei R/I = {a+ I| a € R} die Menge aller Restklassen modulo /. In §3
haben wir gesehen, dass R/I durch die Verkniipfung

R/IxR/I — RJI

+Z(a+[,b+[) — a+b+1

zu einer Abelschen Gruppe wird.
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Satz 8.10 Sei R ein Ring und I C R ein Ideal.

a) Definiert man
. R/IIXR/I — R/I
“(a+I,b+1) — ab+1 7
so ist dies eine wohldefinierte Verkniipfung auf R/I. Hierdurch wird R/
zu einem Ring. Er heifit der Restklassenring von R modulo [.

b) Die Abbildung
- R — R/I
“a — a+1
ist ein surjektiver Ringhomomorphismus. Sie heifit der kanonische Epimor-
phismus auf dem Restklassenring.

c) Es gilt
I = Kern(e)

Beispiel 8.11
a) Ist R =7 und I = nZ mit n > 1, so gilt
R/I =7/ ={0+nZ,...,n—1+nZ}

Dieser Ring besitzt n Elemente und die Ringoperationen entsprechen dem
iiblichen ,,Rechnen modulo n*.

b) Sei K ein Korper, sei R = K[z] und I C R das von einem Polynom f € R
erzeugte Hauptideal.

1. Fall: f=0:
Klx] = R/I

2. Fall: f=amitae K\ {0} :
Es gilt I = (f) = Rund R/I = {0}

3. Fall: fe K[z]\K :
Es gilt
R/T={g+(f)| g€ Klz]<n}

mit n = deg(f). Der K-Vektorraum Klz]/(f) besitzt die
Basis

{1+ )z + (). 2"+ (N}

Somit folgt
dimy (K[z]/(f)) = n
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Satz 8.12 Die universelle Figenschaft des Restklassenringes
Seien R, S Ringe, sei I C R ein Ideal und sei ¢ : R — S ein Ringhomomor-
phismus mit I C ker(yp).
Dann gibt es einen eindeutig bestimmten Ringhomomorphismus

v:R/I— S

mit
p=1voe
Die Abbildung v heifit der induzierte Ringhomomorphismus.

Satz 8.13 Der Homomorphiesatz fiir Ringe
Sind R, S Ringe und ist ¢ : R — S ein surjektiver Ringhomomorphismus,
so induziert ¢ einen Isomorphismus von Ringen

& R/ker(p) = S
“a+ker(p) —  p(a)

Satz 8.14 Ist R ein Ring, so gibt es genau einen Ringhomomorphismus
v:Z— R

mit
©(1) =1g

Er heifit der Strukturhomomorphismus von R. Der Unterring ¢(Z) heifit der
Primring von R.

Definition 8.15 Sei R ein Ring und ¢ : Z — R sein Strukturhomomorphismus.
Dann heifit die eindeutig bestimmte Zahl n € N mit ker(¢) = nZ die
Charakteristik von R und wird mit char(R) bezeichnet.

Beispiel 8.16
a) R = Z/,z hat die Charakteristik n.
b) Z,Q,R,C haben die Charakteristik 0.

Satz 8.17 Ideale und Ringhomomorphismen
Seien R, S Ringe, sei ¢ : R — S ein Ringhomomorphismus, sei I C R ein
Ideal und sei J C S ein Ideal.

a) Die Teilmenge ¢ '(J) C R ist ein Ideal.

b) Ist ¢ surjektiv, so ist ¢(I) C S ein Ideal.
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c) Ist ¢ surjektiv, so definieren I — o(I) und J +— ¢~ (J) eine Bijektion
zwischen der Menge der Ideale von R, die ker(¢) umfafit, und der Menge
der Ideale von S.

d) Ist ¢ surjektiv, so induziert die Komposition
R% S5 85/
einen Isomorphismus von Ringen

R/ — S/J

e) Die Ideale von R/I sind genau die Ideale I/I, wobei I C R ein Ideal ist,
das I umfafit.

Satz 8.18 Der 2. Noethersche Isomorphiesatz fiir Ringe
Sei R ein Ring und seien [, J Ideale von R mit I C J.
Dann induziert die Komposition kanonischer Epimorphismen

R = R/TS (R/1)/
einen [somorphismus von Ringen

¢:R/J = (R/T)/ )
B. Korper

Definition 8.19 Ein Kdrper (K, +,-) ist ein kommutativer Ring mit Einsele-
ment, bei dem (K \ {0}, ) eine Gruppe ist.

Bemerkung 8.20
a) Ein Korper ist ein Integritéitsring.

b) Die einzigen Ideale in einem Kérper K sind (0) = {0} und (1) = K. Insbe-
sondere ist K ein Hauptidealring.

c¢) Die Charakteristik eines Korpers ist 0 oder eine Primzahl.
Beispiel 8.21
a) Q,R,C sind Kérper der Charakteristik 0.

b) Ist p eine Primzahl, so ist F, = Z/,z ein Korper der Charakteristik p.
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Definition 8.22 Sei K ein Korper.

a) Ist L C K ein Teilring und (L\ {0}, -) eine Gruppe, so heifit L ein Teilkirper
von K und K|L ist eine Kdrpererweiterung.

b) Sind K und L zwei Korper und ist ¢ : K — L ein Ringhomomorphismus,
so heifit ¢ ein Kdrperhomomorphismus falls ¢ # 0 ist. Insbesondere gilt
dann (1) = 1 und ker(p) = (0), d.h. jeder Kérperhomomorphismus ist
injektiv.

c) Ein bijektiver Kérperhomomorphismus ¢ : K — K heifit auch ein Au-

tomorphismus von K. Die Gruppe der Automorphismen von K wird mit
Aut(K) bezeichnet.

Beispiel 8.23
a) Die komplexe Konjugation

~C - C
"a+ib — a—1ib

ist ein Automorphismus von C.

b) Der Korper R ist ein Teilkorper von C. Dabei ist C ein 2-dimensionaler
R-Vektorraum.

c) Es gilt Aut(Q) = {id} und Aut(F,) = {id}.

Definition 8.24  a) Ist R ein Ring mit Strukturhomomorphismus ¢ : Z — R,
so heifit der Teilring ¢(Z) auch der Primring von R.

b) Ist K ein Korper, so heifit der kleinste Teilkorper, der {0, 1} enthéilt, der
Primkérper von K.

e Ist char(K) = 0, so ist sein Primkorper isomorph zu Q.

e Ist char(K) = p > 0 Primzahl, so ist sein Primkorper isomorph zu F,,.

Satz 8.25 Sei K ein Korper und sei {L)}aea eine Familie von Teilkérpern von
K. Dann ist auch
L=)Lx

ein Teilkérper von K.

Definition 8.26 Sei K ein Korper und M C K eine Teilmenge.

a) Der von M erzeugte Teilkérper von K ist der Durchschnitt aller Teilkérper
von K, die M enthalten.
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b) Sei L C K ein Teilkorper. Dann bezeichnen wir den von L U M erzeugten
Teilkorper von K mit L(M). Wir sagen, der Koérper L(M) entstehe aus L
durch Adjunktion von M.

Beispiel 8.27
a) Der von M = {0, 1} erzeugte Teilkorper von K ist sein Primkorper.

b) Sei K|L eine Kérpererweiterung und M C K.
Dann besteht L(M) aus allem Elementen der Form

flay, ... a,)
g(bh .. 7bm)

mit f € L[zy,...,x,) und g € L{y1,...,ym) und ay,...,an,b1,...,0; € M
und g(by,...,bn) #0.

c) Ist d € Q kein Quadrat einer rationalen Zahl, so ist

ek

Q(Vd) = {a+bVd| a,bcQ} CC

eine Korpererweiterung von Q. Sie stellt einen 2-dimensionalen Q-Vektorraum
dar. Kérper der Form Q(v/d) heifien quadratische Zahlenkérper.

Satz 8.28 Sei R ein Integritdtsring. Wir betrachten die Menge R x (R \ {0})
und rechnen sie mit der Relation

(rys) ~(r',s") & rd—sr'=0
a) Die Relation ~ ist eine Aquivalenzrelation.

b) Sei K = (R x (R\ {0}))/~ die Menge der Aquivalenzklassen. Fiir die
Aquivalenzklassen von (r, s) schreiben wir auch ~.
Definiert man auf K zwei Verkniipfungen

KxK — K

. (2 7‘_’) — rs'+r's

s s ss!
und
KxK — K
o o rr/
55 —

so wird K hierdurch zu einem Korper. Der Korper heifit der Quotienten-
korper von R und wird mit Q(R) bezeichnet.

Beispiel 8.29
a) Es gilt Q = Q(Z).
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b) Ist R = K[xy,...,x,] ein Polynomring tiber einem Kérper K, so heift

Q<R>={§|f,geRundg7é0}

der Kérper der rationalen Funktionen in n Unbestimmten {iber K und wird
mit K(z1,...,x,) bezeichnet.

9 Konstruktionen mit Zirkel und Lineal

In der Zeichenebene kénnen mit Zirkel und Lineal folgende Grundoperationen
ausgefiihrt werden

1) Konstruktion der Geraden durch zwei gegebene Punkte

2) Konstruktion eines Kreises mit vorgegebenem Mittelpunkt und mit einem
Radius, der gleich dem Abstand zweier gegebener Punkte ist.

3) Bestimmung des Schnittpunkts zweier bereits konstruierter Geraden (falls
er existiert).

4) Bestimmung eventueller Schnittpunkte einer bereits konstruierten Geraden
mit einem bereits konstruierten Kreis.

5) Bestimmung eventueller Schnittpunkte zweier bereits konstruierter Kreise.

Definition 9.1 Eine Konstruktionsaufgabe besteht aus der Angabe einer (meist
endlichen) Punktmenge und der Frage, ob man einen (oder mehrere) be-
stimmten weiteren Punkt/Gerade/Kreis durch endlich viele Anwendungen
der Grundoperationen 1) - 5) konstruieren kann.

Beispiel 9.2 Konstruiere ein Dreieck mit vorgegebenen Seitenléngen a, b, ¢, wo-
bei die A-Ungleichung fiir die Seiten erfiillt ist.

Beispiel 9.3 Delisches Problem der Wiirfelverdopplung
Zu einem durch seine Seitenldnge a gegebenen Wiirfel soll ein Wiirfel dop-
pelten Volumens konstruiert werden, d.h. es soll eine Strecke der Linge a{/2
konstruiert werden.

Kommentar: Wir zeigen spater, dass es keine Losung gibt.

Beispiel 9.4 Zu einer gegebenen Strecke a und einer gegebenen rationalen Zahl
g > 0 soll eine Strecke der Linge § - a konstruiert werden. (p,q € N,)

Kommentar: Es lassen sich somit aus 0,1 alle rationalen Zahlen konstruieren.
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Beispiel 9.5 Winkeldreiteilung
Zu zwei vorgegebenen Geraden G, Go, die sich im Winkel ¢ schneiden, soll
eine dritte Gerade durch den Schnittpunkt so konstruiert werden, dass sie
mit G den Winkel £ einschlieft.

Kommentar: Wir werden zeigen, dass dies im Allgemeinen unmoglich ist.

Beispiel 9.6 Quadratur des Kreises
Zu einem gegebenen Kreis soll ein flichengleiches Quadrat konstruiert wer-
den. Mit anderen Worten: zu einer gegebenen Strecke der Lénge r soll eine
Strecke der Lénge r+/7 konstruiert werden.

Kommentar: Wir werden zeigen, dass dies unmdglich ist!

Beispiel 9.7 Konstruktion regquldrer n-FEcke
In einen gegebenen Kreis soll ein regulires (d.h. gleichseitiges) n-Fck ein-
geschrieben werden (n > 3). Mit anderen Worten: gesucht sind Punkte
P, ..., P, auf dem Kreis mit PPy = PPy =---= P, P, = P, P,

Kommentar: Wir werden die Zahlen n, fiir die dies moglich ist, charakterisieren.

Im Folgenden identifizieren wir die Zeichenebene mit der komplexen Zahlenebene
C={a+ib|a,beR}

Satz 9.8 Sei M C C eine Teilmenge mit {0,1} C M.
Dann ist die Menge M der aus M konstruierbaren Zahlen ein Teilkdrper
von C. Insbesondere gilt Q C M.
Hierbei heifit ein z € C aus M konstruierbar, wenn der ihr entsprechende
Punkt der Zeichenebene durch endlich viele Anwendungen der Operationen
1) - 5) aus den Punkten von M gewonnen werden kann.

Satz 9.9 Sei {0,1} C M C C und sei z € M eine aus M konstruierbare Zahl.
Dann ist auch y/z eine aus M konstruierbare Zahl.

Im Folgenden sei M C C eine Teilmenge mit {0,1} C M, sei M={z|ze M}
und M sei die Menge der aus M konstruierbaren Zahlen.

Satz 9.10 Sei Ky = Q(M U M), dann gilt:
a) K() Q M
b) Ko =Ky
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Satz 9.11 Sei L C C ein Teilkérper mit L = L.

a) Fiir z € L gilt:
Re(z),Im(z) € L

b) Sind Gi,Gs Geraden durch je zwei verschiedene Punkte von L und ist
G1 N G5 nicht leer, so ist auch der Punkt G; N G5 in L enthalten.

c) Sei G eine Gerade durch zwei verschiedene Punkte aus L und K ein Kreis
mit Mittelpunkt aus L und Radius aus L.
Ist z € GN K, so gibt es ein y € L mit z € L(/y)

d) Sind K, Ky Kreise mit Mittelpunkten in L und Radien aus L und ist z €
K1 N Kj, so gibt es ein y € L mit 2z € L(,/y).

Definition 9.12 Sei L|K eine Korpererweiterung.
Wir sagen, dass L aus K durch sukzessive Adjunktion von Quadratwurzeln
entsteht, wenn es aq,...,a, € L gibt, so dass gilt:

a) L=K(ay,...,a,)
b) a? € K(ay,...,a;1) firi=1,....n

Korollar 9.13 Eine Zahl z € C ist genau dann aus M konstruierbar, wenn z
in einem Teilkorper L von C enthalten ist, der aus Ko = Q(M U M) durch
sukzessive Adjunktion von Quadratwurzeln entsteht.

Korollar 9.14 Sei Ky = Q(M U M) und fiir alle n > 1 sei
Ky =Ky (VEn1) = Ko({Va] a € Kooy })
Dann gilt
M = G K,
n=0
Beispiel 9.15

a) Wiirfelverdopplung
Sei M = {0,1}. Genau dann ist das Konstruktionsproblem lésbar, wenn
/2 aus M konstruierbar ist.

b) Quadratur des Kreises
Genau dann ist das Konstruktionsproblem 16sbar, wenn /7 aus M = {0, 1}
konstruierbar ist. Dies ist dquivalent damit, dass 7 konstruierbar ist.



10 AUFLOSUNG ALGEBRAISCHER GLEICHUNGEN 47

c) Winkeldreiteilung
Ein Winkel ¢ sei gegeben durch M = {0, 1, ¢¥}. Die Frage ist nun, ob e'5 in
einem Teilkérper von C enthalten ist, der aus Ky = Q(e'¥) durch sukzessive
Adjunktion von Quadratwurzeln entsteht.

d) Konstruktion reguldrer n-Ecke
Sei M = {0,1}.
Das regulidre n-Eck ist genau dann konstruierbar, wenn e aus M kon-
struierbar ist.

10 Auflésung algebraischer GGleichungen
Gegeben sei eine Gleichung
" + 12" P a4+ a9 =0
mit ag, ...,a, € C, wobei n > 1 gelte, sowie a,, # 0.
Nach dem Fundamentalsatz der Algebra besitzt diese Gleichung stets eine Losung.

Z&hlt man die Losungen mit geeigneten Vielfachheiten, so besitzt die Gleichung
genau n Losungen.

Problem: Finde Formeln, mit deren Hilfe man aus den Koeffizienten aq, ..., a,
die Losungen berechnen kann.

Beispiel 10.1

a) Ist n =1, soist ; = —Z—(l’ die eindeutig bestimmte Losung der Gleichung.

b) Ist n = 2, so sind x1/, = —2%12 + ,/% — Z—g die beiden (nicht notwendig
2

verschiedenen) Losungen der Gleichung.
Beispiel 10.2 Sei n = 3, d.h. es sei die Gleichung
a3x3 + asz® + ayx + ag =0

gegeben. Als Losung ergeben sich die Formeln von Cardano (1545 in Niirn-
berg publiziert).

Beispiel 10.3 Sei n = 4. Wir betrachten die Gleichung
aszt + asxr® + asr® + ayx +ag =0

Dann fiithren die Formeln von Ferrari, einem Schiiler Cardanos, zum Ziel.
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Definition 10.4 Sei L|K eine Korpererweiterung. Der Korper L heifit eine Ra-
dikalerweiterung von K, wenn gilt:

a) Es gibt ay,...,a, € L mit L = K(ay,...,a,)
b) Es gibt ry,..., 7, € Ny mit (a;)" € K(ay,...,a;—1) firi=1,...,n

Mit anderen Worten: Der Korper L entsteht aus K durch sukzessive Ad-
junktion von Wurzeln.

Definition 10.5 Sei K ein Korper.
Eine Gleichung a,z™ + --- + a9 = 0 mit ag,...,a, € K und a, # 0 heifit
durch Radikale auflosbar, wenn es eine Radikalerweiterung L|K gibt, so
dass die Losungen der Gleichung in L liegen.

Bemerkung 10.6
a) Gleichungen vom Grad < 4 sind im Fall K = Q durch Radikale auflésbar.

b) Fir K = Q und n = 5 ist nicht jede Gleichung durch Radikale auflésbar
(Satz von Abel). Man kann sogar eine konkrete, nicht auflésbare Gleichung
angeben (Galois).

11 Ringe und Algebren

A. Teilbarkeitstheorie in Ringen
Im Folgenden sei R ein kommutativer Ring mit Einselement.

Definition 11.1  a) Ein Element r € R heifit Finheit, wenn es ein 1’ € R gibt
mit r - v’ = 1. Die Einheiten von R bilden eine Gruppe, die wir mit R*
bezeichnen und die Einheitengruppe nennen.

b) Ein Element r € R heifit Teiler eines Elements s € R, wenn es ein 1’ € R
gibt mit 7’ = s. In diesem Fall schreiben wir r|s.

c) Zwei Elemente r, s € R heilen assoziiert, wenn r|s und s|r gilt. In diesem
Fall schreiben wir r ~ s.

d) Ein Element r € R heifit ein echter Teiler eines Elements s € R, wenn r|s
gilt und r ist nicht assoziiert zu s.

e) Ein Element » € R\ {0} heifit irreduzibel, wenn es keine Einheit ist und
keine echten Teiler besitzt.
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f) Ein Element r € R\ {0} heifit Primelement, wenn es keine Einheit ist und
aus r|ss’ folgt r|s oder r|s’ fir s,s" € R.

Beispiel 11.2
a) Es gilt Z* = {1, —1}.
b) Sei K ein Korper. Dann gilt

Kla]* = K\ {0}

¢) Sei I = [a,b] C R ein abgeschlossenes Intervall und R = C°(I) der Ring
der stetigen Funktionen f : I — R. Dann besteht C°(I)* aus genau den
stetigen Funktionen f : I — R, die keine Nullstellen besitzen.

d) Sei K ein Korper und f € K[x] \ K

f irreduzibel < Age Klz]: g|f N 0<degg < degf

Satz 11.3 Regeln fiir Teiler und echter Teiler
Sei R ein Ring und seien r, s, t,u,v € R.

b) r|s, r[t = r|(As+put) YA\ pueR
c) rls,s|t = rlt

)

)

)

d) r|s,se R* = reR~

e) rls,te R* = rt|s
)

Unterscheiden sich » und s nur um eine Einheit, so gilt » ~ s. Ist R ein
Integritétsring, so gilt hiervon auch die Umkehrung.

g) Ist r ein echter Teiler von s und gilt s|t, so ist r ein echter Teiler von t.

h) Sei R ein Integritétsring. Ist r ein echter Teiler von s und gilt u|v, so ist ru
ein echter Teiler von swv.

i) Sei R ein Integritétsring. Gilt » = st und ist s ein echter Teiler von r, so ist
auch t ein echter Teiler von r.

Satz 11.4 Eigenschaften von irreduziblen Elementen und Primelementen
Sei R ein Integritatsring und seien p,q,r, s € R.

a) Ist r irreduzibel und r ~ s, so ist auch s irreduzibel.
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b) Sind r, s irreduzibel und gilt r|s, so folgt r ~ s.
c) Jedes Primelement ist irreduzibel.

)
)
d) Ist p ein Primelement und p ~ ¢, so ist auch ¢ ein Primelement.
e) Sind p, g Primelemente und gilt p|q, so folgt p ~ q.

)

f) Ist p ein Primelement und gilt pla; - - - a, mit aq,...,a, € R, so gibt es ein
ie{l,...,n} mit p|a;.

Definition 11.5 Sei R ein Integritatsring. Wir nennen R einen faktoriellen Ring
(oder ZPE-Ring), wenn jedes Element r € R\ ({0} U R*) eine Darstellung
als endliches Produkt von Primelementen besitzt.

Satz 11.6 Sei R ein Integritétsring, in dem der Teilerkettensatz fiir Elemente
gilt, d.h. aus rq|ro, ra|ry, ... folgt r, ~ rpyq ~ ... fiir ein n € Ny
Dann besitzt jedes Element von R\ ({0} UR*) eine Darstellung als endliches
Produkt irreduzibler Elemente.

Korollar 11.7 Der Ring Z ist faktoriell.

Satz 11.8 FEindeutigkeit der Primfaktorzerlegung
Sei R ein Integritdtsring und sei r € R geschrieben als Produkt von Prim-
elementen r =py - Py = Q1 G-
Dann gilt m = n und bei geeigneter Numerierung ist p; ~ ¢; firi =1, ..., n.
B. Polynomringe
Ziele:
e Zeige, dass auch K|x] faktoriell ist.
e Studiere seine Primelemente.
Satz 11.9 Sei K ein Kérper und R = K|z].
a) In R gilt der Teilerkettensatz fiir Elemente.
b) Jedes irreduzible Polynom f € R ist ein Primelement.
c) Der Ring R ist faktoriell.
Bemerkung 11.10 In Algebra II wird sogar gezeigt:
R faktoriell = Rlx] faktoriell

Insbesondere ist also Kz1,...,z,] faktoriell.
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Im Folgenden ist R ein faktorieller Ring und P = R[x].

Bemerkung 11.11

a) Ein lineares Polynom f = ryx+ry mit ro,7, € R und r; # 0 ist irreduzibel,
wenn kein Primelement von R sowohl rg als auch 7 teilt.

b) Ein Polynom f € P mit deg(f) = 2 ist genau dann irreduzibel, wenn
kein Primelement von R alle Koeffizienten teilt und f keine Nullstelle in R
besitzt.

c) Ein Polynom f € P mit deg(f) = 3 ist genau dann irreduzibel, wenn
kein Primelement von R alle Koeffizienten teilt und f keine Nullstelle in R
besitzt.

Beispiel zu Bem. 11.11 b) Das ganzzahlige Polynom
4? — 1= (20— 1)(2z + 1)
ist reduzibel iiber Z, besitzt aber keine Nullstellen in Z.

Satz 11.12 Das FEisenstein-Kriterium
Sei
f:anxn‘i‘an—lxn_l—""'—i—ao eP

mit ag, ...,a, € Rund n = deg(f) > 1.
Ferner seien folgende Bedingungen erfiillt:

1) Es gibt kein Primelement von R, das alle Koeffizienten von f teilt.
2) Es gibt ein Primelement p € R mit plag, play, ..., plan_1.
3) p*Vao
Dann ist f € P ein irreduzibles Polynom.
Beispiel 11.13
a) Ist p € R Primelement, so ist das Polynom z" 4+ p € R[z] irreduzibel.

)
b) Das Polynom z° — 12 € Z|z] ist irreduzibel.
c¢) Das Polynom 2z° + y + 1 € K|z, y] ist irreduzibel.
)

d) Ebenso ist 23 + 32%y + 322 + y + 1 irreduzibel in Q[z, y].
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Satz 11.14 [rreduzibilitit unter Ringhomomorphismen
Sei R ein faktorieller Ring, S ein Integritdtsring und ¢ : R[z] — S ein
Ringhomomorphismus, der kein Polynom positiven Grades auf eine Einheit
von S abbildet. Ferner sei f € R[z] ein Polynom mit deg(f) > 0, so dass
kein Primelement von R alle Koeffizienten von f teilt.

o(f) € S irreduzibel = f € R[z] irreduzibel
Korollar 11.15 Ist ¢ : R — R’ ein Ringhomomorphismus, so ist

Rlz] — Rz
90:%:(11052 — ;w(ai)x”

ein Ringhomomorphismus, der die Voraussetzung von Satz 11.14 erfiillt.

Irreduzibilititskriterium modulo p

Sei
f=fo+fiw+-+ frat € L]\ Z

ein ganzzahliges Polynom mit positivem Grad, dessen Koeffizienten keinen
gemeinsamen Teiler besitzen (d.h. keine Primzahl teile alle Koeffizienten).
Sei p eine Primzahl, die den Hochstkoeffizienten f; nicht teilt.
Sei ¢ : Z — Z, der Ring-Epimorphismus, der jede ganze Zahl auf ihre
Restklasse modulo p abbildet. Sei weiter

Zlz]  — Dyl
Vi et = Y ea)a’
die Fortsetzung von ¢ auf die Polynomringe.
Ist ¢(f) irreduzibel iiber Z,[x], so ist f irreduzibel iiber Z[z].

e Informelle Version: Ist unter den angegebenen Voraussetzungen f irreduzi-
bel iiber Z,, so ist f irreduzibel {iber Z.

e Fiir monische Polynome sind die Primzahlvoraussetzungen automatisch
erfiillt.

Beispiel 11.16 Das Polynom f = 23 + 72? — 7Tz + 2 € Z[z] ist irreduzibel.

Korollar 11.17 Sei ¢ : R — S ein Ringhomomorphismus und b € S.
Dann ist

Rlz] — S
Py at o do(a)b
ein Ringhomomorphismus. Er heifit ein Substitutionshomomorphismus.
Sind alle " v(a;)b* mit n > 0,a, # 0 Nicht-Einheiten in S, so ist Satz

=0
11.14 anwendbar.
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Beispiel 11.18 Sei p € Z eine Primzahl. Dann ist das Polynom
f=1l+z+2>+ - +a" " € Zz]
irreduzibel.
Frage: Sei f € Z[x] irreduzibel. Ist dann auch f € Q[z] irreduzibel ?

Lemma 11.19 Sei R ein faktorieller Ring und K = Q(R) sein Quotientenkorper.
Zu jedem Polynom g € K[z|\{0} gibt es dann ein a € K'\{0} mit ag € R|x],
so dass kein Primelement von R alle Koeffizienten von ag teilt.

Kommentar: ,, minimale Nennerbeseitigung"

Lemma 11.20 Sei R ein Integritétsring und p € R ein Primelement.
Dann ist auch p € R[z] ein Primelement.

Satz 11.21 Der Satz von Gaufs
Sei R ein faktorieller Ring und K = Q(R) sein Quotientenkorper.
Ist f € R[z]\ R ein irreduzibles Polynom, so ist auch f € K[z] irreduzibel.

Beispiel 11.22 Mit Hilfe des Satzes von Gauf3 folgt aus obigen Beispielen:
a) Ist p € Z Primzahl, so ist 2" 4+ p € Q[z] irreduzibel.
b) 2% — 72? + Tz — 2 € Q[z] irreduzibel

¢) Ist p € Z Primzahl, soist 1 +z + -+ + 2?7~ ! € Q[x] irreduzibel.

C. Kommutative Algebren
Im Folgenden seien R, S kommutative Ringe mit Einselement.

Definition 11.23  a) Ist ein Ringhomomorphismus ¢ : R — S gegeben, so
sagen wir auch S ist eine R-Algebra bzw. S/R ist eine Algebra. Der Ring-
homomorphismus ¢ heifit der Strukturhomomorphismus von S/R.

b) Sind S/R und T/R zwei R-Algebren mit Strukturhomomorphismen ¢ :
R — Sund ¢¥: R — T, so heifit ein Ringhomomorphismus ® : S — T ein
R-Algebrenhomomorphismus oder ein Homomorphismus von R-Algebren,
wenn ¢ = ¢ o ¢ gilt.

c) Sei S/R eine Algebra und I C S ein Ideal, so ist S/I eine R-Algebra mit

Strukturhomomorphismus
R% S5 8/1
Die R-Algebra S/I heifit die Restklassenalgebra von S modulo I.
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Bemerkung 11.24 FEine R-Algebra S ist nichts anderes als ein kommutativer
Ring S, der die Struktur eines R-Modules besitzt:
Man hat eine Skalarmultiplikation

RxS — S
(r,s) = o(r)-s

Diese ist treu (d.h. 1-s = s) und erfiillt die Distributivgesetze, sowie das
Assoziativgesetz.

Beispiel 11.25
a) Ist L|K eine Korpererweiterung, so ist L eine K-Algebra.

b) Sei R ein Ring. Dann ist der Polynomring R[z| eine R-Algebra, wobei der
Strukturhomomorphismus die Inklusion

R — R|x]
ist. Allgemeiner ist R[xy,...,z,] eine R-Algebra bzgl. R — R[z1,...,x,].

c¢) Ist R ein Ring und I C R ein Ideal, so ist R/I eine R-Algebra mit Struk-
turhomomorphismus
- R — R/I
ro—= o+

Satz 11.26 Die universelle Eigenschaft des Polynomrings
Sei S/R eine Algebra und seien sy, ..., s, € S. Dann gibt es einen eindeutig
bestimmten R-Algebrenhomomorphismus

Rlzy,...,z,] — S

Ly = S

(O3

Definition 11.27 Sei S/R eine Algebra und sei {s)| A € A} eine Menge von
Elementen von S

a) Die kleinste R-Unteralgebra von S, die ¢(R) und {sy | A € A} enthélt, heifit
die von {s\| A € A} erzeugte R-Unteralgebra von S.
Sie wird mit R[{s)| A € A}] bezeichnet.

b) Im Fall A = {1,...,n} schreiben wir auch R[sy, ..., s,] statt R[{s\| A € A}]
und sagen R entstehe aus S durch Ringadjunktion von si,...,s, an R.

c) Ist S = R[{sx| A € A}],soheiBt {s\| A € A} ein (Algebra-)Erzeugendensystem

von S/R.
Besitzt S/R ein endliches Algebraerzeugendensystem, so heifit S eine end-
lich erzeugte R-Algebra oder eine R-Algebra von endlichem Typ.
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Satz 11.28 Sei S/R eine Algebra und {sy,...,s,} CS.

a) Die erzeugte R-Algebra Rlsi,...,s,| ist das Bild des kanonischen R-Alge-
brahomomorphismus

b) Die R-Unteralgebra R[sq,. .., s,] von S besteht aus den Elementen der Form

..... in

c) Die R-Algebra R|[sy, ..., s,] ist der Durchschnitt aller R-Unteralgebren von
S, die {s1,...,s,} enthalten.

d) EsgibteinIdeal I C R[z1, ..., 2, und einen Isomorphismus von R-Algebren

@ : R[xy,...,x,]/1 — Rls1,...,5n]

Beispiel 11.29 Sei S = R[z,y].
Dann besteht R[z?, xy,y?] C S aus allen Polynomen, in denen nur Monome
geraden Grades auftreten. Der Kern des kanonischen R-Algebrenhomomor-

phismus
R[Zb 22, ZS] — S
2
21 = X
P
2o =y
23 = ?J2

ist das Hauptideal I = (2123 — 23). Somit erhalten wir:

Rla? 2y, y°] = Rlz1, 2, 23]/

Z1Z3fz§)
12 Algebraische Korpererweiterungen

A. Endliche algebraische Korpererweiterungen
Im Folgenden sei stets L|K eine Korpererweiterung.

Definition 12.1  a) Ein Element a € L heifit algebraisch tiber K, wenn es ein
Polynom f € KJz|\ {0} gibt mit f(a) = 0. Ist a € L nicht algebraisch iiber
K, so heifit a ein transzendentes FElement iiber K.
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b) Ist a € L algebraisch iiber K, so ist {f € K[z]| f(a) = 0} ein von Null
verschiedenes Ideal in K[z]. Das eindeutig bestimmte normierte Polynom,
das dieses Hauptideal erzeugt, heifit das Minimalpolynom von a iiber K
und wird mit g, bezeichnet.

c) Ist a € L algebraisch iiber K, so heiit deg(u,) der Grad von a iiber K und
wird mit deg(a|K) bezeichnet.

d) Ist @ € L transzendent iiber K, so setzen wir p, = 0 und deg(a|K) = .

Beispiel 12.2

a) Ist K = Q und L = C, so heiflen die iiber K algebraischen Elemente
von L auch algebraische Zahlen. Z.B. sind v/3, v/2,i = v/—1, %(1 +5),...
algebraische Zahlen.

Transzendente Elemente von L|K heiflen hier auch transzendente Zahlen.
Z.B. sind e, m,In(2) transzendente Zahlen. Kommentar: Beweis: schwierig!

b) Die n-ten Einheitswurzeln a; = end e Cmitje {0,...,n— 1} sind genau
die Nullstellen des Polynoms x™ — 1, also algebraische Zahlen.

c) Fir a € L gilt:
deg(alK)=1 & a€eK

d) Es gilt deg(v/2|Q) = 3.
Definition 12.3 Sei L|K eine Korpererweiterung.

a) Der Grad von L|K ist die Vektorraumdimension dimg (L) und wird mit
[L : K] bezeichnet.

b) Der Korper L heifit algebraisch iiber K oder L|K heifit eine algebraische
Korpererweiterung, wenn jedes a € L iiber K algebraisch ist.

c¢) Ist L|K nicht algebraisch, so heifit L|K eine transzendente Korpererweite-
rung.

d) Die Korpererweiterung L|K heifit endlich, wenn dimg (L) < oo gilt.

e) Die Korpererweiterung L|K heifit einfach, wenn es ein a € L gibt mit
L = K(a).

Beispiel 12.4
a) R|Q ist eine transzendente Korpererweiterung.

b) C|R ist eine endliche algebraische Korpererweiterung vom Grad 2. Sie ist
auch einfach, denn C = R(i).
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Satz 12.5 Einfache Regeln fiir den Grad von Korpererweiterungen
Sei L|K eine Korpererweiterung.

a) Ist L|K endlich, so ist L|K algebraisch.
b) Ist L|K endlich, so gilt
deg(a|K) < [L: K]
fiir jedes a € L. Hierbei gilt Gleichheit genau dann, wenn L = K(a) ist.

c) Ist L|K einfach, so gilt
[L: K] =deg(alK)

Im Fall n = [L : K] < oo gilt genau

L=K®pKa®- - O Ka"*

Kommentar: L|K algebraisch = Kla] = K(a)

Definition 12.6 Sei L|K eine Korpererweiterung. Ist Z C L ein Teilkorper mit
Z O K, so heifit Z ein Zwischenkérper von LK.

Satz 12.7 Die Gradformel
Sei L|K eine Korpererweiterung und Z ein Zwischenkoérper von L|K. Dann
gilt:
[L:K|=[L:Z]-[Z:K]

Insbesondere ist [Z : K| ein Teiler von [L : K] falls L|K endlich ist. Ferner
ist deg(a|K) in diesem Fall fiir alle a € L Teiler von [L : K].

Korollar 12.8 Sei {0,1} € M C C und sei 2z € C aus M mit Zirkel und Lineal
konstruierbar. Ferner sei Ky = Q(M U M).
Dann ist Ko(z)| Ky eine endliche algebraische Korpererweiterung und es gilt

deg(z|Ky) = 2™ fiirein m e N

Beispiel 12.9 Wiirfelverdopplung
Das Minimalpolynom von v/2 ist 2% — 2. Insbesondere gilt [Q(v/2) : Q] = 3.
Nach Korollar ist v/2 somit nicht aus {0, 1} mit Zirkel und Lineal konstru-
ierbar. Also ist das Delische Problem der Wiirfelverdopplung nicht l6sbar.

Beispiel 12.10 Die Quadratur des Kreises
Man kann zeigen, dass 7 eine transzendente Zahl ist. Daher ist [Q(7) : Q] =
oo und die Quadratur des Kreises ist mit Zirkel und Lineal unmoglich.
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Satz 12.11 Sei L|K eine endlich erzeugte Korpererweiterung, d.h.
Jay,...,a, € L: L=K(ay,...,a,)
Betrachte folgende Bedingungen:
a) L|K endlich
b) L|K algebraisch
¢c) L=Klay,...,a,]
Dann gilt ,a) < b) = ¢)“.

Die Implikation ,,¢) = b)*“ wird in Algebra II bewiesen. (Kérpertheoretische Ver-
sion des Hilbertschen Nullstellensatzes)

B. Der algebraische Abschlufl eines Korpers

Satz 12.12 Sei L|K eine Kérpererweiterung. Dann ist die Menge aller iiber K
algebraischen Elemente von L ein Zwischenkorper von L|K.

Definition 12.13 Sei L|K eine Korpererweiterung.

a) Der Korper M aller iiber K algebraischen Elemente von L heifit der alge-
braische Abschluf$ von K in L.

b) Der algebraische Abschlul von Q in C heifit der Kdrper der algebraischen
Zahlen und wird mit Q bezeichnet.

c) Ein Korper K heifit algebraisch abgeschlossen, wenn jedes Polynom f €
K|[z]\ {0} eine Nullstelle in K besitzt.

Satz 12.14 Sei L|K eine Korpererweiterung, wobei L algebraisch abgeschlos-
sen ist. Ferner sei M der algebraische Abschlufl von K in L. Dann ist M
algebraisch abgeschlossen.

Beispiel 12.15

a) Nach dem Fundamentalsatz der Algebra ist C ein algebraisch abgeschlosse-
ner Korper.

b) Fiir jeden Teilkérper K C C ist der algebraische Abschluff K von K " inC
ein algebraisch abgeschlossener Korper. Insbesondere ist der Korper Q der
algebraischen Zahlen ein algebraisch abgeschlossener Korper.

Satz 12.16 Charakterisierung algebraisch abgeschlossener Korper
Fiir einen Korper K sind die folgenden Bedingungen dquivalent:
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a) K ist algebraisch abgeschlossen.
b) Die irreduziblen Polynome in K|x] sind die Polynome vom Grad 1.
c¢) Jedes Polynom f € K|z|\ {0} besitzt eine eindeutige Darstellung
f=clx—a)" - (x—ap)t
mit ¢ € K \ {0}, u; € Ny und a; € K paarweise verschieden.

d) Ist L|K eine algebraische Korpererweiterung, so gilt L = K.

Definition 12.17 Sei K ein Korper. Ein Erweiterungskorper K von K “heifit
ein algebraischer Abschluff von K, wenn K|K algebraisch ist und K ist
algebraisch abgeschlossen.

Frage:
a) Besitzt jeder Kérper K einen algebraischen Abschlufl K ?

b) Ist der algebraische Abschlu K von K bis auf Isomorphie eindeutig be-
stimmt ?

Lemma 12.18

a) Sind M|L und L|K algebraische Korpererweiterungen, so ist auch M|K
algebraisch.

b) Ist f € Klz] irreduzibel, so ist L = Klxz]/(y) eine endliche algebraische
Korpererweiterung von K vom Grad [L : K| = deg(f).

c) Sind fi,..., fn € K[z] \ K, so gibt es eine algebraische Koérpererweiterung
L|K, so dass jedes f; eine Nullstelle in L besitzt.

Theorem 12.19 Ezistenz des algebraischen Abschlusses - Steinitz 1910
Zu jedem Korper K gibt es einen algebraischen Abschluff K von K.

Ziel: Wir zeigen noch die Eindeutigkeit von K.

Satz 12.20 Sei K ein algebraischer Abschlu von K, sei L|K eine algebrai-
sche Korpererweiterung und sei Z ein Zwischenkérper von L| K. Ferner sei
¢ 7 — K ein K-Homomorphismus, d.h. ein Kérperhomomorphismus mit
¢|k = idg. Dann gibt es eine Fortsetzung % : L — K, d.h. einen K-
Homomorphismus @ mit @|z = ¢.

Im Fall Z = K gilt also insbesondere, dass jede algebraische Korpererwei-
terung L|K in K eingebettet werden kann.
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Korollar 12.21

a) Ist K ein algebraischer Abschluf von K und L|K algebraisch, so gibt es
einen K-Homomorphismus ¢ : L — K.

b) Sind K und K zwel algebraische Abschliisse von K, so gibt es einen K-
Isomorphismus ¢ : K = K. Der algebraische Abschlufl von K ist also bis
auf einen K-Isomorphismus eindeutig bestimmt.

13 Separable Korpererweiterungen
Im Folgenden sei K ein Korper.

Definition 13.1 a) Ein irreduzibles Polynom f € K[xz] heifit separabel, wenn
f in K keine mehrfachen Nullstellen besitzt.

b) Ein beliebiges Polynom f € KJz| heifit separabel, wenn alle seine irredu-
ziblen Faktoren separabel sind.

c) Ist f € K[x] nicht separabel, so heifit f inseparabel.

d) Der Korper K heifit vollkommen, wenn alle Polynome f € K|[z] separabel
sind.

Beispiel 13.2 In Charakteristik 0 ist jedes Polynom separabel, d.h. Kérper der
Charakteristik 0 sind vollkommen.

Beispiel 13.3 Sei p eine Primzahl und K = F,(t) = Q(F,[t]).
Betrachte f = 2P +t € K[z]. Dann ist f inseparabel, aber irreduzibel in
Klz], d.h. F,(¢) ist kein vollkommener Korper.

Definition 13.4 Sei R ein Ring.
a) Ist f =ag+ @z + -+ a,z™ € Rx], so heifit
= a1+ 2a07 + 3azx® + - - - + na,a™ ! € R[z]
die formale Ableitung von f.
b) Ist char(R) = p Primzahl, so heifit die Abbildung

R — R

r +— 7P

F

der Frobenius-Endomorphismus von R.
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Satz 13.5 Sei R ein Ring, r € R und f, g € R|x].
a) Ist deg(f) > 0, so gilt deg(f’) < deg(f). Hierbei sei deg(0) = —1.
b) Ist deg(f) =0, so gilt f' = 0.

c) Es gilt
(f+9)=f+¢

d) Es gilt die Produktregel:
(f-9)=f-9g+f9g

Satz 13.6 Sei R ein Ring und char(R) = p eine Primzahl. Dann ist der Frobenius-

Endomorphismus
R — R

r +— 7P

F

ein Ringhomomorphismus, d.h. fiir alle a,b € R gilt:
a) (a+b)P =aP +b°
b) (ab)? = aPb?

Satz 13.7 Charakterisierung inseparabler Polynome
Sei K ein Korper und f € KJz|\ K irreduzibel. Dann sind die folgenden
Bedingungen &quivalent.

a) f ist inseparabel.
b) f/=0

c) char(K) = p Primzahl und es gibt ein irreduzibles, separables Polynom
g € K[z], sowie ein e € N, mit

f(@) = g(z")

Definition 13.8 Sei L|K eine Korpererweiterung.

a) Ein Element a € L heifit separabel algebraisch iiber K, wenn a iiber K
algebraisch ist und p, € K[x] separabel ist.

b) Ist a € L nicht separabel algebraisch, so heifit a inseparabel.

c) L|K heifit separabel algebraisch, wenn alle a € L separabel algebraisch iiber
K sind. Andernfalls heiit L|K inseparabel.

Satz 13.9 Ist L|K separabel algebraisch und ist Z ein Zwischenkorper von L|K,
so sind auch L|Z und Z|K separabel algebraische Korpererweiterungen.



13 SEPARABLE KORPERERWEITERUNGEN 62

Lemma 13.10 Seien Ky, Ky Korper und ¢ : K — Kj ein injektiver Ringhomo-
morphismus. Sei L = K[a] ein einfacher algebraischer Erweiterungskorper
von K. Fiir das Minimalpolynom

e =Co+ 1T+ - + cpa”

habe
p(co) +plcr)z + -+ p(en)z"”

genau m verschiedene Nullstellen in K5. Dann lafit sich ¢ auf genau m
Arten zu einem Homomorphismus

@ L — KQ
fortsetzen.

Satz 13.11 Sei L|K eine endliche Kérpererweiterung von Grad n = [L : K] und
sei K der algebraische Abschlufl von K.

a) Es gibt hochstens n Einbettungen von L in K (also K-Homomorphismen
L — K).

b) Ge@u dann ist L|K separabel algebraisch, wenn es n Einbettungen von L
in K gibt.

Korollar 13.12

a) Ist M|K eine weitere algebraische Korpererweiterung, so gibt es hochstens
n verschiedene K-Homomorphismen ¢ : L — M.

b) Ist L = Klay,...,a,] und ist a; separabel iiber Klay,...,a;_1] fiir i =
1,...,7, soist L|K separabel.

c) Sind M|L und L|K separabel algebraische Korpererweiterungen, so ist
M| K separabel algebraisch.

d) Die Menge L., aller Elemente von L, die iiber K separabel algebraisch sind,
bildet einen Zwischenkorper von L|K. Er heifit der separable Abschluf$ von
K in L.
Die Zahl L., : K| heifit der Separabilititsgrad von L|K.

Satz 13.13 Sei K ein Korper der Charakteristik p > 0.
a) Genau dann ist K vollkommen, wenn K? = K gilt.

b) Ist K endlich, so ist K vollkommen.
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14 Normale Korpererweiterung
Im Folgenden sei L|K eine Korpererweiterung,.

Definition 14.1 Die Menge Gal(L|K) aller K-Automorphismen von L, d.h. aller
Kérpererweiterungen ¢ : L — L mit | = idg, bildet bzgl. der Komposi-
tion eine Gruppe. Sie heifit die Galoisgruppe von L|K.

Bemerkung 14.2
a) Ist L|K endlich, so gilt
#Gal(L|K) < [L: K]
nach Korollar 13.12a).

b) Ist L = K|[a] eine einfache algebraische Erweiterung von K, so ist #Gal(L|K)
gleich der Zahl der verschiedenen Nullstellen von i, in K.
Jeder K-Homomorphismus ¢ : L — K bildet namlich a ab auf eine Null-
stelle von /i, in K und liefert genau einen K-Automorphismus

oL (L) CK

Beispiel 14.3 Sei K = Q und L = Q[v/d], wobei d € Z\ {0, 1} eine quadratfreie
ganze Zahl sei. Dann hat a = v/d das Minimalpolynom i, = 22 — d € Q[z]
und es gilt

#Gal(L|K)=[L: K| =2

Beispiel 14.4 Sei K = Qund L = @(_\3/5) Das Minimalpolynom von a = /2
iiber Q ist p, = 2° — 2 € Q[z]. In Q gilt p, = (z — a)(x — pa)(z — p*a) mit
p=—-1+ ‘/731. Wegen L C R und pa, p*a € R gilt:

Gal(L|K) = {id.}

Definition 14.5 Die Korpererweiterung L|K heifit normal, wenn L|K algebra-
isch ist und wenn jedes Polynom f € K|z|, das eine Nullstelle in L besitzt,
in L[z] in Linearfaktoren zerfallt.

Beispiel 14.6

a) Die Kérpererweiterung Q(v/d)|Q in Beispiel 14.3 ist normal, denn die Wur-
zeln von 22 — d liegen beide in Q(v/d).

b) Die Korpererweiterung Q(+/2)|Q ist nicht normal, denn die Wurzeln von
2% — 2 liegen nur teilweise in Q(+/2).
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Satz 14.7 Charakterisierung normaler Kdrpererweiterungen
Sei L|K eine algebraische Korpererweiterung und sei L der algebraische
Abschlufl von L (und damit auch von K'). Dann sind die folgenden Bedin-

gungen #dquivalent:
a) L|K ist normal.

b) Es gibt eine Menge von Polynomen { fy}xea € K|z, so dass L aus K durch
Adjunktion aller Wurzeln aller Polynome f) entsteht.
Sprechweise: Die Nullstellen eines Polynoms f € L[z] in L werden im
Folgenden auch die Wurzel von f genannt.

¢) Fiir jeden K-Homomorphismus o : L — L gilt:
o(L)=1L
D.h. ¢ induziert einen K-Automorphismus ¢ : L — L.

Korollar 14.8 Ist L|K normal und Z ein Zwischenkorper von L| K, so ist L|Z
normal.

Bemerkung 14.9 Ist L|K normal und Z ein Zwischenkérper von L|K, so
braucht Z|K nicht normal zu sein. Z.B. ist Q|Q normal, aber Q(v/2)|Q
ist nicht normal.

Definition 14.10 Sei f € K|z].
Ein Zerfallungskorper von f ist ein Erweiterungskorper L|K mit folgenden
Eigenschaften:

a) f zerfallt in L]x] in Linearfaktoren.

b) Sind ay,...,a, € L die Nullstellen von f, so gilt:

L=Klay,...,ay]

Satz 14.11 FEuxistenz und Eindeutigkeit des Zerfillungskorpers
Sei f € K[z]\ K.
a) Es gibt einen Zerfallungskorper L von f.
b) Sind L, L zwei Zerfillungskorper von f, so gibt es einen K-Isomorphismus
p: L= L

Mit anderen Worten, bis auf einen K-Isomorphismus ist der Zerfillungskorper
von f eindeutig bestimmt.
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c¢) Ist L der Zerfallungskorper von f, so gilt

[L: K] < (deg f)!

Satz 14.12 Charakterisierung endlicher normaler Kéorpererweiterungen
Sei L| K eine endliche Korpererweiterung. Genau dann ist L| K normal, wenn
L|K der Zerfillungskorper eines Polynoms f € K[z \ K ist.

Satz 14.13 Sei L|K eine algebraische Korpererweiterung.

a) Es gibt eine Korpererweiterung N|L, so dass N|K normal ist und so dass
jeder Zwischenkorper Z von N|L fiir den Z|K normal ist, gleich N sein
muB. Der Koérper N heifit eine normale Hiille von L|K.

b) Ist N|L eine weitere normale Hiille von L|K, so gibt es einen L-Isomorphismus
¢ : N = N. Mit anderen Worten, die normale Hiille von L|K ist bis auf
einen L-Isomorphismus eindeutig bestimmt.

c¢) Sind N, N zwei normale Hiillen von L|K und ist ¢ : N — N ein L-
Isomorphismus, so ist die Abbildung

"Gal(N|K) = Gal(N|K)
: -1

o = pop

(8

ein Isomorphismus von Gruppen. Mit anderen Worten, die Galoisgruppe der
normalen Hiille von L|K ist bis auf einen Gruppenisomorphismus eindeutig
bestimmt.

15 Galoische Korpererweiterung

A. Grundlagen
Im Folgenden sei L|K eine Korpererweiterung,.

Definition 15.1 Die Korpererweiterung L|K heiit Galoissch oder eine Galois-
erweiterung, wenn sie endlich, separabel und normal ist.

Beispiel 15.2 Sei f € K[z] \ K ein separables Polynom und sei L der Zerfél-
lungskorper von f. Dann ist L|K Galoissch.
In diesem Fall heif3t
Gal(f) = Gal(LIK)

auch die Galoisgruppe von f.
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Beispiel 15.3 Sei K = Q und d € Z \ {0, 1} quadratfrei. Dann ist L = Q(v/d)
eine Galoiserweiterung von K und Gal(L|K) = Z /3.

Satz 15.4 Charakterisierung von Galoiserweiterungen
Sei L|K eine Korpererweiterung. Dann sind die folgenden Bedingungen
dquivalent:

a) L|K ist Galoissch.
b) L ist der Zerfallungskorper eines separablen Polynoms f € Klz] \ K.
c) Es gilt:
[L:K]<oo und #Gal(LIK)=I[L:K]
Korollar 15.5

a) Sei K ein Korper der Charakteristik 0. Genau dann ist L| K Galoissch, wenn
L der Zerfallungskorper eines Polynoms aus K|z] ist.

b) Sei L|K Galoissch und Z ein Zwischenkorper von L|K. Dann ist auch L|Z
Galoissch und Gal(L|Z) C Gal(L|K) eine Untergruppe.

Bemerkung 15.6 FEigenschaften von Gal(f)
Sei f € K[z]\ K separabel und n = deg(f) > 0.

a) Jedes o € Gal(f) permutiert die Wurzeln von f und ist durch diese Permu-
tation eindeutig festgelegt. Somit erhalten wir einen injektiven Gruppenho-
momorphismus Gal(f) — S,,. Insbesondere gilt #Gal(f) < n!

b) Die Wurzeln eines irreduziblen Faktors von f werden durch ein o € Gal(f)
unter sich permutiert.

c) Ist f irreduzibel, so operiert Gal(f) transitiv auf den Wurzeln von f, d.h.
fiir a;,as € K mit f(a;) = f(az) = 0 gibt es ein 0 € Gal(f) mit o(a;) = as.

d) Ist f irreduzibel, so gilt n|#Gal(f).

Beispiel 15.7 Das Polynom f = z® — 2 € Q[x] ist irreduzibel, separabel und
besitzt die Wurzeln a = /2, pa, p?a mit p = —% + ‘/731 = —% + g Dann
ist L = Q(3/2,v/—3) die normale Hiille von Q(+/2)|Q. Sie ist eine Caloi-
serweiterung von Q. Es gilt sogar Gal(f) = S3;. Mit anderen Worten, alle
Permutationen der Wurzeln von f definieren QQ-Automorphismen von L.

Definition 15.8 Sei GG eine Gruppe. Ein Gruppenhomomorphismus
x:G— K~

heifit auch ein (linearer) Charakter von G in K.
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Beispiel 15.9

a) Seien Ki, Ky Korper und o : K; — K, ein Ringhomomorphismus # 0.
Dann induziert o einen Gruppenhomomorphismus o, x : K7 — K5 und
1
somit einen Charakter von K in K.

b) Jeder Automorphismus o : L — L liefert einen Charakter o|px : L* — L*.

Satz 15.10 Lineare Unabhdngigkeit der Charaktere
Sei G eine Gruppe, sei K ein Koérper und seien oy,...,0, : G — K~*
paarweise verschiedene Charaktere.
Sind aq,...,a, € K mit

(@101 + -+ ay00)(g) =0

N

-~

=a101(9)++anon(g)
fiir alle g € G, so folgt

ap=a=---=a, =0
B. Der Hauptsatz der Galoistheorie

Theorem 15.11 Sei L ein Korper und sei GG eine endliche Untergruppe von
Aut(L). Ferner sei

K={a€L|o(a)=aVoeG}
die Menge der G-invarianten Elemente von L.

a) Dann ist K ein Teilkérper von L.

b) Es gilt
[L:K]|=#G

c) L|K ist Galoissch mit Gal(L|K) = G.
Definition 15.12 Sei L|K eine Galoiserweiterung und sei G = Gal(L|K)

a) Die Menge der Zwischenkérper von L|K bezeichnen wir mit 3 oder ein-
fach mit 3.

b) Die Menge der Untergruppen von G bezeichnen wir mit {5 oder einfach
mit 4.
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c) Fir U € Uk heifit
Ly={a€L|o(a)=aVoeU}
der Fizkérper von U. Nach Theorem 15.11 ist Ly ein Zwischenkorper von
LIK.
d) Fir Z € 31k heifit
Gz={c€eG|ola)=aVacZ}
die Isotropiegruppe von Z. Offenbar gilt Gz € Uy k.

Theorem 15.13 Der Hauptsatz der Galoistheorie
Sei L|K eine Galoiserweiterung mit Galoisgruppe G = Gal(L|K).

a) Die Abbildungen

— 3
— LU
und

3 = 4
Z = G Z

sind bijektiv und zueinander invers. Somit entsprechen sich die Zwischenkorper
von L|K und die Untergruppen von G eindeutig.

b) Die Abbildungen ® und V¥ sind inklusionsumkehrend.
e Fiir 71,7y € 3 mit Z; C Z; gilt also U (Z;) 2 ¥(Zs), d.h. Gz D Gy,
e Fiir Uy, U; € U mit Uy C U, gilt also (I)(Ul) D) @(Uz), d.h. LU1 D) LU2
c) Fiir jedes Z € 3 ist L|Z Galoissch und G ist die Galoisgruppe von L|Z.

d) Fiir jedes U € 4 ist
[L : LU] = #U

und L|Ly ist Galoissch mit Galoisgruppe

e) Fiir jedes Z € 3 und o € Gal(L|K) gilt

GO’(Z) = O'Gzo'_l

f) Fir Z € 3 ist Z|K genau dann Galoissch, wenn Gz <G ein Normalteiler
ist. In diesem Fall gilt

G/G, = Gal(Z|K)

oG, — olz
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Korollar 15.14

a) Sei L|K eine endliche separable Korpererweiterung. Dann besitzt L|K nur
endlich viele Zwischenkorper.

b) Ist L|K Galoissch und Gal(L|K) Abelsch und Z € 3k, so ist auch Z|K
Galoissch.

Bemerkung 15.15 Das Umkehrproblem der Galoistheorie fragt, ob jede end-
liche Gruppe G realisiert werden kann als Galoisgruppe einer endlichen
Erweiterung von Q. Fiir viele Gruppen ist dies bereits bewiesen, z.B. fiir
auflosbare Gruppen (Insbesondere fiir endliche abelsche Gruppen).

Definition 15.16 Sei L|K eine Korpererweiterung.
a) L|K heiit zyklisch, wenn L|K Galoissch ist und Gal(L|K) zyklisch ist.
b) L|K heifit Abelsch, wenn L|K Galoissch ist und Gal(L|K) Abelsch ist.
¢) L|K heifit auflosbar, wenn L|K Galoissch ist und Gal(L|K') auflosbar ist.

Bemerkung 15.17

a) Ist L|K zyklisch vom Grad n, so entsprechen die Zwischenkorper von L|K
eineindeutig den Teilern von n.

b) Ist L|K Abelsch, so gibt es zu jedem Teiler m von n = [L : K] einen
Zwischenkorper Z von L|K mit m = [Z : K|. Fiir Z € 3k sind dabei L|Z
und Z|K Abelsch.

c) Ist L|K auflésbar und Z € 3k, so ist L|Z auflésbar.

d) Ist L|K Galoissch und [L : K] = p" mit einer Primzahl p und r > 1, so ist
L|K auflosbar.

e) Ist L| K Galoissch mit Gal(L|K) = S,, mit n > 5, so ist L| K nicht auflosbar.

Beispiel 15.18 Gesucht ist Gal(f) fiir f = 2? — 22 — 1 € Q[z].

Kommentar: Der Kérper Z = Q[i, /5] ist der einzige Zwischenkorper
vom Grad 4 iiber Q mit Z2|Q Galoissch.

C. Der Satz vom primitiven Element

Theorem 15.19 Der Satz vom primitiven Element
Fiir eine algebraische Korpererweiterung L|K sind die folgenden Bedingun-
gen dquivalent:
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a) L|K ist einfach, d.h. es gibt ein primitives Element a € L mit L = K (a).
b) L|K besitzt nur endlich viele Zwischenkorper.

c) Esgibt ay,...,a, € L, so dass as, ..., a, tiber K separabel sind und so dass
L =Klay,...,a,] gilt.

Korollar 15.20 Sei char(K) =p > 0.
Dann sind die Bedingungen a) - ¢) auch dquivalent mit:

d) Esgilt [L: K] <ocound [L: K(LP)] <p
Korollar 15.21

a) Jede endliche separable Korpererweiterung ist einfach.

b

Jede Galoiserweiterung ist einfach.

d

)
)
¢) Ist char(K) = 0, so ist jede endliche Korpererweiterung von K einfach.
) Ist K vollkommen, so ist jede endliche Kérpererweiterung von K einfach.
)

e) Jeder algebraische Zahlkorper ist eine einfache Erweiterung von Q.

Beispiel 15.22 Die Erweiterung Q(+/2, v/2)|Q ist einfach mit primitivem Ele-

ment a = \3/5 + \/5
16 Kreisteilungskorper

A. Grundlagen
Im Folgenden sei K ein Korper und n € N,

Definition 16.1 Der n-te Kreisteilungskirper (oder Einheitswurzelkorper oder
zyklotomische Korper) ist der Zerfallungskorper L des Polynoms

f=a"—-1¢€ K|x]
Die Nullstellen von f in L heiflen n-ten Einheitswurzeln iiber K.
Bemerkung 16.2
a) Die n-ten Einheitswurzeln iiber K bilden eine (endliche) Untergruppe von L*.
b) Die Gruppe der n-ten Einheitswurzeln ist zyklisch.

¢) Ist a € L ein primitives Element dieser Gruppe, so gilt L = KJa].
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27i

d) Ist K =Q, so gilt L = Qle™ |.

e) Ist char(K) = p > 0 und gilt p|n, so schreibe n = p*m mit X\ > 0, m > 0
und p /m und erhalte 2" — 1 = (2P —1 = (2™ — 1)?". Also ist jede
n-te Einheitswurzel auch eine m-te Einheitswurzel. Somit kénnen wir im
Folgenden annehmen, dass p kein Teiler von n ist.

Satz 16.3 Sei char(K) kein Teiler von n und L|K der n-te Kreisteilungskorper.
Dann ist L|K eine Galoiserweiterung.

Frage:
1) Wasist [L: K]|?
2) Was ist Gal(L|K)?
Definition 16.4 Sei L|K der n-te Kreisteilungskorper.

a) Ein erzeugendes Element a der Gruppe der n-ten Einheitswurzeln heifit
eine primitive n-te Finheitswurzel. Da eine zyklische Gruppe der Ordnung
n genau (n) primitive Elemente besitzt, gibt es genau ¢(n) primitive n-te
Einheitswurzeln ay, ..., agy@m)-

b) Das Polynom

w(n)
¢, = [[(z — a) € Llz]

=1

heifit das n-te Kreisteilungspolynom.

Beispiel 16.5
a) Sei K = Q und n = 6. Dann besitzt Z/¢z = {0,1,2,...,5} genau ¢(6) = 2

primitive Elemente, nimlich 1 und 5. Also sind a; = e% = % + ‘/Tgi und
ay =6 = % = %gi die primitiven 6-ten Einheitswurzeln und es gilt

P =(z—a))(r—ay) =2 —2+1

b) Sei K = Q und n = p eine Primzahl. Dann gilt ¢(n) = n — 1 und die
primitiven n-ten Einheitswurzeln sind alle n-ten Einheitswurzeln aufler 1.

Es folgt
"—1
o, =2 =14+z+--- 42!
z—1
c) Es gilt
(I)lz.ilj—l

Der 1-te Kreisteilungskorper ist L = K.
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Satz 16.6 Eigenschaften des n-ten Kreisteilungspolynoms

a) Es gilt:

an—l:H(I)d

din

b) Sei Ky C K der Primkérper (d.h. Ky = Q, falls char(K) = 0 oder Ky =
Z/pz, falls char(K) = p > 0). Dann gilt

(I)n S K[)[ZL‘]

c) Ist K =Q, so ist ®,, € Q[z] irreduzibel.

Kommentar: Ist a eine primitive Einheitswurzel, so gilt in ¢)
®,, = pg mit dem Minimalpolynom g, zu a.

Satz 16.7 Sei char(K) kein Teiler von n und L| K sei der n-te Kreisteilungskorper.

a) Gal(L|K) ist isomorph zu einer Untergruppe zu (Z/,z)*. Insbesondere ist
L|K Abelsch.

b) Ist K = Q, so gilt
Gal(L|K) = (Z/nz)”

und
[L:Q] = ¢(n)
Beispiel 16.8
a) Es gilt ‘
Gal(Qle®]|Q) 2 (Z/62)* = Z /2 = Gal(QV=3]|Q)
b) Es gilt B
Gal(Qle T ]|Q) = Gal(Q[i)|Q) = Z/oz
c) Es gilt

Gal(Qle]

Q)= (Z/)s2) =L/
Kommentar: Bei Z /47 = (Z/57)* gilt 1+ 2.

Lemma 16.9 Dirichlet
Sei ¢ > 1. Dann gibt es in der Restklasse 1+ ¢Z unendlich viele Primzahlen.

Satz 16.10 Ist G eine endliche Abelsche Gruppe, so gibt es eine Galoiserweite-
rung L|Q mit
Gal(L|Q) = G
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B. Konstruktion regulirer n-Ecke

Frage: Fiir welche n > 2 kann man den Einheitskreis mit Zirkel und Lineal in n
gleiche Bogen unterteilen ? (,, Kreisteilung*)

Satz 16.11 Sei L| K eine Kérpererweiterung und seien 7y, Z,, Z3 Zwischenkorper
von L|K mit Z; C Z, und Z,|Z; Galoissch.

a) Die Menge 7, -Z3 = K(Z,UZ3) und die Menge Z, - Z3 sind Zwischenkorper
von L|K mit Z1Z3 C ZyZ3. Der Korper Z;Z3 heifit das Kompositum der
Erweiterungen Z;|K und Zs| K.

b) Die Erweiterung Z»Z3|Z, Z3 ist Galoissch und Gal(Z,Z3|Z, Z3) ist isomorph
zu einer Untergruppe von Gal(Zs|Zy).

Definition 16.12 Sei p eine Primzahl.
Eine Korpererweiterung L|K heifit p-metazyklisch, wenn es eine Kette

K=7ZCZ,C---CZ. =1L
von Zwischenkorpern gibt, so dass Z;|Z;_4 fir ¢ = 1, ..., r zyklisch von Grad
p ist.
Korollar 16.13 Sei p eine Primzahl und L|K eine Korpererweiterung.

a) Sind 7y, Z, Zwischenkorper von L| K, so dass Z;| K und Z5| K p-metazyklisch
ist, so ist auch Z;Z5|K p-metazyklisch.

b) Ist L|K p-metazyklisch und ist N|L die Galoissche Hiille von L|K, so ist
Gal(N|K) eine p-Gruppe.

c¢) Ist char(K) # 2 und L der Zerfillungskorper eines separablen Polynoms g,
mit a € L, so ist a genau dann in einem zweimetazyklischen Zwischenkorper

Z von L|K enthalten, wenn [L : K| eine Zweierpotenz ist.

Theorem 16.14 Charakterisierung konstruierbarer Zahlen
Sei M C C mit {0,1} € M und sei Ky = Q(M U M). Eine komplexe Zahl
z € C sei algebraisch iiber Ky mit Minimalpolynom p, € Ky[x]. Dann sind
die folgenden Bedingungen #dquivalent:

a) Die Zahl z ist aus M mit Zirkel und Lineal konstruierbar.
b) Ist L der Zerfallungskorper von p,, so ist [L : Ko| eine Zweierpotenz.

c) Gal(p,) ist eine 2er-Gruppe.
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Beispiel 16.15 Sei p > 2 eine Primzahl.
Das reguldre p-Eck ist genau dann konstruierbar, wenn

27i

[Qle7]:Q=¢(p)=p—1
eine Zweierpotenz ist, also wenn p = 2™ 4+ 1 eine Fermatsche Primzahl ist.

Satz 16.16 Gaufs
Das regulidre n-Eck ist genau dann konstruierbar, wenn n von der Form

n=2"p--p,
ist mit m > 0 und paarweise verschiedenen Fermatschen Primzahlen py, ..., p,.

Bemerkung 16.17 Ist p = 2”41 eine Fermatsche Primzahl, so mufl m = 2% ei-
ne Zweierpotenz sein. Fiir £ = 0, 1, 2, 3, 4 erhélt man die Fermat-Primzahlen
3,5,17,257 und 65537.

17 Weitere Anwendungen der Galoistheorie

A. Endliche Korper

Sei K ein endlicher Koérper. Dann ist char(K) = p > 0 eine Primzahl. Der
Primkorper von K ist F, = Z/,z. Ferner wissen wir bereits, dass K zyklisch ist
und dass K vollkommen ist.

Satz 17.1 Sei K ein endlicher Korper und p = char(K).
a) Es gibt ein e > 0 mit #K = p°.
b) Die Kérpererweiterung K|F, ist Galoissch.

c) Es gibt bis auf Isomorphie genau einen Kérper mit p¢ Elementen.

Definition 17.2 Sei p eine Primzahl und e > 0.
Den Kérper mit ¢ = p® Elementen bezeichnen wir mit F;, und nennen ihn
den Galoiskorper der Ordnung q.

Satz 17.3 Sei p eine Primzahl, e > 0 und ¢ = p°. Dann ist Gal(F,|F,) eine
zyklische Gruppe der Ordnung e. Sie wird erzeugt vom Frobenius-Auto-

morphismus

F.Fq I,
"

—
—  xP
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Korollar 17.4 Ist L|K eine Erweiterung endlicher Korper, so ist L|K zyklisch
von der Ordnung [L : K]. Die Zwischenkorper von L|K entsprechen einein-
deutig den Teilern von [L : K].

Korollar 17.5 Ist K ein endlicher Korper und f € K[z] irreduzibel vom Grad
e = deg(f), so ist f separabel und Gal(f) zyklisch. Im Fall K = F, gilt
insbesondere

mit

B. Der Fundamentalsatz der Algebra

Theorem 17.6 Der Fundamentalsatz der Algebra
Der Korper C ist algebraisch abgeschlossen.

C. Auflésung von Gleichungen durch Radikale

Frage: Fiir welche f € K[z] sind die Wurzeln von f in K durch Radikale dar-
stellbar ?

Im Folgenden sei K ein Korper.

Definition 17.7 Eine Gleichung 2" —a = 0 mit n > 1 und a € K* heif}t eine
reine Gleichung. Ist char(K) kein Teiler von n, so ist ™ — a ein separables
Polynom.

Satz 17.8 Die Galoisgruppe reiner Gleichungen
Sei n € N, sei char(K) kein Teiler von n und seien die n-ten Einheitswur-
zeln in K enthalten.

a) Die Galoisgruppe eines Polynoms f = 2™ — a mit a € K* ist zyklisch.

b) Zu jeder zyklischen Erweiterung L|K vom Grad n gibt es ein b € L mit
b"=a € L* und L = KJb].

c) Ist f = 2" —a mit a € K* irreduzibel, so ist Gal(f) zyklisch von der
Ordnung n.

Beispiel 17.9 Sei K ein algebraisch abgeschlossener Kérper und sei char(K)
kein Teiler von n € Ny. Dann ist K (x)|K(2") eine zyklische Erweiterung
vom Grad n, denn y" — 2" € K(z")[y] ist das Minimalpolynom von z iiber
K (2™) und der Satz ist anwendbar.
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Definition 17.10 Eine Korpererweiterung L|K heifit metazyklisch, wenn es ei-
ne Kette von Zwischenkorpern K = Z, C Z; C --- C Z; = L gibt, so
dass Z;|Z; 1 fir i = 1,...,1 eine zyklische Korpererweiterung ist. Eine Ga-
loiserweiterung L|K ist offenbar genau dann metazyklisch, wenn Gal(L|K)
auflosbar ist.

Theorem 17.11 Sei char(K) = 0 und sei f € K|x] irreduzibel. Dann sind die
folgenden Bedingungen dquivalent:

a) Die Gleichung f = 0 ist durch Radikale auflésbar.
b) Die Galoisgruppe Gal(f) ist auflésbar.

Fragen:
1) Gibt es nicht auflésbare Gleichungen ?

2) Welche?

Definition 17.12 Sei R ein Ringund P = R[zy, ..., x,] ein Polynomring iiber R.
a) Die symmetrische Gruppe §,, operiert auf P vermoge

S, xP — P
(Uaf) = f(xﬂ(l)a"'axd(n) :fo

D.h. mittels Permutation der Unbestimmten.
b) Ein Polynom f € P heifit symmetrisch, wenn fiir alle 0 € S, gilt f = f.
c) Firi=1,...,n heifit
1<j1<e<--<ji<n

das i-te elementarsymmetrische Polynom in n Unbestimmten.

Bemerkung 17.13 FEigenschaftenlelementarsymmetrische Polynome
Sei R ein Ring und P = R[z1,...,2,).

a) Es gilt
sH=x1+20+ - +2x,

und
En = T1T2 "+ Tp

Firn =3 gllt z.B. E9 = T1T2 + T1T3 + ToX3.

b) Fiir jedes i € {1,...,n} ist ¢; ein symmetrisches Polynom.
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c) Sei y eine weitere Unbestimmte. Dann gilt in Ply]:
(y—a)(y—2) - (y—aa) =y" —ery" Hew" =+ + (1),

d) Die Menge aller symmetrischen Polynome ist ein Unterring von P. Wir
bezeichnen ihn mit PV™.

e) Sei jetzt R ein Integritétsring mit Quotientenkorper K = Q(R).
Jeder R-Automorphismus o : P — P liefert einen K-Automorphismus

o K(xy,...,x,) = K(x1,...,2,)

mit
5(i) = M
g’ olg)
fir f,g € R[z1,...,x,]. Der Fixkorper von {7 | ¢ € S,} ist ein Teilkorper
von K(z1,...,2,) und heiBt der Korper der symmetrischen Funktionen.

Satz 17.14 Hauptsatz tiber die elementarsymmetrischen Polynome
Sei R ein Ring und P = R[z1,...,2,).

a) Es gilt
P = Rler, ... e,]

Hierbei ist {e1,...,e,} algebraisch unabhingig, d.h. der kanonische surjek-
tive R-Algebrenhomomorphismus

R[yl, ce ,yn] — R[El,. .. ,En]
Yi = €

ist ein Isomorphismus.

b) Ist R ein Integritatsring und K = Q(R), so ist K(eq,...,¢&,) der Kérper der
symmetrischen Funktionen und K (z1,...,z,)/K(e1,...,&,) ist eine Galois-
erweiterung vom Grad n! mit Galoisgruppe S,,.

Definition 17.15 Sei K ein Kérper und L = K(xy,...,z,). Dann heifit
f=y"+ oyt oyt € Ly
das allgemeine Polynom n-ten Grades iiber K.

Bemerkung 17.16 Ist f € K [y] ein normiertes Polynom n-ten Grades, so
gibt es einen K-Algebrenhomomorphismus ¢ : L — K, so dass fiir die
Fortsetzung @ : L[y| — Kly| gilt ¢(f) = f.

Kommentar: f ist das allgemeine Polynom.
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Satz 17.17 Sei K ein Korper, L = K(z1,...,2,) und f € L[y| das allgemeine
Polynom n-ten Grades.

a) Es gilt
Gal(f) = Sn
b) (Abel) Fiir n > 5 ist die allgemeine Gleichung n-ten Grades
f=0

nicht durch Radikale auflésbar.
Beispiel 17.18 Betrachte das Polynom f = z° — 4z + 2 € Q|x], so gilt
Gal(f) = Ss

Korollar 17.19 Galois
Das Polynom f = x° — 4z + 2 € Q[z] liefert die Gleichung f = 0, die nicht
durch Radikale auflosbar ist.
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