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Vorbemerkung:

Definition einer Metrik:
Sel X eine Menge, d eine Metrik auf X mitd: X x X - R.

Eigenschaften der Metrik:
(M) dixy)=0 Ox,ydX
@) dx,y) =0 & x=y
(iii) d(x,y) = d(y.x)
(iv) d(x,y) < d(x,2) + d(z,y) Oxy,zOX

Definition von offenen Mengen:
XoOX,e>0
B(Xo, €) ={ x O X | d(X,Xo) < €} (offener Ball mit Mittel punkt Xo und Radius €)

SeinunU OX.Uheiltoffen: OxOULCE >0 B(x,€) OU.

grundlegende Eigenschaften offener Mengen:
(1) U,V offen => U n V offen

(i) (U)o Familie von offenen Mengen => | J U, offen
ia

@iif) X und O sind offen

Beispiele
wichtig: p — adische Bewertung

8 0 Machtigkeit von Mengen, das Auswahlaxiom und aquivalente
Aussagen:

0.1. Definition: A, B seien Mengen
(i) A und B heifRen gleich méchtig (A OB) :< esexistiert eine bijektive Abbil-
dung: f: A - Bvon A auf B.
(if) B heildt méachtiger alsA (B = A) < esgibt eineinjektive Abbildung f: A - B.

Bemerkung: (i) , gleich méchtig” ist eine Aquivalenzrelation. Fir A (OB schreibt man
auch  Kard(A)= Kard(B) (Kardinalitat)
(i) ,,<" ist reflexiv und transitiv

Seite 1
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Vereinbarung:
N={nOZ|nx>1}
No={0} O N.

0.2. Definition: (i) Eine Menge A heifdt endlich <> A = [0 oder esexistiert einn [ N, so

(ii) Eine Menge A heildt abzahlbar < A ON
(iii) A heif3 héchstens abzahlbar <<~ A <N
0.3. Satz: A sel eine Menge, A # [, A ist hdchstens abzahlbar <> es ex eine surjektive
Abbildung: f: N - A.
Beispiele
Bemerkung: Jede Teilmenge eine héchstens abzahlbaren Menge ist hochstens abzéhl -
bar.
0.4. Satz: Jede hdchstens abzéhlbare V ereinigung von héchstens abzahlbaren Mengen,
ist hdchstens abzéhl bar.
Jede hochstens abzahlbare V ereinigung hdchstens abzéhlbarer Mengen hat
die Moglichkeit eine Teilmenge von N x N.
Beispiele: 1) Q OON
2) R ist nicht abzahlbar
3) R ist ein Q—-Vektorraum
0.5. Satz (von Schréder — Bernstein)
Wenn X <Y undY < X, dannist X=Y.
Bemerkung: Der Satz wurde von Georg Cantor vermutet und von Bernstein und Schré-
der unabhangig 1897 bewiesen (Jirgen Schmidt Mengenlehre)
Beispiele: R2ist gleichméachtig mit [0,1]2
0.6. Definition: Fur jede Menge X ist die Potenzmenge @(X) von X definiert asdie
Menge aller Teilmengen von X. ((X) ={U |U O X}
Bemerkung: 1. 0) ={0} Anzahl der Elemente: 1= 2°
2.0{1,...n} Anzahl der Elemente; 2"
3.0X)~2%:={f: X - {0,1}}
0.7.Satz: Fir jede Menge X ist die Potenzmenge Q(X) echt méchtiger als X, d.h.
X < @X)und Q(X) ist nicht gleich machtig wie X.
Ubungsaufgabe: Q(N) ~R
Bemerkung: Die von Cantor ausgesprochene Vermutung @(N) = b >N
=>((b~Q@N) oder b~N
heif3 die Kontinuumshypothese (Khyp.) (1884)
GOdel zeigt 1938 Khyp. steht nicht im Widerspruch zu den Gbrigen Axio-
men einer voll formalisierten Mengenlehre, der Neumann-Bergmannschen
Mengenlehre. 1963 zeigte P.J. Cohen, dal3 die Khyp. nicht aus den Ubrigen
Axiomen bewiesen werden kann.
0.8. Definition: (A,<) sel eine geordnete Menge (d.h. A eine Menge ,<" seinereflexive
und transitive Relation auf A, fir diegiltx <y undy < x =>y =Xx)
() (A,<) heildt linear geordnet < O x,y OA: x<yodery<x.
(i1) a O A heifdt kleinstesElement von A < ODalA a<a
(iii) & O A heiOt groltesElement von A <~ DalJA a<a
(iv) bp O A heif3t minimales Element < [ allA (a<by=>a=Dby)
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(v) by heifldt maximales Element < D a0 A (by<a=>b; =a)

Beispiel

0.9. Definition: (A,<) sel eine geordnete Menge:
() BOA, a 1A heifdt obere SchrankevonB < Ob OB b<a

a [J A heil3t untere SchrankevonB <& ObOBa<b

(i1) (A,<) heil3t wohlgeordnet < Jede nicht leere Teilmenge von A be-
sitzt ein kleinstes Element. Die Ordnung ,,<* heif3t dann eine Wohlord-
nung.

Bemerkung: Wenn (A ,<) wohlgeordnet ist, dann ist (A,<) linear geordnet.

0.10. Definition: Eine geordnete Menge (A ,<) heifd induktiv geordnet < jede linear
geordnete Teilmenge von A besitzt eine obere Schranke.

Beispiel
0.11. Satz: Die folgenden Aussagen sind aquivalent:
(i) Auswahlaxiom: Das cartesische Produkt jeder nichtleeren Familie von
nichtleeren Mengen ist nicht leer.
(i) Lemmavon Zorn: Jede induktiv geordnete Menge besitzt ein maximales
Element.
(iii) Wohlordnungssatz (Satz von Zermelo): Jede Menge besitzt eine Wohl-
ordnung.

Bemerkung: Auswahl 1813t sich auch so formulieren:
Zu jeder nichtleeren Familie (Xi)iu von nichtleeren Mengen, existiert eine

Funktionf: | — UXi ,sodal3f(i) O X;, Oi O1 (Auswahlfunktion)
i0

Anmerkung: | nicht leer < es ex. Auswahlfunktion
Folgerung aus dem Zorn’ schen Lemma:
Jeder Vektorraum hat eine Basis.

§ 1 Topologische Raume:

1.1. Definition: X sal eine Menge. Eine topologische Struktur oder eine Topologie auf
X ist eine MengeU von Teilmengen von X, die folgende Eigenschaften
besitzt:

(0.1) Die Vereinigung beliebig vieler Mengen aus U gehort zu U.

(0.2) Der Durchschnitt je zweier Mengen ausU gehdrt zu U.

(0.3) O und X sind aus U.

Die Elemente ausU heif3en offene Mengen von X bzgl. U. A [ X heil3t
abgeschlossen bzgl. Ul:& X \A O U.

Ein topologischer Raum ist ein Paar (X,!U) bestehend aus einer Menge
X und einer TopologieU auf X.

Bemerkung: (i) Durch vollstandige Induktion [&3t sich zeigen: [ n [0 N ist der Durch-
schnitt von n Elementen ausU ein Element aus U.

(ii) Die Eigenschaften aus (0.1) bis (0.3) sind &guivaent zu den beiden fol-
genden Eigenschaften:
(0°.1) Die Vereinigung beliebig vieler offener Mengen auf U
gehort zu U.
(0°.2) Der Durchschnitt je endlich vieler Mengen ausU gehort
zu U.

Seite 3
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Vergl
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(i) Statt (X,!U) ist ein topol ogischer Raum sagt man auch X ist ein topo-
logischer Raum.
Beispiele: (i) X beliebige Menge, U = Q(X)
DiesesU heil3 die diskrete Topologie. (X,!U) heilt diskreter Raum.
(i) X beliebigeMenge, U ={0, X} ist eine Topologie auf X. DiesesU heif3t
die indiskrete Topologie.
(ii1) (X,d) metrischer Raum. Die zugehorige metrische Topologie
Ug:={UOX|OXOUDOe>0: By(x,e) JU}
! ! wobei By(x,e) ={ y O X |d(x,y) <&} O Ug.
(iv) X sei eine Menge. Die kofinite Topologie L auf X ist definiert als
LI={U O X |U =0 OX\U ist endlich}

eich von Topologien:

1.2. Definition: X sei eine Mengeund T,U seien Topologien auf X. U heil3t feiner als T
und T heif3t grober alsU <> T!OIU.

Bemerkung: (i) Die diskrete Topologie auf X ist feiner als jede andere.
Die indiskrete Topologie ist die grobste Topologie auf X.
(i1) Q, U | sei durch den Absolutbetrag definiert und die metrische Topo-
logie U, sei durch die p-adische Metrik gegeben, fur eine Primzahl p.
Beide Topologien sind nicht vergleichbar.
(il)a bOR,a<b undc(ab], R) :={f:[ab] - R |stetig} U.. definiert
durch | |», Uy durch | |. Dannist U; 0 Ue,
1.3. Definition: (X,!U) sei ein topologischer Raum. Eine Teilmenge C!'[1 U heil3t eine
Basisvon Ul: <> jedes U U ist Vereinigung von Mengen aus C.
Beispiele
1.3. Zusatz: Eigenschaften einer Basis C der Topologie U.
B Ju=X

uB
B2 OuviOCOxOUnVOBOCXIBOUNV
1.4. Satz: X sei eine Menge und C eine Menge von Tellmengen von X, die (B1) und
(B2) erfillt. Dann existiert genau eine Topologie auf X, die C als Basis hat.
1.5. Satz und Definition: X sei eine Menge und T!sel eine Teillmenge der Potenzmenge
von X. Dann ist
C!={ U O X | U ist endlicher Durchschnitt von Mengen aus T!!
m ! ! ! ! ! ! oder
U=X}
Basis der grobsten Topologie U auf X, die T!lenthdlt. T!heil3t
dann eine Subbasis von U und U heif3t von der Subbasis T'er-
zeugte Topologie.
|
Beispiel
1.6. Definition: (X,!U) sei ein topologischer Raum, A [0 X. U [0 X heif3t Umgebung von
A= 0OVIOU ADOVOU,wennx [OX, dann heild jede Umgebung
von {x} eine Umgebung von x. Die Menge aller Umgebungen von x
wird mit V(x) bezeichnet und heifl3t Umgebungssystem von X.
Beispiel
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1.7. Satz: (X,!IU) topologischer Raum U I U <> O x O U U O V(x).
1.7. Zusatz: Eigenschaften des Umgebungssystems:
(U1) Jede Obermenge eines Elementes aus V(x) gehort wieder zu V(x)
(U2) Jeder endliche Durchschnitt von Umgebungen von Elementen aus V(x)
gehort zu V(x).
(U3)udvx) ==>x0Ou.
(U4) Zu jedem U 0 V(x) existiert ein V [ V(x), so da3 fur alley OO V gilt:
U O V(x).
1.8. Satz: X sei eine Menge und V!sei eine Funktion, die jedem x [1 X eine nichtleere
Teilmenge von Q(X) zuordnet, so dal3 fur jedes V(x) die Eigenschaften (U1) —
(U4) gelten. Dann existiert genau eine Topologie U auf X, so dal3 fir jedes
x O X die Menge V(x) Umgebungssystem von x bzgl. U ist.
1.9. Definition: (X,U) topologischer Raum, x[JX.
Eine nichtleere Teilmenge C(x) von V(x) heil eine Umgebungsbasis
oder ein Fundamental system von Umgebungen von x genau dann, wenn
zu jedem UOV(x) ein BOC(x) existiert mit BOU.
Beispiele: (i) X diskreter Raum, x[IX, {x} Umgebungsbasis
(i)  (X,d) metrischer Raum, { B(x,1)|nON } ist Umgebungsbasis von Xx.
1.10. Definition: Man sagt: (X,U) erfillt das erste Abzadhlbarkeitsaxiom : = jedes x[1X
besitzt eine abzahlbare Umgebungsbasis.
1.11. Satz: (Eigenschaften der abgeschl ossenen Mengen)
(X,U) sei ein topologischer Raum
(i) X und O sind abgeschlossen
(it) Der Durchschnitt beliebig vieler abgeschlossener Mengen ist abge-
schlossen.
(iii) Die Vereinigung von je endlich vielen abgeschl ossenen Mengen ist ab-
geschlossen.
1.12. Definition: (X,U) topologischer Raum, AX, x[JX.
X heildt innerer Punkt von A : = AOV(X).
Die Menge der inneren Punkte von A heil3t der offene Kern von A und
wird mit A bezeichnet.
1.13. Satz: (i) A istoffen.
(i) Aoffen « A=A
(i) A ist die Vereinigung aller in A enthaltenen offenen Mengen, aso die
grofdte in A enthaltene offene Menge.
1.14. Definition: (X,U) topologischer Raum, AX, x[JX.

(i) xheil3 aulBerer Punkt von A = x[ chA

(i1) x heifldt Berthrungspunkt von A : = O UDV(x) UnAZ.
Die Menge der Berthrpunkte von A heil3t die abgeschlossene Hiille von
A und wird mit A bezeichnet.

Bemerkung: CA = CA , CA = CA. . (Damit und 1.13. zeigt man 1.15.)
1.15. Satz: (i) A ist abgeschlossen
(i) A abgeschlossen = A=A
(iii) A ist der Durchschnitt aller abgeschlossenen Mengen, die A enthalten
und damit die kleinste abgeschlossene Menge, die A enthdlt.

(Anmerkung: AOA O A)
Seite 5
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1.16. Definition: (X,U) topologischer Raum, x[IX, AIX.
x heif% Randpunkt von A : = jede Umgebung von x enthadt Elemente
aus A und aus CA.
Die Menge der Randpunkte von A heil3t der Rand von A.
Bezeichnung: Rand(A)
Bemerkung: Rand(A) ={ xOX |[xOA O xOA}=A\A=AnCA
0 Rand(A) ist abgeschlossen
Beispiele (u.a: B(a,&) 0 B(a,£), Gegenbeispiel zu ,=*: diskrete Metrik)
1.17. Definition: (X,U) topologischer Raum, AX.
A heift dicht in X genau dann, wenn X = A
A heift nirgendsdichtinX -« A =0
Beispid: (i) QdichtinR
(i) A:={ (x,y)OR?*|0<x<1,y=0}.Aist nirgendsdichtin R?

Stetige Abbildungen

1.18. Definition: (X,U), (Y,P) seien topologische Raume, f: X - Y eine Abbildung,
xX.
f heildinx stetig : = OVvOV(f(x) Ouovx) f(U)OV.
f heil’ stetig : = f ist stetigin jedem y[IX.
1.19. Satz: (X V), (Y,P), (Z,T) seien topologische Raume,
f:X 5 Y,0Y - Z Abbildungen. xo[0X.
Wenn f in Xo stetig ist und g in f(Xo) stetig ist, dannist g-f in Xo Stetig.

1.20. Satz: (X V), (Y,P) seien topologische Raume, f: X — Y eine Abbildung.

Dann sind folgende Aussagen aquivalent:

() fiststetig

(i) FuradleADX ist f(A) O f(A)

(iii) Das Urbild jeder abgeschlossenen Teilmengevon Y unter f ist abge-
schlossen.

(iv) Das Urbild jeder offenen Teilmengevon Y unter f ist offen.

Beispiele: (i) Jede Abbildung aus einem diskreten Raum ist stetig.

(i1) Jede Abbildung in einen indiskreten Raum ist stetig.
(iii) ldentitét nicht unbedingt stetig
1.21. Definition: (X,U), (Y,P) topologische Réaume.
f: X - Y hellét eine offene Abbildung : = FiraleUOU ist f(U)OP.
f heifldt abgeschlossene Abbildung : = Fir ale ADX mit A =A ist
f(A) = f(A)
Bemerkung: Wenn Cleine Basis der Topologie von X ist, so gilt:
f offen & f(B) offen fur ale B [O!C.

1.22. Definition: X, Y seien topologische Réaume. Eine bijektive Abbildung f: X - Y
hei 3 ein Hombomorphismus oder eine topol ogische Abbildung genau
dann, wen f, f* stetig sind.

1.23. Satz: X, Y topologische Raume, f bijektiv, f: X — Y bijektive Abbildung.

f ist Homoomorphismus < f ist offen (abgeschlossen) und stetig

1.24. Satz: Es seien X eine Menge und U,!und U; seien Topologien auf X.

Dann sind folgende A ussagen aquivalent:

Seite 6
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(i) U, ist feiner als Us.

(i) Ids: (X,1U) = (X,!U,) ist stetig

(iii) Far jedes x [0 X ist jede Umgebung bzgl. U; auch Umgebung bzgl.
Us.

(iv) Fir jede Teilmenge A von X ist die abgeschlossene Hille von A
bzgl. U, in der abgeschlossenen Hille von U enthalten.

(v) Jede bzgl. U; abgeschlossene Teilmenge von X ist auch bzgl. U, ab-

geschossen.

§ 2 Erzeugung von Topologien

Vorbemerkung: Bei den aus der Mengenlehre bekannten Klassifikationen gibt es natiir-
liche Abbildungen zwischen der konstruierten Menge und den Mengen,
aus denen das Objekt konstruiert wurde. Die Topologie auf dem neuen
Objekt wird so gewahlt, dal? die natirliche Abbildungen stetig sind.

2.1. Definition: X Menge und (X;,!Uj)in; und zu jedem i [J J existiert eine Abbildung:
f: X = Xi.
Dannist T:={f™*(U;) |i OJ, U; O U;} Subbasis einer Topologie U auf
X. U heif} die Initialtopologie von X bzgl. (fi)ios.
2.2. Satz (Eigenschaften der Initialtopologie)
() DieInitialtopologie auf X bzgl. (f;)ins ist die grobste Topologie auf X
bzgl. der dlef; stetig sind.
(i) Ist g: Z - X eine Abbildung eines topologischen Raumes Z in X
mit Initialtopologie bzgl. U; , so ist g genau dann stetig, wenn f; - g
stetigist far alei 00 J.
Beispiele fir Initialtopol ogien:
Sei (X, U) topologischer Raum, A [ X, ia: A — X Inklusionsabbildung
Uudu=>ix*(U)=Un A.
2.3. Definition (X,!U) sei ein topologischer Raum und A eine Tellmenge von X.
Ua:={Un A |UDOU} heild Teilraumtopol ogie oder von U induzierten
Topologie oder Spurtopologie.
(A,'Ua ) heifdt Teilraum oder Unterraum von (X, U), kirzer A heifl}t Teil-
raum von X.
Beispiel: S™'OR
Bemerkung: C [0 A abgeschlossen & A\C O Ux dh.esex. UOU mitU n A=A\C
=>(X\U) n A =C < esgibt eine abgeschlossene Teilmenge D von X
mitD n A =C.
2.4. Satz: (A,'Ua ) sei Teilraum von (X,!U)
(YADOU & Ux OU
(i) A ist abgeschlossene Tellmenge von X < jedein A abgeschlossene
Mengeist in X abgeschlossen.
2.5. Satz: (X, U) topologischer Raum, A [0 X.
(i) Ua ist die grobste Topologie auf A bzgl. ia: A — X stetigist.
(i) Wenn g: Z — A eine Abbildung des topologischen Raum es Z in
den Teilraum A von X ist, soist g stetig genau dann, wenn
irQg: Z - X stetigist.

Seite 7
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Prod
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2.6. Satz: X, Y topologische Raume, f: X - Y, Ay,..., A, abgeschlossene Teilmengen
von X mit [ JA, =X.
i=1

Danngilt: f stetig <& f]JAi: Aj - Y ist stetig fir dlei O {1,...,n}

ukttopologien

Skalarprodukt: I_| X, ={x:J - 0OX;|x(@i) OX}

10
Statt (i) schreibt man x; und statt x schreibt man (x;)in; oder (xi).
Projektion: 15: X - X; mit 15(x) = x(i) = x;.

2.7. Definition: Es seien (X, U )ios eine Familie von topol ogischen Rédumen , X = EI X,

sei das cartesische Produkt der X; und 15: X — X; sl die naturliche Pro-
jektion von X auf X; fur jedesi [1 J. Die Initialtopologie auf X bzgl.

(n. )‘[u heifkt die Produkttopologie auf X und (X, U) heift das topolo-

gische Produkt von (X,!U; )iy
Beispiel
2.8. Satz (Eigenschaften der Produkttopologie)
(X, U) sal dastopologische Produkt von (X,!U; )ios, T6: X — X; die nattrliche
Projektionen.
(i) Fur jedesiClJist 15 stetig und offen.
(if) U ist die grobste Topologie auf X bzgl. der alle 15 stetig sind.
(iii) Ist g: Z - X eine Abbildung des topologischen RaumesZ in X, soist g
stetig <> 5. g stetig fur jedesi O J.
2.9. Korollar: X,z fur ale1dJ. Dann gilt
f stetig = 00J f, stetig
X - Initialtopologie, Teilraumtopologie, Produkttopologie
Beispiel ( Standard-Topologie = Produkttopologie )
Finaltopologie - X
2.10. Satz: (X,,U))0j sel eine Familie von topol ogischen Raumen. X eine Menge und fur
jedesiJsal fi: X, -» X eine Abbildung.
Dann hat die Topologie Ul={ UDX | 00J f,}(U)0U, } folgende Eigenschaf-
ten:
(i) Uistdiefeinste Topologie auf X bzgl. der dle f, stetig sind.
@i) 1stg: (X,U) - (Y,T) eine Abbildung, so gilt:
gist stetig = [110J g- f, Stetig
2.11. Definition: Diein 2.10. eingefthrte Topologie U von X heifdt die Finaltopologie
auf X for (f|)|DJ.

2.12. Definition: (X,,U)) 0 sel eine Familie von topol ogischen Raumen, X := U X, x{1}
10J

und fur jedes10J sei fi: X, — X definiert durch f,(x) = (x, 1). Die Fi-
naltopologie auf X fir (f,)0y heit Summentopologie und X mit dieser
Topologie heifdt die topologische Summe der (X,).
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Bemerkung:(i) X, x {1}wird gebildet, um zu garantieren, dal3 Raume punktfremd sind.
Wenn die (X,) paarweise punktfremd sind, kann man [ X, statt [
X, x {1} betrachten.
(i) UFinatopologieauf X = JX, x{i}.
10J
uou 0 0o J f,{u)oy,
fri(U) ={ xOX, | (x,)OU} O U = U, {1} mitUu,00,
[{uN]
D.h.: Wenn X,n X, =0 fir zk, dannist U die Vereinigung der (U,)oJ.
( Die Finaltopologie P auf X/R fiir rtist P ={ UOX/R |t} (U)OU } )
2.13. Definition: (X,U) topologischer Raum, R Aquivalenzrelation auf X.
Diefeinste Topologie auf X/R bzgl. der die natirliche Projektion
T X - X/R stetig ist, heifdt die Quotiententopologie auf X/R, und
X/R mit dieser Topologie heif3t Quotientenraum von X nach R.
2.14. Satz: (X,U), R, mwiein 2.13,, f: X/R - Z sei eine Abbildung in den topologi-
schen Raum Z. Dann gilt:
fiststetig <« f-TUStetig
Beispiel: X =[0,1] x [0,1] (Rist,,Randrelation” )
X/R heil3t Mobiusband.
2.15. Definition: (X,U), (Y,T) selen topologische R&ume, und f: X - Y sal surjektiv.
f heil3t identifizierend und T hei(3t 1dentifizierungstopologie genau
dann, wenn T die finale Topologie bzgl. f ist, d.h.: UOT - f(U)0OU

Gruppenaktionen

2.16. Definition: G sei eine Gruppe und (X,U) eine topol ogischer Raum.
Eine Aktion von G auf X ist eine Abbildung a: G x X — X mit fol-
genden Eigenschaften:
() Oxox Oghoc a(gh,x) = a(g,a(h,x))
(i) Oxox a(ex)=x , wo ellG das neutrale Element
bezeichnet.
Statt a(g,x) schreibt man auch kirzer gx
Bei (i) (gh)x = g(hx)
(i) ex=x
Bemerkung: Fur aleglG ist ag: X — X mit ag(x) = a(g,x) bijektiv.
a . istzuaginvers.

a definiert eine Aquivalenzrelation R auf X
OxyOxX (XRy < OgdG y=gx)
Der Quotientenraum X/R wird mit X/G bezeichnet. (,Orbitraum® (?))
Beispiele (Die projektiven Raume):
() 6G=8’=({1-1},0
X=8"={ xOR™ ||| x [le=1}
Gruppenaktion:
Px3 . &
(X1, ey Xn+1) = (OX1, «ory OXns1)
RP":= SYS° heifdt der n-dimensional e reelle projektive Raum.
{x,-x}=[x]OSYSs’, xOS"
(i) G=S':=({ zOC||zZ/=1},0
Seite 9
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™ ={ (z4, ..., Zns1) OC™? | >z, P =1}
=1

Cn+l . R2n+2 ZJ — GJ + I[BJ
(21, ..., Zne1) > (O, By, Oz, B2, ...y Onet, Bret) R-Vektorraum

Z| z, | = z(af +B7)  Isomorphismus, || | erhaltend
J=1 =1
Gruppenaktion: ~ S'x ™t gt
Z2(za, ..., Zne1) = (222, oy ZZn41)
CP"= $"™Y/S! heift der n-dimensionale komplexe projektive Raum.
xOst [X]OCP",  [x] ={ zx|zOS'}
n=1 CP"ist homdomorphzu S* ( Riemannsche Zahlentheorie (?))

a b
Quaternionen I:{EFB QE a,bdC} (I1,+[)istein Schiefkorper.

1 ist ein R-Vektorraum.

. 0 i O 0 1 i
Basis: \ =" )
3 100 o il o
El=1,K=1,IK=-J,1J=-J,1J=K, ’=FP=K?=-E

S={ hodn|h=1},D Gruppe

Gruppenaktion: S° x S™3 _, g3
(z,X) - xz*

S*3/S*=: 1P heifdt der n — dim quaternionaler projektiver Raum

2.17. Definition: X, Y seien digunkte topologische R&ume. A abgeschlossene Teilmen-
gevonX. f:A - Y.
Auf der topologischen Summe X + Y wird folgende Aquivalenzrelation
R eingefuhrt: X,y O X +Y
XRy:® (i))x=y
(i) x OA undy O A und f(x) =f(y)
(i) x DA undy O f(A) undy = f(X)
(iv)y OA und x O f(A) und x = f(y)
Der Quotientenraum (X+Y)/R wird mit X Uf Y bezeichnet und heifdt

der durch Verkleben von X mit Y mittels f entstandene Raum.
Beispiel
2.18. Definition: f: X - Y Abbildung

Eine Teilmenge U von X heift satuiert bzgl. f :<> 7 (f(U)) = U.
2.19. Satz: (X,!IU), (Y,!T) seien topologische Raume. f: X — Y eine surjektive Abbil-

dung. U O U sei satuiert bzgl. f.

Wenn f identifizierend ist, dannistf:=f|JU : U - f(U).

Die orientierten Flachen

Auf dem Einheitskreisim R? werden in gleichen Abstanden 4p Punkte gewahlt. Die
Punkte werden entgegen dem Uhrzeigersinn mit A1, By, Cy, Dy, ..., Dp bezeichnet. E
bezeichnet die konvexe Hillle dieser Punkte. Es wird nun folgende Relation R* einge-
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fahrt:
XRy:®(@{)x=y

(i) x O ABy, y OCD;und esex. eint 1 [0,1] mit x = (1-t)A; + tB; und

y = (1-t)D; + tC..
(i) x 0 BiCj und y [J DjAi+1 (wo das p+1 ggf. als 1 zu lesen ist)
undesex. eint [1[0,1], sodal3 x = (1-t)B; + tC; und
y = (1-t)Aj+1 + tD;

Sei R nun die kleinste Aquivaenzrelation, die R* enthalt und E, / R = F, heif’t orientier-
bare Flache vom Geschlecht (genus) p. [weitere Informationen: S. 28 — 32 Mayer: Al-
gebraische Topologi€]

Die nichtorientierten Flachen

p = 2. Auf dem Einheitskreis werden 2P Punkte mit gleichem Abstand gewéhlt. Die
Punkte werden entgegen dem Uhrzeigersinn gewahlt mit A4, By, ..., Bp.
Vy ;= konvexe Hille (Ay,..., Bp).
Auf V, wird die Relation R* eingefuhrt durchx R y : &
()x=y
(i) x O AiBi und y O BiAi+1 (Ap+1=Aj) und esex. t [1[0,1], so dal gilt:
x=(1-t) Aj +1tB;und
y=(1-1) B; +tA|.
R sei die kleinste Aquivaenzrelation auf Vp, die R* enthélt. Der Quotientenraum
Up:=V /R heifdt nichtorientierbare Flache vom Geschlecht p.

Das Cantorsche Diskontinuum:

(An)non Sel eine Familie von topol. R&umen mit A, = {0, 2} mit der diskreten Topolo-
gie.

|_| A, bezeichnet das topologische Produkt  p: |_| A, - Rmit
n=1

n=1

P =y o

und p( l_l A, ) O[O0, 1] mit der Mgjorante 1.

Sei ¢: |__lAn ~ Rmit$((a)) = z% ist eine bijektive Abbildung von |__IAn auf das

n=1

Bi|dc::¢(ﬁAn)D [0,1].

Geometrische Beschreibung von C:

C besteht aus allen reellen Zahlen aus [0, 1], der eine triadische Darstellung (O, 1, 2) be-
sitzen, in der 1 nicht vorkommt.

C=()C; ist abgeschlossenin R

i=0

Seite 11
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00

Anmerkungen: ¢: A, - Ristein Homéomorphismus.

n=.

on +1

@ []A, ~ [0, definiert durch (@) =3 2  ist stetig und sur-
n=1

jektiv.
Y ist nicht injektiv.
Bemerkung: C ist Uberabzéahlbar.
Die Menge c heil3t Cantorsches Diskontinuum.

Anmerkungen: Es gibt einen Homéomorphismus h: l_l A, - l_! A x...% l_l A,

fr jede natirliche Zahl k.
Fur jede nattrliche Zahl k ist die Abbildung

cotl ljp“m Eilp\q% 0L [0,1]% stetig und surjektiv.

2.19. Satz: Firr jedes k[N existiert eine stetige surjektive Abbildung g: | — 1.
Jede solche Abbildung heif3t eine Peano-Kurve.  (Achtung: g nicht homéomorph)

Symbolische Dynamik und Chaos

Definition: (X,d) sei ein metrischer Raum und f: X — X eine stetige Abbildung.
Die Folge (f°, f*, ...) mit f°=Idx, f*" =f-f* heiR} ein direktes dynamisches
System auf X.
Firr jedes xOX heifit die Menge {x, f(x), f3(x), ...} die Bahn von x unter f
(oder auch der Orbit von x unter f).
xOX heifdt Fixpunkt : = f(x)=X.
xOX heifkt periodischer Punkt : < Ok>0 fX(X)=x.
k heil3t dann die Periode von x.
Beispiel: 1. mathem. Modell fur Population
© Iy —
2.X= |_| A, dxy)= :ll k2|<+1yk|
Definition: Ein diskretes dynamisches System f: X — X heif3 chaotisch, wenn esdie
folgenden Eigenschaften hat:
(i) Die Menge der periodischen Punkteist dicht in X.
(i1) Esgibt ein x O X, dessen Orbit unter f dicht ist (d.h. f ist topologisch
transitiv)
(iii) Das System hangt sensitiv vom Anfangswert ab, d.h
Oe>00xOXOUDOV(X) Dy DU OnON :d(f'(x),f(y)) > e.
Satz: Die Shift — Abbildung o: [1An — []An ist ein chaotisches System.

§ 3 Zusammenhang:

3.1. Definition: X sal topologischer Raum, X heif3t zusammenhangend : < Es gibt nicht
zwei nichtleere, digunkte, offene Teilmengen von X die X Uberdecken,
dh. -:u,vOUNOU£20,v2O00O0UNV£2O00UOV=X.
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Eine Teilmenge A von X heif3 zusammenhangend <> der Teilraum A
ist zusammenhéngend.
Beispiele X mit diskreter Topologie und mind. 2 Elemente ist nicht zusammenhangend.
X mit indiskreter Topologie ist zusammenhangend.
X das Cantorsche Diskontinuum ist nicht zusammenhangend
3.2. Satz: Eine Teilmenge A von R, die wenigstens 2 Punkte enthdlt, ist zusammenhan-
gend genau dann, wenn A ein Intervall ist (dabel dirfen die Intervalle unbe-
schrénkt sein)
3.3. Satz: X sei ein topologischer Raum. Dann sind folgende Aussagen aquivalent:
() X ist zusammenhéngend
(i) X und O sind die einzigen offenen Teilmengen von X die offen und abge-
schlossen sind
(ii1) es gibt keine stetige surjektive Abbildung von X auf einen diskreten
Raum, der wenigstens zwei Elemente enthélt.
3.4. Korollar: Jede stetige Abbildung eines zusammenhangenden topol ogischen Raumes
in einen diskreten Raum ist konstant.

3.5. Satz: X sei ein topologischer Raum, A, B 0 X und A OB O A . Wenn A zusam-
menhangend ist, dann ist B zusammenhangend.

3.6. Satz: X sai ein toplogischer Raum und (Xq)qoa €ne Familie von zusammenhan-
genden Tellmengen von X.

Wenn (X, #0,dannist | X, zusammenhéngend.
allA

alA
3.7. Satz: X, Y seien topologische Raume, f: X - Y stetige Abbildung; Wenn X zu-
sammenhangend ist, ist f(X) zusammenhangend.
Beispiel: Zusammenhangende Teilmengen von R sind einpunktige Teillmengen oder In-
tervalle.
f: X - Y stetig. X zusammenhangend [0 f(X) ist zusammenhéngend.
3.8. Korollar (Zwischenwertsatz): X topologischer Raum, f: X — R stetig, a,blf (X)
mit a<b.
Wenn X zusammenhangend ist, dannist [a,b](F (X), d.h. f nimmt jeden
Wert zwischen aund b an.
3.9. Satz: (Xq)aoa € ne nichtleere Familie von topologischen Raumen und fur ale alJA
sel Xq#0.
rl X, ist zusammenhangend < firjedesalJA ist X, zusammhéngend.
ald

Hilfssatz: Sei all l_lx" ,Y:={ xO l_lx" | Xa#Zaq fur hochstens endlich viele allA}.
all all
Dannist Y =[] X, .
[

3.10. Definition: Es seien X ein topologischer Raum und x[IX.
Die Vereinigung aller zusammenhangenden Teilmengen von X, die x
enthalten, heil3t die Zusammenhangskomponente von X und wird mit
K(x) bezeichnet.
Ein topologischer Raum X heif3t total unzusammenhéngend genau
dann, wenn fur alle x[OX gilt K(x)={x}.
Bemerkung: K(x) ist die grofite zusammenhangende Teilmenge von X, die x enthélt.
Beispidle: (i) Q isttotal unzusammenhangend.
(i) X diskreter Raum [0 X total unzusammenhangend
(iii) (Xo)aoa nichtleere Familie von nichtleeren diskreten Raumen.
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Das topologische Produkt [] X, ist dann total unzusammenhangend.
all

Spezidfall: Das Cantorsche Diskontinuum C ist total unzusammenhangend.
3.11. Satz (Eigenschaften von K(x))
X topologischer Raum, x,ylIX. Dann gelten:
(i) K(x) ist zusammenhangend.
(i) K()=K(x)
(i) K(x)=K(y) OK(x)nK(y)=0O
(iv) Wenn ULOX, x[OU und U offen und abgeschlossen, dannist K(x)OU.
v) UK =X

xOX
3.12. Satz: X,Y seien topologische Raume, f: X — Y stetige Abbildung.
Dann gilt fur ale xOX, daf3 f(K(x))OK(f(x)).
Wenn f ein Homoomorphismus ist, dann induziert f eine bijektive Abbildung
der Zusammenhangskomponenten von X auf die Menge der Zusammen-
hangskomponenten von Y und fir jedes x[IX ist fIK(x): K(x) - K(f(x)) ein
Homoomorphismus.
Beipiel: R\{ 1,2,3} nicht homéomorph zu R\{ O} .
3.13. Definition: X topologischer Raum.
Ein Wegin X ist eine stetige Abbildung s: [0,1] - X.
S(0) heild Anfangspunkt und s(1) heif3t Endpunkt von s.
X heif3 wegwei se zusammenhangend (oder: wegzusammenhangend)
1= zujezwe Punkten x,y[IX existiert ein Weg sin X mit s(0)=x und
s(1)=y.

Bemerkung: Wenn s [0,1] — X ein Weg ist mit s(0)=x und s(1)=y, dannists: [0,1] -

X mit s(t)=s(1-t) ein Weg mit s(0)=s(1)=y und s (1)=s(0)=x.(Umkehrung)
(&hnlich: Verknipfung * zweier Wege, ist natirlich selbst wieder Weg)

3.14. Satz: Jeder wegwel se zusammenhangende topol ogische Raum ist zusammenhan-

gend.

Beispiele: Umkehrung von 3.14. gilt i. allg. nicht:

X ={(x,sin(l/x) |x O]0, co[} O{(x,y) |y O[-1, 1]} ist zusammenhan-
gend, aber nicht wegwei se zusammenhangend.

3.15. Satz: Seien X, Y topologische Raumeund f: X — Y stetig. Wenn X wegweise zu-

sammenhangend ist, dann ist auch f(X) wegwei se zusammenhangend.

3.16. Satz: X topologischer Raum. X wegwelse zusammenhangend : <> esex eln Xp aus

X,sodal3zujedem x [0 X ein Weg c: [0. 1] - X existiert mit ¢(0) = X und
c(1) =x.
Beispiele: (i) D" ist wegweise zusammenhangend (wahle als X = 0)
(ii) S" ist wegweise zusammenhangend (1 < n).

3.17. Definition: X topologischer Raum, X heif3 lokal zusammenhangend (lokal weg-
weise zusammenhangend) : < jedes x [ X besitzt eine Umgebnungs-
basis, die aus zusammenhéngenden (wegwel se zusammenhangenden)
Umgebungen von x besteht.

Beispiel: U O R" offen => U ist lokal wegweise zusammenhéngend.

3.18. Satz: X topologischer Raum. Wenn X zusammenhangend und lokal wegweise zu-

sammenhangend, dann ist X wegwei se zusammenhangend.

Bemerkung: X topologischer Raum. X heif3 n —dimensional lokal euklidisch : <> jedes

x O X besitzt eine offene Umgebung U, die homdomorph ist zu einer offe-
nen Teilmenge von R".
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Diese Raume sind lokal wegweise zusammenhangend.
Beispiel: Aus wegweiser Zusammenhang folgt i. al. nicht lokaler Zusammenhang.

8§ 4 Filter und Konvergenz

4.1. Definition: X sel ein topologischer Raum, (Xn)non €ine Folgein X, x O X.
(1): (xn) konvergiert gegen x :<> 0O U O V(X) Ong O n > ng: X, O U.
Dafr schreibt man lim(x,,) = x. X hei3t Grenzwert von Xp.

(i) x heif3t ein Haufungspunkt von (Xp)
<> 00U OV(X) Ong ON I ENN (n=ng und x, 00 U)
Bemerkung: Im allgemeinen ist der Grenzwert einer Folge nicht eindeutig bestimmt. Im
indiskreten Raum konvergiert jede Folge gegen x [ X.
4.2. Satz: X, 'Y seien topologische Raume, X erfille das erste Abzahlbarkeitsaxiom.
() Furdlead X und dle A O X gilt:

ald A OX)non ONONX, DA und lim(x, ) =a
(i) f: X - Yistinal X stetig < fur ale Folgen (xn) in X mit lim(x,,) = a
gilt: lim(f(x,)) =f(a).

Beispiel: Es gibt eine Giberabzéhl bare wohlgeordnete Menge (Q, <) mit folgenden Ei-
genschaften:
(i) Q besitzt ein grofdtes Element wy
(i) @  (a<wy O { B |B <a} ist hochstens abzéhlbar )
Die Elemente aus Q heif3en Ordinalzahlen, wy heifdt erste nicht abzéhlbare Or-
dinalzahl. Qo:=Q\{ wn} heil3t Menge der abzéhlbaren Ordinalzahlen.
Das kleinste Element von Q wird mit 1 bezeichnet.
Auf Q wird die Topologie (Ordnungstopologie) gewahlt mit einer Subbasis,
dieausden Mengen [L,a[={ x[@ |1<x<a} und]a,w] mital@ o.
1. wy ist Bertihrpunkt von Qo, aber es gibt keine Folge in Qg mit

limx, =w,.
2. Esexistiert f: Q - R, sodal3 f in wy nicht stetig, aber fur jede Folge
(Xn) INQ mit limx, = w, gilt: limf(x,) = f(w)

4.3. Definition: X sel eine Menge.
Ein Filter auf X ist eine Tellmenge der Potenzmenge von X mit folgen-
den Eigenschaften:
(F1) Jede Teilmengevon X, die ein Element aus G enthdlt,
gehort zu G.
(F2) Alle endlichen Durchschnitte von Elementen aus G gehort zu G.
(F3) Dieleere Menge gehort nicht zu G.
Beispiel
(i) X topologischer Raum, x[JX.
Das Umgebungssystem V(x) ist ein Filter auf X.
Der heil3t der Umgebungsfilter von x.
(i) X£0O Menge G={ X} ist ein Filter
(iif) X sa eine nicht endliche Menge.
G:={ UOX | X\U endlich } ist ein Filter auf X.
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Der Filter auf N, der aus den Komplementen der endlichen Teilmengen um N
besteht, heil3t Fréchet-Filter.
Bemerkung: CLIQ(X) ??7?7?7??
4.4. Satz: Es sei C eine nichtleere Teilmenge der Potenzmenge der Menge X.
G:={ UOX |0 BOC BOU } ist ein Filter auf X genau dann, wenn folgende
Aussagen gelten:
(B1) OA,BOC OCOC COANB
(B2) M@ C
G heil3t der von C erzeugte Filter.
4.5. Definition: G sai ein Filter auf X.
Eine Teilmenge C von G heil3 eine Filterbasis von G
‘= O FOG OBOC BOF.
Bemerkung: Wenn C eine Filterbasis des Filters G ist, dann erfillt C (B1) und (B2).
4.6. Definition: G,G* seien Filter auf der Menge X.
G heil’t feiner alsG* und G* grober alsG : = G'[G.
G heifdt echt feiner alsG* : = G'0G und G2G*.
Ein Filter auf X heif3 Ultrafilter genau dann, wenn auf X kein Filter e-
xistiert, der echt feiner ist alsG.
Beispiel: X Menge, x[IX.
V:={ UOX | xOU } ist ein Ultrafilter.
V heif¥ trivialer Ultrafilter.
4.7. Satz: X sel eine Menge.
Zu jedem Filter G auf X existiert ein Ultrafilter auf X, der feiner ist als G.
4.8. Satz: X ist eine Menge, Glein Filter auf X. Glist ein Ultrefilter :&» DA OX A OG!
oder X \ A O G!)
4.9. Definition: X sel ein topologischer Raum. Glein Filter auf X und x, y [0 X.
() G'heil3t konvergent gegen x (G! - x) :& V(x) OIGL.
(i) y heidt Bertihrungspunkt von Gl: > DU OV(X) OFOG'Un F£0O
Bemerkung: y heif¥t Beriihrungspunkt von G!:<> O F O G!: y O F. Die Menge der Be-

rihrungspunkte von Glist [ |F.

FOF
Beispiele: (i) G!Filter auf Glein R mit Basis{]0, ¢[ |€ >0}, G! - O, dennfir alee >0
ist]-€, ¢[ O GL =>VI(x) OG.
(i) X topologischer Raum. G!={F O X | A O F} Filter auf X.
Die Menge der Beriihrungspunkte von Glist A .

4.10. Definition: X, Y Mengen, f: X - Y eine Abbildung, G!sei ein Filter auf X. Der
Bildfilter von Glunter f ist der von {f(F) | F U G!} erzeugte Filter. Er
wird mit f(G!) bezeichnet.

Bemerkung: {f(F) | F O G} erfllt (B1) und (B2). f(G)={Uu OY |OFOG! f(F) O U}

Beziehung zwischen Konvergenz von Filtern und Folgen:

4.11. Defnition: (X,))non Sei eine Folgein X. Der zu (Xn)nmn gehdrende Elementarfilter F!

ist definiert als der Bildfilter des Fréchet — Filtersunter Abb. N = X
mit x(n) = Xn.
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Esgilt: F:={U 0O X |OFON: N\ Fendlichund X(F) O U}
={UOX|OnONDOn=ng: X, OV}

4.12. Satz: X sei ein topologischer Raum. x O X, (X)non €ne Folge in X und Flder zu-
gehorigen Elemtarfilter. Dann gilt:
(Xn)non konvergiert gegen x < F! - Xx.

4.13. Satz: X sei ein topologischer Raum. Glein Filter auf X und x [0 X. Dann gilt:

X ist Berthrungspunkt von G!<> esex. ein Filter 1!auf X der feiner ist asG!
und gegen x konvergiert.

4.14. Satz: X, 'Y seien topologischer Raum. A 0 X undB O Y. f: X - Y Abb.
() Furdlead X und dle A O X gilt:
al A < OFilter auf X mit A 0 Glund G! - x.
(i) f: X - Yistinal X stetig < fir jeden Filter Glauf X mit G! - Ix gilt
f(G!) - f(x).

4.15. Satz: X sei eine Menge. (X;)ios eine Familie von topol ogischen Raumen, (f;)io; el-
ne Familie von Abb. fi: X - X;. X trage die Initialtopologie bzgl. (f;)io;. G'sel
ein Filter auf X und x [0 X. Dann gilt:

Gl x & O10Jfi(G!) - fi(x).

4.16. Korollar: (Xj)ins sie eine Familie von nichtleeren topol ogischen Raumen.

|_| X, sal dastopologische Produkt und py: [T Xi — Y die kanonische Pro-

10

jektion und G!sai ein Filter auf I:l X, . x=(X)iny O I:l X, .
Danngilt: G!' » X < Oi OJpi(G!) - xi.

Andere Moglichkeit der Verallgemeinerung von Folgen

4.17. Definition: Eine gerichtete Mengeist ein Paar (D,<) bestehend aus einer Menge D
und einer Relation ,<* auf D mit folgenden Eigenschaften:
O Om,npdd (msn undn<p) =>m<p.
()OmOD m<m
(i) OmnODOpOD m<pundn<p
Beispide: (i) i.a ist, <" keine Ordnung (d.h. x <y undy < x =>x =y gilt nicht).
(i) X topologischer Raum, x [1 X, (V!(x), <) mit U, V OO V(x)
U<V <V OU ist eine gerichtete Menge.
4.18. Definition: (D,<) gerichtete Menge alID.
Ea={ XOD | a=x } heil3t das zu a gehdrige Endstiick.
Bemerkung: C={ E;|allD } ist Basis eines Filters.
4.19. Definition:
(i) X sei eine Menge. Ein Netz oder eine Moore-Smith-Folgein X ist eine
Abbildung x: I - X, i  X;, einer gerichteten Mengel in X.
(if) X topologischer Raum, (X;)im ein Netz in X, alJX.
(xioi konvergiert gegen a: = Der Filter auf X dessen Basis aus den
Bildern der Endstiicke von | besteht konvergiert gegen a.
Filter dessen Basis die Bilder der Endstiicke von | sind, ist
{ UDOX |esexigtiert einiol mit x;JU for alle il]l mitig<l } =G
(Stichwort: Koinzidenz des Folgenbegriffs aus dem Reellen)
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Aquivalenz von Netzen und Filtern:

(@) Zujedem Netz (X;)io gehort der Filter, dessen Basis die Bilder der End-
stticke sind.

(b) GeinFilter auf X.
I:'={ (FX) | FOG U xOF}
< auf | wird so definiert:

(Fx),Gydl, (FxX)<(Gy) < GOF.
(1,=) ist eine gerichtete Menge.
Die Moore-Smith-Folge ®@: | - X wird definiert: d((F,x))=x.
Diesem ® war nach (@) ein Filter zugeordnet, so dal3 ® gegen a konver-
giert genau dann, wenn dieser Filter gegen akonvergiert.
4.20. Satz: X sei ein topologischer Raum und x[X.

Ein Filter auf X konvergiert gegen x genau dann, wenn das zugehdrige Netz
gegen x konvergiert.

8 5 Trennungseigenschaften

5.1. Definition: X sei ein topologischer Raum.

X heil To-Raum : = von je zwei verschiedenen Punkten aus X besitzt
einer eine Umgebung, die den anderen nicht ent-
halt.

Ox,yOXx#y=>(UOV(x)yOU) oder
(U O V(y) x O U)

X heifd T;-Raum : = von je zwei verschiedenen Punkten aus X besitzt
jeder eine Umgebung, die den anderen nicht ent-
halt.

Ox,yOXx#y=>(UOV(X)yOdU)und
(U OV(y) x OU)

X heil T,-Raum : = jezwel verschiedene Punkte aus X besitzen dis-
junkte Umgebungen.

Ox,yOX x#£y ==0U OV(x) OV OV(y)
UnVv=0
X heild Ts-Raum : = jede abgeschlossene Tellmenge A von X und je-
des x[IX\A besitzen digunkte Umgebungen.
OAOXOxOXWA (A=A=>0VDOU
OUOVX)AOVundUnV=0)
X heifyt T;-Raum : = je zwei digunkte abgeschlossene Tellmengen von
X besitzen disjunkte Umgebungen.
OA,BOX(A=A,B=B,AnB=0
=0JU,VOU:AOU,BOVundUnV=0)
Bemerkung:(i) (T2) O (T1) O (To)
(i) Umkehrung [(To) O (Ty)] gilt nicht!
(iif) Umkehrung [(Ty) O (T,)] gilt nicht!
(iv) Tzimpliziert keine der Eigenschaften To, Ty, T>.
Bemerkung: X topologischer Raum.
Xist T;-Raum < furalexOX ist {x} abgeschlossen.
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Bezeichnung: T,-Réume heil3en auch Hausdorff-Raume.
5.2. Definition: X sei ein topologischer Raum.
(i) X heildreguléar = Xist T3-Raum und T3-Raum
(i) X heifd normal < X ist T;-Raum und T4-Raum
(iii) X heil3t vollstandig regulér : = X ist T3-Raum und zu jeder abge-
schlossenen Tellmenge A von X und
jedem x[OX\A existiert eine stetige
Funktion f: X - [0,1] mit f(A)C{0}
und f(x)=1.
Bemerkung: Eswird spéter gezeigt, dal3 aus ,,normal“ , vollstandig regular” folgt.
Aus vollstandig regul&r folgt regulér.
Damit hat man die Folge von Implikationen
norma [0 vollstandigreguldr OO regulér O hausdorffsch 0O T, O Ty
Beispiel: Metrische R&dume sind normal.
5.3. Satz: (X,d) sei ein metrischer Raum.
Dann gilt
() X ist hausdorffsch
(i) Zuje zwei disunkten abgeschlossenen Tellmengen A und B von X existiert ei-
ne stetige Funktion f: X - [0,1] mit f(A)0{0} und f(B){ 1}
Bemerkung: Daraus folgt, dal3 jeder metrische Raum normal ist.
5.4. Satz: Fur jeden topologischen Raum X sind folgende Eigenschaften aquivalent:
(1) X ist hausdorffsch
(i) OxyOX (xzy O OUOV(x) ydOuU )
(i) OxOX {x}= (U
ULV (x)
(iv) A={ (x,x) | xOX } O XxX ist abgeschlossen
(v) Jeder konvergente Filter auf X besitzt genau einen Limes.
5.5. Satz: (i) Das Bild eines Hausdorffraumes unter einer abgeschlossenen ist haus-
dorffsch.
(i) Jeder Unterraum eines Hausdorffraumes ist hausdorffsch.
(ii1) (X))iny sei eine Familie von nichtleeren topol ogischen Raumen,

EI x, das topol ogische Produkt.

EI X, ist hausdorffsch <> [0 ADJ X, ist hausdorffsch.

5.7. Satz: X sie ein topologischer Raum, R eine Aquivalenzrelation auf X. X/R sei der
Quotientenraum von X nach R und p: X - X/R die kanonische Projektion.
(i) Wenn X/R hausdorffsch ist, dannist R abgeschlossenin X x X.
(i) Wenn R abgeschlossenist in X x X und p offen, dann ist X/R abgeschl.

Regulare Raume

5.8. Satz: Fur jeden topologischen Raum X sind folgende Aussagen &guivalent:
(i) X ist T3 Raum
(YOxOXOUOV(X) OVOV(X) :VOV OU
(iii) Zu jeder abgeschlossenen Teilmengen A von X und jedem x [0 X\A
einV OV(X) mit VnU=0.
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5.9. Satz: (i) Jeder Unterraum eines (vollsténdig) reguldren Raumesist (vollsténdig) re
gulér.
(i) (Xi)iny Sie eine nichtleere Familie von nichtleeren topol ogischen Raumen

und X:= |_| X; , Sel das topologische Produkt. Dann gilt
10

X reguldr (vollst. regulér) < 0103 X; reguldr (vollstandig regul &r)
5.10. Satz: Es seien X ein topologischer Raum, R eine Aquivalenzrelation auf X und
p: X - X/R die kanonische Projektion auf den Quotientenraum X/R.
Wenn X regulér ist und p offen und abgeschlossen ist, dann ist X/R
hausdorffsch.
Bezeichnungen: Y topologischer Raum, 1:=[0,1]
= fY - 1| fstetigh, =1, (1),

Q" = rllf topol ogisches Produkt der (1) .-
fOl
Lemma: p: X - Y sai eine abgeschlossene Abbildung, SOY sei abgeschlossen und
VOX offen mit p(S)0V.
Dann existiert eine offene Teilmenge W von Y mit SOW und p™(W)OV.
Bemerkung: Ein zu 5.9. analoger Satz gilt nicht fr ,,normal”.
Beispiel: z.B. in Dugundji.
5.11. Satz: X sei ein vollstandig regul&rer topologischer Raum.
Dann existiert eine Einbettung p von X in 0%, d.h. p: X — Q* aufgefalt als
Abbildung von X auf p(X) ist ein Homdomorphismus.

86 Normale Raume:

(Zur Erinnerung: T4-Raum: digjunkte abgeschl ossene Mengen, lassen sich durch digunkte offene Umge-
bungen trennen.)

6.1. Satz: Fur alle topologischen Raume X sind folgende Aussagen aquivalent:
(i) Xist T4-Raum
(if) Fur ale abgeschlossenen Tellmengen A von X und jede offene Umgebung U
von A existiert eine offene Umgebung V von A mit V O U .
6.2. Satz (Lemma von Urysohn (,Paul (1898-1924)))
Fur jeden topologischen Raum X sind folgende Aussagen aquivalent
(i) Xist T4-Raum
(if) Zuje zwei digunkten abgeschlossenen Teilmengen A,B von X existiert
eine stetige Abbildung f: X - [0,1], so dal3 gilt:
OadA f(@ =0 0O OboB f(b) =1.

Bezeichnung: Ein solchesf heil3t Urysohn — Fkt.
6.3. Satz: (Tietzscher Fortsetzungssatz):

Fur jeden topologischen Raum X sind folgende Aussagen aquivalent:

(i) X ist T4 Raum

(i) Jede auf einer abgeschlossenen Teilmenge A von X definierte stetige Fkt.

f: A - R 1&3 sich fortsetzen zu einer stetigen Fkt. F: X - R, d.h. esex.
eine stetige Fkt.: F: X -~ R mit F|A =1f.

Beweis: Vorbemerkung: R ist homdomorph zu ]-1, 1].

6.4. Hilfssatz: f: A - [-1,1] sei eine stetige Abb.
Dann es. eine Folge g,: X — [-1,1] von stetigen Abbildungen (n=0, 1,..)
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mit folgenden Eigenschaften:

@ONnON,OxOX: -1+ %ngn(x)gl_%g

(b) OnONoOx OA:[f(X) —gn(X)| < %g
(©) ONnONp Ox OX: [gn+1(X) —gn(X)]| < %E%g

(d) Om, n,pO0Np(m,n=p=>0x 0X: |gn(X) —gn(X)| < %g

6.5. Hilfssatz: Jede stetige Fkt. f: A — [-1,1] |&3t sich in eine stetige Fkt. F: X — ]-1,1]
fortsetzen.

Lokalendliche Systeme und Zerlegung der Eins

6.6. Definition: X sei ein topologischer Raum.
Eine Familie V=(U;)iny von Teilmengen U; von X heifdt eine Uberde-
ckung von X genau dann, wenn | JU, =X .
iol
Eine Uberdeckung V=(U;)io; von X heif} offene Uberdeckung
r= Oidl U offen.
Eine Uberdeckung V=(U;)i, heifdt endlich (abzahlbar)
= | ist endlich (abzahlbar).
6.7. Definition: X topologischer Raum.
Eine Familie B=(A))io; von Tellmengen A; von X heif3t lokalendlich
= zujedem x[OX existiert ein UCIV(x), so dal3 Un Ai#L ist fur
hochstens endlich viele iCl.
B heil3t punktfremd < jedesx[IX liegt in hdchstens endlich vielen A;.
6.8. Satz: X sei ein normaler topol ogischer Raum und A eine abgeschlossene Teillmenge
von X. V=(U;)iy sei eine Familie von offenen Tellmengen von X mit
A O JU, undV sei punktfremd.
ial
Dann existiert eine Familie W=(V;)i; von offenen Teilmengen von X mit
A0V und Vv, OU; furalleid.
ial
6.9. Satz: X topologischer Raum, B=(A;)i eine lokalendliche Familie von Teilmengen
von X.
Dannist B =(A,),; lokalendlichund [ JA = JA .
il idl
6.10. Definition: X topologischer Raum, f: X — R stetig.
DieMenge { xO X | f(x) # 0} heil3 der Tréager von f.
Bezeichnung: Trf (supp(f))-
Bemerkung: (fi)io; Familie von stetigen Funktionen fi: X — R, so dal3 (Trf;)io lokal-
endlichist, dannist ; f.(X) eine stetige Funktion.

6.11. Definition: X topologischer Raum, V=(U;)io eine offene Uberdeckung von X.
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Eine Familie (fi)io; von stetigen Funktionen fi: X — R heift ein V un-
tergeordnete Zerlegung der Eins, wenn gilt:

() OO OxOX fi(x)=0

(i) Oi0l Trf;0U;

(iii) (Trfi)io ist lokaendlich

(iv) O xOX ; f.(x) =1.

6.12. Satz: Wenn X normal ist, dann existiert zu jeder lokal endlichen offenen Uberde-

ckung V=(U;)io eine V untergeordnete Zerlegung der Eins.

Definition: Eine n-dimensional e topol ogische Manigfaltigkeit ist ein topologischer
Raum X, der hausdorffsch ist, eine abzahlbare Basis der Topologie besitzt
und n-dimensional lokal euklidisch ist, d.h. jedes x(OX besitzt eine offene
Umgebung, die homdomorph ist zu einer offenen Teilmenge von R".

8 7 Kompakte Raume

7.1. Definition: X topol ogische Raume.
X heifdt quasikompakt :<> jede offene Uberdeckung von X enthélt eine
endliche Uberdeckung
(Zu jeder Familie (Uj)io von offenen Teilmengen von X mit
JU, = X existiert eine endliche Teilmengen J 0 I mit [ JU, =X)
ia it
X heif kompakt : <> X ist quasikompakt und hausdorffsch.
(Hier gehen die Definitionen auseinander !)

Eine Teilmenge A [0 X heif3t quasikompakt (kompakt) < der Unter-
raum A ist quasikomakt (kompakt)
7.2. Satz: Fur jeden topologischen Raum X sind folgende Aussagen aquivalent.
(i) X ist quasikompakt
(i1) Zu einer Familie (A;)in von abgeschlossenen Teilmengen von X mit

ﬂAi = U existiert eine endliche Teilmenge K U | mit ﬂAi =0
i iOK
(i11) Jeder Filter auf X besitzt einen Berthrungspunkt
(iv) Jeder Ultrafilter auf X konvergiert.
7.3. Satz: In einem quasikompakten Raum X besitzt jede einen Folge einen Haufungs-
punkt.
7.4. Satz: Jede abgeschlossene Teilmenge eines quasikompakten Raumes ist quasikom-
pakt.
7.5. Satz: X sal ein Hausdroff-Raum und A [0 X sel kompakte Tellmenge.
Dann existieren zu jedem x [0 X\A offene Umgebung U von X und V von A,
sodaBU n V =[1. Insbesondereist A abgeschlossen.
7.6. Satz: X ist kompakter topologischer Raum, A [0 X. A ist kompakt genau dann,
wenn A abgeschlossen ist.
7.7. Korollar: Jeder kompakte Raum ist regulér.
7.8. Satz: Jeder kompakte Raum ist normal.
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7.9. Satz: X sei ein topologischer Raum und T!sei eine Subbasis der Topologie von X.
Vorbemerkung: 1. [ JS# X
S5

2. Js=x
S5
Beispiel: a, b 0 R, a< b. Topologie auf [a,b] hat as Subbasis die Menge
T'={[ac[ [cU]a b[} O{]c b] [cU]a b}
Behauptung: [a, b] ist kompakt
7.10. Satz: X, Y topologische Raume. f: X — Y stetig. Wenn X quasikompakt ist, dann
ist f(X) quasikompakt.
7.11. Satz: Jede stetige reellwertige Funktion auf elnem quasikompakten Raum nimmt
Maximum und Minimum an.
7.12. Korollar: X sei quasikompakt, Y hausdorffsch, f: X — Y stetig.
Dannist f abgeschlossen.
Wenn f surjektiv ist, dannist f identifizierend.
Wenn f bijektiv ist, dannist f ein Homdomorphismus.
7.13. Satz ( von Tychonoff (*1906) )
(Xi)ioi Familie von nichtleeren topol ogischen Raumen, X = |_| X, sel dasto-
1l
pologische Produkt.
Xist quasikompakt = [Oilll X; quasikompakt
7.14. Satz (von Borel-Heine): ALR"
A kompakt < A ist beschrénkt und abgeschlossen
Bemerkung: Beachte: Die durch die euklidische Norm auf R" definierte Topologie ist
gleich der Produkttopologie auf R".
7.15. Definition: Eine topologische Gruppe ist ein topologischer Raum G, der gleichzei-
tig die Struktur einer Gruppe tragt, so dal3 gilt:
(i) DieVerknupfung GxG - G

(ab) — ab ist stetig.
(i1) Dielnversenbildungi: G - G
i(g)=g™ ist stetig.

Beispiel:
1. (R",+) ist eine topologische Gruppe.
2. (G,DIGruppe.
Wenn man G mit der diskreten Topologie versteht, dann sit G eine topologi-
sche Gruppe.
3. S'={ z0OC | |z}=1 } OC ist mit der Multipikation in C eine topol ogische Gruppe.
4.S*={ hOI ||h|=1} ist mit der Multipikation von Quaternionen eine topol ogji-
sche Gruppe.
5. GL(n,R), GL(n,C), O(n), U(n) sind topol ogische Gruppen mit der Matrixmul-
tiplikation.
Topologie: GL(n,R)OM(nxn,R)=R"™
Damit erhdlt man eine Topologie auf den oben genannten Gruppen.
O(n) und U(n) sind kompakte topol ogische Gruppen.
7.16. Satz: Es seien X ein topologischer Raum, G eine topol ogische Gruppe und
a: GxX - X ene stetige Gruppenaktion.
Wenn X und G kompakt sind, dann ist X/G ein Hausdorff-Raum.
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Beispiel: O(n+1)0JO(n)={ % 2% ATO(N) }

O(n) operiert auf O(n+1) von Rechts
O(n+1)x0O(n) - O(n+1)

(AB) —AB
O(n+1)/O(n) ist homdomorph zu S’
O(n+1)/O(n) ist quasikompakt.

Kompakte metrische Raume

7.17. Definition: (X,d) sei metrischer Raum, (Xn)non €ine Folgein X.

(i) (Xp) heildt Cauchy-Folge <= [&>0 Ong O m,n>ng d(Xm,Xn)<€

(i) (X,d) heifdt vollstandig = jede Cauchy-Folgein X ist konvergent.

7.18. Definition: (X,d) sei ein metrischer Raum.

(i) Furale AOX ist der Durchschnitt D(A) von A definiert als

D(A):=sup{ d(x.y) |x,yUA },
wenn dieses Supremum existiert.
Fals esnicht existiert, sei D(A)=0.

(i) X heif’t prakompakt : = Fir alle e>0 existiert eine endliche Uberde-
ckung von X mit Mengen von Durchmesser
<t.

7.19. Satz: Fir jeden metrischen Raum (X,d) sind folgende Aussagen &guivalent:

(i) Xist kompakt

(ii) Jede Folgein X besitzt einen Haufungspunk.

(i) X ist vollstandig und prakompakt.

7.20. Satz: (Lemmavon Lebesgue) (XD, d) sei ein kompakter metrischer Raum und
V = (Uy)in sei eine offene Uberdeckung von X. Dann ex. ein € > 0, so dai
zu jeder Teilmenge A O X mit D(A) <egeni 01 ex. mit A 0U;. Jedes € mit
dieser Eigenschaft heif3t Lebesguesche Zahl der Uberdeckung V.

7.21. Satz: (X, d), (Y, € seien metrische Uberdeckungen, f: X — Y stetige Abb.
Wenn X kompakt ist, dannist f gleichméaldig stetig, d.h.

(E>0®>00 x,ydX dx,y) <o=>¢gf(x), f(y)) <e.

Lokalkompakte Raume:

7.22 Definition: Ein topologischer Raum heif3t lokalkompakt genau dann, wenn X haus-

dorffschist und jedes x [J X eine kompakte Umgebung besitzt.

7.23 Satz: Fur jeden lokalkompakten Raum X gelten folgende Aussagen:

i) Jedes x [0 X besitzt eine Umgebungsbasis, die aus kompakten Umgebun-
gen von x besteht.
ii) X ist regulér.

7.24. Satz: X, 'Y seien topologische Raumef: X — Y sai eine identifizierende Abbil-
dung, d.h. Y besitzt die Identifizierungstopologie bzgl. f. Wenn A einlo-
kalkomp. Raum ist, dannist h:=f x Ida: X X A - Y X A identifizierend.

Beispiele

Anwendungen auf topologische Vektorrdume
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7.25. Definition: Ein topologischer Vektorraum ist ein R — Vektorraum V zusammen
mit einen Hausdorff — Topologie auf V, so dal3 die Abbildungen
VXV -V

(X)y) - x+y

RxV -V
(AX) - AX
stetig sind. R trégt die Standardtopologie (|.]).
Beispiele (1) R"
(2) Jeder normierte R — Vektorraum ist ein topol ogischer Vektorraum.
(V,|I-ID sei en normierter V ektorraum.
7.26 Satz (von Tychonoff): Jeder n—dim. (n O N) Untervektorraum V eines topologi-
schen Vektorraumes W ist topologisch isomorph zu R (d.h. esgibt einen
V ektorraumisomorphismus ¢: R" — V, der ein Homdomorphismus ist).
7.27 Satz: Jeder V ektorraum — Isomorphismus zwischen endlichdim. topol ogischer
Vektorréaumen ist ein Homdomorphismus.
7.28 Definition: Essei V ein R —Vektorraum, ||.|J1, |||l seien Normen auf V. ||.|l, und
|l heiRen &quivalent 1< esgibta, p>0,sodaBO0x O V:
5 o [l < [l < B 1]la.
7.29 Satz: Aquivalente Normen auf einem R Vektorraum definieren die gleiche Topo-
logie.
7.30 Satz: Auf jedem endlichdim. R — Vektorraum sind je zwei Normen &quivalent.
7.31 Satz: Jeder endlichdim. Untervektorraum V eines normierten R — Vektorraum
(W, |I.|I) ist abgeschlossen in W.
7.32 Satz: (von F. Riesz) Ein normierter R-Vektorraum (V,||.|) ist genau dann lokal
kompakt, wenn V endlichdim. ist.

Parakompakte Raume

7.33 Definition:
(1) B=(A))ioi, C= (Bk)kok seien Familien von Teilmengen einer Menge X. B!
heildt Verfeinerungvon C ;<> Oi 01 Ok OK A; O By.
(if) Ein Hausdorff — Raum heif3t parakompakt genau dann, wenn zu jeder of-
fenen Uberdeckung V!von X eine Uberdeckung W von X existiert, so dal3 vV
lokalendlich und Verfeinerung von W ist.

7.34 Satz: Jeder parakompakte Raum ist normal.

7.35 Satz: Wenn X ein parakompakter Raum ist, dann ist zu jeder offenen Uberdeckung
Vlvon x eine V untergeordnete Zerlegung der Eins.

7.36 Satz (von Stone):
Jeder metrische Raum ist parakompakt

7.37 Satz: Jeder lokalkompakte Raum mit eine abzahlbaren Basis der Topologieist pa-
rakompakt.

§ 8 Die Vervollstandigung von metrischen Raumen:

8.1 Definition: (X, d) sl ein metrischer Raum. Eine Vervollstandigung von (X, d) ist
ein vollsténdiger metrischer Raum (X*, d*), so dal3 X hom&omorph ist
zu einer dichten Tellmenge von X* unter einer Isometrie.
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(D.h. Esex. eine Abbildung h: X - X*, so dal3 h(X)=X* und d(x,y) =
d* (h(x),h(y)) fur alle x, y [0 X).
8.2 Satz: Sind (X*, d*) und (X”, d*) Vervollstandigungen des metrischen Raumes
(X, d), dann sind X* und X" zueinander homdomorph unter einer Isometrie.
8.3 Satz: Zu jedem metrischen Raum (X, d) existiert eine Vervollstandigung.

8 9 Der Satz von Stone — Weierstral?:

X sei eintoplogischer Raum, C(X) :={f: X - R |f stetig}

In C(X) wird +, * und Multiplikation mit reellen Zahlen definiert. Seien f, g O C(X),

aOR.

(f + 9)(x) =(x) + g(x)
(f*a) (x) = f(x) * 9(x)
(af) (x) = a f(x)

Das C(X) ist eine Algebra tber R.

X:=R.

Dievon {1, x} erzeugte R — Algebraist die Algebra der Polynomfunktionen auf R.

9.1 Definition: X sai kompakt. Auf C(X) wird eine Norm definiert durch
[IFll := sup{f(x) | x O X}.

Die zugehorige Metrik ist d(f, g) := sup{ [f(x) —g(¥)| | x O X}
Die zugehdrige Topologie auf C(X) heilét die Toplogie der gleichmal3i-
gen Konvergenz.

Bemerkungen: 1. Fir jedesf [J C(X) nimmt [f| auf X sein Max. an.

2. (C, |I]p 1st ein Banachraum (ein vollst. norm. Raum!)

3. A O C(X).
A ist dicht in C(X) bzgl. der Topologie der gim. Konvergenz
< Zuf 00 C(X) und jedem € > 0 ex. eine Folge (fr)non IN A, SO
dai’ (f,)non gleichmaliig gegen f konvergiert.

9.2. Hilfssatz: Es gibt eine Folge (pn)non: Von Polynomfunktionen auf R mit pn(0)=0 fir
alen 0N, die auf [0,1] gleichméaldig gegen die Funktiont - Jt
konvergiert.

9.3 Hilfssatz: Es sei a> 0. Es gibt eine Folge (gn)non Von Polynomfunktionen, die auf

[-a,a] gleichmaldig gegen |.|: [-aa - R, t - [tjund p,(0) =0 O n O No.

X kompakter Raum, C(X), D 0O C(X).

Spann(D) = der von D erzeugte Unterraum

= endl. Linearkomb. von Elementen aus D mit Koeff. in R.

A(D) bezeichnet die von D erzeugte Unteralgebra von C(X), dasist die kleinste Unter-

algebravon C(X), die D enthdlt. Die Elemente aus A(D) haben die Form:

Y a, ,X.xe a0R,x 0D, a.¢#0,s0ON.

S

0<v;<..<VgsS
9.4. Hilfssatz: X kompakter Raum, A sel abgeschlossene Unteralgebra von C(X),
f,gOA, [f|, min(f,g), max(f,g) Elemente von A.
9.5. Hilfssatz: X kompakter Raum. Wenn A eine Unteralgebra von C(X) ist, dann ist
A eine Unteralgebra von C(X).
9.6. Satz von Stone Welerstrald: X sei komp. Raum. D [0 C(X), und A(D) dievon D er-
zeugte Unteralgebra. Dann sind folgende A ussagen &quivalent:
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i) A(D) = C(X)
ii) D hat folgende Eigenschaften:
a OxOX OfOD fy(x)#0 und
b) Ox,y OX (x#y=>0f OD: f(x) #f(y)).
9.7 Korollar (Satz von Weierstrall):
Essaena b [0R, a<b. Jede stetige Funktion auf f: [a,b] — R und jedem
€ > 0 ex. eine Polynomfunktion p; : R - R, so dal}
f(x) —pe(X)| < € Ox O [ab].
Einschub: R — Algebra (A, +, *, )
+H*AXA - A (A, +,*) komm. Ring
0 RxA-SA (A, + DR —Vektorraum.
9.8. Korollar: A 0 R" sei kompakt und f: A - R stetig. Dann ex. zu jedem e >0 ein
pe O R[X1, ..., Xp], SO da3 fir allea= (&, .., &) O A gilt:
(@, -, an) —f(a, .., &) [ <&
9.9. Satz: X sei ein kompakter Raum, A eine C — Unteralgebra von C(X). Dann sind
folgende Aussagen aquivalent:
i) A=Co(X)
ii) A erflllt die Voraussetzungen (a), (b) aus dem Satz von Stone — Weier-
stra und firr allef O A ist f OA .

9.10. Satz: Die trigonometrische Polynome ) c,™ mit ¢, 0 C und ¢, # O fiir hachs-

ntN

tensendlich vielen [0 Z liegen dicht im Raum der stetigen 21t- Periodischen
Funktionen von R in C.

Warnung: 9.10 sagt, dajedesf 0 CZ*(R) durch trigonometrische Polynome gleichma-
[Big approximiert.

9.10 sagt nicht, dal3 die Fourier — Reithe von f, dal3 ist eine spezielle Folge von
trigonometrischen Polynomen, gleichméldig gegen f konvergiert.

8 10 Funktionenraume:

X, Y topologische Réume, Y* = {f: X - Y |f stetig}, {f: X — Y} = []Y, mitYx=Y.
xOX

W0 |;! Y, mit der Produkttopologie versehen ist.

10.1 Definition: X Y seien topologische Raume. C(X, Y) :={f: X - Y |f stetig}.
Fir jedesA O X und W O Y sai (A, W) :={f O C(X,Y) |f(A) O W}
1) Die Topologie der punktweisen Konvergenz, das ist die Teilraum-
toplogie von C(X,Y) in dem toplogischen Produkt:

[1Yx mitY«=Y furalexOX.
xOX

C(X,Y) zusammen mit dieser Topologie wird mit Cy(X, Y) bezeichnet.
i) Die Kompakt — offene Topologie: Dasist die Toplogie auf C(X,Y),
die als Subbasis die Mengen (A, U) mit A [0 X und A quasikompakt
und U Y und U offen hat.
C(X, Y) versehen mit dieser Kompakt — offenen Topologie wird mit
Ck(X, Y) bezeichnet.

Bemerkung: Die Topologie der punktweisen Konvergenz trégt den Namen zurecht!
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Beispiele:
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H

i)@(Ai,W)=@DJ|AiﬁW%

ii)@(A,vvi)=§A, Dwi%

iii)Q(Ai,wi)D@Aiﬁﬁﬁjlwi%

iv)(A,W) O (A, W)
10.2 Satz: X, Y topologische Raume
i) DieAbb.:j: Y - C(X,Y) mitj(y) =c, Oy Y ist eine Einbettung von
Y in C(X, Y) (d.h. j ist een Hom&omorphismus von Y auf das Bild unter
j-
i) YoOY.Dannist Cy(X,Y ) hombéomorph zu
So:={f O C«(X,Y) |f(X) O Yo} OCk(X,Y)
Bemerkung: Entsprechende Sétze gelten fur die Topologie der punktweisen Konver-
genz.
10.3 Satz: Esseien X, Y topologische R&ume. Die kompakt offene Topologie auf
C(X,Y) ist feiner alsdie Topologie der punktweisen Konvergenz.
10.4. Satz: X.'Y topologische Rdume
i) Ck(X, Y) hausdorffsch <> Y hausdorffsch
i) Cu(X,Y) regulér &Y regular
Bezeichnung: X, Y, Z topologische Raume.
T: Ck(X, Y) X Ck(Y, Z) — Ck(X, Z)
T(f.9) =g-f.
10.5. Satz: T stetig in jedem Argument, d.h.
i) Wenn f1 [0 C(X, Y), dann ist die Abbildung C(Y, Z) - Ck(X,2)
g - g-f; stetig
i) Wenn g; 0 Ci(Y, Z), dann ist die Abbildung Cy(X,Y) - Ck(X,2)
f - f-g; stetig.
10.6. Satz: X, Y, Z topologische Rédume. Wenn Y lokalkompakt ist, dann ist
T: Ck(X,Y) X Ck(Y,Z) — Ck(X,Z)
stetig.
Bezeichnung: Y, Z seien topologische Réaume. Die Abbildung
e YxC(Y,2) - Z
mit e(y, f) = f(y) heil3t Auswertungsabbildung (engl. evaluation map)
10.7. Satz: Y, Z topologische Raume
i) Fur alley OY ist die Abbildung ey: C(Y,Z) - Z
e(f) = f(y).
i) Wenn'Y lokalkompakt ist, dann ist
eYxC(Y,2) - Z
stetig.
Bezeichnung: X, Y, Z topologische Raume.
f: X XY - Zstetig.

f . X O C(Y,Z) wird definiert durch
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{09 () = f(x).

f(x):Y - Z stetig
10.8. Satz: X, Y, Z seien topol ogische Raume.

DWennf: X XY - Zdgetigist,dannist f: X - C(Y,Z) stetig.

i) Wenn f : X - Cy(Y,Z) stetigist und Y lokalkompakt ist, dann ist
f:XyY - Zsetig.
Bezeichnung: X sei quasikompakt, (Y, d) metrischer Raum in C(X,Y) wird eine Met-

rik d(f,g) := sup{d(f(x), g(x)) | x O X} fir alef, g0 (K, Y). C4(X,Y) be-

zeichnet C(X, Y) zusammen mit der von d definierten metrischen Topolo-
gie.
10.9. Satz: Wenn X quasikompakt ist und (Y, d) ein metrischer Raum ist, dann ist
Ca(X,Y) =C(X, Y).
Bezeichnung: X, Y topologische Raume, K [0 X, K quasikompakt.
P C(X,Y) - C(K,Y) pu(f) =K.
10.10. Definition: Die Initialtopologie auf C(X,Y) bzgl. der Familie
(PK)K quasikomp. Teilmengevon x NEIf3t Toplogie der kompakt gleichmafdigen Kon-
vergenz. C(X,Y) ausgestattet mit der Topologie der komp. gleichméaldigen
Konvergenz wird mit C (X,Y) bezeichnet.
10.11. Satz: X, Y seien topologische Raume. Dann ist Cy(X,Y) = C (X,Y).
Bemerkung: (Y, d) metr. Raum
0. Ck(K,Y)=CyK,Y)furadleK OX quasikompakt
1. (fi)io sel eineFolgein C (X, Y), die gegen f konvergiert, d.h. zu je-
der Umgebung U von f ex. einip, so da3 fur aleig <i gilt: f; O U.
=> fur alle quasikompakten Teilmengen K von X konvergiert (f;) auf
K gleichméldig gegen f.

Gleichgradige Stetigkeit und der Satz von Arzela — Ascoli:

Bezeichnung: X, Y topologische Raume, F(X, Y) ={f: X - Y} = |_| Yy -
XX

10.12. Definition: X topologischer Raum, (Y, d) metr. Raum, H 00 F(X,Y).
(i) x O X, Hheil%in X gleichgradig stetig
<> 0e>00Ux OV(X)OfOH f(Uy) OB(f(x), €).
(i1) H heil3t gleichgradig stetig : <> fur allex O X ist in x gleichgradig
stetig.
Bemerkung: Wenn H gleichgradig stetig ist, dannist H [ C(X, Y).
Beispide: 1. (X,d), (Y,e) metrische Raume:
k,a>0:H:={f: X - Y |Ox,yOX:ef(x), f(y) <kd(x, y)}
2.k,a bR, a<bundk>0.
H:= {f O C'([a b], R) | *(x)|< k O x O [a, b}
10.13. Satz: Es seien X ein topologischer Raum (Y, d) ein metrischer Raum. Wenn
H O C(X, Y) gleichgradig stetig ist, dann stimmen auf H die kompakt of -
fene Topologie und die Topologie der punktweisen Konvergenz Uberein.
10.14. Satz: X topologischer Raum, (Y, d) metrischer Raum, x 0 X und H O F(X, Y).
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Wenn H in x gleichgradig stetig ist, dann ist die abgeschlossene Hillle H
von H in der Topologie der punktweisen Konvergenz auf F(X, Y) eben-
falls gleichgradig steitg.
10.15. Korollar: X topologischer Raum, (Y, d) metrischer Raum, (fi: X - Y)ion Sei eine
gleichgradig stetige Folge von Abbildung. Wennf: X - Y eine Ab-
bildung ist, so dafi3 Iiimfi(x) =f(x), dannist f stetig.

10.16. Satz (von Arzela— Ascoli)
X sai ein lokalkompakter topologischer Raum, (Y, d) metrischer Raum,
H O C(X, Y). H relativ kompakt in Cy(X, Y) (abgeschlossene Hillleist
kompakt) genau dann, wenn H gleichgradig stetigist ein fur allex 00 X die
Teilmenge H(x) = {f(x) |f 0 H} von'Y relativ kompakt ist.
10.17. Korollar: X sei ein kompakter Raum, H eine Tellmenge von C(X). Dann gilt:
H ist relativ kompakt genau dann, wenn H gleichgradig stetig und
gleichmaliig beschrankt ist.
(H gleichmaliig beschrankt: < DA OR OfOHOx OX [f(X)| <A.

Formulierung in Funktionen Theorie (von Fischer Lieb)

Sei M O R", M kompakt, (f,)von €ine beschrankte und gleichgradige stetige Folge von
Funktionen auf M, dann existiert eine auf M gleichméfdig konvergente Teilfolge.

M kompakt, C(M), d.h. (fu)uon => (F,), -, kompakt in C(M). => esgibt in (f,)von €ine
konvergente Teilfolge in der Topologie der gim. Konvergenz.

10.18 Satz (von Peano): f: [0,1] x R - R stetig und beschrankt. Dann gibt es wenigs-
tenseiny O CY([0,1]) mit y*(t) = f(t, y(t)) fur dlet 0[0,1] und
Yo = Y(0). (Anfangswertproblem)

§ 11 Uberlagungsabbildungen:

11.1 Definition: Eine stetige Abbildung p: X — B zwischen topol ogischen Raumen X
und B heif}t eine Uberlagungsabbildung genau dann, wenn zu jedem x

O
0 B eine offene Umgebung U von x ex., so daR p* ﬁ) U, Hei ne nicht-
a

leere digunkte Vereinigung von offenen Teilmengen U; von X ist und
fur jedesi O | die Einschrénkung p|U;: U; — U ein Homdomorphismus
von U; auf U ist.

Bemerkungen: (i) pist surjektiv
(i) p ist eine offene Abbildung
(i) O x O B ist p™(x) diskret.

- 1. . [ros(2r)
Beispiele: 1. p: R - S"ist definiert durch p(x) = EBin(ZTlX)

ﬁD x OR. Diesist eine U-
berlagerungsabbildung.
2. Jeder Homoomorphismus ist eine Uberlagerungsabbildung
3. X topologischer Raum, D diskreter Raum
Jede Uberlagerungsabbildung sieht lokal so aus
4.p:S' - S, St={z0OC|Jz|= 1} mitp(z) = 2" ist eine Uberlagerungsabb.
5.p:C -~ C\ 0}, p(2) = € ist eine Uberlagerungsabb.
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6. p: C{0} -~ C\{0}, z — Z" Uberlagerungsabb.
7.0n:S" = RP" p(X1y ooy Xnw) = [X1y oor Xn+1]

11.2 Definiton: i) Esseienp: X - Bund q: Y — B Uberlagerungsabb. Ein Morphismus

von p nach qist eine stetige Abb. f: X - Y,sodal3qg-f =p.

ii) Die Uberlagerungsabb. p: X — B, q: Y — B heiRen dquivalent :<>es
gibt Morphismen f von p nach g und g von q nach p, so dal3 g-f = idx
und f-g = idy.

11.3. Satz: Wenn B lokal zusammenhéngender Raum ist und f ein Morphismus von der
Uberlagerung von p: X — B nach der Uberlagerungq: Y — B, dannist f ein
lokaler Homdomorphismus, d.h. zu jedem x [0 X ex. eine offene Umgebung
U von x, die homéomorph auf eine offene Teilmenge von Y abgebildet
werden.

11.4. Satz: Esseienp: X — B, g: Y — B Uberlagerungsabb. f ein Morphismus von p
nach g. B zusammenhangend und lokal zusammenhangend und Y ebenfalls
zusammenhangend, dannist f: X — Y eine Uberlagerungsabbildung.

11.5. Definition: Eine Uberlagerungsabb. E): X - B heift eine universdlle Uberlage-
rungsabbildung fir B = zu jeder Uberlagerungsabbildung p: X — B

existiert ein Morphismusf von pnach p.
11. 6 Definition: p: X — B sei eine Uberlagerungsabbildung
f:Y - B sel eine stetige Abbildung.
Eine Hochhebung von f ist eine stetige Abbildung g: Y — X, so dal3
p-g=f.

11.7. Satz: Esseien p: X — B Uberlagerungsabb. f: Y — B eine stetige Abbildung und
Yo Y. Weiter seieng, h: Y — X stetige Abb. mit g(yo) = h(yo) und
p-g = poh =f.

Wenn Y zusammenhangend ist, dannist g = h.

11.8. Satz: Esseien p: X — B eine Uberlagerungsabb. und c: [a, b] — B ein Wegin B.
dann ex. zu jedem Xo [0 X mit p(Xo) = ¢(0) genau ein Weg c': [0, 1] - X, so
dai3 ¢'(0) = xo und p-c' =c.

11.9. Definition: f, g: X — Y selen stetige Abbildung
i) Eine Homotopie von f nach gist eine stetige Abb. H: X X1 - Y, s0

dad fur allex O X gilt H(x, 0) = f(x) und H(x, 1) = g(x).
i) f heil% homotop zu g < esgibt eine Homotopie H vonf nach Y.

Bemerkung: i) Hi: X — Y sei def. durch H(x) = H(x, t)

(Hoiopo, ist eine Famile von stetigen Abb. Hi: X — Y mit Ho = f und
Hi=g.
ii) Homotopieist eine Aquivaenzrelation in C(X, Y).
Die Menge der Homotopieklassen von Abb. von X nach Y wird mit [X, Y]
bezeichnet.

Beispiel: [x, R?] besteht aus einem einzigen Element [0].

11.10 Satz: (Homotopiehochhebungssatz) p: X — B sie eine Uberlagerungsabb. f: Y —
X eine stetige Abbildung. H: Y x | - B ene stetige Abbildung mit
Hiy,0)=p-fly)y OyOY.

Dann ex. genau eine stetige Abb. H*: Y x| - X, sodal3H'(y, 0) = f(y)
OyOYundp-H =H.
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