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|. Komplexe Zahlen und Funktionen
1.1. Struktur der Komplexen Zahlen und ihre Darstellung

C: Menge der komplexen Zahlen.
Die komplexen Zahlen bilden einen (vollstandigen) Korper

Ordnung: POR
() fur jedesa 0 R gilt genau eine der drei Aussagen:
1l.allP,
2.a=0
3.—allP
(iaOP,bOP=>a+b0OP,abOP
Elemente von P heil3en positiv
=> R ist ein angeordneter Korper (C nicht)

1.2. Riemannsche Zahlenkugel, chordale Metrik

Idee: zur Menge C ein Punkt , o
2 Wege: - ein-Punkt-Kompaktifizierung
- stereographische Projektion

| Ein — Punkt — Kompaktifizierung von Alexandroff

X = lokalkompakter topologischer Raum
Y:= X [0 {0}

X topologischer Raum, @ X — Y bijektive Abb. (Y irgendeine Menge)
* heit offenin Y < ¢*(O) offenin X
* X metrischer Raum, auf Y wird Metrik induziert:
d(zz') :=p (¢'(2), ¢(2"))

Durch diese Anwendung auf
S x2+yll+ (- =Y (Radiusz)

Man ordnet jedem P auf der Sphare S% P # N den Bildpunkt z zu, den man als,, Auf-
punkt* der Geraden durch N und P in der x;1-y;-Ebene erhédlt. Dem Punkt N ordnet
man den idealen Punkt , 00 zu.

A
@ - C:=C0O{c}
Ox O
0

oo

(Rez, Im z, |zp). Damit ¢(0,0,1) =

Benutze fir ~ @(Xa, Y1, 1) =

| _
6:=¢" 6@ = 10
Die Metrik auf C:
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A N
Sel p dieeuklidische Metrik imR3und d: Cx C - R durchd(z, z') = p(¢(2),
¢(z')), wobei ¢ die Umkehrfunktion der stereographischen Projektionist. dist

eine Metrik und wird chordale Metrik genannt. d(z,z') < 2 (dasie nur auf der
Sphére |ebt)

N
Satz: C und £ sind homdomorph.

Folgerung: Cistein kompakter metrischer Raum.
Satz: Sel OJC. Dann:
Oist offen bzgl. C (euklidische Metrik) < O ist offen bzgl. C (chordale Me-
trik)

1.3. Zusammenhang

(X,d), (Y,p) metrische Rédume

Definition: Eine Menge AX heif3t zusammenhangend in X, wenn eskeinein X offe-
nen Mengen O,,0; gibt, fur die O1n A und O,n A nicht leer sind und die
O.nO,nA=, AID 000, erfullen.
A zusammenhéngend, AOBOA O B zusammenhéngend
e ]ab[ zusammenhangend in R
e ADX, A zusammenhangend und f: A - Y stetig [0 f(A) zusammenhan-

gend

Satz: Sel A\ eine beliebige Indexmenge, A, A[A seien zusammenhéngende Tellmen-
genvon X, wobel AxnAz0 fur A,ulA gilt.
Dannist auch A:=| J A, zusammenhéngend.

ADA

Definition: Sei ALX. Fir xOA sei L(x) die Vereinigung aler zusasmmenhangenden
Teilmengen von A, die x enthalten. Dann heif3t L(x) Zusammenhangskompo-
nente von A.

Folgerung: Esist L(x) zusammenhangend und es gilt A= U L (X), wobei entweder
xOA

L(X)=L(y) oder L(x)nL(y)=0 fur x,yOA gilt.
Definition: Sei a<b, AOX beliebiger metrischer Raum.

Sei p: [ab] - A eine stetige Funktion, dann heif3t p ein Weg in A. p(a) heilt

Anfangspunkt, p(b) heil3t Endpunkt des Weges.

[pl:=p([a,b]) heifdt der Tréger (die Spur) des Weges.
Ein Weg heil3t geschlossen, wenn p(a)=p(b) ist.
Bemerkung:
1. Der Trager eines Weges ist kompakt und zusammenhangend.
2. Sei AOX. Dann sei for x,yOA erklart

X~y < esgibt einen Weg p: [0,1] — A mit p(0)=x und p(1)=y.

»Xx undy sind durch einen Weg in A verbindbar.”
Satz: ,~" ist eine Aquivalenzrelation.

Die Aquivalenzklassen heiRen Wegkomponenten von A.

Gibt es nur eine Wegkomponente von A, so heildt A wegzusammenhangend.
Hinweis: Wege sind im allgemeinen nicht das, was sie anschaulich sind. (z.B. 2-dim

Flachen); esist nur die Stetigkeit verlangt.

A wegzusammenhadngend : < jezwei Punkte aus A lassen sichin A durch ei-

nen Weg verbinden.

Satz: Jede Wegkomponente ist wegzusammenhangend.
Ab jetzt: X=C versehen mit euklidischer Metrik
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X=C versehen mit chordaler Metrik

Satz: Sel A eine offene Teilmenge von X.

Dann sind die Wegkomponenten von A auch offen.

Satz: Sel A eine offene Teilmenge von X.

Esist A genau dann zusammenhéangend, wenn A wegzusammenhangend ist.

Folgerung 1: Ist A wegzusammenhéngend, so ist A zusammenhangend.

Folgerung 2: Sei A offen. Dann ist auch jede Zusammenhangskomponente von A of -
fen und die Zusammenhangskomponenten stimmen mit den Wegkomponenten
Uberein.

Definition: Sei ATC, p: [ab] - AeinWeginA.

Wenn es eine Zerlegung { a=to,ta,...,tn=b} des Grundintervalls[a,b] gibt, so dal3
p([ti-1,t]) fur i=1,...,n eine (achsenparallele) Streckein C ist, so heild p ein
(achsenparalleler) Polygonzug in A.

Hinweis: p: [ab] — XoUA ist zugelassen.

Satz: Sel ALIC, A offen. Dann gilt:

Esist A genau dann zusammenhangend, wenn je zwei beliebige Punkte aus A
durch einen (achsenparallelen) Polygonzug in A verbunden werden konnen.

Definition: Sei Gz, G C offen und zusammenhangend.
Dann heif% G ein Gebiet.

Satz: Sel Gz0. GOC.
Dannist G genau dann ein Gebiet, wenn G offen und zusammenhangend in C
ist (bzgl. euklidischer Metrik)

G O C, G ein Gebiet, dann heil3t G auch ein endliches Gebiet

Satz: Sei A O X, A offen. Dann sind die Komponenten von A Gebiete. A ist darstell-

bar als hdchstens abzadhlbare Vereinigung von disunkten Gebieten.

1.4. Holomorphe Funktionen

C versehen mit euklidischer Metrik
C versehen mit chordaler Metrik
Definition: all C heilt Grenzwert von f in zp, wenn zu jedem € > 0 ein d > 0 existiert,

sodal3furalez 0D \{zg} n Ks(z,) gilt: f(z2) U Ke(a).

(zo, aendlich, d.h. aus C, K;(z,) kann ersetzt werden durch Ks(zo) wer-

den.
Definition: Sel G [IC eine offene Menge. Dann heil f: G - C in zo komplex diffe-

f(z)-1(z
renzierbar, wenn esein ald K gibt mit Iim%
z- 7 - Z,

=a.aheld die

Ableitung von f im Punkte zo und man schreibt f* (zo) = a.
f heif3t holomorph in G, wenn f in jedem Punkt von G komplex differen-
Zierbar ist.
(es gilt wegen unterschiedlichen Herleitungen: holomorph = analytisch =
reguldr = reguldr analytisch)
Eigenschaften:
e st finzykomplex diffbar, dannist f in z, stetig
* (cf) (z0) = cf(20)
* (F+9) (20 =1(z0) + 9 (20)
Beispiele: Polynome, rationale Funktionen
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Satz: (Cauchy — Riemann DGL)
Sei G OC offen. Dannistf: G - Cf(z2) =u(x,y) +iv(Xyy) (z=x+iyOdG)in
Zo = Xp + 1Yo [ G genau dann komplex diffbar, wenn u und v in (Xo, Yo) reell dif-
ferenzierbar sind und fir die partiellen Ableitungen gilt:
Ux(Xo, Yo) = Vy(Xo, Yo) - Und Vx(Xo, Yo) = - Uy(Xo, Yo)-
Die partiellen DGL uy = vy und vy = - Uy heif3en Cauchy — Riemann — DGL.
Definition: Sei G eine offene Menge im R?
a) 9. G - R sal zweimal stetig partiell diffbar und es sei Ag = 0 (Ag = Oxx + Oyy),
dann heif3 g harmonisch in G.
b) Sei u harmonisch in G. Dann heif¥ v: G - R konjugiert harmonisch zu u,
falsf: G -~ C mitf=u+iv holomorph zu Gist.
Beispiele
| dentitatssatz fur Potenzreihen

Seien f(2) = Zanz“ ,0(2) =Y b,z" konvergentin{ |z|<r}. Sei (z) eine

n=

Folge mit O<|zy|<r Li mz=0 und f(z)=9g(zx) fur k=0,1,...
Dann gilt: a,=b, fir n=0,1,... und somit f(z)=g(z) fur |z|<r.

Beispiele fur Potenzreihen
e=exp(z)= Zﬁ holomorphin C.

n=l
|fj=e"
coSz = Z(—l)“%, snz=Y (-0)" & beide holomorphin C.
n= =
wobei: cosz=¢4¢" | sinz ="
sin.  ungerade Funktion

cos. gerade Funktion
cosw=0 < w=2+k[It , kOZ

snw=0 < w=km ,kOZ
tanz =52 holomorph in C{ Z+n|nCZ }

cosz

cot z =<2 holomorph in C\{ n(mt | nOZ }

snz

Entwicklung des L ogarithmus

Umkehrung von € auf:
Go={ zOC | -mdm(z)<m}
log(w)=log|wi+i[Arg(w) , -TISArg(w)<tt
nicht stetig

Gk:={ zOC | (2k-D)idm(z)<(2k+1)11}
(Idee der Riemann’ schen Flachen (analytische Manigfaltigkeit))
Bi:=exp(Gi))=C\Y{ 0}

¢ C - B= (B, ,BxBlétter

k=-00

p Jordankurve: Jordansche Kurvensatz

Satz: C\|p| zerfélt in genau zwel Gebiete, das Innengebiet und das AulRengebiet.
Bemerkung: f holomorph, f*(z)z0
o=f-p neuer Weg. g’ (t)=f*(p(t))p’ ()0
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Il. Eigenschaften holomorpher Funktionen
2.1. Winkeltreue

Definition: Sei p. [ab] - C ein Weg.

(1) p heil3t ein Jordanbogen, wenn p eine injektive Abbildung ist.

(i1) p heilét ein Jordankurve, wenn p geschlossen ist und p injektiv in [a,b[ ist.

(i) p hell3t glatter Weg, falls p stetig differenzierbar ist und p' ()20 fur tO[a,b] ist.
(in der Literatur nicht eindeutige Begriffswahl)
Bemerkung: Winkel zwischen den Wegen p; und p, im Schnittpunkt zo.

pO=Ip @I”  0st<0 v=ely
;" =Arg(f* (p(t;)) 1" (1)) Y =42 -y
Satz: Sel f im Gebiet GC holomorph, zo[0G und f*(z)#0.
Sei y der Winkel zwischen zwei glatten Kurven p; und p, mit Schnittpunkt zo.
Dann gilt fir den Winkel v zwischen den Bildkurven f-p; und f-pz in f(zo):
Y =y (mod 2m) (Winkeltreue).

2.2. Lineare Abbildungen
| ganze lineare Abbildungen

ganze lineare Abbildung: f(z) =az + b
Eigenschaften:
1) a=1 f(z)=z+b (Trandation)
2)b=0,a>0 z=r€?% f(z) =(ar) €® Stauchung/ Streckung
3)b=0,a=€%(a OR) f(z) =r®* Drehung um a
Hinwels: Man kann jede ganze lineare Abbildung als Komposition von Drehungen,
Steckungen oder Stauchungen und Translationen darstellen.
9(2) =€z
h(z) = la| z
r(z)=rz+b

0 r(h(g(2)) =1(2)

Il gebrochen lineare Abbildungen

az+b
S(z)—CZ+da,b,c,dDC
Eigenschaften:
bc-ad a
Dcz0 => = +—
)¢ ) c2z+dc c

Sei bc—ad # 0 (sonst S(z) = % konst. Abhbildung)

Wie bel ganzen linearen Abbildungen gilt, dal3 sich S darstellen 183t al's
Komposition von Abbildungen:

1
S=t.g-T , Wo T, t ganze lin. Abbildungen sind und g(z) = p

Hinweis: g heil}t auch Inversion (am Einheitskreis), dag: C — C bijektiv, stetig,
Winkeltreuin C\{0}. Esqilt mitD ={|z|<1},A={z0OC||z| > 1} O{ =}
g(D) = A.
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+
2) ¢ =0, dann S(z) = asz ganze lin. Abb.

Fall: ad—bc =0, d.h. ad =0, dann S konstant (entweder a= 0: b/d oder d=0: )
Fal:ad—bcz0 S::C - C

Man setzt s@%d@: 0, S e0) :%‘, dann S bijektiv

+
Definition: Abbildungen S der Form z—ﬂtj mit ad — bc # 0 heiRen Mobius — Trans-

formationen (oder nicht triviale gebrochene lineare Abbildungen)
Satz: Geraden oder Kreise gegen Uber in Geraden oder Kreise bei diesen Abbildun-
gen.
Satz: Die M6bius — Transformationen bilden bzgl. der Komposition eine Gruppe.

e . az+b
Satz: Die M6bius— Transformationen S(z) :=
cz+d
winkeltreuund S: C — C bijektive stetige Abbildung.
Satz: Esgibt genau eine Mdbius — Transformation, die drei verschiedene gegebene

Punkte aus C in drel verschiedene Punkte aus C abbildet.
Satz: Eine Mdbius — Transformation mit 3 Fixpunkten ist die Identit&t.
Beispiele: 1. Abbildungen vom Kreis auf den Kreis
2. Abbildungen vom Kreis auf die Gerade

N d
sindin C\ ﬁ_?@hol omorph und

2.3. Kurvenintegrale

Seiw: [a b] - C w(t) =u(t) +iv(t)
Seien u, v integrierbare Funktionen, dann sei
b

b b
_[ w(t)dt:= _[ u(t)dt +i _[ v(t)dt
Esgilt:
Linearitat

b

HDI: Ist F (t) = w(t) furt O [a b] dann J'W(t)dt =F(b) - Fa)

b

sJ'|W(t)|dt

Definition: Ein Wegy: [ab] — C heif}t stiickweise stetig differenzierbar, wenn es eine
Zerlegung { a=to,ty,...,tx=b } von [ab] gibt, so dal3y stetig differenzierbar ist in

b
Abschatzungsrege: a< b, dann L[w(t)dt

Sei f: |y - C stetig, dann sei
n—ltv+1

[, f@dz=[T{yO) () dt:= Z JTO)@a

Definition: Sei f: [a,B] — [ab] stetig monoton wachsend und in demselben Sinne
stiickweise stetig differenzierbar wie y in der vorigen Definition.
Sel ¢(a)=a, $(B)=h.
Dann heifld ¢ eine Parametertransformation.
Satz: Sel y. [ab] — C en stiickweise stetig differenzierbarer Weg und
¢: [a,B] - [ab] eine Parametertransformation.
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Dannist auch y*: [a,B] - C, y*(1):=y(d(1)) ein stlickweise stetig differenzier-
barer Weg und esist

f(2)dz=( f(2)dz
I J,

Aquivalenzrelation
y* ~y ,fdlsy*=y-¢ , p=Parametertransformation
C= y* |y* ~y}heldt Kurve

Definition: Lf(z) dz::ny(z) dz

Definition: Ist y: [ab] — C ein Weg, so setzt man
V- [ab] — C mit y.(t)=y(at+b-t)
Seienyi: [ab] —» C, vy [c,d] - C zwel Wege mit yi(b)=y2(c)
Dann setzt man

vily 2 [abtd-c] - C
mit
Oy, (1) ,ast<b
y, 0y,(t) =0 !
V,t-b+c),bst<b+d-c
Satz

() [ f(2dz=—[ f(2)dz

(i) Iylmyz f(2) dz:Iyl f(2) dz+Iy2 f(2) dz
vy - ist wohldefiniert als Kurve.
I f(z2dz=0
yOy_

Definition: Sei f: |y] - C stetig, dann sei erklart
Iy f(2)|dz] 1=Jb' f(y®)dy'(t) | dt
Satz:Sei f: |y - C st;tig, dann sei erklart
ny(z) dz‘s-[y|f(z)||dz|
Anwendung: |f(2)|<M fur zOy|
‘ [ dz‘ <M Idz|  I(y): Langevony (Bogenlange)

=(y)
Definition: Sei GLIC ein Gebiet, sei f: G — C eine Abbildung.
Gibt eseinein G holomorphe Funktion g mit
g@=f(z firzOG,
so heif3t g Stammfunktion von f.
Anmerkung: Mit Wegen sind ab jetzt immer stlickweise stetig differenzierbare Wege
gemeint.
Satz: Sel y: [a,B] - GenWaeg, sel gin G Stammfunktion desin G stetigen f.
Dann gilt:
f, 1@ dz=g(y(B)) - 9(y(a))

Bemerkung: Nur abhéngig von Anfangs- und Endpunkt, nicht vom Verlauf der Kur-
ve. Ist y geschlossener Weg, dann I f(z2)dz=0.
Y

Schreibweise: [ f(z) dz:= [ f(2) dz ,Y(O)=z+r@" | Ost<2m
y

|z=7y|=r
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positiv orientierter Kreis mit Radiusr.
Beispiele: y geschlossener Weg

a f(z2)= Zanzn , konvergent in |z|<r

Somit ny(z) dz =0 in G=K(0).

b) G=C\{ 0} » punktierte Ebene"
T[z”‘ dz=0 ,n=23,...
!

c) n=1: Id—; =0inG=C\R
Y
aber: % =2rmi
|z]=r

Anmerkung: Stammfunktionen unterscheiden sich nur durch Konstanten.

2.4. Der Cauchysche Integralsatz fur Sterngebiete
Methode von Goursat

Satz: (Cauchyscher Integralsatz fur Dreiecke)
Sei f holomorph im Gebiet G und sei A ein Weg, |A| sei ein Dreieck, dessen
abgeschlossenes Inneresin G liegt.
Dann ist

ny(z)dz:O.

Definition: Ein Gebiet heilét Sterngebiet (oder sternférmig) bzgl. ad C, wenn fir
z [0 G auch die Verbindungsstrecke [a,z] (I G ist.
Satz: Sei G ein Gebiet bzgl. a. Jede in G holomorphe Funktion hat dann eine Stamm-
funktion g in G und zwar gilt:

0(z2) = If (s)ds, wobei y, der von anach z geradlinig verlaufende Weg ist.

Yz
Cauchyscher Integralsatz fir Sterngebiete

Satz: Sei f holomoph im Sterngebiet G und sei y ein geschlossener Weg in G.
Dann ist If(z)dz =0.
Y

Cauchysche Integralformel

1. Version: Sei f holomorph im Gebiet G I C. Sei K, (z,) U G, dann gilt fir
z 0 K (20):

_ 1 1
f(z) = omi |SI f(s) EIS_—st,

=20

1
wo man —— als den Cauchy — Kern bezeichnet.
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Bemerkung: Die erste Version der Cauchyschen Integralformel besagt:
Kennt man Werte einer Funktion f auf dem Rand einer Kugel, soist f ein-
deutig bestimmt in den Werten der ganzen Kugel.

2.5. Taylorentwicklung

A Satz Uber Taylorreihe
Sel f holomorph im Gebiet GUC, sei K, (z,) UG.

Danniist
# (2= rian(z— z,)" fir zZOK(z0),
wobei
a, =3 [Eomdeist  (1=0,12..)

€ —2o|=r
B Bemerkung 1: Konvergenzradius der Reihe in (#) mindestensr.

C Bemerkung 2: f(x) =% :Z(—l)”x2n

1+x2

Konvergenzradius 1 (reell analytisch)
(Unterschied zu C: Taylorreihe konvergiert in jedem Punkt, aber Konvergenzradiusist 1)

f(x)=-—%, = S (-)"z*"  holomorphin C\{i,-i}

1+72

Anmerkung: Konvergenzradius auf C bezogen! (dartber auch im reellen erklart)
D Bemerkung: Sei O<psr, dann auch K ,(z,) 0G

00

Esqilt f(2) = ibn(z— z,)" = Zan(z— z,)" fur |z-zo|<r

-1 f(€)
b, =2 [y 96 , |zl<p
€-2z5=p
E Folgerung 1: Esist
= f(€ — fW(z) .
a, =5 (5_2(0))n+1 dé =—2 fir O<p<r
E-z=p

F Folgerung 2: Fir O<p<r sei N := rlrglgx| f (£)|, dann gilt:
lanl< pﬂ Cauchysche K oeffizientenabschétzung

G Folgerung 3: Ist f holomorph im Gebiet GOIC, so existiert f furr jedes nCN und
f™ ist wieder holomorph.

H ldentitatssatz fur holomor phe Funktionen
Sei f holomorph im Gebiet GLIC.
Es existiere eine Folge (zx) aus G mit Li M z=2, 200G, z £z fur KON, so dal3

f(z)=0 fur KON.
Dann gilt f(z)=0 fur ale zOG.
| Bemerkung 1: Sei f im Gebiet G holomorph, f#0.
Dann liegen die Nullstellen von f isoliert, d.h. sie haben im Gebiet G keinen
Haufungspunkt.
( f(z*)=0, dann gibt es p>0 mit f(2)20 in K,(z*)\{z*} )
JBemerkung 2: Sind f und g im Gebiet G holomorph, gilt
f(z)=9(z) KON
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fur eine Folge (z)JG mit Li M zx=20, Zk%Zo, KON und z0[]G, dann folgt

f(2=9(2) far dle zOG.
K Beispiel: f(2):=sini holomorphin C\{0}
z=% - 00G, f(z)=0fir kON Hier: Satz nicht anwendbar,

da z,(JG wichtig!
L Bemerkung 3: Nur eine Fortsetzung reell analytischer Funktionen als holomorphe
Funktionen méglich.

M Satz von Morera: Sei f in einem Gebiet G [ C stetig und sei J'f(z)dz= O fir je
Y

den geschlossenen Weg (stiickweise stetig) y, dann hat f in G eine
Stammfunktion und ist daher analytisch in G.

N Bemerkung: Die Aussage bleibt richtig, falls J'f(z)dz =0 for alle (achsenparallele)
Y

geschlossenen Polygonziige (Jordankurven).
O Definition: Einein C holomorphe Funktion heif3t ganze Funktion.
P Beispiele: €, cos z, sin z, Polynome
Q Satz von Lionville: Jede beschrankte, ganze Funktion ist konstant (auf C).
R Fundamentalsatz der Algebra: Jedes Polynom vom Grade n>1 hat mindestens ei-
ne Nullstellein C.
S Satz: Sel f analytisch im Gebiet G 00 C, Ox : f(x) £ 0. Sei z, 0 G, f(zo) = 0. Dann e-
xistiert genau ein k [ N mit der Eigenschaft
f(2) = (z—z0)* f(2), wobei fy analytischin G ist und fi(zo) # O ist.
Warnung: Diesgeht nur fur k OO N, nicht fir k 0 Q, wiez.B. %.....
T Anwendung: Jedes Polynom zerféllt 183t sich aufspaltenin

p(z) = CElj(z—zk) .

U Definition: Sel f analytisch in G und sei k [J N. Dann gilt:
() zo 0 G heifdt Nullstelle der Ordnung k von f <> fur z 0 G gilt:
f(2) = (z — zo)* fu(2), wobei f, analytisch in G ist und fi(zo= # O.
(i) Sel c 0 C, zp 0 G heifdt c — Stelle der Ordnung k <& zg ist Nullstelle der
Ordnung k von f —c.
Kurzer spricht man von einer k —fachen Nullstelle oder einer k —fa-
chen c— Stelle.
V Beispiele: 1. zo=0ist 2—fache 1 Stelle von cos.
2. Allec— Stellen von € sind einfach!
W Bemerkung: f(z) = z? hat keine Nullstelle der Ordnung Y%

2.6. Isolierte Singularitaten

A Definition: z heifdt isolierte Singularitdt von f, wenn eseinr > 0 gibt, so dal3 f in
K(zo) \ {zo} holomorph ist (d.h. mindestensin einer Kreisscheibe)

Klassifizierung

B 1. Fall: Sei f beschrankt in Kp(zo) \ {zo} flreinp, O<p<r.
C Beispiel: ﬂzzbeschranktin K2(0) \ {0}.
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D Definition: Sel z isolierte Singularitét von f — zp heil3t hebbare Singularitét von f,
wenneseinp > 0gibt, spdal3fin Ky(zo) \ { zo} beschrankt ist.

E Riemannscher Hebbarkeitssatz: z; ist hebbare Singularitét von f
& limf(z) (z—29) =0
& limf(z) existiert

<~ esgibtcJC, sodal3fin Ky(zg) analytischist, fallsf(zg) = ¢ gesetzt
wird.
F Beispiel
G Definition: Sei zp eineisolierte Singularitét von f. Dann heif z, Polstelle (auch au-
Rerwesentliche Singularitét) von f, wenn !ir?0 f(z) =o0 ist-im Sinne der

chordalen Metrik.
Ist zo weder Polstelle noch hebbare Singularitét, so heildt zo wesentliche Singu-
laritét.

H Definition: Sei kON.
Dieisolierte Singularitét zo heifdt Polstelle der Ordnungk von f < zpist heb-
bare Singularitét und k-fache Nullstelle von +.

| Satz: zo ist k-fache Polstellevon f <= f hat eindeutig bestimmte Darstellung
(@)= = hr t oyt + 5 +0() 20K 20

(-2)* (7)) (z-7)?
(& hinreichend klein)
wobei fx und ¢ holomorph in Ks(zp) sind und f(zo)=Akz0 ist.
JBeispiel
K Satz von Casor ati-Weier strafd
Sei f in K(zo)\{zo} holomorph und sai z eine wesentliche Singularitét von f.
Dann gilt

f(K,(z)—{z})=C U p: O<psr

(=C in chordaler Metrik)

wesentliche Singularitét [ jeder Punkt wird um zo angenommen

L Definition: Eine Funktion heif% meromorph im Gebiet G [J C, wenn sie dort bis auf
Pole holomorph ist.

M Bemer kung: Eine meromorphe Funktion kann in G hochstens abzéhlbar viele Pole
haben. Sieliegen isoliert.

N Beispiele:

a) e}_ ist in C meromorph, Pol 1. Ordnung.

1

b) r(2) =53 rationale Funktionen sind meromorphin C, (P, Q Polynome, Q # 0)

¢) cot?z==2 meromorphin C, zweifache Postellein z = krt

g meromorph in G, g#0, dann ist % meromorph in G.

O Bemerkung: Seien f,g analytisch im Gebiet GUC, g#0,
dann  ist meromorphin G.

f.g meromorph [0 f+g, fi@ meromorph
Die in G meromorphen Funktionen bilden einen Korper.
(Nullelement: O, Einselement: 1)
Kr={ zOC |zl >R} (R>0) [inchordaler Metrik: punktierte Umgebung des Nord
pols]
P Definition
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a) f: Kr O {0} — C heif3t holomorph in Kg [ { e}, wenn g mit
o(2) = f%@holomorph in KE(O) Ist.
b) Sei nun f holomoph in Kg. Dann heiBF; oo isolierte Singularitdt von f. Sei wieder
0(2) = f%@ zO Ki(O) \{ O} . Genauer heil3t jetzt co hebbare Singularitét,
R

bzw. Poststelle k — ter Ordnung, bzw. wesentl. Singularitét vonf < zo=0ist
hebbare Sing., bzw. Polstelle k — ter Ordnung, bw. westentl. Singularitét von g.

c) f hei}t meromorph im Gebiet G O €, wenn f dort bis auf Pole holomorph ist.
Q Beispiele
a) f(z) = e ist holom. in K O {0}, denn g(z) = f%§= €’ ist holomorphin

KE(O) . f ist damit auch holomorph in C\{O}.

R
22 +1 .
b) f(z) = : (3 - fache Polstellein z = 0)
R Satz: Ist f holomorph in Kg, dann gilt
a) fistin co holomorph fortsetzbar < f() := Izirgf(z) OcC.
< fistinKsbeschrankt (6 O R)

b) f hat in c einen Pol k —ter Ordnung < f(2) = Z* f(2)= A + ... + A1z + §(2),
wobei i und ¢ holomorph in Kg [0 { e}
sind und fy(e0) = A Z 0 ist.

c) f hat in co eine wesentliche Singularitét <> f(K,)=C 03> R.

SBeispiele
1) f(2) = €, f ganze Funktion, wesentliche Singularitét in oo.
mn B+ a2z " 0
=0
Ob,+..+b,z" O
m > n: Polstelle
n < m: hebbare Singularitét
Rationale Funktionen sind meromorph in €.
T Satz: Diein € meromorphen Funktionen sind genau die rationalen Funktionen.

2 r(z)=z

2.7. Windungszahl und Cauchy — Integralfromel

A Satz: Sel y ein geschlossener, stiickweise stetig diffbarer Weg. Sei z [}y|, dann ist

1 ds
—— [——eine ganze Zahl.
2T[IJV.S—Z ganz

B Definition: Sei y ein geschlossener Weg aus C, sei z [}y
Dann heil3t

n(y,z) == [ 2 Windungszahl vony bzgl. z.

27'Ily

C Bemerkung: Windungszahl gibt an, , wie oft sich y um z windet*
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D Definition: |y ist kompakt, also [y|[UK(0) fur ein r>0 (r hinreichend grof3)
Digjenige Komponente von C\ly, die C\K, (0) enthélt, heif3 unbeschrankte

Komponente von C\|y| oder AulBengebiet vony.
(analog: C\Jy| - die Komponente, die 0 enthélt)
(Begriff: Innengebiet macht keinen Sinn!)
E Satz: Esgilt
1) n(y.2)=-n(y,2)
2) n(y,2)=0, falls |y|JK(zo) und |z-zo|>r ist
3) n(y,z) ist konstant in jeder Komponente von C\|y|, insbesondere ist n(y,z)=0 im
Aul3engebiet von y.
F Bemerkung: n(y,[1):=0  (stetige Erganzung)
G Beigpid
H Cauchysche Integralsatz
Sei f holomorph im Sterngebiet GLIC und sei y ein geschlossener Wegin G.

Dann gilt fur zOG\y|

n(y,2) 0f (2) = & y% ds.
(Koinzidenz: friher Kreis, also n(y,z)=1)

2.8. Argumentprinzip und Maximumprinzip

A Satz: Sei f analytischin K(zo), f#const, seien z, (u=1,...) die verschiedenen Null-
stellen der Ordnung Kk, in Ki(zo).
Sei y ein geschlossener Weg in K(zo), z,Uly| und sei T=f-y.
Dann gilt

nT.0) =7/ o dz= Zlkun(y, z,)
u:

B Bemerkung: Die Summe enthalt nur endlich viele von 0 verschiedene Summanden.
»Argumentprinzip® Unexakt
L1 dz:Z—;Idargf(z) dz
Y ———

27 v f(2)

d
Lagt(2)

C Beispiel: f(2) = 22 [2 - E% " g@ K+(0)

vo(t) =26 (2-t+1), O<t<1
Z) = 0 : k]_ =2
7
Z> = Z . kz =1
3= —g: k3 =1
D Folgerung 1: (Vorrauss. s. 0.) Sei all C, seien s, die a— Stellen der Ordnung ky, in
K(20), su O |y}, so gilt entsprechend:
1 f'(2) >
nf-y,0) = — dz=") k,n(y,s,)
Zmlf(z)—a uzl " "

E Folgerung 2: Sel f analytisch im Gebiet G [0 C und sei K5(zp) 0 G. Seil N, die Ge-
samtzahl der a— Stellen in K(zo), wobei jede a— Stelle so oft gezahlt
wird, wieihre Ordnung angibt. Sei v: [0, 2] — C, y(t) = zo + p€" und
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sei allff -y, dann gilt
n(f-y, @ = Na.
F Folgerung 3: Alle Werte in derselben Zusammenhangskomponente werden gleich
oft angenommen.
G Satz Uber lokale Wertannahme: (f nicht konst.)
Sei f analytisch im Gebiet G [J C, z, [J G sei eine wp — Stelle der Ordnung
n. Danngibt eseinr >0 mit K,(z,) 0 G, sodal3f(z) # wo und f*(z) Z0in
K,(z,) \{zo} und zujedeme >0, € <r existiert ein > 0, so dal3 gilt:
Jeder Wert alJ K(wg) \ {wo} wirdin Keg(zo) \ {zo} an genau n verschiede-
nen Stellen angenommen.
H Definition: Sei G O C ein Gebiet, f hei}t in G schlicht, (oder konform), fallsin G
meromorph und injektiv ist.
| Folgerung 1: Ist f analytisch in G und f*(zo) # O flir zo [0 G, so gibt esein d > 0, so
dal3 f in Ks(zo) schlicht ist.
J Satz Uber Gebietstreue: Sei G [ C ein Gebiet, sei f nicht konstant, f analytisch in
G, dannist f(G) ein Gebiet, d.h. offene Abb.
K Satz: Ist f analytisch und schlicht im Gebiet G 0 C, so gilt f*(z) # 0 fur z 0 G. Die
Umkehrfunktion f* ist analytisch im Gebiet f(G) und es gilt

1
-1y« —

f ist also Homdomorphismus und f, f* sind konform.

Maximumsprinzip

L Satz: Sel f#congt, f analytisch im Gebiet GLIC, dann nimmt |f|in G kein Maximum
an.
oder: Nimmt |f|in G Maximum an, soist f eine konstante Abbildung.
M Bemerkung: f#const. |f| nimmt auch kein lokales Maximum an.
N Folgerung: Sei f analytisch im beschrénkten Gebiet G und sai f stetigin G .
Dann gilt fur alle zOG: | f(2) rdqaaéq f(s) |

Steht fur ein zo[1G ein Gleichheitszeichen, so ist f=const.
O Folgerung: Ist f#£const, dann gilt for alle zOG
| (2 kmax| f(9)]

P Schwar zsches L emma
Sel f analytisch in D=K(0), sei f(0)=0und sei |f(2)|1 fir ale zOD.
Dann gilt:
O If@E[ far zOD
(i) (01

Gilt dabei in (i) fur ein zo[D\{ 0} : |f(z0)|=[z| oder in (ii) |f*(0)[F1, so folgt
f(2=€“z (aOR) OzOD.
Q Folgerung: Sei f analytisch in Kr(zo), sai f(zo)=0 und sei |f(2)|cM fur dle
z[OKR(zp). Dann gilt fir zOKRg(zo):
(i) If(2l=% lz-zdl
(i) If*(zo)ls'%
Wobei wieder das Gleichheitszeichen nur eintreten kann, falls
f2)="(z-20)€" (a0R) fiir zOKg(zo) ist.
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lll. Allgemeiner Cauchyscher Integralsatz und Folgerungen

3.1. Der allgemeine Cauchysche Integralsatz

A Definition
a) GOC ein Gebiet.
Dann heif}t G einfach zusammenhéngend, wenn C\G zusammenhangend ist.
b) Sei GLIC ein Gebiet und sei y ein geschlossener Weg aus G.
Dann heifdt y nullhomolog bzgl. G, wenn n(y,z)=0 fur ale zOC\G.
B Beispiele
a) Ki(zo)
Sei y geschlossener Weg in K(zo), dann y nullhomolog bzgl. G=K(zo)
b) G=C\{ 0}
C\G={0}0{0} nicht einfach zusammenhangend
c) G={ zOC | § <|z|<2} nicht einfach zusammenhangend
y(H=e"' ,Ost<2m ,yausG
n(y,0)=1
C Satz: Sel G ein Gebiet aus C.
G ist genau dann einfach zusammenhangend, wenn jeder geschlossene Weg
aus G nullhomolog bzgl. G ist.
D Cauchy’sche I ntegralformel
Sei G Gebiet aus C, sal y bzgl. G nullhomologer Weg, sei f holomorphin G,
dann gilt far z O G\ly}:

1 _f(9)

, =—[——ds.
v ) = 55 [ 08
E Cauchy’scher Integralsatz

Mit denselben Voraussetzungen wiein D gilt

If(s)ds= 0

F Folgerung: Ist G einfach zusammenhangend, y ein geschl. Weg aus G, f analytisch
in G, dannist

J'f(s)ds: 0.

G Warnung: G = einfach zusammenhéangend notig !!!
H Folgerung 1: Esgiltzu F.

G einfach zusammenhéngend < J’y f (s) ds=0 fir alle geschlossenen Wegey

und allein G analytischen Funktionen f.

| Folgerung 2: Sei GLIC ein einfach zusammenhangendes Gebiet, dann hat jedein G
analytische Funktion in G eine Stammfunktion.

JFolgerung 3: Sal G ein einfachzusammenhangendes Gebiet aus C.
Sei u harmonisch in G, dann gibt eseinein G zu u konjugiert harmonische
Funktion.

Bemerkung: log|z| ist harmonisch in C\{ 0} =G.

K Satz: Sei GOC einfach zusammenhangend, sei f analytisch in G und f(z)#0 fir
z[G.
Dann exigtiert eine in G analytische Funktion g mit

=fz) ,9@=12 206
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Bemerkung
Schreibweise: log f:=g (Nicht als Komposition)
Nicht eindeutig bestimmt: Sei ggk=g+2mik (kJZ)
Eindeutigkeit durch Festlegung eines Funktionswertes.
g = g9 = §f (Zo)
L Folgerung: Sel G ein einfach zusammenhangendes Gebiet aus C\{ 0}, dann gibt es
einein G analytische Funktion log mit
€9 =z ,4logz=1 firdlezOG
M Bemerkung: Ist 100G, kann log(1)=0 setzen, damit log(z) eindeutig bestimmt
(Ebene jetzt anders geschlitzt - Uber eine Funktion)

N Bemerkung: z* := e*'*%?
3.2. Laurententwicklung

A Satz Gber Laurententwicklung
Sel f analytisch in G={ z[1C | I'1<|Z-Zo|<r2} (O=ri<rcl)
Dann gilt fur zOG

00 00

f(2) = nZ)an(z—zo)n + nzla_n(z—zo)‘n

mit
&, =5 (S_fzis))w ds (r1<p<r,) (n02)
Is=2|=p
andere Schreibweise
f(2) = a,(z-2)" Laurent-Reihe
Anmerkung
f,(2) = Z a (z-z,)" Konvergenzradius von f; ist mindestens r,

00

f,(2) = Za_n(z— z,)™" konvergent fur [z-zoj>r1
B Bemerkung: Ist f anaytischin Kr :={z 0 C | R <|z| < oo} dann gilt fiur z [ Kg:
f@= 5 az".

n=-c

Man wirde es auffassen, as ,, Laurent — Entwicklung um oo*.

C Definition: Unter dem Hauptteil einer Laurentreihe Z a (z-z,)",diefdr

n=-c

0 < |z—2zo| <r < o konvergiert, verstent man die Teilreihe

Sa-2" =Y a,z-2)"

00

Unter dem Haupteil einer Laurent-Reihe  a,2", diefr [z] > R konvergiert,

versteht man die Teilreihe > a,2" .
=1
(Statt [z| > R geht auch R<|z|<[}
D Satz: Sei zp [1 C eineisolierte Singularitét von f. Dann gibt eseinr > 0, so dal3
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f2)=> a,(z-2)" in{0<|z—2z| <1} gilt.
n=0

Dann ist
(i) zoist hebbare Singularitét <> der Hauptteil der Laurentreihe ver-
schwindet identisch.
(ii) zoist Polstelle < der Hauptteil enthalt nur endlich viele nicht iden-
tisch verschwindende Summanden.

(iii) zo ist wesentliche Singularitét < der Hauptteil enthalt unendlich vie-
le nicht identisch verschwindende
Summanden.

E Folgerung: Ist f analytischin {|z| > 0} (d.h. o ist isolierte Singularitdt) dann gilt fur
Zo = oo auch (i), (ii), (iii) aus D.

3.3. Residuensatz und Anwendungen

A Definition: Ist zg eine isolierte Singularidt von f (zo [0 C) und ist

f(2) = z a,(z—z,)" furzOKy(zo) \{zo}
dann heif3t

1
=a1=—— |f
Rz?sf a1= o Is—zJo.|=5(S)dS

o<r

das Residuum von f an der Stelle zg.

f habe in zg einen hochstens einfach Pol:
Resf = lim(z-z,)f(2)

B Residuensatz: Sei G [J C ein Gebiet und sei f analytisch in G bis auf wesentliche
Singularitdten oder Polstellen z3, z, .... (isol. Singularitéten uninteressant, denn
a = 0). Sa y eine nullhomologe Kurve bzgl. G, z }y|, k O N. Dann gilt

J'f(z)dz =2mi () n(y,z,) [Res f
Y n %

(nur endliche viele n(y, zp) # 0).
C Residuenberechnung fur Polstellen
Pol hochstens k-ter Ordnung
F(2):=(z-20)“(f(z)  analytischin K (zo)

= F') <t ((2-2) 0 (2)
Ay = ~way - I'm AT\ (k=) )

D Beispid
a) Seien p,q Polynome, q(x)#£0 fur xCOR und sei grad(q)-grad(p)=2

| = J'g(‘:)) dx ,F(2):=22 , sdienz,....z diePolstellen von Fin der oberen

—00

Halbebene H (endlich viele Polstellen, da grad<[J)

00

0 |—J'P‘X) dx = 27'anesF

a(x)
b) Seien p,q Polynome, q(x)¢0 fur xOR und sei grad(q)-grad(p)=1,
F(Z) — p(Z) IAZ

Q(Z)
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P(X) qiAz p(x) p(x)
O Iq(x) e dx = J'q(x) COSAX dx+|Iq( ySinAx dx = 2711I ZORZkesF
mz, >

3.4. Das Argumentprinzip fir meromorphe Funktionen

A Satz: Sel f meromorph im Gebiet GLIC.
Seien z die Nullstellen der Ordnung ny, & die Polstellen der Ordnung m; von f
in G. Wenn y ein bzgl. G nullhomologer Weg ist, auf dem weder Nullstellen
noch Pole von f liegen, so gilt

n(f oy,0) ZQ%J' ff((:)) dz= an DT‘(V,ZK)—ZM an(y,é,)

B Beispie

C Satz: Sel f meromorph und h holomorph im Gebiet GLIC.
Seien z die Nullstellen der Ordnung ny, ¢ die Polstellen der Ordnung m; von f
in G. Wenn y ein bzgl. G nullhomologer Weg ist, auf dem weder Nullstellen
noch Pole von f liegen, so gilt

7 (@) vy dz= 3 n (z) Iy, 2) = 5 m [h(&,) (h(y &)

Spezidfall: y: Jordankurve
D Folgerung: Sel f meromorph und h holomorph im Gebiet GLIC.
Sel y eine positiv orientierte Jordankurve mit Innengebiet Go, Gl |y|UG.
Seien z die Nullstellen der Ordnung ny, ¢ die Polstellen der Ordnung m; von f
in Go. Keine Nullstelle, kein Pol von f liegt auf |y).
Dann gilt:

ﬁmmmmzme@yme@)

E Spezialfall: n(f oy,O):ﬁI 3 dz=N-P (dh.:h=1)

wo bel N die Gesamtzahl der Nullstellen (mit Vielfachheit gezahlt) von f in
Go, P die Gesamtzahl der Polstellen (mit Vielfachheit gezahlt) von f in Go ist.

F Satz: Sei f analytisch und schlicht im Gebiet GLIC, sei y eine positiv orientierte Jor-
dankurve mit Innengebiet Gy, Goll|y|LJG. Dann gilt fur wifi (Go):

f(w, =% 2 a4z

f(z)-w

G Satz von Roché: Sei GOC ein Gebiet, y eine Jordankurve mit Innengebiet G,
GoUly|JG. Die Funktionen f,g seien beide analytisch in G und es gelte

B@)I<If@)]  far zOW
Dann haben f und f+g gleichviele Nullstellen in Gy (unter Berticksichtigung
der Vielfachheit).
H Fundamentalsatz der Algebra (Beweis Uber Roché)
p sei ein Polynom vom Grade n. Dann hat p n Nullstellen.
| Beispid

Harmonische Funktionen

J Satz: Sei u harmonisch in Kr(zo) und stetig auf K(z,).
Dann gilt fur alle wKRr(zo):
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2

R? |W—ZO| it
W) = 37 [t U2 * RE)
Funktion am Rande
it — 1 Rw-zf i _
K(Re",W,2,) = 57 . Poisson-Kern

t K = 1 W5 S0 fiir lw-zal<
mit K(S,W,Z)) = 551z >0 FUr W-2ol<ls]

K Anwendung

2

J’K(Reit W, Z,) dt =1 (mit u=1)

L Schwar zsche Formel: Ist f analytisch in Kr(0) und ist u = Ref stetigin K;(z,),

dann gibt eseine reelle KonstanteC so dal3 fur z [0 Kgr(0) gilt:
s+z
f‘Z*H G“U—*'C

M Folgerung: uin KR(ZO) stetig in Kr(0) harmonisch, dann

— 1 ” Rl}lt it
v(z) = o II R m(REda)dt

konjugiert harmonisch zu u.

Das Dirichlet Problem fir den Kreis

Dirichlet Problem: Sei G ein Gebiet, U: 0.G - R eine vorgegebene stetige Funkti-

on. Githt eseinein G harmonische, in G stetige Funktion u mit u(s) = U(s), fur
slo .G?
2n

N Satz: Ist U: 0Kr(0) — R stetig, dannist Py:= IK(R &', 2,0) [U(R [&")dt
0
Losung des Dirichlet — Problems fir den Krels.

Identitatssatz, Mittelwerteigenschaft und Maximumsprinzip

O Identitatssatz fur harmonische Funktionen: Ist u harmonisch im Gebiet G [ C,
ist H eine offene Teilmenge von G und u(z) = 0 fur allez 0 H, dann folgt
uiz)=0furdlezOG.
P Mittelwerteigenschaft (MWE)

u harmonischin G, K,(z,) O G, dann gibt es p > r und auch noch K(zo)[JG
u(z) =Ref(z),z0 Kp(zo)

f

[s=2o|
2n

1 | e
u(zo) = E[_([u(z0 +Re")dt MWE firR<r

it
=or If(z +re")dt

Q Satz: Sei GO C ein Gebietund u: G — R stetig. Zu jedem zp [ G existiere ein
R >0, soda3fir dler <R gilt:
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2n

1 .
u(zo) < E_[IU(ZO +Re")dt (Mittelwertungleichung MWU).
0

Wenn die Funktion in G ihr Maximum annimmit, so ist u eine konstante Funk-
tion.

R Folgerung: Sei u nicht konstant im Gebiet G [ C, u harmonisch in G, dann nimmt
un in G kein Maximum und kein Minimum an.

SSatz: Sel G [0 C ein Gebiet, u: G - R eine stetige Funktion. Zu jedem zo 0 G exis-
tiereein R >0, so dal3 furr jedesr < R gilt:

2n

_ 1 it
u(zo) = 2T[!u(zo + Re")dt.

Dannist u harmonischin G.

T Bemerkung: G beschranktes Gebiet. Sei u stetig in G harmonisch in G => u nimmt
Maximum und Minimum am Rande an.

U Satz: Sei G ein Gebiet, u harmonischin G, i > 0. Gilt dann fir jede gegen einen
Punkt aus 0. G konvergente Folge, (zn), z, U G

lim u(z,)<p

dann gilt u(z) < fir allez O G oder u(z) = p.
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