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8 7 Interpolation
7.1 Algebraische Interpolation:

Das | P-Problem:

Gegeben: Xy, ..., X, [ R paarweise verschieden
Yo, ---» Yn L1 R beliebig
Gesucht: p O Qy, d.h. Polynom vom Grad < n, mit
p(xi):yi, i=0,..n
X; heil3t Stutzstelle, IP-Punkt
yi heifdt Stitzwert, Datum

p heil3t das IP — Polynom (Satz 7.1.1) zu den Stitzstellen X, ..., X, und Daten yg ..., Yn.

Satz 7.1.1: (Existenz und Eindeutigkeitssatz)
Das IP- Problem hat genau eine Lésung
Definition (Haarscher Raum, Tschebyscheff Menge)
Sei U lin. Teilraum von C[a,b] mitdim U =n. Hat jedesu 0 U, u#0in[ab]
hochstens n — 1 verschiedene Nullstellen, dann heif3 U ein Haarscher Raum und
wenn B ={by, ..., b} eineBasisvon U ist, dann heil3t B eine Tschebyscheff
Menge.
Satz 7.1.2: Sei U linearer Tellraum von C[a,b], dim U = n. Dann sind quivalent
(i) U ist Haarscher Raum
(i) zu paarweise verschiedenen X, ..., X [ [@,b] und bel. y1, ..., yn O R ex. genau
enulU: ukX)=vVi, i=1,..,n
(iii) FUr je n paarweise verschiedene Xy, ..., X, (I [a,b] und jede Basis { by, .., b}
gilt: det(bi (xj))”_:l #0.
Beispiele (fur Tschebyscheff — Systeme)
{1 x, .., x"
(i) {1, &, €&, ..., "}
(i) {1, sin x, cos X, sin 2x, cos 2, ..., Sin nx, cos nx} auf jeden halboffenen Inter-
vall der Lange 21t
Definition (Lagrange — Grundprobleme)
n + 1 paarwei se verschiedene Punkte Xo, ..., Xn
Die Polynome

n —_

X=X,
I = L k=0,..,
k(X) !:(,! _— n
IEs
heil3en ,, die zu Xo, ..., X, gehtrenden Lagrange — Grundpolynom®.
Bemerkung: Ik O Qn, I, (X;) = 9,

Bemerkung: w(x) = (X — Xo)(X — X1) ... (X —X;) Knotenpolynom

W0 = (X X)o (X=X )(X X)X X,)

=> W' (Xi) = (Xi —Xo) ... (Xi =Xi) ... (Xi —Xp)
=10 = i (1X ;
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Satz 7.1.3.: (Lagrange |IP — Formel)
Die eindeutige L 6sung des | P-Problems 183t sich schreiben in der Form

pP= ) Vi
; k' k
Satz 7.14.: Zu fest gewéhltenxo, o Xn O [Sb], Xi # X; fUri #j sei 1; R™ .Qp,

(Yo, -y Yn) = Z Vil - Dannist I, ein beschrankter und linearer Operator mit

LI _
lnllo := SU
ll- == U0
= suplll, ()L < .

Iyl =1
Es gilt, wenn L, die sogenannte L ebesgue-Funktion ist, also

Ln(x) = ;)Ilk(x)l, llalle = Inlle-

Je grof3er die Lebesgue-Konstante
An = ILnll
desto schlechter die Stiitzstel lenwahl.

7.2 Die Newton — Darstellung

UO(X) =1
Ui(X) =X —Xo
Ua(X) = (X —Xo)(X —X1)

Un(X) = (X = Xo)(X = X1) v (X = Xen1)

1 0 0 O
1 ox-x D
. _ 1 0 .

Sei M = (U, (x)), o AN M = . o O

[l [l

[1 Xn_XO Un(xn)E|
Das |IP — Polynom hat damit die Darstellung

O
for Hed

=ZakUk mit MD D 0 0 (Lésung von oben her).

Definition (Dividierte Differenzen)
Ist P das IP-Polynom zu Xo, ..., X; und yq, ..., y;. Dann heif3t der Koeffizient der
hochsten Potenz x von P, eine dividierte Differenz j-ter Ordnung, kurz [yo, ..., ;].
Ist f eine Funktion mit f(x;) = y;, dann f[Xo, ..., Xj] = [f(X0), ..., T(X})].
Satz 7.2.1: Xo, ..., X; U R paarweise verschieden, yy, ..., y; O R. Dann gilt:
. Looh 1
[ e Yil =
) [Yor s ¥ Z)yk!'gl X,
i) [Yo, ..., ¥j] 1st invariant unter Permutationen von yy, ..., y; (und entspr. Perm.

vOon Xo, ..., X)
i) Esgilt rekursv (nachl)
[yl =y i=0,..]
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[yi+1 ----- yi+k] - [yi ----- yi+k—1]
X =X
[Yo, -, ¥j] = O fallsein Polynom p O Qj.; ex. mit p(x;) = Y;.
Satz 7.2.2: Das Interpolationspolynom p,, zu den Stiitzstellen Xo,...,Xn (paarwei se verschieden)
und Daten yy,...,yn hat die Darstellung

Pn(X)=[Yol +[Yo,Y1] (X-X0) +[Yo,Y1,Y2] (X-X0) (X-X1) ... +[Y0,---,Yn] (X-X0) L1. [(X-Xn.1)

[Vis ons Yiek] =

Xo|Yo=[Yo] [Yoyi] [Yo,y1Y2]
X1|yi=lyd  [ywnyd]
X2 | Y2=[Yy2] [Yoy--s¥r]
[Yn-2,Yn-1,Yn]
[Yn-1,Yn]
Xn | Yn=[Yn]

Auswertung der Newton-Form mit Horneréhnlichem Verfahren
Pa(X)=[Yo] +(X-Xo) ([Yo,y1] +(X-X1) ([Yo,Y1,Y2] +...+[Y0,---,Yn])--.))

Spezidfall: aguidistante Stitzstellen
Xk=Xot+kH , h>0 Schrittweite  , k=0,...,n
Vorwérts genommene Differenzen
A°yi:=y, , A=Ay -A Ty,
O iyl =mty Ay,
Formel von Gregory Newton

pn (X) = gAk yoaﬁ , t = X—hXO mlt @Ez t(t—l)(t—le:].mt—k+1)

7.3 Der Interpolations-Fehler

fOC[ab], f(x)=y; ,i=0,...,n aXp<...<Xp<b
pn sei das Interpolations-Polynom an f in Xo,...,Xn, Mit Yo,...,Yn.
Frage: Wie verhdlt sich ro(X)=f(x)-pn(X) auf [a,b]?

Satz 7.3.1: (Cauchy-Darstellung des Interpolations-Fehlers)
Seal | kleinstes Intervall, das x und Xo, ..., X, enthalt.
f sei n+1 mal stetig differenzierbar auf I.
Dann gilt:

00 =P () = gy F ™ (EIW,ua (%) mit einem 001

Bemerkung: fOC™H(1)  IF"Vllo=max " V(x)]
|0 =P () g I T2 I W 9] O xOI
Durch geeignete Stutzstellenwahl [wy.1(X)| klein
[Wnsallo minimal — fir 1=[-1,1]
wenn Wps1=2"" T
Satz 7.3.2: (Restglied nach Newton)
Esgilt

f(X)-Pa(X)=F[Xo,--Xn,X]Wn+1(X)
Korollar 7.3.3: fOC xoXn] Of [Xo,..Xn]=2 f™(€)  fiir éin E0[xoXn]
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Pn = nglk . Py = Z}yklk mit Y=y, e, ledse  k=0,...n
Fehler: n = Z}Eklk = Py~ Py

Bemerkung: |Lk(x)|2|Z)Ik(x)|:1

Satz 7.3.4: Gilt yi= Y, +&x lexlse , k=0,...,n, dann gilt
Inllo=max n(x)l<e

7.4 Rationale Interpolation

S(l!m):{ r= % | pDQh qDle q¢0}
Anzahl der Parameter: | + m+1

Problem: Finde zu Xo,...,xn[JR paarweise verschieden und yy,...,yn[IR ein rS(l,m) mit
n=l+m und r(xy)=Yyk , k=0,...,n.

Satz 7.4.1: Daslineare Problem hat immer eine Ldsung. Sind (ps, 1) und (p2, 02) LOsungen,
dann gilt p102 = p20;.

Beispid:

Satz 7.4.2.: Erfullt (p, g) O Q X Qm das lineare IP — Problem p(xx) — ykq(Xx) =0, k =0 und sind

p und qteilerfremd (also q(xx) #0!), dann [6st r = g 0 S(I,m) das
Originalproblem.
Definition (inverse Differenzenquotienten)
Xo, ..., Xn pa@rweise verschieden, zugehorigen Daten yy = f(xx), k=0, ...., n.
A°(x)f: =y i=0,..,n
Xi = Xy
DT (Xgyeeer Xpego X ) = AT (X gy, Xy )f

A(Xo, .. X, XD)f 1= j=k k+1, ., n

k=12, ..,n
Bemerkung: Der inverse Differenzenquotient héngt von der Reithenfolge der x; ab!

Satz 7.4.3.: Existieren die inversen Differenzenquotienten a = A(xo, ... x)f firk =0, ..., n,
dann stellt der Kettenbruch
X=Xl , X=X
|a |a,

r(x) = a + eine rationale Interpolierende mit r(xy) = yk
dar.

7.5. Trigonometrische IP:

Definition: (Trigonometrische Polynome)
cdC,v=0,..,nc#0

T,(t):=) c, exp(ivt) ,tOR
v=0

komplexes trigonometrisches Polynom vom Grad n.
a/l bV |:| R! (a'h bn) # (O’O)

Seite 6



NUMERIK 11

T,(t)= % + Z (aV cos(vt) +hb, sin(vt)) reelles trigonometrisches Polynom vom

v=l

Grad n.

Bemerkung: T, (t) = i i (e'Vt +e"“) i b, (e'Vt +e 'Vt)
: 2 4 2i

Satz 7.5.1: Dasreelle trigonometrische Polynom

T,(t)= % +3 (a, cos(vt) +b, sin(vt)) vom Grad n ist umkehrbar eindeutig

v=1
einem komplexen trigonometrischen Polynom T2, zugeordnet mit
2n

T,,t0)=Yc,.e"

8 = 2Co, & =Cy + Cy, by =i(c, —Cy)

T =€™t,() OtOR.
Lemma7.5.2: Sei N O N und wy = exp(%") :

N-1 j

1
Dannist — N) =9, furO<p,v<N-1.
ann i NJZO(Q)N)  firosp,v
. 2mu .
Satz 7.5.3: Se NN, xu:T,H:O,N:1.quC,u:0,...,N—l.Daszudlesen

Stitzstellen und Daten gehdrende komplexe trigonomische |P-Polynome 1.1 hat

N-1

die Gestalt TN_l(t):chexp(ivt) mitc, = — cho‘v’ v=0,.,N-1
v=0

Bemerkung:
{Ingo}
2m .
Satz 7.5.4. Gegeben: X, :—,u:O,Nzl.quC,u:O, ... N—=L FirN=2noder N =
2 2 N-1
2n+lsei a, _N, f ;cos(vx;), b,:= =N Zf sin(vx;)
Sel ferner

é‘i—o + i[aV cos(vt) + b, sin(vt)] N =2n +1
TaM=0"

E% + 5 [a, cos(vt) + b, sin(vt)] +—cos(nt) N =2n
Dann gilt _

TN-l(Xu) = fu, p.:O, 1, aeay N'l

7.6 Spline — Interpolation:

Algebraische Interpolation an Intervallréndern oft schlecht => Abhilfe mit Splines
Seite 7
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Definition(Spline)
Sel a=Xp<X;<..<Xp=bhZerlegung von [a,b]. Die Elemente von
Sn(Xo,-..Xn) :={s 0 C™[a] | Six, 1 L Qn}
heif3en Spline — Funktionen oder Splines vom Grad m (auf der Zerlegung
a=Xo<X1<...<Xp=Db).
Beispiel: linearer und kubischer Spline
Definition (truncated-Power-Function): allR, mCNg
Dann heif3t
Usm: R - R
mit
oV iy s
0= 0 s e
0 fir x<apg
truncated-Power-Funktion
Oft kurz (x-a)™ a's Ugm

Satz 7.6.1.: DurchM:={1t,...t", (t =x)T,...,(t = x,,) 7'} ist eine Basis von Sn(Xo,-..,Xn)

gegeben.
Es gilt insbesondere
dim Sy(Xo,...,Xn) = M+n
Definition (B-Splines)
FuridZ sei xi{OR miti<j) O x<x; , -U<...<X.1<Xo<X1<...<U
Dann heif die durch
Nim(t):={ Xi+m-Xi} Ugm-1[Xi,--- Xi+m]
definierte Funktion (normalisierter) B-Spline der Ordnung m zur Knotenfolge
{xi}iz.
Nach 7.2(i) gilt

Nin®) = 06 = %) [ 55 (% ~07

k#v

Nim ist a'so ein Spline!
Bemerkung

f[XI ""!Xi+m] = ﬁ (m];l)! J.R f (m (t) Nlm(t) dt
Integral ker n

aﬁ t |:]]Xi 'Xi+1]

sonst

Beispiel: m=1 Nij(t) =

Satz 7.6.2.: Firm= 2 gilt
t—x, Xy —t
Nim(t) = ————

T x Nimoy (t) + ﬁ N ma(t)
Satz 7.6.3.: Eigenschaften:

Furi OZ, mON gilt:

1) Nim(t) = O fr t O [Xi, Xj+m]

1) Nim(t) > O fur t O ]Xi, Xism|

iii) ; N, ()=1 OtOR

Lemma (Marsden — Identitét):
FuralemON, sOR gilt:
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(t—9™= Y Wn@N L) mit Win(9) = (i1 —9) ... (Xism1 —9).
Korollar: p0Qm1, SOR =>p= Z)\im(p)Nim mit

M) =3 (7 Oy
m(P 2 (m=D)!
Satz 7.6.4.: Dien + m B — Splines N.ym+1, Ntmme1, .., Nn.ym+2 Sind lokal lin. unabhéngig,
d.h. injedem Intervall ]c, d[ O [Xk, Xk+1], 0< k <nsind die B — Splines
{Nims1|-m<i<m-1, Niml]c,d[ # 0}
sind linear unabhangig.
Bemerkung: Auf [Xo, Xn] Sind nur N_y m-1, -, Np-2.m+2 Nicht Null.
Satz 7.6.5: Die n+m B — Splines N_ m+1, -.., Nn-1,m+1 bilden eine Basis von Sy(Xo, ..., Xn)-
P Problem in Sy(Xo, ..., Xn)
Gegeben: paarweise verschiedene Stitzstellen €4, ..., m+n und Daten
V1, ooy Yerm U R,
Gesucht: s Sy(Xo, .., Xnp) Mits(§) =y, i=1,..,n+m.

Ldsung mit B — Splines:
Erganze Xy, ..., Xn mit je m Knoten rechts und links
Xem < X1m < ... < X1 <Xo<..<Xp<Xp1<...<Xprm-
Dann mit Basis aus Satz 7.6.5. arbeiten!
Satz 7.6.6.: (Schonberg und Whitney)
Gegeben sai X.m < ... <Xg < ... < Xman
Zu &y <...<&msn (Undyj, ..., Ymen O R) existiert genau dann ein s [ Sy(Xo, .., Xn)
mits§) =y, i=1,..,n+m,
wenn Nopejm+1(§) 20 1<j<m+n.

{8 8 Approximation, Einschub Ingo}

{Ingo}

§ 8 Approximation
8.1. Das allgemeine Approximationsproblem

Anpassung ,, gleichmaldig* in einem Intervall.
Gute der Approximation an f durch pO0U: || f-p ||
Definition (beste Approximation, Proximum)
Sei U ein linearer Unterraum eines normierten VektorraumesV.
Ein Element ho[JU heif3t beste Approximation oder Proximum an f [V, wenn
I F-holl< 1l f-h I D'hOu
E.(f) :Lglj || f —h|| heif3 Minimalabweichung

Beispiel: Sei (V,[|.[)=(Cl[a,0].|Ilo)-
Dann spricht man von gleichmal3iger Approximation oder Tschebyscheff
Approximation. Haufig ist U=Q, (Polynomapproximation)
Satz 8.11.: Ist dimU<[J, dann gibt es zu jedem f [V eine beste Approximation hoJU.
Satz 8.1.2.: Die Menge der besten Approximation aus U an f[V ist konvex.
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8.2. Tschebyscheff-Approximation

Satz 8.2.1. (Kolmogoroff-Kriterium)
Sei U linearer Unterraum von C[a,b].
hoJU ist genau dann Proximum an f [IC[a,b], wenn jedes h[1U die Ungleichung

min {f(t) - h,(t)}h(t) <0

tOE(f —hy)
erfillt mit
E(f-ho) = { th[ab] || f(t)-ho(t) | = lIf-hollo }
Satz 8.2.2. (Eindeutigkeitssatz von Haar)
Sei U ein Haarscher Unterraum von C[a,b].
Dann ist die beste Approximation hy an f OC[a,b] eindeutig.
Lemma: Sei ULIC[a,b] Haarsch, dmU =n
Dann existiert zu a=x¢<...<xp=b eine Funktion h(JU, so daf3
h(x)=0 far X X1,...,Xn-1}
h(x)20 far xO[a,b]\{ X1,...,Xn-1}
(-1)’h(x)>0  fir xO]Xy-1,%v[
Korollar: Sei UOC[a,b] Haarsch, dimU =n.
Dann exigtiert fur jedes mCIN, m<n zu vorgegebenen a=Xo<...<Xm=b eine nicht-triviale
Funktion hCJU mit
(-1)’h(x)=0 fur alexO[ Xy-1,Xy]
Definition (Alternante)
Eine Menge von n+1 Punkten a<x:<...<Xn+1<b heif3t Alternante fur f C[ab] und hCJU
mit dimU=n, wenn fur die Fehlerfunktion r = f-h gilt
o(-1)"t(x,)>0 furv=1,...,n+1, o{-1,1} fest
Satz 8.2.3. (Alternantensatz von Tschebyscheff)
U Haarscher Unterraum von C[a,b], n=dimU.
hoJU ist genau dann beste Approximation an f [OC[a,b], wenn eine Alternante
aXx;<...<Xn+1<b existiert, so dal?
' |f (xv)-ho(xv)| = [If-holls ,v=1,..,n+1
gilt.
Beispiel: Auf C[-1,1] mit Haarschem Unterraum Qy, ist ho(X):=x™-2"T+1(X) beste
Approximation an x™™.
Konstruktion der Bestapproximation mit Algorithmus von Remez.
Satz 8.2.4 (delaVallée — Poussin)
Sei U ein Haarscher Unterraum von Cla,b] mitdimU =n. IssdmU =n. Istf O
Cl[a,b] und h 0 U und bilden X4, ..., Xn+1 €ine Alternante fir f —h. Dann gilt

n+l
min|f(x,) = h(x,)|< B, (F) <[If —hil.,
8.3 Approximation in unitaren Raumen:
K=R oderK =C

Definition: (unitarer Raum)
V ein Vektorraum tber K, Abb. <.,.>: V2 - K mit
1) <ou+ Bv,w>=a<u,w>+p<vw> 0Oa,BOK,uvOV
i) <u,v>=<v,u>
i) <v,v>>0 forv OV \{0}
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und heif3 Skalarprodukt (inneres Produkt) und (V, <.,.>) heil3t unitérer Raum. Fir
R =R heilé (V, <.,.>) euklidischer Raum.
Bemerkung: (w,au+ Bv) =a(w,u)+ B(w,v)  Sesquilinearform

Beispiele - K" mit <x, y>= ZXiy_i
1=1

1

-Qnmit <p, g> = Ip(x)q(x)dx
-1
b
- C[a,b] mit <f,g> := If(x)g(x)dx
-{z}ya{w,}7, Folgenmitz, w, 0Cund ) |z,P<e, H |w, <o
v=l v=1

<{zh {w}> = Yz, w,

Dieser Raum heif3t |.
Satz 8.3.1 (Cauchy — Schwar ze — Ungleichung)
Sei V unitédr. Dann gilt
[<x, y>] < <x, x> <y,y> Ox,yOVv
Gleichheit nur im Fall dim span{x, y} <1
Satz 8.3.2 Sei V unitédr. Dann ist durch x|l := /< X, X > eine Norm gegeben.
Bemerkung: Normierter Raum, wo Norm durch Skalarprodukt induziert ist, heil3t Prae-
Hilbertraum. Prae-Hilbertraum ist Hilbertraum, wenn er vollstandig in der Norm
ist.
- (K", |ll) vollst., weil endlichdim. )
- (C[ab], || |) nicht vollsténdig L3 a,b] ist Hilbertraum (Aquivalenzklassen)
Satz 8.2.3: Sel V unitér. Dann gilt fur allex, y OV
i) [+ yll; =lIXI[; HIvI; +2Re <x,y > (Saiz von Pythagoras)
i) [Ix + ylIE+HIx —yl; =2lIxI; «2Iyll;  (Perallelogrammgleichung)
Definition: (Orthonormal system, Orthogonal system)
X, ¥ heif3en orthogonal, wenn <x, y> = 0 ist.

Eine Familie {xi} 5 OV heift Orthogonalsystem (OS), wenn i#j => <x;,xj> = 0.
Orthogonalbasis (OB), wenn {xi} ., Basisvon'V und OS. ONS, ONB: wie OS

und OB nur normiert auf die Losung.
Satz 8.3.4: (Charakterisierung der besten Approximation)
Sei U Unterraum von V, dim U < e. hg [J U ist genau dann beste Approximation
vonfanV,wenn <f—hg, h>=0 OhQOU.
ho heil3t aus orthogonale Projektion von f auf U.
Korollar (lin. Projektionsoperator)
In unitdrem Raum V existiert bzgl. eines endlichdim. Unterraumes U zu jedem f [
V genau eine beste Approximation hy [ U. Die Abbildung P: V - U mit P(f)=hg
ist ein linearer Projektionsoperator und fur die Abweichung |if — P(f)|| gilt:
IIf =PI =lFIEIPL
Satz 8.3.5.: Sel {uy,...,un} Basisvon U.
Dann erhalt man die Koeffizienten des Proximums an IV,
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hO = Z avuv
v=l

als Losung der Normalgleichungen
a, <u,,u, >=<f,u, > pu=1,...,n

Die sogenannte Gram-Matrix

B<u1’u1> <u1’Un>H
o : 0
B<un’ul> <un’un >H

ist positiv definit.
Beispid: V=C[0,1], U=Qn1
wx)=x"* ,v=1,.n
Gram-Matrix ist hier die Hilbertmatrix

(ﬁ)}”}vl (sehr schlecht konditioniert)

Satz 8.3.6. (Orthonormalisierung von E. Schmidt)
by,...,br0V linear unabhangig, V unitar.
Dann bekommt man ein Orthonormal system mit
span{ ug,...,un} = spar{ ba,...,bn}
rekursiv mit

-y
Uy = o

v-1
h’_z <b, u,>u,
u — p=1

v -

= ,V=2,...,n
Satz 8.3.7.: Sel {uy,...,Un} eine Orthonormalbasisvon U,V.
Dann hat die Minimalabweichung von f bzgl. u, die Gestalt

I =holl=l £ =5 < fou, >
v=l

ho Proximum an f auf U,,.

Korollar (Besselsche Ungleichung)
{Uy,...,un} Orthonormalsystem, Basisvon U,[1V.
Dann gilt fur jedes f OV die Besselsche Ungleichung:

n
Sk fou, > <)
v=l

Definition (vollstandiges Orthonormal system)
Ein Orthonormalsystem{u, },-, heif% vollstandig, wenn es zu jedem fLIV, V
unitér,{u,},_, OV, eine Folge{ f,},_, IV gibt mit
() fnOspan{uy,...,u} ,nON
(i) lim|l f ~f,,=0
Satz 8.3.8.: Sei{u,},-, Orthonormalsystem in unit&rem Raum V.

Dann sind aquivalent
(i) {u,}, - istvollstandig

@) f= z< f,u, >u, [fO V (Fourier-Entwicklung)
v=l
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i) || f lI5= Z|< f,u, > [(f0 V (Parsevalsche Gleichung)
v=l
Beispidl: Co stetigen 2reperiodischen Funktionen

Beziglich < f,g >=%J’f(t)g(t) dt ist {uy,...,Uzn+1} Mit

Ww(xX)=+%

Uoy(X)=CoS(VX) , Up+1(X)=sin(vxX) ,v=1,...n
ein Orthonormal system.
Die beste Approximation hy an f OCxr aus Ugnsa=span{ uy,...,Uzn+1} €rgibt sich zu

hy(x) = %+ i{av cos() + b, Sin0)}

mit :%J'f(t)cos(vt) dt, b, :%If(t)sin(vt) dt Fourier-K oeffizienten

8 9 Graphik und CAD
9.1. Bernstein-Polynome

Definition: (Bernstein-Polynome)
Die Polynome
Bun(t) =§j§“(1-t)”‘v ,v=0,...n ,n0ONg

hei3en Bernstein-Polynome des Grades n bzgl. [0,1].
Formal: b,,=0 falls v<0 oder v>n
Satz 9.1.1.: Fur nON, Osv<n gilt
(i) by, hat v-fache Nullstellein O.
(i) byn hat (n-v)-fache Nullstellein 1.
(iii) byn(t)>0 far tLJ]0,1[ mit genau einem Maximum, und zwar bei t =%
(iv) bon, b1n, ..., ban bilden Basis von Q.
Satz 9.1.2.: Fur tOR gilt

() ib\m(t):l OnON
(i) i";bm(t):t OnON

(iii) %Qm(t):“Tﬂt2+% OnCN
Lemma9.1.3: E_s gilt
bn b, ,,(t) v=0
by, (t) = Cn[b, ;4 () —b, ., ()] Isvsn-1
51 |:bn—l,n—l(t) v=n

Definition: (monotoner linearer Operator)
Ein linearer Operator L: C(I) —» C(I) heifl3t monoton, wenn O f, g O C(I) gilt:
fx)<g(x) OxOl =>Lf(x)<Lgx) Ox0OI
Beispid: B,: C[0,1] - C[0,1]
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Bn(f)(X) = z f(¥) b, (x) Bernstein — Operator

Bemerkung: Fur den Bernsteinoperator gilt sogar
f monoton [0 B.f monoton (im selben Sinn, d.h.: str. m. st. [0 str. m. st.)
f konvex [0 Byf konvex
Satz 9.1.4.: (Korovkin)
Sei {L} ein Folge monotoner linearer Operatoren, die C[a,b] in sich abbilden. Sei
a0 Clab] mite(x) =x*, k=0,1,2, ... st dann
lim||lL, (e)—-¢ell, =0, fuirk=0,1,2
Dann gilt auch
lim[|lL,(f)-f]|, =0 OfOC[ab]
Korollar: Fur jedesf O C[0,1] gilt
lim||f =B, (f)|l, =0.
Satz 9.1.5: (Approximationssatz von Welerstral?)
Gegeben sai f 0 C[ab]. Zujedeme >0 gibteseinn N und ein p O Q, mit

IIf — pnll <&
Bemerkung: Sei f 0 C[0,1] ina [ [0,1] zweimal stetig diffbar. Dann gilt:

imn 18, (1)() - f(a)] = 2

f"(a) (Voronovskaa)

9.2. Bézier — Kurven:

Definition: (Bézier — Kurven und — Punkte)
Bo, ..., B O RY gegeben. Sei p: [0, 1] — R
definiert durch

n

PO = > B.by (1)

v=0
pist eine Kurveim R (eigentlich der Graph) in Bézier-Darstellung kurz Bézier-
Kurve. Bo, ..., Bn heilRen Bézier-Punkte oder Kontrollpunkte. Der Streckenzug
durch Bo, By, ..., Bn heildt Bézier-Polynom.

{ Christian}

Satz 9.2.1. bis Satz 9.2.4. (ohne!!!)
Beispid:
Satz 9.2.1: Furt 0 [0,1] liegt die Bézier — Kurvein der konvexen Hiille seiner Bézier-Punkte,

dh. p(t) O conv {Bo, ..., B} = Ez:omi . 20, in = 1@.

Satz 9.2.2: Gegeben By, ..., Brer O RY Ist p; Bézierkurve mit Kontrollpunkten o, ..., Bn und ps
Bézierkurve mit Kontrollpunkten (34, ..., Bn+1. Dann hat die Bézierkurve p mit
Kontrollpunkten 3o, ..., Bn+1 die Darstellung

p(t) = (1-)pa(t) + t p2(t).

Satz 9.2.3: Fir die Bézier-Darstellung eines Polynoms p 0 Qp, p= z B,b,, giltdie
v=0

vn

Differentiationsformel
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® 3 I n-k ‘
p (t) - (n _ k)' \; (A Bv) |:ﬂ)v,(n—k) (t) ’

wo A* vorwartsgenommene k-te Differenzen: A°B, = By

Ak+le = AP+ - Aka
Korollar: Fur die Randpunkte gilt insbesondere

n!
pM0) = ——A“B,

(n-K)!
(K) - n! K
p (1) (n—k)IA Bn—k
und p(0) = Bo P(1) = PBn
P (0) = n(B1 - Bo) P (1) =n(Bn - Br-1)

p*“(0) = n(n-1)(B - 21 + Bo) p*“(1) =n(n-1)(Bn2 - 2Bn1 + Br)

Bemerkung: p(t) = ZB () = Z%Ek B, &"

Lemma: Seien Bo, ..., Bn Bézier- Punkte Mit
‘év ;—L __§3 v=0(??7?), ..

n+1

n+l

gilt ZBV \n ZBV \ et

Algorithmusvon Casteljau:
siehe Skript

{Ingo}
Satz 9.2.4.: Eine zusammengesetzte Bézier-Kurve s mit

DZ B, ()  fir0ost<i
st)=0""
EVZBV‘”bm(t -1) ,firlst<?2
ist genau dannin Cr[0,2], wenn
NBO =nBY ,p=01,..r
Spezidl: sstetig = Bn«» =&
sOCH0,2] = B =Y =1(BY +BY)
11021 - $1C02] und 2B% - B2, = 2B - B’

9.3. B-Spline-Kurven

Definition: Gegeben seien nCIN und Knotenfolge { xi} oz
<X <X <X 1<Xo<...
Mit Nim seien die zugehdrigen B-Splines bezeichnet.
Dann heil3

s(t) = ; diN;, (1)

eine B-Spline-Kurve der Ordnung m (des Grades m-1)
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Die Koeffizienten diIR? heiRen Kontroll punkte oder de Boor-Punkte.

Satz 9.3.1.: Verandert man in einer B-Spline-Kurve den Kontrollpunkt dk, so &ndert sich die
Kurve nur im Bild von ] Xy, Xk+m| -

Bemerkung: Die Kurve sliegt in der konvexen Hulle ihrer Kontrollpunkte.

Algorithmus von de Boor-Cox

Gegeben: s = gdi N, » tO0X,X+al

Gesucht: s(t)
d®:=d  ,ig-m+l,..]
Fur k=1,..,m-1
di(k) = Vvi,m—k+1di(k_l) + (1_ Vvi,m—k+1)di(_kl_l) ' i=j-m+k+1,...,j

Ende: d(™™ = s(t)
Anmerkung: d® ist eine Konvexkombination
Lemma 9.3.2.: Fir die Ableitung von N, gilt
NG () = (M =D Ny s (O = 5250 N s O]
Satz9.33.:s=SdN, O s=F 2% N
é ;mm_l % - hm-l
Lemma 9.3.4.: Sel mON und { x}inz Knotenfolge.
Gegeben sal ein X D]Xj,Xj+1[.
Verfeinerte Knotenfolge
Ox firi<|
g =f%  firi=j+1
Hx., fori>j+1
Nim sei B-Spline zu {x;}, N. . sei B-Spline zu{X}.
Zu gegebener Folge { di}inz definiere{ c]i} durch
0 d fri<j-m+1

~ O ey % L .
d = Smm_f_yq d +mrd,  fir j-m+2<i<|
- d._, fori>j+1

{ Christian}
Satz 9.3.5. bis §10

{Ingo}

Allgemeiner mit dem ,, Oslo-Algorithmus*
von Cohen, Lyche und Riesenfeld
Satz 9.3.5: m O N, {x;}ioz Knotenfolge mit x; < Xj+; O 1 O Z. Njm, B-Spline.

{ki} ., &l Verfeinerung, d.h. Knotenfolge mit X <X, Ui 0Z und{xi}inz
Teilfolgevon {%} ., . N,,zugeh. B-Splines. Man setzt:
g' XI < )’Zj < Xi+1

sonst

@ .—
a =
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Kok =% T
j+k-1 i a(k—l) + Xik j+k-1 (k-1)

X1 X X ~ Xin

Dann gilt: Nim = ;aiﬁm) N,
J

Somit firs= % d;N,,, =>s= Z&»I\Al. mit d. :ZGigm)di

Spezialfall: x;=i,i0Z
siehe Skript
Lemma 9.3.6: Ny, sei der B-Spline der Ordnung m zu den Knoten 0,1,2,..,m. Dann gilt

mo 1 .
Nm(t) = ;01} "N, (2t =) mita!™ —W%ﬂ%] =0,1,..m.
Beispiel:

8 10 Numerische Integration

10.1 Einfuhrung:

b

Definition: Sei I: C[ab] - R, f - J'f(x)dx: [(f) ein Integral. Wir nennen Q: C[ab] - R

mit Q(f) = Z a, f(x,) eine Quadraturformel des (Exaktheits)gradesd fir I, wenn

[(f)=Q(f) Of OQq.
Genauer grad = maximaler Exaktheitsgrad — Xo, ..., Xn: Knoten (Stitzstellen), ay,
..., &, heillen Gewichte, R = | — Q heif3t Quadraturfehler.

Beispiele: Mittelpunktsregel: Qu(f) = (b—a) f(22) (Exaktheitsgrad 1)
Trapezregel: Qr(f) = (b—a) { 5 f(a) + 5f(b)} (Exaktheitsgrad 1)
Zerlegung: a=$<5<..<$,=h.

I(f) = [f(x)ax = z } f(x)dx :ilv(f)

vals
Qv sel Quadraturformel fur I, dann heildt Q(f) = z Q, (f)summierte
v=l

Quadraturformel.
Summierte Quadraturformel konvergieren im algemeinen bei Verfeinerung der
Zerlegung gegen den Integralwert.

Baispid:  QP(f) =52 fla+24* 52 summierte Mittel punktsregel
v=0

. U
QU(1) =7 (@) + 3 arv7) +31(0)7
v=l
Satz 10.1.1: (Peano — Fehlerdarstellung)

b
Sei Q Quadraturformel des Gradesd J'f(x)dx = Q(f) +R(f) mit
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n

Q(f) = Zoavf(xv)-

Dann hat der Fehler R fir 0 < m < d die Darstellung R(f) = J'f ™D ()G, (t)dt,

a

O O C™[ab], wobei G(t) := % R(u,,) OtO[ab]undum(x)= (x-t)".

b

Korollar 10.1.2; Ist f 0 C™7[a, b], dann gilt: R(f) < J'|Gm(t)|dt D"gaéﬁ(mﬂ)(xn. Wechselt Gy

nicht das VVorzeichen, auf [a, b], dann existiert ein s [a, b] mit

R(f) = £ (g) IR(x*1) .

(d+1)!

10.2 Interpolatorische Quadraturformel (QF)

Definition: Eine (n+1)-punktige Quadraturformel zu a<xo<xi<...<X,<b
b n
If(x) dx = Z)akf(xk)+ R(f)

heif¥t interpolatorisch, wenn R(p)=0 OpLQ,. (also: Exaktheitsgrad = n)
Satz 10.2.1.: Zu beliebig vorgegebenen Knoten a<xo<...<x,<b existiert genau eine
interpol atorische Quadraturformel

Qﬁ)=zfuwa)

Ihre Gewichte erh@lt man durch Integration der Lagrange-Grundpolynome

b n

a, = [1,(x) dx mit |k(x):|‘!%
a v=

k#v

Bemerkung: Ist p das Interpolationspolynom an f, dann gilt
b
Q(f) = [ p(x) dx

Jetzt spezielle Knotenwah:
X =at+kh , k=0,...,n , h=rt2
h

- interpolatorische Quadraturformel heil3 Newton-Cotes-Formel.

Die Gewichte sind hier:

n

a, =h& [ WSO Gt = B (@, (ay, ist unabhangig von der Intervallbreite h)

"kI(n—k)!
0

Beispid: n=1: Q(f)=4f(a)+4 f(b) Trapezregel
Fehlerdarstellung (z.B. mit Newton-Darstellung des Interpol ationsfehlers)

R(f) = I(f-p) (pinterpoliert f)
fOCYab] O R(f)=-24 f () (b-a)° fir ein E0[a,b] (Stiitzstellen: a,b ; n=1)

n=2: }f(x) dx = =2{ f (a) + 4 (22) + f (b)} + R(f)
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Simpson-Regel / Keplersche Faldregel
(Exaktheitsgrad = 3)

fOCYab] O R(f)=-& fA@E)h°  firein&0[ab] (h=t

Newton-Cotes-Formeln fir n>2 praktisch uninteressant!
(negative Gewichte 0 Konvergenz nicht mehr gesichert)
Besser: Summierte Newton-Cotes-Formeln

10.3. Gaul3-Quadraturformel

Hier Integral 1(f) :j'f(x)w(x) dx mit w(x)>0 fur x(]a,b[

Intervall darf auch unendliche Lange haben, es mul3 nur gelten:
O<I(p)<0  OpOQ
(f,9):=I(flg) Skalarprodukt
Satz 10.3.1.: Der Exaktheitsgrad einer Quadraturformel
Q(f)= zakf(xk)

betragt hdchstens 2n+1.
Satz 10.3.2.: Eineinterpolatorische Quadraturformel

Q(f) = gakf(xk)
hat genau dann den Exaktheitsgrad 2n+1, wenn gilt

I P(X)e, ., (X)w(x) dx=0  OpCQ,

also: (p,0n+1)=0 UpliQn
Definition: Ein Polynom plJQx+1\Qn heif3t Orthogonal polynom des Grades n+1 (zur
Gewichtsfunktion w und zum Intervall [a,b]), wenn gilt

(9.p)=0 Dgen
Existenz von Orthogonal polynomen:

0.B.d.A w(x) = x™* + Zakxk (@, q) =0 & 1(x™) + Zakl(x"”) =0,i=0,..,n
=0

=0

(analog bei [a,07[,...)

mit Gram-Matrix G = (1(x""))", . G positiv definit

Folge: Esgibt genau ein (bis auf konstante Vielfache eindeutiges) orthogonal es Polynom des
Grades n + 1 (zu Gewichtsfunktion w und Intervall [a, b]). Insbesondere sind die
Nullstellen ,,des* orthogonalen Polynoms eindeutig.

Satz 10.3.3: Ist w [0 Qn+1 €in orthogonales Polynom des Grades n + 1, dann sind seine

Nullstellen alle einfach und im Intervallinneren.
Satz 10.3.4: Esgibt eindeutig bestimmte Knoten Xo, ..., X, [0 ], b[, so dal3 die QF

If(x)w(x)dx = i a f(x,) +R(f)

den Exaktheitsgrad 2n + 1 hat.
Die Knoten Xy, ..., X, Sind Nullstellen des Orth.- Polynomsvom Grad n + 1 bzgl.
w und [a, b] und die Gewichte erfillen
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b
a = Ils(x)w(x)dx >0,v=0,.., N

Satz 10.3.5.: Der Peano — Kern Gy, einer n + 1 punktigen Gaul3 — Formel
1 [P o n O
Gn(® = — g(x = )T w(x) —VZOaV(XV -t)" -

wechselt fir 0<m<2n+ 1 auf [a, b] genau 2n+ 1 —m —mal sein Vorzeichen.
Insbesondere hat Gon+1 keine Vorzeichenwechsel .

im Beweis: 4 G.1(t)=-Gm(t) , m=0,...,2n

Korollar: Sei f O C*™[ab], dann gilt fir die n+1-punktige Gaulformel die
Fehlerdarstellung

1 b
_ (2n+2) 2
RO= Gy’ @ @weodk, &0 [abl.
Beispiele
Intervall Gewichtsfunktion orth. Polynomsystem
[-1]] 1 L egendre Polynome
[-1,1] 1 Tschebyscheff
h-x? Polynome 1. Art
[-1,1] M-y Tschebyscheff
X Polynome 2. Art
[-1,1] (1-x)*(1+x)?, a,p>1| Jacobi —Polynome
]-00,00[ ex Hermite — Polynome
[0,00] e Laguere - Polynome

Bemerkung: Oft f(a) oder f(b) bekannt (oder beide), dann Formel des Typs
() af(a) + Z a,f(x,) bzw. Exaktheitsgrad 2n (Lobatto — Formel)

v=l
n

> af(x,) +af(b)

v=1

oder des Typs
n-1

(i) ap f(a) + Z af(x,) +a,f(b) Exaktheitsgrad 2n+ 1 (Radau — Formel)
v=l

10.4. Das Romberg-Verfahren

Definition: Die Bernoulli-Polynome B, [1Q, , v=0,1,2,... sind definiert durch
(i) Bux)=1
(“) B\)‘=VB\)_1 V=1,2,...

(iii) }Bv (t) dt =0 v=1.2,...

Esgilt:By(x) = x-1
By(X) = x*-x +1
Ba(x) = x> 2 x*+1 x
Satz 10.4.1.: Esqilt
(i) By(0)=B,(2) firv=23,... (undv=0)
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(i) By(X) =(-1)"By(1-x) furv=0,1,2,...
(iii) Boy+1(0) = Boy+1(1)=0flr v=1,2,3,... (@ Bs)
(iv) Bav+1(5) =0 farv=0,1,2,... (@ B,)

Bemerkung: Die Zahlen B,=B,(0), v=0,1,2,... heil3en Bernoulli-Zahlen.
Sietreten z.B. auf in der Entwicklung

oo

Z —_ vV

e*-1 vl
V=

Satz 10.4.2.: Das Bernoulli-Polynom Byy+1 , v=1,2,... besitzt in [0,1] genau die einfachen
Nullstellen 0,1 ,1.

15 0
Satz 10.4.3.: Fur die geraden Bernoulli-Polynome By, , v=1,2,... gilt
B2y (X)#B2,(0)=B2,(1)#0 OxU]0,1]

Satz 10.4.4. (Euler-Maclarinsche Summenformel)
Fur fOC*™0,n] gilt

4

m

2 @)= [T dxe B4 5 Gl 10 = FOO) 4R,
V= 0 U=

Roy = G [ Bamea (%) 7 ()
0

Hierbei heif3t B, das periodisch fortgesetzte Bernoulli-Polynom B,
B, (¥) =B, (x-[X)

Bemerkung: R, = —(Z—}n)!IEm(x)f(zm) (X) dx
0

Satz 10.4.5.: Sei mONo, fOC*™[a,b] und
n-1
T(h) = hDg—fga> + Z f (a+vh) +%E , h="t=2 nON
O O

n
V=

die summierte Trapezregel.
Dannist

b m-1
If (X) dx = T(h) - Z By h2u[ f (2uD) (b) — f @D (a)] _% Bzmhsz (2m) (E)
a U=

(2u)!

mit einem ¢[J]a,b[
Korollar: Essei f0JC*™[a,b] periodisch mit Periode b-a, dann gilt

b n
[109 dx= hz f(a+vh) - &2 B, h?"f @ (£) , h=b=a

Mit Hilfe des Extrapolationsverfahrens ergibt sich das Romberg Verfahren:
Algorithmus (Romberg Verfahren)

Gegeben: f 0 C[a, b], mON

b

Gesucht: Naherungen T an J'f(x)dx, i=0,..,nundk=1,..,mhy:=b-a,

T8 =T(ho).
Fari=1,..,mh=%hy T® =T(h,) (Trapezsumme, Schrittweite h;)

I
T&D _ kD)

T =T+ e 150 m =k
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T =4 (Jf (a) + 2f(a+h,) +...+2f (b —h;) + ()]

=3T9 +h, S f(a+(2v -Dh)).
v=l

Satz 10.4.6.: (Bulirsch, Num. Mathematik, Bd. 6, 1964, 6 — 16)
Sei f 0 C*™?[ab] und T™ nach dem Romberg Verfahren. Dann gilt:

2n+3 (_1)k+1 sz+2
2(k+1)(k+2i) (2k+2)'

& O]a, b[, von f und i und k abhangig.
Korollar: Sei f und T wie oben. Dann gilt

[O9dx =T =(b~a) £2n2) gy it

b
i) f O Qoner => If(x)dx =T® Quadraturformel, - formel

O b O . .
i) limT® —J'f(x)del]I"‘ =0 geht stéarker als 4% gegen Null.
BN 4 O

11. Numerische LOosung von Anfangswertaufgaben:

11.1 Einfahrung:

Anfangswertaufgabe (AWA)
Gegeben: f: G - R stetig, GO R2 (u,v) O G
Gesucht: (Intervall [a,b] und) Funktion
y O C'[a,b] mit
) (X, y(x)) G Ox O[ab]
)y =v, ull[ab]
i) y* (x) = f(x, y(x))
Bemerkung: Ist f stetig, dann existiert wenigstens eine Losung y der AWA (Existenzsatz von
Peano)
Ist f lipschitz — stetig bzgl. y, d.h.
OL >0 ff(xy) —f(x, )<L ly=y |0 xy), (xy) OG-
Dann gilt: Existenz und Eindeutigkeit der Losung
Lemma 11.1.1.: f ist Lip.-stetig bzgl. y in jeder kompakten konvexen Teillmengen von G,
falls o in G ex. und stetig ist.
oy
Satz 11.1.2. (Existenz- und Eindeutigkeitssatz von Picard-Lindel 6f)
GUR? Gebiet, f auf G lipschitzstetig bzgl. y, (u,v)0G.
Dann exigtiert ein Is=[u-6,u+d], >0, so dal3 die AWA
y'=f(xy) , y(u)=v
genau eine Losung besitzt.
Sieliegtin C'[l4].
Sieist berechenbar mit der sog. Picard-Iteration
Yo(X) =V OxOls

Y, (X) :=V+J'f(t,yv_1(t)) dt OxOls ,v=1

Satz 11.1.3.: Jede Lésung y, diein einem Intervall 15=[u-,u+d] die AWA
Seite 22
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y=fxy) L yu)=v
|6st, 1803t sich fortsetzen zu einer (maximalen) Lésung z, diein |5 mit y Gbereinstimmt
und deren Graph fur wachsendes und fallendes x gegen den Rand von G strebt.

11.2. Das Eulersche Polygonzugverfahren

Xk = Xk-1+h
Vi = Yicrthf (X1, Y1) , k=1,...,n
Eulersches Polygonzugverfahren

Interpretation des Eulerschen Polygonzugverfahrens

Taylor: Annaherung Uber Taylorentwicklung von'y

» Rechteckregel“: Anndherung Uber das Integral Uber f

num. Differentiation: Anndherung tber die Ableitung vony

Anmerkung: Das Eulersche Polygonzugverfahren ist auch auf Systeme von DGLs

anwendbar. Die Durchfiihrung ist dann komponentenwei se.

Y® = YEDL (X, YY) mit YYOR™ MO N

11. 3 Einschrittverfahren:

Sttt yk = Y1 + hf(Xk, Y1)
jetzt vk = Yia + h@f,, Xk-1, Yk-1, h)  (Zuwachsfunktion)

Zur Vereinfachung
O(Xk-1, Yk-1, D)

Definition: yo := y(Xo),
Xk :=Xk-1 + h
Yk = Vk1 t h ([,(Xk_l, Yk-1 h) (k =1, .., n)
hei 3 allgemeines Einschrittverfahren.

Yie ™ Yiew _hyk—l = @(X,1» Yy, h) Néherung an einen Wert y* (§) = f(&,y(€)).

exakter relativer Zuwachs: (x,y) [0 G beliebig
zI16st AWA z' =f(t,z) und z(x) =Y.

(x+h) -y

*
A(x,y,h):=0O h h#0
H(x,y),h=0
Wegen Ihlrgz()(+—:)_y =f(x,y) =Z(x)ist Ain O stetig!
Beispid:
Definition: (x,y) O G beliebig, h Schrittweite.
Die Funktion

8(x.,y.h) := A(x,y.h) - @x,y.h)
heil3t lokaler Diskretisierungsfehler.
Definition: Ein durch eine (von f abhéangige) Zuwachsfunktion @, ¢ G x [0, hg] - R, hy>0
vorgegeben, gegebenes Einschrittverfahren heifldt konsistent in G, wenn fur alle
(x,y) 0 Gund allein G stetig partiell diffbaren Funktionen stets
Ihlrg B(x,y,h) =0 gilt.
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Beispid:
Definition: Ein Einschrittverfahren hat die Konsistenzordnung p, wenn fr ale (x,y) 0 G und
allein G p—mal stetig diffbaren f stets
B(x,y,h) =0O(h°) firh - 0
gilt.

11.4. Der Taylorabgleich:

Sei f gentigend oft diffbar.

Resultat: Wahlt man als Verfahrensfunktion das Taylorpolynom (p-1)-ten Grades der
exakten Zuwachsfunktion entwickelt nach Potenzen von h, dann erhélt man ein
Einschrittverfahren der Konsistenzordnung p.
p=1 qXx,yh)=f(xy) (Euler)
p=2: a(x\y,h) =f(x)y) + 2h {fx(x,y) + f{(x,y)fy(x,y)} (Verfahren 2. Ordnung)

Beispid:

11.5 Runge — Kutta — Verfahren der Ordnung 2

Idee: bessere Naherung durch Mittelung von Steigungswerten

Ansatz: @(x,y,h) = a f(x,y) + B f(x + yh, y + dh f(x,y))
daraus resultiert bel festem a, 3, y, o das Einschrittverfahren.
Yk = Y1 + D @ (Xicr, Yier, D) = Yiea + h[a f(x,y) + B f(x + yh, y + dh f(x,y))]
allgemeines (2-stufiges) Runge Kutta Verfahren.

Ziel: Findeq, (3, y, 6 so, dal3 das RKV die Konvergenzordnung 2 hat.

Nach Taylor ergibt sich a+3=1
Y2 =Py
Yo =3d
(B =0=>Ordnungist < 2; ist das Eulersche Polygonzugverfahren => Euler hat
Konsistenzordnung 1)
Satz 11.5.1: Fur 3 # O wird ein Runge-K utta-V erfahren zweiter Ordnung definiert durch die
Verfahrenfunktion

ey = (1B) () + B(x + b,y + oo hiey)
IB| sehr klein macht keinen Sinn, da dann f bei sehr grof3en Werten ausgewertet
wird.
IB| sehr grof3 macht auch keinen Sinn Auswertung etwa an f(x,y).
Beispidl: B =% :Verfahren von Heun (Verallgemeinerung der Trapezregel)
3 = 1: Habschrittverfahren

11.6. Allgemeine Runge-Kutta-Verfahren:

Definition: Mit
k= f(xy)
r-1
K, : f(x+arh,y+thrSkS) r=2,..,R
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wird durch
R

ﬂm%m=ZqK
ein R-stufiges Runge-K utta-Verfahren (RKV) definiert, falls
r-1
a=%b, r=2.,R

Runge-K utta-Schema

ag le sz bR,R—l

G C;, -+ Cra Cg
Lemma 11.6.2.
Wenn das RKV konsistent ist, dann gilt

R
Z c =1
r=
r-1

Lemma 11.6.2.: Die Bedingungen a, = ) b, ,r=2, ..., Rsind aguivalent zu

rs
S=

y (x+ha)-k; =P(h?) firh - 0
R
Folgerung: ¢(x,y,h) = Zcr y'(x+ha )+P(h?) (a=0)
r=1

(Zuwachsfunktion ist Mittelung der Ableitungen)

Beispiele
1-stufiges Verfahren
O —
-—1 Eulersches Polygonzug-V erfahren (Ordnung 1)
2-stufiges Verfahren
0
= | 35 320, algemeines RKV der Ordnung 2
1-8 B
Speziell
0
313 B=1, Habschrittverfahren oder modifiziertes Euler-Verfahren
Jo 1
1|1 B =%, Heun
11
2 2
3-stufige Verfahren
0
513
2l 2 Heun (3. Ordnung)
3_ 3
P03

Seite 25



NUMERIK 11

0
1|1
2 2
Kutta (3. Ordnun
1121 2 ( 0)
121
6 3 6
(die c's stellen die Gleichgewichtsverteilung der Simpson-Regel dar)
4-stufiges Verfahren
0
11
2 2
210 4 »Klassisches' RKV
110 0 1
1 1 1 1
6 3 3 6
(die c's stellen die Gleichgewichtsverteilung der néchsten Newton-Cotes-Regel dar)
Bemerkung: Durch
0
a2 a2
a; [a;,~b;, by
| Cl CZ C3
ist genau dann ein RKV der Ordnung 3 gegeben, wenn
CitCtcz=1
Co3p+Cads =3
Codp +Ca8s” =1
Cabaap = &

[0 Losungsschar hangt von 2 freien Parametern ab
zB. =y, &=

Durch
0
a2 b21
a3 b31 b32
a, b41 b42 b43
¢, C C ¢C,

ist genau dann ein RKV der Ordnung 4 gegeben, wenn ... (siehe Skript !!!)
GLEICHUNGEN im Skript SIND NICHT PRUFUNGSRELEVANT !!!
Bemerkung: Ist p(R) die maximale erreichbare Konsistenzordnung eines R-stufigen RKV,

dann gilt
P =1 p(6)=5
p(=2 p(7)=6
p(;A)=3 p(B =6 (weiteres siehe Butcher)
p4)=4 p(9)=7
pd)=5 pR)=<R-2 fur R=10

11.7. Konvergenz von Einschrittverfahren

Ziel: Zusammenhang von Konvergenz(ordnung) und Konsistenz(ordnung)

Definition: Gegeben sei AWA y'(x) = f(X,y) , Y(Xo) =n und xOls und ein
Einschrittverfahren.
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Fur jedes nCIN sei
h, =X

nx n

Dann st
e,(x) = y(x) - yg™
der globale Diskretisierungsfehler (Verfahrensfehler).
Definition: Ein Einschrittverfahren heildt konvergent in einem Rechteck R = [Xxo,b]%[c,d], falls
far dle AWA
Y (x) = f(x.y) , (o) =n
mit in R stetig differenzierbarem f und mit
y(x)O[c,d] OxO[Xo,b]
stets aus
limy™ =n

auch
limy ™ = y(x)
folgt fUr jedes x[([Xo,b].

Definition: Ein Einschrittverfahren hat die Konvergenzordnung p im Rechteck
R=[xo,b]x[c,d], wenn fur alle AWA y*(X) = f(X,y), Y(Xo) =n mit stetig p mal
differenzierbaren f und alle x[]xo,b[ stets aus

& =Nn- y(()hHX) = P(hn[;) ,h = 0
folgt
&,(x) = y(x) - yy™ =P(h}), hu -0

Konsistenz - lokaler Diskretisierungsfehler 6
Konvergenz - globaler Diskretisierungsfehler e,

Lemma 11.7.1: Gegeben &;. ..., {0 R, A=>0,B=0.
Es gelte: |Ev| = |Ev—l| +B.

(AAB A #1
Dannfolgt [E,|< AR+ 07
oVB,A =1

Lemma 11.7.2: Gegeben &;. ..., §n R, A>0,B=0.
Es gelte: |Ev| = |Ev—l| +B.
Essei A=1+9, 6>0.

e? -1

Dann gilt o] < €7 [Eo| + B.

Satz 11.7.3: Die Verfahrensfunktion @ mit
@ [Xo, b] X [c,d] X [0, hg] - R
sei fur alle stetig diffbaren Funktionen f auf [Xo, b] x [¢,d] x [0, ho] stetig diffbar.
Dann sind aquivalent:
(i) Das durch @ definierte Einschrittverfahren ist konsistent im Rechteck
R =[Xo, b] x [c,d].
(i1) Das durch @ definierte Einschrittverfahren ist konvergent im Rechteck
R = [Xo, b] x [c,d].
Satz 11.7.4: Sei die Verfahrensfunktion @ stetig auf S =[x, b] x [c,d] X [0, hg] und gentige
einer Lipschitzbedingung der Form
|([(X,y,h) - ([(X, y !h)l <L |y - yl O (X!y!h)! (X! y !h) 0s.
Dann gilt fir alle0 < h < hy:
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L(x=xy) _

X=X, 1
Iy(x) =yl < e V)Iy(Xv)-yvl+fle(xv-1,y(xv-l),h)l

Insbesondere hat das Verfahren die Konvergenzordnung r, wenn es die
Konsistenzordnung r besitzt.

11.8 Einschrittverfahren in der Praxis:

Bisher: konstante Schrittweite (gut fir Analyse)
Jetzt: variable Schrittweite (gut fir Praxis)

Problem: Finde fur ein & den Wert y(&), wo y gegeben ist durch AWA
y'=f(x)y), yu)=v. (&inder Nghevonu)

Xo=U Xpn=¢&, Xi :=Xji1+h, 1=1,..,n.
Ziel: Maglichst wenig Schritte aber genau genug.
Gesucht: hy, ..., hy: i+ .. +hy=&-u, |y(§) —yn<Ee.
Schwierigkeiten:
» Fehlerabschéatzungen fur Verfahrensfehler bei einem Schritt enthalten hdhere

Ableitungen (Unpraktisch — Heuristische)
» Fehlerabschatzungen (Verfahrensfehler und Rundungsfehler) ,, natiirliche Instabilit&t"

y of
hangt von oy ab.

(siehe weiter im Skript )

12. Lineare Mehrschrittverfahren:

12.1 Grundlagen

AWA y* =1(Xx.y), Y(Xo) = N,, X O [Xo, b]
y(x)=n+ j f(t, y(t))dt , X O [Xo, b]
Xo < X1 < ...0<xn:b

Xn+1

y(Xn+1) y(Xn) + If(t y(t))dt

Damit ergibt sich die Naherung Yne1 = Yn + Dy @Xn, Yo, ) (Einschrittverfahren)
Idee: Informationen aus vorausgegangenen Schritten nutzen:

yO)yl) ey yn+k—.l

Xn+k

Y(Xn+k) = Y(Xi) + J'f(t y(t))dt (Annaherung mit Linearkombination von f(x;, yi), ... .
Vereinfachung: konstante Schrittweite (fy :=f(xy, yv) geht nur linear ein in Rekursionsformel)

Definition: Gegeben ay, ...., Ok, Bo, -..-, Bk O R, 0k = 1, (0o, Bo) # (0,0).Die Rechenvorschrift
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k k
> 0V, =h ) Bf,. heilk (lineares) k — Schritt — Verfahren.
=0 =0

Bk = 0 => explizites Verfahren, Bk # 0 => implizites Verfahren.

n+j = f(xn+]!yn+j)

Beispid:
k=1 Y-V, =5f +53f., . Trapezregel”
Yn+1-Yn = hfn Euler (explizit)
Yne1-Yn = Nfne1 Euler (implizit)
K=2: Yo, — Y, =2{f,,+4f  + 1]} »Simpson® implizit
Yne2-Yn = 2hfri ,Mittelpunktsregel“ explizit
Probleme

(i) Startwerteys,...,yk-1 mit beliebigem Einschrittverfahren berechnen. (y, ist gegeben)
(i) Wie bekommt man yn.« bei impliziten Verfahren?
Antwort: Man berechnet zundchst y%, mit einem expliziten Verfahren
(Prédiktor-Verfahren)
Danach implizites Verfahren mit Iterationsansatz

k-1 k-1
M - (- -
yn+k - a'yn+' +h B fn+' +hﬁk fn+k |_1:213
; j i ]; i i
(oder mehr, wenn nétig)
mit
fn(lkl) = f (Xosir yr(1l+_kl))
Korrektorverfahren
Lemma: f erfillein 1, =[y%, -35,y9 +0] die Lipschitzbedingung
£ ()~ f (6 D ELIE-T] OLTO,
Gilt fir die erste Naherung y®, der Korrektor-Iteration
yr(11+)k - yr(1(J)r)k =eld mitfekl
und erflllt die Schrittweite h die Abschéatzung

1-le|
h<r

dann konvergiert die Korrektor-Iteration gegen Yn.k.
Esgilt

() e (AL [\, @ (0)
| Yok = Yook IS e | Yook = Yaek

12.2. Konsistenz von MSV

Einschrittverfahren
Q(X y) h) _A(X y' h) gO(X y' h)

lokaler exakter rel. Verfahrens—
Diskretisierungs— Zuwachs funktion
fehler

A an der Stelle (xy,yy,h) ausgewertet — z
Alternative: an der Stelle (xy,y(xv),h) auswerten und Fehler , y(x,) statt y,“ separat betrachten.

0(x,y,h) = +[y(x+h) = y(x)] —(x,y,h)  wegenz =y (so gesetzt)
Bel MSV lokaler Diskretisierungsfehler
Ln: [Xo,b-kh]xCYxo,b] = R
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k

(xy) = %Z)GMY(X+ ih)-Zﬁj f(x+ jh,y(x+ jh))

= %iajy(w ih)- zﬁjy‘(X+ in)

Definition: Ein durch aq,...,ak,Bo,...,Bk (0k=1, (00,B0)#(0.0)) gegebenes MSV heilt konsistent,
wenn fiir alle yOC[xo,b] und alle xO[xo,b[ gilt
Li[g L,(xy)=0
Es hat die Konsistenzordnung p, wenn furr alle yOCP[xo,b] und alle xO[xo,b[ gilt
Ln(x,y) = P(h) (h - 0)
Satz 12.2.1: Fir eink - Schritt - Verfahren

k k
> o Yoy =hDy B fo; s ac=1, (0 B # (0,0) sind squivalent:
1=0 1=0

. K koo g i“*t O
(co:=HYa. =0,c.= [a.EII——B O=0,u=1,..p
,Zo B jZODJ gt (u-Dg

(i) das Verfahren besitzt die Konsistenzordnung p
(i) Ln(x,0) =0, g Qp.
Beachte: hier heif3t konsistent <=> Konsistenzordnung 1
(Beim ESV hieli Konsistenz O (x,y,h) - 0 (h- 0), aber Konsistenzordnung 1
O(x,y,h) = O(h)h
Beispid:

12.3 Stabilitat und Konvergenz:

Beispid: 2 Schritt Verfahren:  yn.2 -4 Yne1 + 3y =-2h 1,
Verfahren ist konsistent bis zur Ordnung 1.
Anwenden auf Modellgleichungy’ =0, y(0) = 0.
Exakte Losungisty = 0.

Starte mit Fehler: yo =0, y(0) =& =>y,= £(3"-1)
sehr schlecht, da nur kleine Fehler grof3e Abweichungen von der tatséchlichen
Ldsungen bewirken!

Dazu:
Satz 12.3.1: Die homogene lineare Dzgl. k-ter Ordnung

(*) &Ykt ...t @y +tayn=0 mitaa#0
hat bei fest vorgegebenen Anfangsbedingungen

Yo, -y Yk1 ac
genau eine Losung {y,} . Siel&Rt sich schreiben in der Form
Yn= zpi(n)m?’

1=0

Nullstellen), k = z m und p; ein beliebiges Polynom vom Grad < m; ist.
1=1
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Folgerung: DieLosung {y,} ~_ von (*) bleibt bei beliebigen {yo, ..., Yic1} beschrénkt
<=> |)\|| <1 und |)\|| =1=>m=1.
inhomogene Dzgl. algemeine Lésung: finde eine Losung der inhomogenen Dzgl und
addiere allgemeine Lésung der homogenen Dzgl dazu.

»Einschubsvorlesung” von Ralf Tenberg

Definition: Die (X,y)-Ebene heil3t dann die Phasenebene des Systems 1. Ordnung und die
Kurve{ (x(t),y(t)) | t strebt von 0 bis 1 } heil3t die Phasenkurve.

Regulare Vorlesung bei Prof. Méller

k-Schritt-Verfahren
k k
a'yn+' :h B'f(xn+"yn+')
J; J J J; J J J

ist inhomogene Dzgl. k-ter Ordnung, wenn f von y unabhangig.
Definition: Ein k-Schritt-Verfahren heif3t asymptotisch stabil, wenn die
Fundamentall 6sungen beschrankt bleiben.
Satz 12.3.2. (Wurzelkriterium von Dahlquist)
Ein k-Schritt-Verfahren ist genau dann asymptotisch stabil, wenn das charakteristische
Polynom

k

PO =y ax

der Dzgl. die folgende Wurzelbedingung erfillt

- Alle Nullstellen von p liegen im abgeschlossenen Einheitskreis
{ zOC | |z1}

- Alle Nullstellen von p mit |z|=1 sind einfach

k .
p(x) = Z)a ;X! erstes charakteristisches Polynom des k-Schritt-Verfahrens
f=

k .
o(x) = Z} B;x'  zweites charakteristisches Polynom
=

Konsistenzbedingung (12.2.1.)
p(1) =0
p'()=0(1) %0
1: Hauptwurzel (des 1. charakteristischen Polynoms)
Definition: Ein k-Schritt-Verfahren heil3t konvergent (in einem Rechteck R=[xo,b]x[c,d]),
wenn fur alle AWA
y =f(xy) , y(o)=n
f stetig partiell differenzierbar in R, y(x)O[c,d] fur alle x[[Xo,b] stets fir ale x[Xe,b]
gilt:
Aus limy™ =p i=0,..k-1folgt limy™ = y(x).
Ein k-Schritt-Verfahren hat die Konsistenzordnung p, pCIN, wenn fur alle AWA mit
yOC”[xo,b] aus
y™ —n=P(h2) i=0,1,...k-1
auch
&, (X) =P(h3) (n - 0)

Seite 31



NUMERIK 11

folgt.

Satz (Dahlquist)
Ein k-Schritt-Verfahren ist genau dann konvergent, wenn es konsistent und
asymptotisch stabil ist. (also: Konvergenz « Konsistenz + asymptotische Stabilitét)

12.4. Lokaler und globaler Diskretisierungsfehler

Ly ist lokaler Diskretisierungsfehler (bel linearen Mehrschrittverfahren)

Fr yOCP™[xo,b] ergibt sich fiir den lokalen Diskretisierungsfehler eines \Verfahrens der

Konsistenzordnung p
x+kh

L) = [y (1G,(x1) dt
mit Peano-Kern

G,(x,t) =L, (X, (X_t) *) (hangt noch von x ab!)

Satz 12.4.1 Der lokale Dlskretisierungsfehler far ein k-Schritt Verfahren der
Konsistenzordnung p 183t sich umschreiben in die Peano - Form:

k
Ln (X,y) = hP Ié(r)y(p'”(x+hr)dr und

= (i-0f_, (G-nrg
G (=) @ -0 0, (hangt nicht mehr von x ab)
" ,Zom bop! ' (p-D! O

wenny OCP*[xo,b] Lésung der AWA y' =f(x,y) und y(xo) = 1.

Beispid:

Satz 12.4.2: Fiur ein asymptotisch stabiles k - Schritt - Verfahren der Konsistenzordnung p hat
der globale Diskretisierungsfehler die Ordnung p, falls die Startngherungen vy, ...,
Yk-1 den Anfangswert mindestens mit derselben Ordnung firh - 0
approximieren. (?vgl. Vorlesung?)  (Fehlender Teil des Satzes von Dahlquist)

12.5. Die Verfahren von Adams - Bashforth und Adams - Moulton:

Bel Adams-Bashforth ersetzt man f(t,y(t)) durch das Interpolationspolynom py, das f(t,y(t)) in
Xn-keXn-k+1----Xn iNterpoliert und f(xy,y(xy)) durch Naherung fu=f (Xy,yv)

Xn+1

k
yn+ :yn+ p (t) dt:yn+h B—'fn—'
1 J: k ]; k=] j
Verfahren hat Konsistenzordnung k+1
Beispiel (k=1) Yorz = Yo = 2 (3f, — )  explizit

Adams-Bashforth (AB)
px interpoliert fn in Xy, , J=0,...,.K
Pe(¥) = Fooe F R AF L (X Xo) + 5 % F Ly (X = X ) (X X i)
oA A (X=X ) O X = X )

mit A° frni= fni
' Alfn] — AI 1fn]+l AI 1fn]
Nfnjist Linearkombination von fn,, ..., fn
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k+1

0 Yo = yn‘hzlﬂ' n—k'[t(t_l)lj"qt_(j_l))dt

U [B 0y =+ Ek: Yn+1'Yn:h(l30fn+Blfn—l+---+kan—k)
(k+1)-Schritt-Verfahren, explizit
Satz 12.5.1: Das (k+1)-Schritt-Verfahren von AB ist explizit, stabil und hat
Konsistenzordnung k+1.
Problem: A'ssind zu unpraktisch, daim Schema die untere Zeile neu zu berechnen ist, das
kompl ette Schema aber dazu gespeichert werden muf3!
Besser: rUckwartsgenommene Differenzen
0%, =
lej DI lf] 0" lfJ 1
Ergebnis. Im Schemaist nun die oberste Zeile jeweils neu zu berechnen und man muf3 nun
nur noch die letzte oberste Zeile speichern!
Somit ergibt sich:
Satz 12.5.2: Das (k+1)-Schritt-Verfahren von AB 183 sich darstellen als

k
yn+ _yn=h C'Djfn
1 J; j
mit
¢, = (-1’ IEL %ﬁt—( 1) I“’( COEDLEEI g =0, Kk

Bemerkung: ¢, =1,¢, =% ,¢C, =3, G
Allgemein gilt RekurSI onsformel:

Z k= fir k=0

oolw
N|'“
o

Adams-Moulton (AM)
Ok interpoliert fpsa. iN Xpeas , J=0,...,.K

k )
D qk (t) = Z Dhifl;!ﬂ (t - Xn+1)(t - Xn) I:l l]t - Xn—j+2)
1=

Kk ) 0 t
D yn+1 - yn = hZD] fn+1(_1)]IE} %t
1= -1

O Bo ..., Kk Ynek-Ynrk-1=N(Bof n+k B frk-1t... 4Bk n)
k-Schritt-Verfahren, implizit
Satz 12.5.3: Das k-Schritt-Verfahren von Adams-Moulton ist implizit, stabil und hat
Konsistenzordnung k+1.
Esgilt:

k . .
Your = Yo = hZ(—l)’ AN W72
J:

0 t ~ )
2.0

Beispiel: Vozl’%:_%’yz_ 12 ’ys 214
k=0: Yn+1-Yn=hfn+1 impliziter Euler
K=1: Yn+1-Yn=h(3 fre2t3 fn) Trapezregel
K=2: Yns1-Yn=h(3 freat2 fo- 5 fnr) 2-Schritt-Verfahren mit a=0 aus §7.2

mit
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In der Praxis:
(k+1)-Schritt-Verfahren von AB als Pradiktor
k-Schritt-Verfahren von AM als Korrektor mit fester Anzahl von Korrektoriterationen
(2-3 Stiick)
Vorteil:

Die Riickwértsgenommenen Differenzen zur Berechnung von y{®" kénnen in der

nachsten Schieife zur Berechnung von y“> benutzt werden.

Generdl gilt (ohne Bewels):
Wenn das Prédiktor-Verfahren die Konsistenz-Ordnung p* hat und | Korrektor-
Schritte gemacht werden, also

y,  Préadiktor

k-1 k-1
(*) yr(:w3 + a'yn+' =h IB fn+' +hf (Xn+ !yr(1i+_l)) ’ i=11"'1|
k ; j i ; j j k k
wobei (*) ein Korrektor-Verfahren der Konsistenzordnung p ist, dann hat das
Verfahren
Yo = Yo [P(EC)'E]

(Pradiktor, (Auswertung, Korrektor) I-mal, Auswertung)
die Konsistenzordnung

mir{ p* +l,p}
Satz 12.5.4: Fir die maximal erreichbare Konsistenzordnung p* von stabilen k-Schritt-
Verfahren gilt
. _Ok+1 fallskungerade
P= E< +2 fallsk gerade
ist.

Backward-Difference-Formula (BDF)

Interpoliere yn+j in Xnsj , j=0,...,k , durch ein py[IQ«  (Ziel: Approximation der Ableitung)
k

D JZ%D . yn+k = hfn+k BDF
Bk¢0 ’ szo far J#k

Beispieleflr BDF Formeln: K= 1: Yine1 - Yn = hfpi impliziter Euler
k=2 Yn+2 - 4/3 Y+ T 1/3yn =2/3 fn+2
Satz 12.5.5: Diertuckwartigen Differentiationsformel (BDF)
k
ZE W} Yt = D Frak
=1
ist konsistent mit Konsistenzordnung k.
(""" PRUFUNG MIT BEWEIS!!!)

Bemerkung: Die BDF sind genau fur 1 < k < 6 stabil.

12.6 Steifheit und Stabilitat:

System von Dgln:
y' =f(x,y) mit AW y(xo) =n.
Fehler bei x* statt y(x*) = y* wird y as Wert bei x* genommen.
AlIsAWA 7z =1(x,2), z(x*)=Yy
statt y' =f(x,y), y(x*) = y*.
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Instabilitét (Fehlerverstarkung), wen z und y trot kleiner Fehler y* - y start auseinander
laufen.
In der Praxis Beschrankung auf AWA, wo die Losungen y(x) — Oflr x — oo erfillen.

Esqilt: y'(X) - Z (X) DlJ ( )th[1 ( ) mit J(X) Ddfi( +1( ))d“

ilt:y'(x) - 2 (x) = (X -2) mitJx) = X,Z -Z

g y a ij DI’jZl Yy %} y %]jzl

» Definition”: Die Differentialgleichung y’ = f(x,y) heil3t steil in einer Rechtsumgebung [Xo,b]
bzgl. zweier Losungen y und z, wenn die Eigenwerte der Matrix J(x) folgende
Eigenschaften besitzen:
() Jeder EW A; besitzt negativen Redlteil
(i) Es gibt sowohl EW mit grof3en a's auch mit kleinen Betrag.

Jetzt: Re A<0, |A| grof3 d.h. steife Modellgleichung
(Abklingende L6sung)

Definition: Fur k-Schritt-Verfahren mit 1. charakteristischen Polynom p und 2. char.

Polynom o heil3t

X(&1):=p(&)-td(§)  (t=hA)

das Stabilitatspolynom des Verfahrens.

Das Verfahren heifdt absolut stabil fir ein tOOC, wenn alle Nullstellen von x(.,t) einen

Betrag kleiner als 1 haben.

(fUr t=0 sind diese Verfahren nicht absolut stabil)

Die Menge

SH{ tUC[x(EH=0 U [|<1}

hei 3t Stabilitatsgebiet des Verfahrens.
Entsprechendes beim Einschrittverfahren:

Hat das Verfahren nach Anwendung auf Modellgleichung

y'=Ay
die Gestalt
Yn+1=g(hA)yn (g Polynomin hA)
dann heifdt x(.,t) mit
X(&.)=¢€-g(t)

das Stabilitatspolynom des Einschrittverfahrens, g die zugehorige Stabilitatsfunktion.

Beispid: Euler explizit: S={ tOC | |-1-t<1}
Euler implizit: S={ tOC ||1-t>1}
Trapezregel: S={tOC||& <1} (linker Halbraum)

2-t
Heun: SS{tOC| |1+t +1t? <1} (,E")

Definition: Ein Ein- oder Mehrschrittverfahren heif3t A-stabil, wenn das Stabilitétsgebiet S

die negative Halbebene H.={ z[IC | Re(z)<0 } enthalt.

Es heif3t A(a)-stabil fur alJ]0, 5 [, wenn S den Sektor

{ tOC [ farg(-t)I<a }

enthalt.

Es heil3t A(0)-stabil, wenn es A(a)-stabil ist fur ein a>0 und

Ao-stabil, wenn S die negative reelle Achse enthdlt.
Bemerkung: A-Stabilitét ist eine starke Forderung!

Es gibt kein k-Schritt-Verfahren der Ordnung p>2, das A-stabil ist.

(Beispiele: p=1: impliziter Euler, p=2: Trapezregel)

Betrachte R-stufiges RK-Verfahren angewandt auf Modellgleichung
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R
t=hA: vy, =Yy, 1+ Z c p (1) grad(P)<R  (Rest siehe Skript)
P(t)

Stabilitétspolynom

X(&,1)=¢-P(t)
Stabilitatsgebiet

S={ tOC | |P(t)|<1}
Wenn grad(P)=1, dann gilt |P(t) - O fur t - [, d.h. das Stabilitatsgebiet ist beschrankt.
Sei p die Konsistenzordnung des RK-Verfahrens.

P )
O P(t):Z%t‘ Yt P yRtT
J:

Satz 12.6.1: Ein R-stufiges RK-Verfahren angewandt auf y*=Ay reduziert sich auf
Yn2=P(t)yn  (t=hA)
mit PCQg.
Besitzt das Verfahren die (Konsistenz-)Ordnung p=1, dann ist das Stabilitétsgebiet
nicht leer, beschrankt und liegt lokal links vom Nullpunkt.

13. Randwertprobleme

B H Hfl(x.yl,-.-,yn)g
y'=f(xy), y=0: 0, f =0 : O

B0 Ha oy v B

y(@)=c;0R" a<b
y(b)=c,CR"

13.1 Losbarkeit von RWP

System von DGLs Y =f(X,y)
Randbedingungen
(*)  Ay(a)+By(b)=C ab0R , a<b, cOR", A,BOR™"
Oft sind Randbedingungen separiert
Ary(a)=c1, Bay(b)=c;
dann

Sho-ig -2

Beispiel:  y**+y=0 (Schwingungsgle chung)

Y, 0 1My,
s BB, B
' ’ 2 [ Y1 1 0my,

Allgemeine Lésung: y=c;Sin(x)+c,cos(x)
Je nach Randbedingungen:
Existenz + Eindeutigkeit, nur Existenz oder keine Existenz

[IIIT1

=

[T 1~

Eigenwertprobleme fir DGLs

y'=f(x.y.A)
Randbedingung:  A(A)y(@+B(\)y(b)=c(\) , A(A),BA)DOR™Y*™  c(\)OR™?
Hier: Yrr1(A) O Y ne1=0
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O 0. D=D 0

f, (X, yl,-~:-,yn,yn+1)
Y :
O A()\) 6)35\ )% B(A) 6%’/;@ Ez c(A)

Randwertprobleme mit freiem Rand
Statt x neue Variablet

X-a=tZn+q O<t<1l O fester Rand
Zne1=b-a

Z(t) - Y(a+t2n+1) EHZl H Hznﬂf (t Z:l. """ n+1)H
2(t) = y'(a+tz,,) Qnﬂﬂj ' F% (t 21 )D

Z,,(t)=0 ﬁ @

Az(0)+Bz(1)=c

13.2 Das einfache SchieRverfahren:

statt 'y =f(xyy’) y(@=a,yb)=p
jetzt: AWA vy’ =f(xyy) v@=a,y(@=s

AWA i. a. |0sbar. Lésung sai ys (hangt nattirlich ab von s, d.h. ,, Richtung der
Kanonenkugel

Finde s so, dal3 ys(b) = B ist, d.h. finde NS der Funktion F(s) = y«(b) - .
Bestimmung einer Nullstelle von F mit z.B. Bisektions-, Sekanten- oder Newton-
Verfahren (letzteresfalls F berechenbar!)

Newton: S§,,=§ —% (dafUr Iteration nétig)
oy

V= En =F'(s), dann gilt:
V'’ o= %(x, A E’+%(X, y,y) W mitv(a) =0, Vv'(a=1

ist eine AWA mit festen AW, also l6sbar mit z.B. Runge Kutta. Damit erhalt
man aso eine (gute) Anndherung an die gesuchte Ableitung F'!

Abhilfe: Statt ' (s) besser AF(s) = 3 +AA2) “FS) (sekantenverfahren)

(einige Probleme! siehe Skript!)
allgemeines RWP

(RWP) y =f(xy), Ay(a) +By(b)=cmity=(y, .., Yn)
(AWA) vy’ =f(xy), y(@ =s
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Lésung der AWA sei ys, S:= (0y,...,00)
sist Nullstellevon F(s) := As+ Bygb) =c <=>y;ist Losung des RWP

Funktionalmatrix von Fist

F (9= %(s@: A+BZ,(b) +0 mit Zgb) = @W%(b),...,%(b)g

=> Newton Iteration
Man ersetzt am besten Z4(b) durch

Ysen e, (b) —Ys (b)
Ays(b) =——

AJ'
Ays(b) = (Alys(b)l""’Anys(b))l
also AF(s) = A+ B Ayg(b)

, WO S+ /g = (01, ..., Oj + 4y, ..., 0)' und

Algorithmus: (Schief3verfahren mit Naher ungsweise Newton)
Eingabe: RWP y' =1(x,y) Ay(a) + By(b) = ¢
Startwert s, Genauigkeit €, obere Schranke fUr Iterationen N
Ausgabe: Naherung ys an Losung oder Abbruch
Rechnung: i =0
(*) yslose AWA 'y =1(x,y), ys(&) = s

F(s):=As+ Byyb) - c

WaéhleA 20, j=1,..,nund
Ysine, I0SLAWAY =1(XY), Veine (8) =S+ A58
St+A e b - S b .
Ay (b) = Y. A,,(A) ys(0) Q=1
J
AF(s) = A+ B Ayy(b) lose
AF(s)d =-F(s)

Wenni <N und ||d|l. < €, dann Sprung zu (*) miti :=i+1, s=s+d.
Sonst Abbruch.

13.3 Ein Existenz- und Eindeutigkeitssatz fur RWP

Satz 13.3.1: Auf [a,b] O Ir" gelte fur f
i) fist stetig
i) —ist stetigi,j =1, ..., n
27
o . s i
iii) die Funktionalmatrix J= -0  erfallt [[J(x,y)|l.<k(X) O x O[ab]
i i,j=1
Fur die Randbedingungen und fur k gelte:
iv) A + B ist regulér
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b
) [k(x)dxs |n§1+:\—n§ for ein A (000, und m:= [[(A+B) B[l

Dann ist das RWP eindeutig | 6sbar!
(Bemerkung: Vermutlich ist die Aussage falsch, daein Fehler im Beweis!)
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