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Dieses Kurzskript ist aus meiner personlichen Mitschrift der Vorlesung
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bei Professor Dr. H. M. Mdller im Wintersemester 1997/98 entstanden. Ich habe versucht
ales richtig wiederzugeben, kann allerdings keine Garantie darauf geben. Es ist deshalb
wahrscheinlich, daf3 dieses Skriptum Fehler enthalt.

Dieses Skriptum darf nur umsonst oder zum Selbstkostenpreis weitergegeben werden. Ich
untersage jede kommerzielle Nutzung durch Dritte. Dieses Skriptum ist weder eine offizielle
noch eine von Professor Mdller autorisierte Version. Deshalb ist bei Fehlern zuerst davon
auszugehen, dal3 diese von mir stammen.

Ingo Manfral3



Numerik |

Inhaltsverzeichnis zu Numerik |

INHALTSVERZEICHNIS ZU NUMERIK | ittt ee et ieeieseaseeeesssseeeesasseeessasseeessssseeesesseee |
S L FEH L ERAN A LY SE L..iiiiiiiiiiiiiiitiiiiiesutieiiesettsiaesetesiaasseestsasseestassstessaaseeestaasereseaaseeeseassetesassreessassars 1
O T PR 1
1.2. FEHLERFORTPFLANZUNG UND STABILITAT 1etiueeeeeeeeeeeeeeeeeeeaaeeeeesaaeneeesaaeneeassaeneeessasnneesaasneessneneesn 1
1.3. RUNDUNGSFEHLER BE| GLEITKOMMAARITHMETIK ..veeeeeeeeeeeeeeeeeeaaeeeeesaaeeeassaeeeessaenneesaasnneessneneesn 2
§2 I TERATIVE LOSUNGEN NICHTLINEARER GLEICHUNGEN........ccocooooviiiiiciiei. 4
2. L FIXPUNKTITERATION: et eeeeeeeeeeeeeeesaeeeessaeneeesaaeneeessaeneeesaaaneeessaaeeesaaaneeesaaaeeeesaaneessaaseeesaanneeesannnees 4
2.2, IMIETRISCHE RAUME. ...ttt eeeeee et e et e e e et e e e e et e e ee et e e ea et eeaaaneeeeeaaeeeeeaanneeesaaneeesaaneeeeannnees 4
2.3. DER BANACHSCHE FIXPUNKTSATZ (BFS) ...ovicieiii ettt sttt nneas 5
2.4, KONVERGENZORDNUNG. ... .utttttiteettiieirertetesssssssiseseesssssssassssssssssssssmmsisssssesssssssmsssssessssssmmmsrsseesessssnn 6
2.5. DASVERFAHREN VON NEWTON UND DAS SEKANTENVERFAHREN ......ovtiioieeeeeeeeeeeaeeeeeaaeeeeeeaenens 6
8 3 P OL Y NOIM E L. uiiiiiiiitiiiiiietttestieseeestaesetessaseeeseanseeestassseestasseeestasseeessanseeeseasseeesaanseeessanseessaaseessaasress 10
3.1. POLYNOMIALE APPROXIMATION ...cciiitiieitterteeessssssssseseeesssssssssssssssessssssssssssessssssssssssssessessssssssseseeses 10

ZUNACHST TAYLOR . .ttt e eeeeeeeeeeeeeeee e e e ae e eeeaae e eesaaneeeeesaneeesaanneeesaanneeesaannneesaanneesaaneeesannneessannneennn 10

KETTENBRUCHENTWICKLUNGEN ...t titeeeeeeeeeeeeeaeeeeeesaeeeeassaeneeessaeseeessanseeessaeneeesaanseeessanseesssanseeessannees 10

GLEICHMARIGE APPROXIMATION ....uvttetteteeessesseeessasseeessassesessassssessassssessasssessasssessasssessassssessssresessanse 11

APPROXIMATIONSSATZ VON VWEIERSTRAR .....vveeesieeeeessetseeessesseeessassseessasssessassssesssssesessssssesssssseessssssees 11
3.2. AUSWERTUNG VON POLYNOMEN ...ceeiteeeeeeeeeeeeaeeeeeeaeeeessaeeeeessaaseeessaaeeessaaeeessanseessaasneessanseeessanns 11
3.3. TSCHEBY SCHEFF — POLYNOME UND TSCHEBY SCHEFF-ENTWICKLUNGEN ......ccccevvveeeeeeeeesireeeeens 12
3.4. EINSCHLIERUNGSSATZE FUR POLYNOMNULLSTELLEN ...ttttiteeeeiisreeessssrreessssseeessasseeessasseessssseeessanes 14
3.5. STURMSCHE KETTE UND DAS BISEKTIONSVERFAHREN ......uveeeeeieeeeeeseeeeeeaaeeeesaeeeessaseeessanieeessanns 15
3.6. ANWENDUNGEN DES NEWTON — VERFAHRENS ....ceeetieeeeeeaeeeeeeaeeeeeeaaeeeseaaeeessaneeessaneeessasseeessann 17
8§ 4DIREKTE LOSUNGEN VON LINEAREN GLEICHUNGSSYSTEMEN .......cooooovvven. 19
4.1. DAS GAURSCHE ELIMINATIONSVERFAHREN ....oiteeeeeteeeeeeaeeeeeeaaeeeesaaeeeseaaeeessanseeessanneessanieeessanns 19
4.2 DIE LR —ZERLEGUNG ....oeetiteeeeeeeee e eeeeeeaeeeeeeaeeeeeesaeseeeseaaseeessaasaeessaaseeessanneeessansneessanneessanneessanns 20
4.3, DIE CHOLESKY — ZERLEGUNG ...vetiiiiiiiitterieiessssssssseseessssssssssssssesssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssesseses 21

VERFAHREN VON CHOLESKY CROUT ..veiiiiiiiiittetiiieesssssisseereesssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssnssens 22
4.4, DAS GAUR— JORDAN — VERFAHREN .....coeitieieeeeaeeeeeeaeeeeeeeaeeeeesaaeeessaaeeessaaeeessanseessanneessaaseeessanns 22
A5, MATRIXNORMEN ....uutttttiteeitiseitsseeteessssssssssseesesssssasssssessssssssasssssssssssssssmssssssesssssmsssessesessssmmssseseeses 24
4,6, FEHLERABSCHATZUNGEN.......uutttititeeiieieitereeeessssssssseseesssssssasssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssseeses 25
4. 7. DIE QR —ZERLEGUNG........ccitiitieteeeteiteeitesteeteastesteesastesseaasessesssessesssassestessassessesssessssssessessssssessesnsens 25

STABILE METHODE VON HOUSEHOLDER .....eeeeeeeeeeeeeeeeeeeeaeeeeeeaaeeesaaseeasaaneeesaaeneeesaanneeessannneessannneesnn 26
4.8, LINEARE AUSGLEICHSPROBLEME .....ooeetttetttieeeiisssiteseeessssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssessssssssssssseeses 27
§5ITERATIVE LOSUNGEN LINEARER GLEICHUNGEN .......ooooovooeeeeeeeeeeeeeeeeres 30
5.1. DAS GESAMT- UND EINZELSCHRITTVERFAHREN .....ceitteeeeaeeeeeeaeeeeeeaeeeeesaaeeessansseessaneeessasneessane 30

GESAMTSCHRITTVERFAHREN (GSV, JACOBI — VERFAHREN) .....c.ccitiitieiesieeiestesseeeesseeeestesseessesseennens 30

EINZELSCHRITTVERFAHREN (ESV, GAUR — SEIDEL — VERFAHREN) .....c.voiviiiieieiiecsee et 31
5.2. KONVERGENZ VON ITERATIONSVERFAHREN FUR LINEARE GLEICHUNGSSYSTEME ....veevevveeeeeenns 31
5.3. RELAXATION UND NACHITERATION ... .uuttttieeeeiiiiirtereeeesssssssssssressssssssssssesssssssssssssssssssssssssmssssssseees 32

INACHITERATION ..vvtttiieieeieeeteeeeteessssssessseesessssssassssssesasssssssassssseessssssssssressesssssssssssssssssssssssssssressessssssns 33
SO EIGENWERTPROBLEME ...ttt iiiie et esieeesseeessaseeeessaneeeesaanneesssanseessanseeessaneeesasneees 34
6.1. GRUNDBEGRIFFE AUSDER ALGEBRA ... ieetee e et e e eaeeeeeeeaeeeeeaaeeeesaaeeeesaaeeeesaaeneeessaneeeseanreeeseannees 34



Numerik |

6.2. REDUKTION AUF TRIDIAGONAL- BZW. HESSENBERGGESTALT .....vvieitieiteessreessteseseessresssnsessneeas 35

ALGORITHMUSVON HYMAN ...ceiiitteieiiitieie e eitteeeesitteessssseeessssseesssssssessasssessssasssssssssssssssssesssssssessssnssees 36
5.3, DIE POTENZIMETHODE ......ccuviiiiiittiee e ettt e e eetteeesssateeesssateeesebtesssasbesessstesssasstesesabaesessstesssastesesasees 36
6.4. DAS QR = VERFAHREN .....ccotiitiiieiteetieteeteeteestesteessestesseessesteessestessessesaeessassesssessestesssassessessessessennes 38

DAS QR — VERFAHREN MIT SHIFT .ot ittieitie ettt e ettt e eteeestteeseseeesteeesatessssseessseessesssnsessnsesessesessessssseesnnes 39
B.5. DAS JACOBI — VERFAHREN .....cttiiiiittiie e iitteeeesitteeessisteeesesstesesaasbesssasstesesasstesesastesesasstessssnstesssassees 40
INDEX ZU NUM ERIK | ittt ittt ittt ittt ie ittt e stsessisissstsssssssssssssssssesasesesasesssssessasssaaseesasessaseesans 42

Seiteii



Numerik |

8§ 1 Fehleranalyse

1.1. Fehler

Fehlertypen: - Modellfehler

(Datenfehler, Idealisierungsfehler)
- num. Fehler

(Diskretisierungsfehler, Abbruchfehler, Zuord-
nungsfehler, Rundungsfehler)

Definition 1.1: x s&i eine exakte Grofke in enem normierten Raum. x* sai ene
Naherung an x. Dann heil3t

€ =X-X absoluter Fehler
5. [xxd

™ relativer Fehler (fallsx # 0)
X

1.2. Fehlerfortpflanzung und Stabilitat

Satz 1.2. (Fehlerfortpflanzung bei arithmetischen Operationen)
Die Operanden x1, X, seien naherungsweise bekannt,
Xi = X' - € i=1,2
O sei der relative Fehler. n bzw. & sei der absolute bzw. relative Fehler
des Resultates bei einer arithm. Grundoperation. Dann gilt, falls der

Nenner £ O:
Add: n=g+¢g
Xl X2
= (o, + s)
: X, X, 1 OX +¥X, °
MU'tIp' N=&X1+tE& Xp
=0+
o 1 X
Division: n=—0g,-—,
X2 2
§=01-0

wobei die Ergebnisse fir die Division und Multiplikation nur gendhert sind.
Ferner gilt dies bei arithmetischen Grundoperationen in R (etc.) und

[x=x]
o=

fallsx # 0.
[X]
Definition 1.2.1: Ein mathematischer Prozef3 heil3t gut konditioniert, wenn kleine
Anderungen der Daten Xy, ..., X, nur kleine Anderungen der ex-
akten Losung bewirken. Sonst heil3t der Prozef3 schlecht kondi-

tioniert.

f: Q - Rsa auf QOR" definiert, Q offen, konvex. f sei auf Q stetig differen-
zierbar.

Datenvektor x=[]: EDQ
. H

Seite 1



Numerik |

igds

Fehlervektor € =[]: X=x+el .

¥, 0

Dann folgt aus Taylor:

n

n=f(X-f(x= Z%(x) [,  (absoluter Fehler)

J

£t = Y 7 By 0B, (relativer Fehler)
J:

Definition 1.2.2: Sei f: Q — R wie eben, dann heif3en
5 =5 (x) bzw. 1, =755 (X)
Konditionszahlen (in Bezug auf die i-te Komponente) bzgl. des
absoluten bzw. relativen Fehlers.
Ein Prozef3 heil3t gut konditioniert, wenn die Betrage der Konditionszahlen

klein gegen Eins sind. Andernfalls schlecht konditioniert. — sog. ,, natdrliche®
Stabilitét oder Instabilitét.

Gegensatz dazu ist ,,numerische® Stabilitét bzw. Instabilitét bedingt durch
Rechnungsverlauf.

Beispiel 1.2.: f(X) =In(x—+/x*—1)  Stichwort: Verlust filhrender Stellen

Ein Fehler, der bel der Berechnung von ¢; auftritt, geht in die Restabbildung
Pre...-Pi+1 Wie ein Eingabefehler (Datenfehler) ein und wird durch diese Abbil-
dung an das Endresultat weitergegeben.
Definition 1.2.3: Sei f = dyedi.1e...-01 die Zerlegung der Abbildung f in Elemen-
taralgorithmen.
Ein Algorithmus ¢y....-¢; zur Berechnung von f heif3t numerisch
stabil, wenn die Teilalgorithmen
hi = ¢k°---°¢i , i = 1, .., k-1
natdrlich stabil sind.

1.3. Rundungsfehler bei Gleitkommaarithmetik

Definition 1.3.1: Sel glIN gerade, tCIN, x(OR\{ 0} mit
X=0 EgeZai g” o0{-1, 1}, e0Z, oi}{0, ..., g-1}, 0120

1=1
(g-adische Darstellung, ganz R darstellbar, aber nicht eindeutig)
Dann

t
E oyag’ fallsa, <
rd, (x) = -

t .
gvtgﬁaigwg—%@ fallsa, =3

rdi(x) heil3t der auf t Stellen gerundete Wert von x.

Satz 1.3: Sei yOIN gerade, tCIN, x#£0 mit g-adischer Darstellung wie eben.
Dann gilt

(i) rd,(» =otge‘2an g

Seite 2
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(i) [rd, () -x<3g*"

(iii) WX <1 g7

- rd, (x)—x 1 ~—t+l
(IV) rtdt(x) = 2 g

Bemerkung: In (i) kdnnen sich alle Ziffern éndern.
Korollar 1.3: Es gelten die Darstellungen
rd, (x) =x(1+¢&) =% mit €, {0R:

|£| S% —t+l, |E| S%g—ﬁl
Definition 1.3.2. Eine g—adische und t—stellige Gleitkommazahl hat die Form

x =0 oder x = xzoE(gezaig‘i
1=1

oK{-1, 1}, ellZ, o;[K0O, ..., g-1}, a;£0

o heilét Vorzeichen

e heil3t Exponent

g heifl%t Basis

k

> a,g™ heift Mantisse von x.

1=1

Maschinenzahlen sind g —adische t —stellige Gleitkommazahlen

mit beschrénktem Exponenten, etwa—99 < e< 99.

Im folgenden vernachl assigen wir Diskussionen zu Uberlauf und

Unterlauf.

Arithmetische Grundoperationen zwischen Maschinenzahlen

(1), (-), (*), (/) fubrt im allgemeinen aus Bereich der Maschi-

nenzahl hinaus.

Auf Rechnern wird (+), (-), (*), (/) i. allgemeinen so redisiert,

dafid

X (+)y =rd(x +y)

X (*)y=rd(x*y)

X () y=rd(x/y).

Esfolgt:

X(H)y=(Xx+y)(1+e)=x(1+e)+y(l+¢)

X(*)y=x(1+g)y

x(Ny=x1+¢)ly

Wilkinsons backward analysis (Ruckwartsanal yse)

Idee: Arbeitet man mit Daten, die durch Eingangsfehler ver-
falscht sind, dann sind Rundungsfehler irrelevant, wenn
man das numerisch erhaltende Resultat als exaktes Resul-
tat von verfé schten Daten ansehen kann, deren Storung
grofienordunungsmaldig unterhalb der Eingangsfehler lie-
gen. (man spricht von gutartigem Algorithmus)

Beispiel 1.3. Resultat: Fehler hangt von Summationsreihenfolge ab. Am besten
Reihenfolge so wahlen, dal3 die S nicht so grof3 werden.
(in numerischen Operationen gilt das Assoziativgesetz
nicht)
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§ 2 Iterative Losungen nichtlinearer Gleichungen

2.1. Fixpunktiteration:
Eine Grundaufgabe der Numerik:
Findeein (ale) x 0 Q mitf(x)=0,wof: Q - R
X ist Nullstelle von f, x ist Losung von f(x) = 0.
Naherungsweise LOsung: zu gegebenem € > 0 finde x* [ Q, so dal
XOQ:f(x) =0, |x—-X|<E.
Damit ist die Aufgabe numerisch gel0st.
Beispiel

2.2. Metrische Raume

2.2.1. Definition Sel E ein Vektorraum Uber Grundkérper K ={C, R}. Eine Ab-
bildung || |- E - R heifl3t Norm, wenn sie erfullt:
D|x||>0 fur0O£zx 0O E
2) |l x| = o] [l furx OE, a OK
(absolute [Betrag] Homogenitét)
) Ix+yl< X1+ vl fur beliebigex, y O E

2.2.1. Beispiel E=R"

(Bl

I x|}z := ‘/z|xi|2 L, Norm / Euklidische Norm
1=1

Xl := 2> Ix,P L, Norm
1=1

[X]lo := m%x{ |x; [} L. Norm, Tschebyscheff-Norm, Maxi-

z X L1 Norm
1=1

mumsnorm
2.2.1. Satz: Auf dem Vektorraum K" sei eine Norm |.|| gegeben. Dann sind ||.||
und ||.|l.- aquivalent, d.h. esgibt Konstantena, B R : 0<a <3 < oo,
so daR fur allex O K" gilt:
o x|z < [IX]| = B [ix]l2
Beispiele fir Normen
Korollar: Alle Normen im K" sind untereinander &quivalent.
2.2.2. Definition Sei E nicht leer. E heil3t (zusammen mit einer Abb.
d: Ex E - R) metrischer Raum und d Metrik oder Distanz-
funktion, wenn gilt:
Ddxy)=0 & x=y
2) d(x,y) = d(x,z) + d(y.2)
Bemerkung: man kann aus Definition 2.2.2. auch die,, tblichen* Axiome
herleiten!
2.2.3. Definition Eine Folge {x,} [0 E heif3 eine Cauchy-Folge, fals zu jedem
£>0enN = N(g) existiert, so dald d(xy, Xv) <€ Op,v=N.
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{xn} O E heil3 konvergent gegen x* [1 E, wenn
d(xy,x*)<e 0Ov=N.
2.2.4. Definition Ein metrischer Raum heif3t vollstandig, wenn jede Cauchy-Folge
in E gegen ein x* [ E konvergiert.
2.2.5. Definition Ist ein normierter Raum E vollsténdig bzgl. der Metrik
d(x,y) = || x —=y||, dann ist E mit seiner Norm ein Banach Raum.

2.3. Der Banachsche Fixpunktsatz (BFS)

2.3.1. Definition Eine Abbildung ¢ eines metrischen Raumes E in sich
¢: E - E heif¥ Lipschitz-beschrankt mit der Lip.-Konstanten
L > Ofalsfuradlex,y OE
d($(x), ¢(y)) = L LH(x.y).
¢ heil3t kontrahierend oder Kontrakion, falls ¢ Lip.-beschrankt
mit Lip.-konstanten L < 1 ist.
Bemerkung: 1) Esreicht nicht L = 1.
2) Kontrahierende Abb. sind stetig
2.3.1. Banachscher Fixpunktsatz
Ist : E - E eine kontrahierende Abbildung eines vollstandigen metrischen
Raumes in sich, dann besitzt ¢ genau einen Fixpunkt x* = ¢(x*). Die ltera-
tion Xx+1 = §(Xk), k = 0 konvergiert fir jeden Startwert xo [ E gegen den
Fixpunkt. Bezeichnet L die Kontraktionszahl von ¢, dann gelten fir k > 1

die Fehlerabschéatzungen:
i) d(x,, x*) < LLE(X, 4, X*) G L=Io°1")
k
1) d(X,,Xx*) < fd(x,,%,) apriori —Abschétzung

1-L
1) d(xk,x*)sﬁm(xk,xk_l) aposteri — Abschétzung

Bemerkung: Die Fixpunktfolge kann man auch schreiben als
{0, §(x0), $*(X0),....}
(oder eine Teilfolge mit Anfangswert x; betrachten)
23.2.Satz: Seil DR eniInterval. ¢ : 1 - R sai stetig diffbar. ¢ ist
kontrahierend, wenn fur allex O | gilt: |¢*(X)| < L < 1.
Beispiel
In der Praxisist & manchmal nicht auf ganz E definiert oder nur in Teilbereichen
von E kontrahierend. Daher lokale Variante des BFS:
DOE,D#0 und Kugel inD:
Ki(€) = { xOE[d(x,§) <r} OD.
Mit E ist auch K(§) ein vollsténdiger metrischer Raum. Daher hat ein ¢, das
Selbstabbildung auf K,(¢) ist und in D kontrahierend ist, einen Fixpunkt, der mit
dem Banachschen Fixpunktsatz berechnet werden kann.

Esgilt: &: Ki(&) - K(&), wenn d(¢(£),E) <7 —Lrist.

2.3.3. Satz: (lokale Variante des BFS):
¢ bildet die Tellmenge D des vollsténdigen metrischen Raum E in E
ab. Esmogenx 0D, r>0und 0 < L <1 existieren mit:
D K@) ={xUOE[dXx¢)=r} 0D
Seite 5
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2) Fir u, v O K((&): d(¢(u), (v)) = L(d(u,v))
3) Esgilt die Kugelbedingung. Dann hat ¢ Fixpunkt in K.(§).
Jede Folge xn+1 = §(Xn) mit Xo O K((§) konvergiert gegen den Fixpunkt
und es gelten die Fehlerabschétzungen.
( Kugelbedingung : d(¢(u),d(v))<(21-L)r)
2.3.2. Definition: Es sei ¢: E - E eine Iterationsfunktion in einem metrischen
Raum E. x* sei en Fixpunkt von ¢. Es gebe eine Umgebung
U(x*) von x*, so dal3 fur alle Startwerte xo [1 U(x*) die Iterati-
onsfolge Xn+1 = §(Xn) N =0, 1, ... gegen x* konvergiert. Dann
heil3 das durch ¢ erzeugte Iterationsverfahren lokal konvergent.

st
U(x*) = E moglich, dann global konvergent.

2.4. Konvergenzordnung

2.4.1. Definition: Ein durch die Iterantionfunktion ¢ E - E mit Fixpunkt x* [ E
gegebenens Iterationsverfahren X1 = ¢(x,) hat mindestens die
Konvergenzordnung s 0 R, s> 1, fals fir den absoluten Fehler

& = d(xk, x*) gilt:
c<ifir s=1
Cl|< oo, fir s>1

. (e, U .
limsupd—~=c mit
koo L€ [ a
Der Wert c heildt der asymptotische Fehlerkoeffizient (kurz:
Konvergenzfaktor). Ein Iterationsverfahren hat genau die Ord-
nung s, wenn c # 0 gilt.
Superlinear, wenns=1,¢c=0
linear, wenns=1, 0<|c|<1
quadratisch, wenns=2, c £ 0.
24.1. Satz: | OR Intervall, ¢: 1 - | sei smal stetig diffb. Esgelte ¢(x*) = x*
und ¢ (x*)= ¢ (x*)=..= ¢©Y(x*) =0, falss> 1 bzw.
[ (x*)|<1. Dann hat das Iterationsverfahren xn.+1 = ¢(Xn), Xo geeignet
lokal mindestens die Konvergenzordnung s. Gilt namlich ¢(x*) # 0,
dann ist s die genaue Konvergenzordnung.
Bemerkung: Ist ¢: | — | stetig diffbar und |¢‘ (X)| < 1, dann gibt der MWS an, dal3
die Folge Xn+1 = $(Xn) monoton konvergent, falls ¢‘(x) > O fur allex O
| und alternierend konvergent, falls ¢‘(x) < Ofur alex O 1.

2.5. Das Verfahren von Newton und das Sekantenverfahren

2.5.1. Algorithmus (Newton — Verfahren)
Sei X' eine Nullstellevonf: R - R. InUmgebung I :=]x* - €, x* +¢[
sei f zweimal stetig diffbar.
gesucht: xi O 12 [xx —x*| < ¢, f(x*) =0

fx) | _

F(x.) k=01, ..

25.1. Satz: Sei x* eineNSvonf. Ineiner Umgebung | =] x* - &, x* +¢[,€>0,

von x* sel f zweimal stetig diffbar und es gelte f* (x) # 0. Dann kon-

[teration: Xx+1 = Xk -

Seite 6
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vergiert das Newtonverfahren lokal bei x*, d.h. [0 5 [ ¢, so dal3 fur
Flxa)
f*(x,)
2.5.2. Satz: Sei x* NSvonf. Inlg sei f zweimal stetig diffbar und es gelte
f'(x*) 0. Dann ex. Iz =]x* - §, x* + §[ U I, so dal3 fur jedes xo [ I5
die Folge {x,} des Newtonverfahrens mindestens quadratisch gegen
x* konvergiert.

jedes xo [ |5 die Folge Xn+1 = Xn, - gegen x* konvergiert.

. o H_o 1)
Feststellung im Beweis: IlmsupD—“ﬂD— :
neco Hx*—x ) 2 f(x¥)
Bemerkung: Wenn f(x*) = f*(x*) = 0 dann Sétze 1 und 2 nicht mehr anwendbar!
Sei f O C™! [ab], m> 1. Zu x* O [ab] sei
f(x*) = (x*) = ... = f™D(x*) = 0 2 f{M(x*).
Dann gilt nach Taylor: Bel m —facher Nullstelle gilt:

f(%,) % 1
Ef ') H " m
2.5.3. Satz: Sei f O C™P [a,b] m > 1 mit m-facher NS (d.h. Ableitungen wiein
(25.2)) x* O[ab]. Sei 1 <k <m. Dann existiert ein
Is =]x* - &. x* +9[, so dal3 fur jeden Startwert xo [ |5 die Folge
—y —k ()

X, =
n+l n f .(Xn)

k
far k < m linear mit Konvergenzfaktor 1 - = gegen x* konvergiert.

Fur k = mist die Konvergenz mindestens quadratisch.
Schétzen der Vielfachheit: man kann nun das obige m auch schétzen. Dazu hilft
Xy = Xpa

(Xn+1 - Xn) _(Xn _Xn—l)

die folgende Gleichheit: m = -k
Beispiel

Nachteile des Newton — Verfahren:

- Berechnung von f* (x;) in jedem Schritt neu
- manchmal f* nicht explizit bekannt

- oder f nicht diffbar

- oder f* nur mihsam zu berechnen

Idee: Sekantenverfahren

2.5.2. Algorithmus: (Sekantenverfahren)
Gegeben: xo, xa O 1, FOC(I),e>0
Gesucht: xx O I mit [xx —x*| <¢g, f(x*) =0.
Xn — Xn—1
f(x,)-f(x,.)
Abbruchkriterium erfillt.
2.5.3. Algorithmus (Regulafasi)
Gegeben: xo, x1 O I, f O C(1), € > 0,f(Xg) f(x1) <O
Gesucht: xx O I mit [xx —x*| <¢g, f(x*) =0.

Iteration: Xn+1 = Xy, - [f(x,), solange bis
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n ~ Xna
f(X,) = f(Xpa)

lteration: y = X, - [#(x,), solange bis Abbruchkriteri-

um erflllt.

Xn+1 i =Y fallsf(y) f(xn) <O

Xn+1 := Y UNd X 1= X1 falsf(y) f(xn) > 0.
Abbruch sobald [Xn+1 — Xn| < €.

+
2.5.4. Satz: Essai f 0 C2[ab] mit f(x*) = 0 fir x* = aTb . AuBerdem gelte:
MHfx)20 Ox [ ab]
ey b-a
(i) minf*(x)|> =
Dann konvergiert das Sekantenverfahren global auf [a,b] gegen x*

max|f" ()

. _1+45 y
und eine Konvergenzordnung ist — =1,618 wenn ' (x*) £ 0.

Bemerkung: Ist f in einer Umgebung von x* streng monoton und strikt konvex,
5
=1,618.

2.5.5. Satz: Fir jede stetige Funktion f: [a,b] — R konvergiert das Iteratonsverfah-
ren der Regulafalsi fur xo = a, x; = b und f(a) f(b) <0 gegen eine NS
x* vonf.

Bemerkung: Ist f O Cqa,b] und f** (x*) # 0, dann ist die Konvergenzordnung 1.

dann hat das Sekantenverfahren die genaue Ordnung 1+

Betrachte nun mehrdimensionalen Fall:
Fur Funktionen F: Q - R" gilt:

R0

F(x) = E gwo F(x): Q - R"

.0

x* NSvon F & x* ist NS aller F.
Beispiel:
Nach Taylor gilt hier entsprechend zu n = 1.
F(x) =FOx) + 3 (x™) (x=x"), wo
LIOF, oF, O
D—l(X(V)) N _l(X(V))D
X, 0X,, 0
FexWV)y:=0 . .. O wennx* NS, dann
[PF oF 0
n o/ (v) 0 (V)
%Z(x ) - ox. (X )E

0= F(xY) + J(xV) (x* —x™).
Durch Umformung:

X(V+l) = X(V) _ \JF(X(V))_I F(X(V)).

Numerisch guinstiger: 16se das LGS:  Je(x) AV = F(x), dann
D) Z 5 ) AW
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Fur multivariables Newton — Verfahren gilt ebenfalls lokale Konvergenzaussage
und die quadratische Konvergenz, falls x* einfache NSvon F (vgl. 2.5.1,, 2.5.2)
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§ 3 Polynome
3.1. Polynomiale Approximation
Zunéchst Taylor

Bei beliebigen Funktionen f 0 C” [a,b] treten Probleme auf.
- Taylor Koeffizienten konvergieren oft nur langsam (unter Umstanden auch gar nicht)

gegen O.
- Bei zunehmender Entfernung von x zu xo wird Approximation durch Taylorpolynom

immer schlechter.
- Bei Rechnung mit endlichen Stellenzahl sind die Polynomkoeffizienten auch sehr
grof3, obwohl Funktionswerte sehr klein. (Ausl 6schungseffekt)

3.1.1. Beispidl:
Kettenbruchentwicklungen

Mit Kettenbriichen kann man Funktionen mit hoher Genauigkeit darstellen und relativ
schnell auswerten.

3.1.1. Definition: Sei A := {a,},., und B := {b,},_, Folgen reeller oder komplexer Zah-
len. Dann nennt man

kn:= b, + 4
bl + i
b, +
bn
den von A und B erzeugten Kettenbruch der Lange n. Kirzer:

a a,|
Kn=Dbo+ —=+. .+
" |b; |b,
Auswertung: 29 := b,
20 =p,; + a;(_i(_il_)l) =1,..,n
kn = 2.

Es kann passieren, daR3 ein 2™ = 0 => Abbruch.
(Euler und Wallis) Fur die Berechnung von k,, betrachtet man die Abschnittskettenbri-
che (j-te Néherungsbriche):
a| al P
ki=bp+ —+.+—=—]=0,.., n
TR T o}

3.1.1. Algorithmus (K ettenbruchauswertung):

Gegeben: A :={a},, undB :={b,},., FolgeninK
a| a,|
G ht: kn=bo+ — +...+—— OK
ST b, T b,
Start: Py =1, Q.1:=0, Py :=bg, Qo := 1.
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Iteration: FUrj =1,..., n:
P =01+ g P,
Q:=bQa1+a Qe
Output: P/Qn = Kp.

3.1.2. Beispiel
Gleichméafige Approximation

zuf O C[a,b] wird ein Polynom p gesucht mit: rgazf]ﬁ(x) -p(x)|<e

Approximationssatz von Weierstrafd

f O C[ab], € > 0=>p Polynom rgaé”(x) -p(x)|< €.

Frage: Wie findet man unter alen Polynomen p von Grad < n ein Polynom p* mit
E(E):=lf - pr | <lIf —pl™ 2

3.1.3. Beispiel

3.2. Auswertung von Polynomen

pn(X) = ("((anx + an—1 )X + an—2 )X"")X + aO
3.2.1. Horner — Algorithmus (entspricht dieser Klammerung):
Gegeben: K oeffizientenvektor (ag, ay, .., &) 0 K™, xo0K

Gesucht: pn(Xo) mit pa(X):= Z a, x“
=0

Berechnung: a:=a, ,firk=1,..,n: a® =x,a%., +a_,
Output: &
Aufwand: n Mulitiplikationen

3.2.1. Horner — Schema
n n-1
Bemerkung:  pn(X) = Z a . x*= (X = Xo) Z b X" +p,(X,)
=0 =0
K oeffizientenvergleich liefert: by = a® ... by= ai” p(Xo) = af’

() pn(XO)_sz 013 ZbX Pa(Xo)

3.2.2. Doppelzeiliges Hornerschema
Gegeben: (a,, ..., &) redler Koeffizientenvektor von p,, s, p 0 R
Gesucht: Zahlen, a?,a®” 0 R und g™, so daR
Pr(¥) = (X=X =) Gua(¥) + B x+ 8
3.2.3. Rechenschema
3.2.4. Satz: Sind a4, 0, NS des Polynoms p,,, dann lassen sich diese Nullstellen unter
Verwendung des doppel zeiligen Horner-Schemas mit s=a; + o,
p = -0;0, simultan abspalten. Genau in diesem Fall ist 8’ =a® =0

Damit ergibt sich: P
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3.3. Tschebyscheff — Polynome und Tschebyscheff-Entwicklungen

3.3.1. Definition: Durch die Rekursion To(x) = 1, T1(X) = X, Tps1(X)= 2X Tn(X) — Tn-12(X),
n = 1 werden Polynome definiert. Sie heil3en Tschebyscheff-
Polynome erster Art.
Durch die Rekursion Ug(x) = 1, U1(x) = 2x,
Un+1(X)= 2X Up(X) — Un.1(X), N = 1 werden Polynome definiert. Sie
hei3en Tschebyscheff-Polynome zweiter Art.

Bemerkung:

0E P

Leichte Rechnung zeigt Tn(x) = 2™* x" + Terme niedriger Ordnung
Un(x) = 2" X" + Terme niedriger Ordnung
3.3.1. Satz: Die Tschebyscheff — Polynome erster Art haben die Darstellung:
Tnr(X) = cos(n arccos(x)) fur x 0 [-1,1], n O No und die Eigenschaften:
DTl furx 0[-1,1]

2) Ty hat in [-1,1] die Extremalpunkte: x{™ = cos?@ k=0,.,n
n

und Tn(x™)=(-1)
3) T, hat n einfache Nullstelle, aleliegen in[-1,1], ndmlich

~(n) k-1
Xk :cos%m@k:l..,n
2n

4) Zwischen je zwel NSvon Tp.1 liegt eine NSvon T,
Bemerkung: T, ist gerade fir n gerade
T, ist ungerade fir n ungerade
3.3.2. Satz: Unter allen Polynomen p O Py, deren Koeffizient bei x" gleich 1 ist, hat das

1 . : : .
T, diekleinste Maximumsnorn im Intervall [-1,1]:

Polynom =
I = R = 1
minfel, =5 T =
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3.3.3. Satz: Die Tschebyscheff-Polynome 2. Art haben die Darstellung
sin((n +1) arccos(x))
sin(arccos(x))

und die Eigenschaften

i) Un(-x) = (-1)"Up(x), Un()=n+1

i) Tn'(X) =nUpa(X) n=1,2,..

iii) Up, n =1 hat die n einfache in ]-1,1] gelegenen Nullstellen

~(n) kTt
Xk :cosgh—g k=1, ..n
+1

3.3.4. Satz: die Tschebyscheff Polynome bzgl. der Gewichtsfunktion

Un(X)=

X1

w(x) = ein Orthogonal system:

1-x°2

ufirn=m=0
; 1 S
‘_[-Tn(X)Tm(X) M dX = fur nN=m=#0

%)f[]rm;tn
1

2 1
3.32. Definition: Sei f 0 C[-1,1]. Dann heift a(f) = — [ ()T, () ==« k=0,1,..
- X
-1

—

der k-te Fourier — Tschebyscheff Koeffizient von f. Die formal (man

weil3 nicht ob die Reihe $&(x) := aog) + Z a, (f)T, (x) heil3 Fourier —
=1

Tschebyscheff — Reithe von f.
3.3.5. Satz: Wenn & fur f O C[-1,1] auf [-1,1] gleichmél3ig konvergiert, d.h.

[-11
e (f) & a e
LImOT+]Zaj(f)Tj (X) =S () =0, dann gilt S =f.
3.3.6. Satz: Sei f [0 C¥-1,1]. Dann gilt
c c
A< 15 k=12.. (foC* O Dk 5

mit einer von f abhangigen Konstanten c. Die Fourier-Tschebyscheff-Reihe
konvergiert dann gleichmaidig gegen f.

Auswertung eines Polynoms p = ; a T, 0P, inxo OK.

Ansatz: p(x) = Zak-rk (X) = (2x-2x0) nz_l b, T, (X) + p(X,)

1 b

HH% H Bh

2% 1 0 00 OO0 O
0 _ 00 : 0O 0:0
ol 2%, 1 Oo0 ° 000
Losung: O . . mEN =0 0O
0 00 0O 0.0
0 1 -2 1 0o0 000
0 0 1 -2x, 2 O0Ob 00O
0 00 .°.00 0
0 1 =2x, 1goe(x)0 O

Schema des Clenshaw —Algorithmus. (n Multiplikationen und (2n-1) Additionen)
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3.4. EinschlieBungssétze fur Polynomnullstellen

3.4.1 Satz: Sei p, O Py, Fir jedes z O C liegt mindestens eine Nullstelle von p,, in dem
Kreis um z mit dem Radius:

— (2
r= n[.E%

3.4.1. Lemma (Frobenius — Begleitmatrix)

Sei pn(2) = Z a .z mita,=1.
=0
Die Nullstellen von p, sind Eigenwerte der Matrix

EO 1 0 0
go o0 1 |

A= S S Frobenius Begleitmatrix.
0 10
Ha, -a -a - a0

Zum Eigenwert A von A gehért der Eigenvektor (1, A, A2, .., A™)".
Olpg go 1 0 0 0Olg oo O
O O O oo_o00. O
0zpg po 0 1 00Zo 0o : O

2[5 57 g Thigtg a®
0 0O 0 1 gg oooOQpg
28 Ba, -a -a - -a,0"H D@0

=A
Bemerkung: Durch gliedweises Differenzieren der Identitét (*) kann man zeigen, dal3

A1 g -

o d
0z 0O
d“t 1 . 1 0 k- O
V= om0 B o= (D g
dz (k—l)!g B (k-D'g : 0
Eg”‘lm D(n_l)! Ank H
=A Hn—k)!

Insbesondere V1(A) = (1, A, A2, ..., A™HT
Vo(A) = (0, 1, 2, ..., (F)A™H)T

Aus (*) folgt, fallsA m —fache Nullstelleist
@so pn(A) = pn'(A) = ... = pa ™ A) = 0) :
Vica(A) + A ViA) = A Vi(A).

IstA einem; fache Nullstellevon py, i = 1,..., smit 3 m; =n
1=1

Dann gilt:
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A[Vi(Ai), Vo(Ai), ..., V(M) =

N1 0>
Y D
VA, VaA), o VaIT
0 O
Lo A O

Jordankastchen J;

3.4.2. Satz: (Gerschgorinscher Kreissatz)
Sal A = (a))ij=1..n Matrix mit g; [ K. Sei K; die abgeschlossene Kreisschei-

be um a; mit Radiusr; := z|aﬁ|, i=1,..n
=T
i#i

Dann liegt jeder Eigenwert von A in mindestens einem K;, d.h.

{(Aoc|rewy OUK,.
i=1
Bemerkung: A und A" haben dieselben Eigenwerte.

n

3.4.3. Satz: Die Vereinigung der Kreisscheiben K':={z O C| |z—a|< Z la, |}
=1
k#i

enthdlt ebenfalls alle Eigenwerte der Matrix A.

oot .o
Korollar: Alle Eigenwerte von A liegenin ﬁj K, Hn ﬁj K,TH
=1 =1

n-1
3.4.4. Satz: Die Nullstellen zy, ...,z, des Polynoms p(z) = 2" + Z a, z* geniigen den Ab-
=0
schétzungen:

) D n-1 D
() s max .5 |2, 10
O 1= O
(ii) Iz < max {|ag| 2+[ay],... 1H{a, .} -

3.5. Sturmsche Kette und das Bisektionsverfahren

Hier alesreell, d.h. Polynome mit reellen Koeffizienten; nur reelle NS werden gezahit.
Sprechweise: 0 := (fo, f1, ..., fn) geordnete Liste von Objekten heil3t Sequenz.
3.5.1. Definition: Sei ¢ := (fo, f4, ..., fn) Sequenz reeller Polynome. ¢ heif3t Sturm-

sche Kette auf [a,b], wenn gilt:

(i) fo(a) £ 0, fo(b) # 0.

(i) fa(x)20 Ox O ab]

(iii)1l<sk<nf(®) =0 & O[ab] =>fk1(§) Fuw(E) <O

(iv) € OJab[, fo(€) =0 =>fo(€) f1(€) > 0.
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3.5.2. Déefinition: Sel 0 = (&g, &, ..., &) Mit & O R. Dann ist w(o) die Anzahl der Zei-
chenwechsel in der Sequenz ohne Berticksichtigung der Nullstellen.

O
ow(a,,...,a,) +1 fals aa <0
H
. w(a,...,a,) fals >0 oder =0
i) w(ao, a, ..., &) = ] (& ) A q,

EN(ao,a2 ..... a,) fals a,#0, & =0

ii) w(a,) = 0 (induktiv)
AbkUrzung: w(a, X) :=w(fo(X), .., fn(X)), wenn o = (fo , ..., fn)
3.5.1. Satz (Sturm):
Sei 0 elne Sturmsche Kette auf [a,b]. Dann ist w(o,a) —w(o,b) die
Anzahl der Nullstellen von foin [ab].
Konstruktion einer Sturmschen Kette:
fo Polynom des Grades n
f1:=fo' Polynom des Gradesn—1,

Euklidischen Divisionsalgorithmus:

fo=qufi—"f2 grad(f,) < grad (f1)
f1=0pfr—f3 grad(fs) < grad (f2)

fs1=Osfs—fsi1
fs = Qse1 fsr1.

fse1 = 0gT (fo, f1). (fs+120)

Fallunterscheidung:
1. Fall: fs41 = const # 0 (dann ist 0 eine Sturmsche Kette)

f
2. Fall: fs.1 nicht konstant: Dann wahle g,:= — . Bildet eine

s+l

Sturmsche K ette.

o Of,  f,0 .
Bemerkung: Im 2. Fall ist %—O ..... ]f—lD: o',0=(fo, ..., fs+1) €ine Sturmsche K ette
s+l s+l

und es gilt: w(a, x) =w(a*, x) fir alex mit fs.q(x) # 0.

D. h. zur Berechnung der Wechselzahlen im Satz von Sturm reicht esin

jedem Fall, die Wechselzahl w(ao, a)-w(a, b) zu berechnen. Sturmsche

K etten auch gut, wenn man nur eine bestimmte (,, die zweite") Nullstelle

von fo ausrechnen will.

3.5.1. Algorithmus (Bisektionsverfahren)

Gegeben: Sturmsche Kette o:=(fo, f4, ..., fm), Intervall [a,b], das allereellen
Nullstelle von fo enthdlt.
m:=w(o, a) —w(o, b), kO{1,.,m},e>0.

Gesucht: Dieredlle Nullstelle & von fo mit &, < &5 ... < &m. Nullstellen von
fo, genauer: ein Intervall [, b'] mit& O [a, b lundb’ -a <e.
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+
Iteration: Berechne fir c:= aTb die Zahl w(o,c).

Wenn w(ao, ¢) —w(o,d) <k, dann ersetzeadurch c, d.h.a:=c,
k:=k —w(ag, c).
sonst b:=c.
Abbruch sobaldb—-a<e.

3.6. Anwendungen des Newton — Verfahrens

Bisher: redll (Algorithmus 2.5.1)
mehrdim. (Algorithmus 2.5.12)
Newton — Verfahren fir komplexe Funktionen:

f(z,) .. 1
. fuarf 0O C(G), GOC.
f'(z,)
Startwerte abschétzen durch ,, Héhenlinien®
ffl: z - [f(2)].

L1 = Zg -

Fehlerabschdtzungen mit Satz 3.4.1., aber nur fur Polynome p, O Py
[P, (X)]

Xk =Xx*[< n o (O]

Problem: ale Nullstellen eines Polynoms!
Seien &y, ..., s bekannte Nullstellen.

) 1
Esgilt: Xk+1 = Xk - ) < 1
f(Xn) ; Xk - E'I
= 1 _g(x)
‘i;xk—z.'g(xk)

f(x)
(x=&)0..0x-¢,)
Dieses Verfahren nennt man Deflationsverfahren.
(mindestens 2x so langsam, wie das reelle Verfahren)

mit g(X) = an (X - &s+1) ... (X - &n) =

n

Problem: Finde die komplexen Nullstellen eines Polynoms p,(X) = Z ax“, mta OR

=0
unter Vermeidung der komplexen Arithmetik.
Losung mit Bairstow — Verfahren.

Algorithmus von Bairstow:
Gegeben: Koeffizientenvektor (a, ..., a)' O R™ von py(X) = Z ax",
=0
Naherung & an eine komplexe Nullstelle x* von p,, € > 0.
Gesucht: Naherung &, §, anx*, x* mit [§ —x*|<€.

Start: s9:= 2 Re &, po = - [EP

H c C, [
Iteration: k =0,1,.. (S, P«) = EC pi sgkc 02k '
2k k “3k 3k
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Sei (gx, &) LOsung von J(s, p) %k ﬁ: —ﬁﬁk | gk;ﬁ

und Sc+1 = Sk + &
Pr+1= Pr + O

=> &k+1, Ek+1: % * m , Wenn [y, = ¢ | <&, dann Abbruch.
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8 4 Direkte Losungen von linearen Gleichungssystemen
Ax =Db, A mxnMatrix, b ein m—Tupel

Beispiel: y“(x) +y(x) = f(x), x O[O, 1]
Numerische Losung mit Diskretisierung von [0, 1] Xk =k 3, 0< k<N, h= %

Ziel: Findeyy, ..., Yn-1 S0, daByk = y(Xk), k=1, ..., N -1
Yo=0,yn=0
X+h)—-2y +y(x —h
V' (x) = y(x+h) hle y(x —h)
V(X)) +y(Xk) =f(xk) ,k=1,..,N-1
& Vi1 + (-2 + by + yier = h2 £(xy), damit ergibt sich:

und nach Vorauss.:

[+ 2 +h? 1 0 OOy, 0 Of(x)DO
] g ] [l ]
o 1 -2+ 1 OO0 O O O
O 1 . O : O= e 0
U ) . O O O O
0 R 1 go 0o O 0
g 0 1 —2+he0by,,0  OF(x,)0
4.1. Das Gaul3sche Eliminationsverfahren
il .
0 0 p
U 1 U
O O
0 0 1 0
4.1.1. Definition: Einen x n Matrix der Gestalt F’iFB 1 B
O O
O O
[l 1 0 ]
O o0 O
H 1
hei3t Permutationsmatrix (P Pk = E) (idenpotent)
4.1.2. Definition: Eine Matrix des TypesL; OK™"
a 0O
O O
O O
Li= S 1 Bheirst elementare untere Dreiecksmatrix.
U |i+1,i U
H o 1, o 11
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A 0O

U U

l U

=0 1 U

Bemerkung: L; 1 0

[l =l [l

H o -1, o0 11

4.1.1. Satz: Jede untere Dreiecksmatrix mit normierter Diagonale, al so:

[l
U

B |&% sich a's Produkt von elemtentaren unteren Drei-

COoOoog
=

O
101
ecksmatrizen schreiben. L = L1 ... Lp1.
GaulRelimination

4.2. Die LR — Zerlegung

1 0
U 1 U
4.2.1. Definition: Sei A OK™ und L, RO K™ mit L = B E(Linke—untere
0 U
¥ 10
E}r *%
—Dreiecksmatrix) undR= [0 "-. :[j(Rechte—obere—Dreiecks

0 o *H
matrix) gilt A =L R, so heil} dieses Darstellung die LR — Zerlegung
von A.
4.2.1. Satz: Essei A 0 K™" eine nicht-singulére Matrix, die nach Durchfiihrung der Gau-
[Beliminiation auf die obere Drelecksmatrix R Ubergefihrt sein mége. Ferner sel
P = Pp.1 ... P; das Produkt aller benétigter Permutationsmatrizen. Dann gilt
PA=LR,

mit L untere Dreiecksmatrix mit Koeffizienten aus dem Pivotisierungsverfah-
ren.

Bemerkung: det (A) = (-1)" det (R) = (-1) [[] &} wobei k die Anzahl der erforderlichen
=1
Zeilenvertauschungen ist.
4.2.2. Satz: Eine regulare Matrix A 0 K™" besitzt genau dann eine LR — Zerlegung, wenn
alle Hauptminoren (d.h. Unterdeterminanten) von Null verschieden sind.
Berechnung der LR — Zerlegung nach Crout:
Furi=1,.,ngilt fir die Eintrdge von R

-1
lik = G - ZI”rjk k=1i,i+1, .., n undl;; Faktor aus GauRRelim. (1. Zeile bleibt)
=1

Fur die Eintrage der Unteren — Dreiecksmatrix L:

10 1 0
I :=—La, — ) I .r,0k=i+l, .., n.
ki rii Ea'kl J:Zl Kj Jk|:|
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4.2.3. Satz: Wenn fir A O K™ mit det(A) # 0 eine LR Zerlegung existiert, dann ist sie
eindeutig.
Bemerkung: Gleichungssystem Ax = b ist leicht |6sbar, wenn A = LR oder PA = LR be-
kannt ist:
PAXx =Pb
L(Rx) = Pb

Schritt 1: Lése Ly = Pb (Stichwort: Vorwértseinsetzen)

Schritt 2: Lése Rx =y (Stichwort: Ruckwartseinsetzen)

GauRRelimination ist LR — Zerlegung und Vorwarts- und Ruckwartseinsetzen
mit V ertauschen der Relhenfolge der Rechenoperationen.

Komplexitat (Anzahl der Multiplikationen / Divisionen und der Additionen)

LR: Berechnung von

a; .
k= — J=k+l,..,n
a®
kk
(k4 — 400 | o0 i = =
ay  =ay’ —lay =kl .0 I =k+1,.,n

1 C e ..
Berechnung von A®*? erfordert daher 3+ O(r?) Multiplikationen / Divisionen

und genausoviele Additionen.

Rickwarts- bzw. Vorwaértse nsetzen:
Es ergibt sich insgesamt: n2 Multiplikationen / Divisionen und n? - n Additionen

4.2.4. Definition: Eine Matrix A O K™" hat obere Bandbreite k und untere Bandbreite m,
wenn ihre Elemente g; fur Indizesi, j mit j—i >k
und i—j>m
aleNull sind.
4.2.4. Satz: A 0 A™" habe Zerlegung A = LR. Hat A obere Bandbreite k und untere
Bandbreite m, dann auch L und R (entsprechend!)

4.3. Die Cholesky — Zerlegung

4.3.1. Definition: Eine symmetrische Matrix A 0 R™" mit der Eigenschaft
x'Ax>0 furxz0
hei 3t positiv definite Matrix.
4.3.1. Satz: Sei A O R™" symmetrisch. Dann sind &quivalent:
(i) A ist positiv definit
(ii) Alle Eigenwerte von A sind grof3er Null
Ist A pos. definit, dann gilt auRerdem det (A) > O.
Beispiel
4.3.2. Satz: Sei A positiv definit. Dann
(i) Alle Hauptuntermatrizen A sind positiv definit
(i) &i a; > & farij=1,.,n,i #]j
(i a >0 fari=1,..,n
Folge: det (Ax) >0 Ok => A hat LR-Zerlegung.
4.3.3. Satz (Cholesky — Zerlegung)
Jede positiv definite Matrix A 0 R™" kann eindeutig zerlegt werden in die
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Form A =G G' mit einer unteren Dreiecksmatrix G mit positiven Diago-

nalelementen.
Bemerkung: AusA = G G' folgt (G := Ltiag(Ty . y/T))
ai=ak= » 0,0 l<i<ksn
i k Zl 19k

Ferner gilt: gy =0 flr | > i und damit

A= Z 9,9, und & = g+ ... + g%
=

Verfahren von Cholesky Crout

i-1
Firi=1,.,n berechnegi=./a, - di
=1
- U

. . 10 =
Fir k =i+1, ..., n berechne gy = o By - ; 9.9 H
Satz 4.3.4: Bei der Berechnung der Cholesky Zerlegung einer positiv definiten n x n
Matrix sind
n(n-1)(n +4)
6

Multiplikationen / Divisionen

W Additionen

und n Wurzeln erforderlich.

4.4. Das GaulR —Jordan — Verfahren

Mit Hilfe dieses Verfahrens kann man nun eine Matrix invertieren bzw. Gberprifen, ob
sieinvertierbar ist.

Algorithmus von Gaul? — Jordan:
Gegeben: A = A® O K™ invertierbar
Gesucht: A™
Fr 1 =1, ..., n bilde A" nach folgenden Regeln:
1) Pivot — Suche:
Bestimme Zeilindex p; O {I+1, ..., n} sodal3
= max

|a(p||),l+l l<k<n aﬂ,)lﬂ
2) Vertausche |+1-te mit pi-ter Zeile von A®),
() -
Dasgibt eine Matrix A und Komponenten g;
3) Austauschschritt:
a) Spaltenregel
-

a : :
al:= _(,)' - i=1.,nmizl+1

al+1,| +1

b) Zeilenregel:
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A= Ty k=1,..,nkzl+1
A+l +1
c) Pivotregdl:
. 1
al(itl:,li)ﬂ:: D)
A1+
d) Rechenregel:
MONNPY BE“
™ = au —% ik=1.,nik#zl+1
A+

At=AMD B, LB,
Variante: Gauld — Jordan — Tableau:

[ X Xp X3 Xn
A1 2 i3 Qun Y1
1 a» a3 %on Y2
a1 a2 S 8nn Yn
[ X Xp Yo Xn
ay aa aaz aan Y1
ay ay a3 aon X3
a‘nl a‘nz a‘nS a‘nn yn

usw., die & j; werden dann durch die Pivot -, Spalten-, Zeilen- und Rechteckregel
bestimmt.

Gesamtaufwand Gaul3 — Jordan:
n mal Austauschschritt => n® Multiplikationen / Divisionen
n(n —1)2 Additionen
Bemerkung: GauR — Jordan nur anwenden, wenn wirklich A erforderlich ist. Im
allgemeinen reicht LR Zerlegung! (Grund: hoher Aufwand)
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4. 5. Matrixnormen

Definition 4.5.1: Eine Abbildung N: C™" - R, ?[0, o[ heift Matrixnorm, wenn gilt:
)N(A) =0 A=00C™

i)AOJC,ATC™=>NQAA)=]A|N(A)
iii) A, B OC™ =>N(A+B) < N(A) + N(B)
iv) A, B OC™ =>N(A + B) < N(A) IN(B) (Submultiplikativitat)
Beispiele:
i) Zeilensummennorm:

A= A= max 3 Ja]

i) Spaltensummennrom:

A = A= max 3 la|
iii) Frobeniusnorm:

A A=Y S laf
1=1 k=1

Satz 45.1. 1t ||.J: C" - R eine Vektornorm, dann erhdlt man durch
AN
[ub(A = max||Ax
()= maxt = malAX]

eine Matrixnorm auf C”X”. Sie heift die zu ||.|| gehtrende lub — Norm. (least
upper bound)

Bemerkung: |JAX|| < lub(A) |Ix||

wenn [JAX]| < K(A) [I]|, dann lub(A) < K(A)
Definition 4.5.2: Sei A O C™ und Ay, ..., An O C die Eigenwerte von A. Dann ist

P(A) := max]A,|
der Spektralradius von A.
Satz 4.5.2: luby(A) = [ p(A" A) = \/ma:)fHA”AxHZ

A=(a)=>A"= (51k.)
Bemerkung: ||A|l> = lubz(A) heifdt Spektralnorm
H

(A"A)" = A"A und damit sind Eigenwerte > 0
Satz 4.5.3. Esgilt:

n

) lubu(A) = magl Al = max 3 |a,|

1=
n

1) Iuby(A) = madIAll, = max 3 |a|

1=1

Satz 4.5.4. Fur die Frobenius Norm gilt:

lub(A) < A< Rg(A) Oub,(A)

Definition 4.5.3. N: K™ _ R, sei Matrixnorm. N heif} passend zur Vektornorm
I K" - R, wenn gilt:

IAX]| < N(A) [Ix]| OAOK™ xOK"
Bemerkung: luby ist passend zu ||.||.
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4.6. Fehlerabschatzungen

Gleichungssystem Ax = b.

Stérung von b A(x+AxX)=b+Ab [ AX]] = ?
Stérung von A: (A+AA)(X+Ax)=Db [ AxX|| < ?
Stérungvon A und b: (A + AA)(X + Asx) =b+ Ab | Asx|[ < ?

Definition 4.6.1.: Fir eine regulare Matrix A 0 K™" und eine Matrixnorm
N: K™ - R, heif}
condyn(A) := N(A) N(A™)
die Kondition von A beziiglich N.
Bemerkung: N(E) = 1 und damit 1 < cond(A)
Satz 4.6.1: Sei A DK™ und 0% b O K", x + Ax sei Lésung von A(x + AX) = b + Ab
und Ax = b. N sieeine zu ||.|| passende Matrixnorm. Dann gilt

I AX]| < N(A™) [|Ab]| absoluter Fehler
|| Ax]] AlAb]
———<cond(A)
|11 |[bl]

Lemma4.6.2. Sei A O K™", Falls Matrixnorm N existiert mit N(A) < 1, dann existiert
auch (A + A)™* und es gibt
o 1
N((E+A) )sl_ A
Satz 4.6.3. Sl A, AA DK™ b OK™" A reguldr, Ax=bund
(A +AA)(X + AX) =Dh.
Sei ||.]| Norm auf K", N passende Matrixnorm und
N(A™) N(aA) <1
Dann gilt:
[|AX|| cond(A) N(AA)
<
IXIl ~ 1-cond(A) K&y N(A)
Bemerkung: Ganz allgemein (Stérung mit AA und Ab).
(A+AA)(x+Ax)=b+Ab Ax=Db
[|AX|| cond(A) ON(AA)  [|Ab||E
< +
lIXIl ~ 1-cond(A)\Gxy ON(A) — |lbl]
Satz 4.6.4: 1st A O K™" Zeilenaquivalent

OcORs: > lay|=c, danngilti=1,..,n
=1

dann gilt fur jede Diagonalmatrix D
cond., (A) < cond. (DA).

4.7. Die QR —Zerlegung
Bel LR Zerlegung bzw. Gauf3elimination
Anes =L Agt (zB. Apn = AKD A =AW
Aar=A Aneu = R)
=> cond(Anes) = N(Ana) N(A ™ hey) < cond(L) cond(Aay)
Im allgem. cond(L) > 1 und Konditionszahl verstakung um den Faktor cond(L) tritt oft
auf.
Bei unitarem Q gilt: Q|2 =1
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Satz 4.7.1. A O C™" Q unitar => condx(QA) = condx(A).
Satz 4.7.2. Jede reguldre Matrix A 0 C™" |43t sich schreiben als
A=QR (QR Zerlegung)
Q unitér, R obere A - Matrix mit pos. Diagonae
Satz 4.7.3: Die QR — Zerlegung von einer regularen Matrix A mit A = QR, Q unitér, R
obere A - Matrix ist eindeutig, wennr >0 (k =1, ...,n)

stabile Methode von Householder

Definition 4.7.1. Sei w O C", |w||> = 1. Dann heift

_2|W1|2 _2W1W_2 E
2w,w, 1-2w,[ :
HW:E_ZWWH:E— 2 1 | 2| . EII
U ) U
| 1-2w, |0
elementare hermitesche Matrix bzw. Householdermatrix.
Die Abbildung
@: C" - C™
Z - Hyz held

Householder — Transformation.
Satz 4.7.4.: Es gelten die Aussagen
i) Hy ist hermitesch und unitér
i) Hy ist involutiv (Hy2H = E)
iii) Hy hat Eigenwert —1 und EV w und (n-1) fachen Eigenwert
1 mit Eigenraum V = {u O C" |w"u =0}

iv) Sel W = (0, Wa, .., Wn)T, W= (Wa, ..oy Wi)T
mo - 0

Danngilt Hw= 0 ~

% Hw
Bemerkung: Householder — Trafo ist Spiegelung an Hyperebene V {uy, ..., Un-1}

Frage: Gibteszua, b0 C,einw OC", |w|. = 1 mit Hya= b?
Antwort: Householder — Algorithmus

Omooond

g
adC", a= 0! [0, gesuchtisteina O C, w O C™ w"w =1 und
Hpa= ae;.
O a
g — a, 20
= a:= ] 1l || %
Hlall, .8, =0
— _ 2 2 2
B:=lla- aeilp = +/(jaHlall,) Ha,F .. 4a,F und
1
w==(a-ae
B( )
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Satz 4.7.5. Zu einer beliebigen Matrix A 0 C™" eine unitéare Matrix Q 0O C™" und eine
obere Dreiecksmatrix R 0 C™" mit A = QR.

Verfahren: Sei H,, eine Householdermatrix, die die i-te Spalte gemal3 des

obigen Algorithmus umformt. DannistR=H,, ---H,, A und
Q= le ... HWs
Algorithmus stabiler und allgemeiner als Schmidtsches Orthogonalisierungsverfahren!

4.8. Lineare Ausgleichsprobleme

Methode der kleinsten Quadrate (von Gauld)

Mef3punkte Xi

Mel3werte Vi

Aus physikalisch oder 6konom. Grinden mul3y; = a +x; gelten:
r=a+pBx -y Residuum
r=(ry ..., fm)" Resdenvektor

Gesucht: a*, B* mit mini(a +BX; —yi)2 = (0(* B * X, —yi)
ap 1=1

Matrixform: r=p : %H_D: 0
H x, Hy, 0

gesucht: min r'r= min ||r||5
(o B)R? (apY R?

Allgemeiner: gesucht ist ( rp)l n, IAX-b||% lineares Ausgleichsprobl.

Verallgemeinerung der Losung linearer Gleichungssysteme auf ,,L6-
sung” von Uberbestimmten und unldsbaren Problemen.

Im folgenden Beschrankung auf R".

ImR"gilt: x,y OR"=><x,y>:= Z Xy, und [[X] = 4/< X, x > d.h.
1=1

euklidische Norm stammt ab vom inneren Produkt.
Satz 4.8.1. Sei V ein Vektorraum mit inneren Produkt U, O V sei n—dim
Untervektorraum von V. V hat Norm ||x|| = /< X, X >.
Zujedemf OV gibt esgenau ein h* [0 Uy
(*)<f-h*,h>=0 0Oh0OU,
(**) h* eindeutig bestimmt.
Bemerkung: Wegen (*) heifdt h* orthogonale Projektion von f von U,. Wegen (**) heilt
h* die beste Approximation von f in U,,.
Satz 4.8.2. Sei A O R™", A O R™ mit m > n gegeben. Betrache das lin.
Ausgleichsproblem:

(#) IAx* - blI3 = minjAx - bf;.
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Dann gilt:
1) x* [6st (#) genau dann, wenn es die Normalgleichung
A'Ax* = Alp erfillt,
i) DieMenge L:= {x O R"|A'A x = A'b} ist ein nichtleerer
affiner Raum, d.h. X1, xo O L => (l - )\) x1+A X OL OA OR.
i) (#) hat genau dann eine eindeutige L6sung, wenn Rg(A) = n
(vollster Spaltenrang)
iv)Unter allen Losungen # gibt es genau eine Lésung x™ mit
minimaler euklidischer Norm.
Bemerkung: x* heit Pseudonormldsung von # bzw. von Ax = b.
Bemerkung: Ist die QR — Zerlegung von A bekannt, A = QR, Q orthogonal.
Definition 4.8.1: Sei A 0 R™". Die Darstellung
A=U3z V!
mit orthogonalen Matrizen U O R™™, V O R™" und Diagonal matrix
> O R™"Singularwertzerlegung von A.
Lemma4.8.3. Sei A O R™". Die positiven Eigenwerte von A'A und AA' stimmen iber-
ein und haben dieselben Vielfachheit, d.h.
dim Kern (A\E,—A'A) = dim Kern (A E;, — AA).
Bemerkung: AA" und A:A sind reell symmetrisch => alle Eigenwerte regll.
Lemma4.8.4. Fir A O R™"ist Rg(A) = Rg(A") = Rg(AAY) = Rg (A'A) die Anzahl
der positiven Eigenwerte von A'A bzw. AA" mit Vielfachheit
dim Kern (AE, - A'A) gezéht.
Satz 4.8.5.: Sei A O R™" mit r = Rg(A). Dann existieren orthogonale Matrizen
U= (Uy,..., Up) OR™™ V = (Vy, ..., V;) O R™ derart, dai?
>:= U'AV =diag (01, ..., Ominmn) 0 R™" mit

012 ...2 0 > Op+1 = ... = Ominimyn) = 0.
Bemerkung: Z hat die Gestalt:
[0, o --- 0O
o= . ) .0
0 . : 0
z _EII O-r O o OBDRmxn
"o - 0 0 - 0g '
L: Do [
0" S '
o --- 0 0 --- 00

Definition 4.8.2; Die positiven Eigenwerte von AAT (und ATA) sind eindeutig be-
stimmt. Damit sind auch oy, ..., o; sind eindeutig durch A bestimmt. Sie
heif3en Singuldrwerte von A. (Nur U und V sind nicht eindeutig)

Man kann auch mit Hilfe der Sinulérwertzerlegung das Mininalwertproblem aus Satz

4.8.2 bestimmen:

u/b  u'b 0
; i ~h- Ty — 1 r T alhi
Esergibt sich: V x—%?,..., - ,ar+1.---,anE . (& beliebig).

Unter allen Lésungen hat x™ minimal e euklidische Norm (Setze & = 0)
Definition 4.8.3: ZuA O R™" und Rg(A) =r sei UTAV = X = diag(ay, ., Omingm),0;..0)
eine nach Satz 4.8.5 existierende Singuldrwertzerlegung mit
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0]_2 - 0-r> 0r+]_= .= O-min(m’n).
1

01 o .. of
. : .0
n . : 0
0 1 0

Mit der Matrix £* =0 5 9 - Oggrm™
0 ' |
00 0 0 - 0
0 Do 0
U U
70 .- 0 0O --- 0O

heit A" =V =" UT O R™™ Pseudoinverse (bzw. Moore Penrose —

Inverse).

Satz 4.8.6: Sei A O R™™, r = Rg(A).
Dann gilt:

1) Die eindeutig bestimme L6sung x* minimaler Norm des Ausglei chsprob-
lems minf|Ax - b||> ist gegeben durch x* = A™h.

ii) A" ist eindeutig bestimmt durch A bestimmt
i) Rg(A) =n=>A"=(ATA)TAT.
iv)m=n, A reguléar =>A*=A"
V) Es gelten die vier Moore — Penrose Bedingungen:
AA* = (AAYT
A*A = (ATA)T
AATA = A
ATAAT=A"
vi) Erfillt B die vier Moore Penrose Bedingung, dannist B =A™,
Fazit: Pseudoinverse kann auf 3 Weisen erkléart werden:
i) Matrix zur Abbildungb - x*
i)At=v z* U’
iii) Durch die Moore — Penrose — Bedingungen.
Satz 4.8.7.: Sei A 0 R™" mit Pseudoinverser A* [0 R™™. Dann hat A" die
Pseudoinverse (A")": kurz: (A" = (A")".
Satz 4.8.8 Sei A O R™™. Dannist x — AA'X bzw. x - A*Ax die orhtogonale
Projekton auf Bild(A) bzw. Bild(A™).

Seite 29



Numerik |

§ 5 Iterative Losungen linearer Gleichungen
5.1. Das Gesamt- und Einzelschrittverfahren

Betrachte spezielles Gleichungssystem:

Fixpunktgleichung: x =Tx +u TOK™ uOK"
lterationsvorschrift:  x*V=Tx®+u k=012, .
xQOKn
K" o K"

@ist kontrahierend, wenn fr eine Matrix — V ektornorm Paar
(passendes) N, ||.|| gilt:
llex) - @)l = [Tx-y)ll = N(T) [x-yli N(T) <1
Damit gilt: Banachsches — Fixpunktproblem: Konvergenz firr beliebige x© 0 K" gegen
Fixpunkt.

Problem: Wie kriegt man Ax = b auf Fixpunktform?

1. Methode: A =D — B, mit D:= diag(a, ..., an) und B := D —A.
Wennag 20, firk=1, .., n.
Ax=b © x=D"'Bx + D7,
dh. T=D'B und u=D".

2. Methode: A =D —L —U mit D:=diag(ay, .., @n) und
L strikte untere — Dreiecksmatrix
U strikte obere — Dreiecksmatrix.
Wennag#0,fiurk=1, ..., n.
Ax=b e x=(D-L)*Ux+([D-L)".
dh.T=DO-L)*U, u=(-L)"

Verfahren:
Gesamtschrittverfahren (GSV, Jacobi — Verfahren)

A=D-B, D:=dag(a,...,an),ak#0,0k=1,.,n
Iterationsvorschrif: (kurz) x**Y = D?Bx® + Dp.

ausfuhrlich:

1

x4 = = (0- ag2x2" — ... — a9 + by)
1
1

Xz(k+l) =— aglxl(k) —-0- ...— a]_an(k) + by)
22
1

XK = = (ax ¥ = ...—0+hy)

nn
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Iterationsmatrix:
Tesv = DB (Jacobi — Matrix)

Einzelschrittverfahren (ESV, Gaul3 — Seidel — Verfahren)

A =D-L -U, D Diagonalmatrix, L und U strikte untere bzw. obere Dreiecksmatrix.

x©@ OK"
Iterationsvorschrift (kurz): x**P = (D -L)*Ux® + D -L)"b
ausfuhrlich:
1
X]_(k+l) = — (0 — a]_zXz(k) ———.— a]_an(k) + b]_)
1
1
XX = = (g, -0 — ... —ayx® + by)

2

(k+1)

1
X = — (@ix4 e =B Xn D — 0+ by)

n

(Achtung: man mu3 nicht (D —L) invertieren I111)

Iterationsmatrix:
Tesv =(D-L)*U

Wann konvergieren diese Verfahren ?

5.2. Konvergenz von Iterationsverfahren fur lineare Gleichungssysteme

Fur den Fehler e¥ gilt:
X=Tx+u
x¥ D =1x® +u wobei, 9:= x® —x. => D =Tl = T* 0
Konvergenz tritt ein, wenn LimTk =0, dh. LimmTi}‘ =0 Oi,j.

Satz 5.2.1: Das Iterationsverfahren x**? = Tx® konvergiert fiir beliebige Startwerte
xQ0K " genau dann gegen die Lsung von x = Tx + u, wenn p(T) < 1.
Lemma5.2.2.: A OK™" N Matirknorm => p(A) < N(A).

Satz 5.2.3. Gilt: [ai| > Z|a,.k| i =1, .., n,dann konvergiert das GSV bei beliebigem
=1

k#i
Startvektor x©.
Bemerkung: ||[T||| gibt das Mal3 fur die Geschwindigkeit mit der der Fehler gegen Null
geht (falls||[T]ll < 1)
Satz 5.2.4. (Kriterium von Sassenfeld)
Sei A=E-L -U (Ejetzt Einheitsmatrix)

Esgelte 1> Z|a1.k| i =1, .., n, danngilt:
=1
k#i
I(E-L)" Ul < |IL + Ullo < 1, d.h. [Tesvl| < [Tosvll < 1
Satz 5.2.5 (Reich — Ostrowski)
Ist A O C™ hermitesch und positiv definit, dann konvergiert das ESV be
jedem Startwert x@ O C".
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Bemerkung: Das GSV konvergiert fir positiv definite hermitesche Matrizen nicht un-
bedingt.

5.3. Relaxation und Nachiteration

5.3.1 Algorithmus (GSV mit Relaxation, JOR — Verfahren)

Gegeben: A O K™ D =diag(au, .., an), b O K", Startwert xX@ O K",
Iteration: x**Y = [(1- WE + D B] x® + wD™ b

K omponentenwei se:
W W
Xl(k+l) — (1'(,0) Xl(k) _ _aizx(zk) - ainx(k) +_ b
ay ay ay
W
= —a, xg")—...——an(n X+ (1-w) %, + — © b,
aﬂl"l ai n

Tesv(@) = (1- WE+wD'B  (JOR—Matrix)

Satz 5.3.1.: Tesv = Tesv(1) haben die Eigenwerte A4, ..., A, und zugehdrige Eigenvekto-
ren X, .., x™. Dann hat TGSVS(») die Eigenwerte pi(w)= 1 - w+ w A mit
zugehorigen Eigenvektoren x®, i =1, .., n.

Satz 5.3.2.: Die Iterationsmatrix des GSV besitze die reellen Eigenwerte

SR VR VESINE- W
Dann wird der Spektralradius des JOR — Verfahrens minimal fur
. 2 I
w “2h A mit p(Tesv(w)) = —2 VY
5.3.2. Algorithmus: (ESV mit Relaxation, SOR — Verfahren)

Gegeben: A=D -L -U, D =diag(aus, .., &n), L, U strikte untere bzw. obere Dreiecks-
matrix, D regulér, b O K", x© 0 K", Relaxationswert .
Iteration: (Komponentenweise)

_(k+1) 10

Xi “a 5 D— > ( x('“l)) Z,( x(k)) +bE

~ (k+1)
X = (1-)x™ + wxi
miti=1,..,n.
|terationsmatrix: Tesy(w) = (D - wL) ™ [(1- w)D + wU]

k+1)

Satz 5.3.3. (Kahau):
P(Tesv(w) =|1- o]
Gleichheit nur dann, wenn alle EW von Tesy(w) betragsméaldig gleich|1 -
w|sind.

Folge: Konvergenz des SOR — Verfahrens hochstens fur w [0, 2.

Satz 5.3.4. (Reich — Ostrowski)
Ist A O R™" symm., dann gilt:
Das SOR — Verfahren konvergiert genau dann fir alle w [1]0, 2[, wenn A po-
sitiv definit ist.
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Nachiteration

Statt A = LR mit numerischer Rechnung nun A = L R+ F mit Fehlermatrix F, [IFll. sehr

klein. Lésung xaus LRx = b.

Fur reguléres A ist R (und I:) regulér, wenn ||F|.. gentigend klein.
Esergibt sich die Iteration:

Iterationsvorschrift der Nachiteration:
x®&D =W _ -1 '1(A x® b)

Iterationsmatrix:

TN=E- RILTA
Weil Ax® = b gilt, tritt Stellenausldschung bei Ax® - b ein. Daher Rechnung mit dop-
pelter Stellenzahl, bei r:= Ax® —p,
Danach berechnet man Korrektur
A0 = R K = K _ (kD)
(Stichwort: Vorwérts- und Rickwartseinsetzen)
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8§ 6 Eigenwertprobleme

6.1. Grundbegriffe aus der Algebra

A OC™ X OCist Eigenwert, wenneinx 0 C", x #0, ex. mit Ax = AX. X heif}
Eigenvektor von A zum Eigenwert A.

U:={x | Ax = A x} heil3t Eigenraum zum Eigenwert A. Vielfachheit von A ist die Dimen-
sionalension von U.

U ist Untervektorraum von C", der invariant unter A ist, d.h. x 0 U => Ax O U.
Die Eigenwerte sind Nullstellen des charakteristischen Polynoms p(A) = det(A - AE,).

Gilt Ax=Ax =>TA T*Tx =\ Tx,, d.h. Txist EV zum EW A.
Satz 6.1.1. (Komplexe Schur — Zerlegung)

Sei A 0 C™". Dann ex. eine unitdre Matrix U [0 C™" derart, da

[P\l * * 0

DO . .U

H _0 . -0
U AU = 0: D
| 0

o --- 0 }\nD

Dabei sind Ay, .., An die Eigenwerte von A (nicht notwendig verschieden)
Satz 6.1.2. (reelle Schur — Zerlegung)
Sei A O R™". Dann ex. eine orthogonale Matrix Q 0 R™" mit

Ry Ry - R.O
Dc;.l "12 :ISD
ThA — U : -0
QAR=p: - . D
[l [l
10 - 0 R.O

wobei die Ry reelle1 x 1 oder 2 x 2 Matrizen sind
Rkk = (}\k) ] Rle

RkkDR2X2=> Rk = ﬁ_a Bﬁ,WOGiiB EW von A ist.
B a

Satz 6.1.3 (Eigenwertzerlegung her mitescher Matrizen)
Zu jeder hermiteschen Matrix aus C™" gibt es eine unitare Matrix U O C™"
mit UPAU =D =diag (A4, ..., \n).

Bemerkung: Man nennt A diagonalisierbar wegen U"AU = D. uy,..., uy ist eine ON
Basis von Eigenvektoren von A.
A = U D U" heifkt die Eigenwertzerlegung von A.

Definition 6.1.1.; Eine Matrix C™ heit normal, wenn AA™ = A"A gilt.

Satz 6.1.4. A 0 C™" ist genau dann normal, wenn es eine unitare Matrix U 0 C™" gibt
mit U"AU =diag (A1, ..., A\n), Ad O C, k= 1,..., n.

Bemerkung: Jede hermitesche Matrix ist normal. Unitdre Matrizen sind normal.

Folge: Normale Matrizen (und nur die) sind unitér diagonalisierbar. Sie besitzen n

Eigenvektoren, die eine ON Basis des C" bilden.
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6.2. Reduktion auf Tridiagonal- bzw. Hessenberggestalt

Definition 6.2.1: Eine Matrix B = (by)"j=1 0 C™" der Form

EEM i b.lnE
B=no .0 " 0 dh. by = Ofir i > j+1 (obere) Hessen-

G0 0 by, b.A

bergmatrix. B heifd nicht — zerfallen, falls b1, j # 0 fur
j=1,..n-1
Bemerkung: Gilt B" = B, dann ist B tridiagonal.
Satz 6.2.1: Zu A O C™"ex. eine (obere) Hessenbergmatrix B und Househol dermatrizen
Hq, .., Heo O Cnxn' so dafd
B = Hn-2 HlA Hl Hn-2
Bemerkung: Beweisist konstruktiv. Mann nennt das resultierende Verfahren:
» Verfahren von Hyman® oder ,, Reduktionsverfahren von Househol der*
Wenn A = A", dann auch B = B".
Fur hermitesche Matrizen liefert Satz 6.2.1 eine Tridiagona matrix.
Lemma 6.2.2.: Sei B eine zerfallene Hessenbergmatrix B = (bj) 0 C™" by, = 0 fir ein
[ O{1, ..., n1}.
Dann gilt: det(B - AE,) = det (B, - AE;) det (Cp.i - AE.)
(Determinantenregel)

Esgilt (ab sofort B nicht — zerfallen)
Xx#0
(B-AE) x =0
Damit kann man herleiten:
-gq+ (b]_]_ - }\)Xl +bpoxo+ ... +bixp=0
bo1xq + (b22 - )\) Xo+ ...+ bopXn =0

bn,n—lxn—l + (bnn - )\)Xn =0
Wenn g =q(A) =0, dannist A EW von (X, ..., Xn)" .

Bel gegebenem x,, haben wir das Gleichungssystem fir g, Xa, ..., Xn.1 mit Koeff. Matrix

01 b,-A b, - b0
D 11 12 l,' 1D
) no b,, 0
_0: 0
BA) =g .0
0: . O
Ho ... .. o0 bn]n_E
det (B(A)) =- byy... bap # O (n. Voraussetzung).
ogno O -b, O
) D)? 0O O ." O
Esgiltdamit: BA) . g=x,0 . [ Setzex,(0BdAasl)
o'o o,

U
K0 B (by, =)D
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Esergibt sich:
Algorithmus von Hyman

Gegeben: B obere Hessenbergmatrix, nicht zerfallen, Startwert A©.
Gesucht: Verbesserte Naherung A® aus Eigenwert von A und Naherung an zugehdrigen

Eigenvektor.
Schritt 1: Lose (B - APE) x —quer =0
Schritt 2: Lose (B - APE) x* —q e, =x X'n=0
Schritt 3: Setze A& =A@ - %
Schneller, falls B Tridiagonal matrix ist:
b 00
b
1 U
Bz .. ., paORbOC{O
O - "0
0o bhi a O

Satz 6.2.3. Das char. Polynom pr(A) = det(B,, - AE) 1&3t sich mit der Rekursion
Po(A) =1, pu(A) = I?l - A k(D) = (& - A) Pea(A) - b pia(A)
=2,..,N
Bemer kung: Aus Rekursionsformel bekommt man durch Ableiten
pO‘ = 0! pl‘ ()\) = ')\!
Pn'(A) = (@n - A)P'k-a(A) - 2P’ 2(A) — Pr-a(A)
Satz 6.2.4. B, 0 C™" sai eine nicht — zerfallende hermitesche Tridiagonalmatrix By ihre
k — reithige Hauptmatrix. Dann besitzt py, das charakteristische Polynom von
By, reelle einfache Nullstellen A%, j= 1, ..., k und fiir k = 1,..., n-1 trennen die
Nullstellen von py die von py+1, d.h.
ALD <00 0D <A B < <D,
Satz 6.2.5. Seien po, p1, ---, Pn die zu einer hermiteschen Tridiagonalmatrix gehdrende
Rekursionsfolge gemal3 Satz 6.2.4. Dann bilden
Po, -1, --r (-1)"Pn
auf alen Intervallen [a, b] mit py(a) # 0 # pn(b) eine Sturmsche Kette.
Folge: Man kann mit dem Bisektionsverfahren etwa den k-ten Eigenwert der Matrix B
berechen. Andere Mdglichkeit: Newton.

6.3. Die Potenzmethode

6.3.1 Algorithmus nach von Mises/ Geiringer
Gegeben: A O C™ mit dominanten EW A1, £>0
Gesucht: Naherung A ® an A, und x® an zugehérigen EV.

Setze 2 := (1, ..., 1) (oder shnlich, aber # 0)

© .- (0)

4
12|
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Fiurk =1,2, .. setze 20 = A x®

K — (%)
= z
1zl
0 zk O
A ¥ ist Mittelwert von Exﬁxi(k_l) # 0[]
i U

Abbruch sobald A €V —A®| < ¢,
Dannist A ® Naherung an A1 und x* Naherung an EV.
Satz 6.3.1: Sei A 0 C™" diagonaldhnlich mit Eigenwerten
Dal> Mol 2 o= Pl |
und zugehdrige Eigenvektoren vy, ..., Vi (lin. unabh.) Ist )\1:|)\1|e'¢,
0< ¢ < 2mrund hat der Startwert 29 bzgl. v, eine nicht — verschwindene

n
K omponente 2% = Ycv, a0,
=1

dann gilt
”Clvl”z
Folge: zKD = Ax® = gk? AV, O(% k) fir k — oo.
||01V1||2
Satz 6.3.2: Sei A 0 C™" und 0 # x 0 C™". Dann hat das lineare Ausgleichsproblem
H
: 2 . . . ) _ X"AX
rPDIg1||AX AX||; die eindeutige Losung A = NCE
. ) o _ X" AX .

Definition 6.3.1: Fir A DK™ und 0 # x O K" heil3t Ra(X) = NC Rayleigh —

Quotient von x und A.
Satz 6.3.3: Fur A OC™", A = A" mit Eigenwerten A1 > X\, = ... = A, gilt:
Ra(x) OR furx O C"\{0}
Ay =minR, (x)
A= max RA(X)
Satz 6.3.4: Unter den Voraussetzungen und Bezeichnungen von Satz 6.3.1 und
zusétzlich A = AT gilt Ra(x®) = Ay + o(i—jk) k - .

Probleme: 2 gleichgroRe EW Trick: betrachte (A - oE)
Zur Berechnung des betragskleinsten EW:

von Mises— Iteration: z = A x&

We L 0 =
X = BRI 29, k=12, ..

Verfahren von Widlandt (allgemeine Form):

Gegeben: A 0 C™", x© 20, 6@ Schétzungen an Eigenwert A; von A, so dal?

N - 09 < A - 0| fir alle EW Ay # A,
Gesucht: Verbesserte Naherung an A; und Néherung an zugehorigen EV.

Iteration: 2V = (A - cPE)*x©, x® = z®

|
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®

. ) L7 U
Wy sei der Mittelwert von %

x(¥ £ 00
O

oW =g® +1
1

_ i 1

Allgemein: Z(k+1) =(A - 0(k)E) lX(k), X(k+1) — _” o
VA

(k+1)

Mk+1 Sei der Mittelwert von [1)'((—k)

(k+1)

U
x" £ 00
O

gk = gl 4 1

Hi+1 *

Abbruch, sobald |o®*? - 6| klein genug.
Verfahren von Wielandt fir hermitesche M atrizen:

Naherung an EW ¢ = g™ +-L1

Hi+1

ez = XEDH A XxED gtatt Mittelwert

6.4. Das QR - Verfahren

6.4.1. Algorithmus (Teilraumiteration mittels orthonormaler Basen)

Gegeben: AOC™, pU{1,...,.n}
Gesucht: Naherung an p EW und zugehdrige EV
Start: Qo 0 C™® mit orthonorm. Spalten (Qo"'Qo = Ep)
Iteration: Fir k =1, 2, .. Zx = A Q-1 (Potenzierschritt)
QR —Zerlegung (z.B. Satz 4.7.5)
Zy =: QxR« (Normierungsschritt)
Abbruch mit geeignetem Kriterium

6.4.2: Algorithmus (Grundform des QR — Verfahrens):

gegeben: A, ;= A Oc™
gesucht: Néherungen an D =diag (A4, ..., An), wo die A; die Eigenwerte von A sind.
Iteration: Fir k = 1, 2, ... bestimme die QR — Zerlegung
Ak = Qi Rk
A1 = ReQxk
Abbruch sobald ||Rx — D|| klein genug
Satz 6.4.1: Sei A = QR und B=RQ. Ist A hermitesch bzw. obere Hessenbergmatrix,
dann auch B.

Lemma 6.4.2: Sei A O C™" regulér, Qx und Ry seien durch das QR — Verfahren erzeugt
k=1,2,..).
Mansetze Q, = E, Q, =Q;---Q,, Q, = (Q§k),---,ﬁ|ﬁk)), R =R Ry
Dann gilt fur allek [ N:
1) QI'AQ, =A,., (Axs1ist unitérahnlich zu A)
2 A Qk = Qk+le+l
3) Sei Sy =spann{ey, ..., e} (Einheitsvektoren)
Dann gilt:
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A(k+l) S'n - $ann{A(k+l)e1, .y A(k+l)ern} - Spann { q§k+1)'“"q$:](+l)}'

d.h. die ersten m — Spalten von Q, ,, bilden eine Orthonormalbasis der
ersten m Spalten von A&,
4 A= Q,,R,, (Potenzieren) (QR — Zerlegung von A**Y)
Definition 6.4.1: Seien L, U zwei m —dim. Unterraume des C". Dann wird ihr Abstand
definiert durch
d(L, U) = ||P. — Py|2, wobei P_ bzw. Py die orthogonale Projektion des
C"auf L bzw. U ist.

m

Bemerkung: Ist qu, .., gm €ine Orthonormalbasisvon L, dannist x — z(qi“x)qi die
1=1

orthogonale Projektion von C" auf L. Die zugehtrige Matrix
P.= ) q; qu

Satz 6.4.3: A O C™ diagonaahnlich mit EW Ay, ..., A, und zugeh. Eigenvektoren u, ...,
Un. ESsal A1 = ... = Ay > 0.
Fireinm O{1,..,n—=1} sei Ay > Amsl-
Un = spann{ uy, ..., Uy}
T = spann { Ums+1, .., Un}
Sei S,y m—dim. Teilraum von C" mit Sy, n Ty = {0}.
Dann gilt:

A
d(A%S,, Up) = o@ﬁﬂ

Satz 6.4.4: Sei A O C™" diagonaldhnlich mit EW A4, ..., A, und zugehdrigen EV uy, ...,
Un. ESsal \q|> ... > |]An| > 0.
Firm=1,.,n-1se
S =spann{ ey, ..., e}, Un=spann {uy, ..., Un}, Tm = spann{ Um+1, .., Un}
ShnTm={0} m=1..,n-1

Dann gilt fir die durch das QR — Verfahren erzeugte Folge {A k} o

O

Ak:

ll
W\ i ak) = Do
(aij )j=1’ leai =0 l<j<isn

limal¥ =\, i=1,..,n

k- o0 !

Das QR — Verfahren mit shift

Im allgemeinen ist die Konvergenz des QR — Verfahrens zu langsam.
- Reduzieren des Aufwandes durch Transformation auf obere Hessenbergform
- Verfahren konvergiert schneller mit shift:
A - okE = Qx Rk QR —Zerlegung
1 geshiftete Matrix
Ak+1 = RQx + okE

A habe die EW p => A - okE hat die EW p - ox.
Shiftwahl A: oy = &) Durch diese Shiftwahl wird erreicht, daB a?)_, quadratisch gegen

0 konvergiert.
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E TGN
Shiftwahl B: ok als den Eigenwert von Bag:;n_l a<_k15n8’ der am néachsten an a liegt.

,n-1
Bel Tridiagonalmatrizen erreicht man quadratische Konvergenz fur
a¥, - 0undak), - 0 firk - o,

6.5. Das Jacobi — Verfahren

A OR™ A=AT=>aleEW reedll (A ist insbesondere normal!)
Ziel: Mit ,,unendlich vielen“ elementaren Orthogonal enmatrizen J¥

lim(30T... JOTAJD.... 30 = diag (A4, ..., An)

Kk o0

Definition 6.5.0: Ein elementare Orthogonalmatrix ist eine Matrix der Form
gcos¢ snd[d
sind cosd
Definition 6.5.1: Seic=cos¢,s=sin¢d, 1< p<v <n. Dann heildt die Matrix

i 0
E [l
EI C e S EI
3,0 (0) = B 1 S\]ivens— Rotation oder Jacobi —
EI _ S cee C EI
D la

Transformation.
Lemma6.5.1: Sé A OR™, A=AT.A=(a),,. FirB=(b,), und
B := J),($)AJ,,(¢) gilt:
bpu=c?a, -2csay +Fay
by =gu+t2csay +c?ay
b =byu=cs(@y-aw) +(c2- <) qu
biy=by=cau-say i ZH,V

by =byi=say+cay i 2,V
bij:ajSOHSt

»Mal3* fur die Abweichung von der Diagonalgestalt: S(A) = Z aﬁ

i,J=1
i#]

Lemma 6.5.2: Jw(¢), A, und B wieoben. a,, #0 p<v.
Der Drehwinkel ¢ [0 1 -4, %[ sel durch

a, —a,

cot(2¢) = T\)u ,falsay # A
¢ =7 ,falsay =ay

definiert.

Dann gilt:

i) b =by =0
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i) S(B) = S(A) -2 &, < S(A)

: 2
i) Ist |aw|—3gi1<?§1|a1j|,dann gilt S(B) < EL— v n@[ﬂA)
Bemerkung: Bestimmung von ¢ aus cot(2¢) = awz%a:w =: 9 ist fur kleine ||
ungunstig.
besseres V orgehen: nach Rutishauser:
cot(2¢) = _1-ten’ d.ht:=tan¢ efllltt2+25t—-1=0
i 2tan¢ y . - - .
Alst =tan ¢ wahlt man die Betragsméafdig kleinere Losung t =
sign(9) .
———= = -9 +sign(@ )V1+3?2
|,9|+1/1+,92 3.Bin. 9 ( )
9 =0=>t:=1.

1 .
c=cos¢ = m,s:smq):ct.

Algorithmus: (klassisches Jacobi — Verfahren)
Gegeben: A OR™ A=AT

AL := A =(a)), £>0 (Abbruchbedingung)
Gesucht: Naherungen )A\l,...,): ,andie EW von A mit |)A\i - Ai|<e.
Iteration: Firk =0, 1, 2, ...

i) Bestimme p,v s0, dal? |&f)|= max|al|

I<i<jsn
ii) Bestimmet, s, ¢ nach Rutishauser
s (k+1) —
I“) A - J:;v(q))A(k)Jpv (¢)
Abbruch sobald S(A®*Y) < g2,
Satz 6.5.3: Beim Jacobi — Verfahren konvergiert die Folge orthogonal dhnlicher Matri-

zen { A®} elementweise gegen eine Diagonalmatrix, deren Elemente die
EW von A sind.
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