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15 REFLEXIVITAT UND SCHWACHE TOPOLOGIE 3

15 Reflexivitit und schwache Topologie

Definition 15.1 Der normierte Raum E heifit reflexiv, wenn die kanonische Ab-
bildung Jg : E — E” surjektiv ist.

Insbesondere ist jeder reflexive normierte Raum isometrisch isomorph zu seinem
Bidualraum und somit auch vollstdndig. Die Umkehrung gilt nicht.

Bemerkung 15.2 Jeder Hilbertraum E ist reflexiv.

Satz 15.3 Es seien 1 < p,q < oo mit zl) + é = 1. Dann ist die Abbildung

=l — l; , (@(y)(x)) = anyn s x=(zn) €l y=(ya) €14

ein isometrischer Isomorphismus.

Bemerkung 15.4 (i) Es gelten die kanonischen Isomorphismen ; = [, und
¢y = 1. Hingegen gilt aber (1) % 1;.

(ii) f,,1 < p < oo vollstiandig nach 15.3 und (¢)

(ili) Fiir 1 < p < oo ist [, reflexiv. Hingegen sind aber ¢, ¢, [y, [ und auch
Cla, b] nicht reflexiv.

(iv) Ein normierter Raum E heifit gleichmafig konver (oder uniform konvex),
wenn es zu jedem € > 0 ein 6 > 0 gibt, so dafl Vz,y € E mit ||z|| = ||y|]| = 1
und ||z —y|| > ¢ gilt Lz +yl| <10
Jeder gleichméfig konvexe Banachraum ist reflexiv.

Fiir 1 < p < oo sind die Rédume [, und L,(A) gleichméfBig konvex.

(v) Ly(A) = L,(A) falls 1 < p < oo und ijt é =1.

Satz 15.5 Es sei F ein Banachraum.

(i) Ist E reflexiv und der Banachraum F isomorph zu E,| so ist auch F' reflexiv.

(ii) Ist E reflexiv und F' C E ein abgeschlossener Unterraum, so sind auch F
und E/F reflexiv.

(iii) E ist reflexiv genau dann, wenn E’ reflexiv ist.

Definition 15.6 Es sei E ein normierter Raum, und M C E’ trenne die Punkte
von E, das heifit, zu 0 # = € E gebe es ein ¢ € M mit ¢(z) # 0. Dann
bezeichne o(E, M) die grobste Topologoe auf E,| fir die alle ¢ : £ — K |
¢ € M, stetig sind. Speziell nennt man o(F, E’) die schwache Topologie von
E, und bezeichnet o(E', E) = o(F', Jg(E)) als die schwach-*-Topologie
von F'.
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Bemerkung 15.7 (i) Eine Menge U C E ist offen bzgl o(E, M) genau dann,
wenn U Vereinigung von Mengen der Form V' = ﬂ ¢ (V;) mit ¢; € M und V;
offen in K ist. Jede o(FE, M)-Umgebung von z E E enthilt eine Menge

Ueoproon(@)={y e E | |¢ps(y—x)| <e,i=1,...,n} , €>0,¢1,...,¢, € M.

Man nennt das Sytem der Mengen U. 4, . 4. (z) eine Umgebungsbasis zu
r € E Esgilt Uy 6.(x) =2+ Uy, 6.(0), und Us 4, 4,(0) ist abso-
lutkonvex.

Wegen der Voraussetzung an M ist o(FE, M) Hausdorffsch; i.a. ist aber
o(E, M) nicht metrisierbar.

-----

(ii) Die schwach-x-Topologie auf E’ ist grober als die schwache Topologie; ist E
reflexiv, so stimmen schwache und schwach-*-Topologie auf E’ iiberein.

(iii) Eine Folge (x,) C E konvergiert genau dann schwach gegen x € E, wenn
lim ¢(x,) = ¢(z)Ve € E’ gilt. Eine Folge (¢,) C E’ konvergiert genau

dann schwach-x gegen ¢ € E', wenn lim ¢, (x) = ¢(x)Vz € E gilt.

(iv) Jede in der Norm konvergente Folge konvergiert auch schwach bzw. schwach-x.
Die Umkehrung gilt nicht.

(vi) Sind E, F normierte Riume und A € L(E,F), so sind A: (E,0(E, E')) —
(F,o(F,F'")) und A" : (F',0(F',F)) — (E',0(FE', E)) stetig (vgl. Ubung).

(vii) Sind E, M wie in 15.6, so gilt der Trennungssatz 14.13 fiir konvexe Mengen
mit demgleichen Beweis auch fiir (E,o(F, M)); d.h. etwa im Fall (i): ist A
o(E,M)-offen, so gibt es ein o(E, M )-stetiges lineares Funktional ¢ mit den
Abschétzungen aus 14.13 (i), ebenso (ii), (iii), (iv).

(viii) Essei X = ] X; das kartesische Produkt der topologischen Hausdorffraume
el
X;. Dann ist die Produkt Produkttopologie auf X die grobste Topologie auf
X, fiir die alle Projektionen p; : X — X;,pi((x;)er) stetig sind. Nach dem
Satz von Tychonoff aus der Topologie ist X kompakt genau dann, wenn X;
kompakt ist fiir jedes i € I.

Satz 15.8 (Banach - Alaogulu). E normierter Raum und B={z € E : ||z| < 1}.
Dannist B:={¢ € E' : ||¢| < 1}schwach—*—kompakt(o (E’,E) - kompakt

Lemma 15.9 7z : E' — K linear, schwach-*-stetig = z € Jg(F).

Lemma 15.10 E normierter Raum B = {z € E : ||z|| < 1}. Dann ist Jg(B) in
C:={z € E" : ||z|| < 1}schwach-*-dicht.
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Satz 15.11 Ein Banachraum E ist reflexiv genau dann, wenn B = {z € F :
|z|| < 1} schwach-folgenkompakt. In diesem Fall ist B auch schwach fol-
genkompakt (d.h. jede Folge in B hat eine schwach konvergente Teilfolge)

Folgerung 15.12 Der Banachraum E ist reflexiv <= o(F’, E") = o(F', E)

Satz 15.13 Ist A CE konvex und abgeschlossen, so ist A auch schwach abge-
schlossen

Satz 15.14 Seien E, F normierte Rédume. F vollstdndig und A € L(E,F).

(i) Ist A kompakt, so bildet A schwach konvergente Folgen in (norm-) konver-
gente Folgen ab.

(i) Ist E reflexiv und bildet A schwach konvergente Folgen in (norm-) konver-
gente Folgen ab, so ist A kompakt.

Bemerkung 15.15 15.14 (ii) gilt i.a. nicht ohne die Voraussetzung 'reflexiv’.

16 Der Dualraum von Cla,b]

Definition 16.1 g: [a,b] — K heifit von beschrinkter Variation, wenn V(g) :=
sup{>_ lg(t;) — g(ti-1)| :a =ty < t; < ... < t, =b} < oo Man schreibt g €
i=1
BVla,b]. V(g)( Totalvariation von g auf [a,b]. Gilt zusatzlich g(a) = 0 und
g rechtseitig stetig in (a,b), so schreibt man g € BV*[a,b].

Bemerkung 16.2 (i) BV[a,b] ist VR und V: BV[a,b] — R=? g — V(g) ist
eine Halbnorm auf BV[a,b].

(ii) Fir g € BVia,b] ist g|a,q € BVla,c|,a < ¢ < b. gllq € BV]c,b] und es
gilt: V(glan) = V(glaa) + V(9lien)-

(iii) Jede monotone Funktion ist in BVJa,b].

(iv) Fir € BV|a,b] ist g1 (t) = V(9|a,p)) monoton wachsend K = R. Im Fall K
= C sind mit g auch Reg und Im g in BV [a, b].

(v) Jedes g € BV]a,b] ist Linearkombination monotoner Funktionen. Daher
hat jedes g € BV][a,b] hochstens abzihlbar viele Unstetigkeitsstellen und
ist Regelfunktion, d.h. liner und rechter Grenzwert existieren.

Satz 16.3 g € BV]a,b] und f € Cla,b]. Fiir jede Folge von Zerlegungen a =
8 <t <<t =bund ") < € <t A, = max{t] — )
1 <i<k,} mit A — 0 existiert der Grenzwert f; fdg = f; f(t)ydg(t) =
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kn
m Y. (€)Y - (g(t™) = g(t™)). Der Limes ist unabhéingig von der Wahl

n—o00 v i
1=1

der Daten 7', ¢ ™) und heiBt das (Riemann-) Stieljtes Integral von f bzgl g.

Im Fall g(t) = t ist f: fdg das Riemann-Integral von f
Lemma 16.4 Es sei g € BVa,b]. Dann sind #quivalent:
(i) [ fdg =0 fiir alle f € C[a,b]

(ii) Es gilt: g(a) = g(b) und bis auf hochstens abzihlbar viele Punkte ist kon-
stant gleich g(a).

Lemma 16.5 Zu jedem g € BV]a,b] gibt es ein g*€ BV|a,b] mit V(g*) <
b b
V(g)und [ fdg= [ fdg* Y fe€Cla,b].

Satz 16.6 (F. Riesz). Die Abbildung

I (BV*a,b], V) — (Cla,b))", (T(9))(f) == /fdg7 g9 € BV¥a, 0], f € Cla,b]

ist ein isometrischer Isomorphismus.

Bemerkung 16.7 (i) Wegen 16.6 ist (BV*[a,b], V') Banachraum.

b
(ii) Ausgehend vom Riemann-Stieltjes Integral [ f dg kann man fiir g € BV[a, ]

auch ein Lebesgue-Stieltjes Integral fiir eine groflere Klasse von Funktionen
f einfithren, das das gewohnliche Lebesgue-Integral als Spezialfall g(t) = ¢
enthalt.

(iii) In Verallgemeinerung von 16.6 kann man den folgenden Satz von Riesz zei-
gen: Ist K ein kompakter Hausdorffraum, so gibt es zu jedem ¢ € (C(K))’
genau ein regulédres komplexes Borel-Maf3 A auf K mit

o(f) = / FH AN, f e CK).

Es ist dabei ||¢]| = |A\|(K) die Totalvariation von A (vgl. [Rul], 6.19.).
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[1I. Banachalgebren und Spektraltheorie beschrank-
ter Operatoren

17 Banachalgebren

Die Banachriume L(E), E Banachraum, oder C'(K), K C RY kompakt, tragen
auch multiplikative Strukturen. Dies fiihrt zu dem folgenden Begriff der Bana-
chalgebra. Wir nehmen dabei im folgenden stets K = C an.

Definition 17.1 Ein komplexer Banachraum 2l versehen mit einer Multiplika-
tion "/ : A x A — A, heit Banachalgebra, wenn (2, +,-) eine Algebra ist,
das heifit, wenn (2 Vektorraum ist und) Vx,y, z € A und « € K gilt

r(yz) = (zy)z, 2(y+z) = xytaz, (x+y)z = v2+yz, a(zvy) = (ax)y = z(ay),

und wenn Vz,y € 2 gilt
lzyll < ][]yl

Hat 2 ein Einselement e, so fordert man zusétzlich ||e]| = 1. Die Algebra 2
heifit kommutativ, wenn stets xy = yx gilt.

Die Multiplikation in einer Banachalgebra ist stets stetig

Beispiel 17.2 (i) Ist £ ein komplexer Banachraum, so ist L(F) mit der Kom-
position als Multiplikation eine Banachalgebra mit Eins. L(F) ist i.a. nicht
kommutativ. Auch K(F) ist Banachalgebra, hat aber im Fall dim(F) = oo
kein Einselement.

(i) Ist K # 0 ein kompakter Hausdorffraum, so ist C'(K,C) mit der punkt-
weisen Multiplikation eine kommutative Banachalgebra mit Eins bzgl. der
Supremumsnorm.

(iii) Es sei D = {z € C||z| < 1}. Dann ist die Disk-Algebra
A(D) := {f € C(D)| fip ist holomorph}

nach einem Satz von Weierstrafl abgeschlossene Unteralgebra von C(D, C),
und somit Banachalgebra mit Eins.

(iv) {1(Z) ist mit der Faltung z x y := ( > xn_kyk) als Multiplikation

k=—o00
eine kommutative Banachalgebra mit dem Einselement ey = (0o 1 )kez.
(v) Auch L;(R") ist mit der Faltung (f x g)(z) = [ f(z — y)g(y) dy kommu-
RN

tative Banachalgebra, die jedoch kein Einselement besitzt.
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Ein Element x einer Banachalgebra 2 mit Eins e heifit invertierbar, wenn es y €
gibt, mit 2y = yx = e; y ist eindeutig bestimmt, um man schreibt 27! := y. Gilt
xy = zx = e, so folgt z = y. Man bezeichnet &(2) := {x € A x ist invertierbar }
als die Gruppe der Gruppe der invertierbaren Elemente von 2 | denn fir x,y €
&(2A) ist zy € &(A), denn (zy)~! =y~ o7l

Lemma 17.3 (Neumannsche Reihe). Es seien 2 eine Banachalgebra mit Eins e
und x € A mit ||z|| <1. Dann ist e - x invertierbar, und es gelten

Satz 17.4 Es sei 2 eine Banachalgebra mit Eins e. Dann ist &(2) offen in A,
und die Inversion x — z~ ! ist stetig auf 2.

Wir erkléaren nun die wichtigsten Begriffe der Spektraltheorie. Es seien im folgen-
den 2 eine Banachalgebra mit Eins e.

Definition 17.5 Fiir x € 2 heifit
p={z€C:ze—z B}

die Reolventenmenge von x. Die Funktion R, : p(z) — 2, R.(x) := (ze—z) !
heifit die Resolvente von x. Die Menge o(z) := C o(z) heifit das Spektrum
von x. Man bezeichnet r(z) := sup{|z| : z € o(z)} als den Spektralradius
von X.

Beispiel 17.6 (i) Ist f € A = C(X), X kompakter Hausdorffraum, so gilt

(ii) Ist A € A=L(E), E ein Banachraum, so gilt:
0(A) ={z € C: zI — A ist nicht bijektiv}

nach dem Isomophiesatz von Banach. Folglich gilt stets 0,(A) C o(A). Im
Fall dim(E) < oo gilt sogar stets 0,(A) = o(A). Ist E Hilbertraum und A
€ K(FE) selbstadjungiert, so gilt o(A4) \ {0} = 0,(A) \ {0}

(iii) Der Rechtsshift R € L(ly) ist injetkiv, aber nicht surjetkiv, also gilt 0 €
a(R) \ op(R).

(iv) Fiir den Volterra-Integraloperator V- € L(Ly[0,1]) gilt 0,(V) = 0, aber
0=0o(V).

(v) Fir A = < (1] _01 € L(K?) gilt o(A) = {i,—i} im Fall K = C. Tm Fall

K = R wiirde man jedoch o(A) = ) erhalten.
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Das letzte Beispiel zeigt, daf§ es sinnvoll ist, sich auf den Fall K = C zu be-
schranken.

Bemerkung 17.7 Da z — ze - x stetig ist, ist p(z) fiir x € A stets offen. o(x)
ist abgeschlossen, und R, : p(x) — 2 ist stetig. Fiir z € C mit |z| > |||
gilt z € p(x). Also gilt p(z) C{z € C: |z| < ||$||} und o(z) ist kompakt
mit r(x) < [|z]] < co. Ferner gilt ||R.(z)] < ] IIwH’ |z| > ||z||.

Lemma 17.8 Fiir z € A und A\, 1 € p(z) gelten

(i) Re(\) — Ro(p) = =N — p)Re( N1 (p) (Resolventengleichung).

(i) lim SR = — R, ()2,

Satz 17.9 Fiir jedes « € 2 ist das Spektrum o(z) kompakt und nicht leer.
Folgerung 17.10 (Gelfand-Mazur). Ist 2 eine Banachalgebra mit Eins e, die ein
Schiefkorper ist, d.h., fiir die () = A\ {0} gilt, so ist A = Ce

Man beachte, daf im folgenden Satz r(z) nur von der algebraischen Struktur von
2, der Limes lim ||z"||'/™ aber von der Norm abhingt.

Satz 17.11 Fiir jedes x € A gilt

r(z) = lim ||x”||% (Spektralradiusformel).

Es wird nun wieder K = R oder C zugelassen.

Satz 17.12 (Stone-Weierstrafl) Es sei X ein kompakter Hausdorff-Raum und 2
eine Unteralgebra von C(X,K), die die konstanten Funktionen enthélt und
die Punkte von X trennt (d.h. zu z,y € X mit z # y gibt es ¢ € A mit
o(z) # ¢(z)) sowie im Fall K = C mit f auch f enthilt.

Dann ist 2 dicht in C'(X, K).

Folgerung 17.13 (Approximationssatz von Weierstraf). Es sei ) # X c RY
kompakt. Dann ist

{fedx Z Ak .. kle . 'ajljifN?aklmkN €K}

endlich

dicht in C/(X).
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18 Kommutative Banachalgebren
Es sei im folgenden 2 eine Banachalgebra mit Eins e.

Definition 18.1 Ein lineares Funktional 0 # ¢ : A — C heifit multiplikativ,
wenn ¢(zy) = ¢(x)o(y) Va,y € A gilt. Es bezeichne M(A) die Menge aller
multiplikativen nichttrivialen Funktionale auf 2.

Bemerkung 18.2 Jedes ¢ € M(A) ist stetig und erfillt ||¢|| = ¢(e) = 1.

Satz 18.3 M(A) ist kompakter topologischer Raum versehen mit der schwach-
*_Topologie.

Definition 18.4 Sei 9(2A) # (). Die Abbildung
A — CME)), T(x)(0) = o(x)
heiit Gelfand-Transformation.

Bemerkung 18.5 Ist M(2A) # 0, so ist die Abbildung I' linear, definiert, multi-
plikativ und [|I'z||e < [|z]].

Bemerkung 2 = L(CY) — 9M(2A) = ( falls N > 2.

Definition 18.6 Ein linearer Unterraum I C A mit I # A heBt Ideal in A, wenn
fiir jedes x € A gilt: I C I und Ix C I. Ein maximales Ideal ist ein Ideal, dafl
in keinem echt groferem Ideal enthalten ist. Gilt 2/ C I(/2A C I), dann heifit 1
Linksideal (Rechtsideal).

Beispiel 18.7 (i) C(X), K kompakter Haussdorffraum, sei t € K. I(t) = {f €
C(K) : f(t) = 0} maximales Ideal in C(K).

(i) E Banachraum, F UVR, F C E, {0} # F # E {A € L(E),Alr = 0},
B € L(E) ist Linksideal und {A € L(F),R(A) C F} ist Rechtsideal.
K(E) C L(E),dim(F) = co = K(E) abgeschlossenes Ideal in L(E).

Lemma 18.8 2l Banachalgebra mit Eins e.

(i) x € 2 hat genau dann ein Linksinverses (bzw. Rechtsinverses), wenn x
in keinem Linksideal (bzw. Rechtsidesl) liegt. // Ist 2 kommutativ, so ist
x € U genau dann invertierbar, wenn x in keinem Ideal liegt.

(ii) Fiir jedes abgeschlossene Ideal I C 2 ist der Quotient 2\ I Banachalgera
mit Eins mit der Multiplikation

(x+D(y+1)=(zy+1)z,yeA

Ist A kommutativ, so auch 20\ I.



18 KOMMUTATIVE BANACHALGEBREN 11

(iii) Mit I ist auch I Ideal in 2. Folglich sind maximale Ideale stets abgeschlos-
sen.

(iv) Jedes Ideal I in 2 ist in einem maximalen Ideal I, enthalten.

Ab jetzt: A sei kommutative Banachalgebra mit Eins e. 91(2) heifit dann auch
Raum der mazimalen Ideale, denn

Satz 18.9 Sei 2 kommutative Banachalgebra mit Eins e. Dann I C 2 genau
dann ein maximales Ideal in A, wenn es ein ¢ € M(A) gibt, mit I = N(¢).
In diesem Fall ist ¢ durch I eindeutig bestimmt.

Satz 18.10 Es sei 2 eine kommutative Banachalgebra mit Eins e. Dann ist
M(A) # 0, und die Gelfand-Transformation I' : A — C(M(A)) hat die
folgenden Eigenschaften:

(i) o € 2 invertierbar < Iz hat keine Nullstelle auf 90(21).
(ii) Fiir z € A gilt { (T2)(8) |6 € MRA)} = o().
(iii) Fiir 2 € 2 gilt |Tzlo = r(z).

(iv) NO)={z € A|r(@) =0} = () N(¢)=: rad(2).

PEM(A)
Der Durchschnitt rad(2() aller maximaler Ideale von 2 heiBt Radikal von 2.

(v) T ist injektiv < rad(2) = 0. 2 heifit dann halbeinfach.
(vi) T ist isometrisch & ||z?|| = ||z||* Vz € 2.

(vii) I'A trennt die Punkte von 9(A), das heiit, zu ¢,¢p € MM(A) mit ¢ #
¥ gibt es ein x € A mit L'x(¢) # Tz(vy).

Beispiel 18.11 Es sei K ein kompakter Hausdorffraum und 2 = C(K). Fiir
jedes t € K ist dann 6, € M(C(K)), §:(f) = f(¥).
Die Abbildung § : K — M(C(K)), 6(t) = &, ist ein Homéomorphismus.

Fiir die Gelfand-Transformierte von f € C(K) gilt nun (I'f)(0;) = &:(f) = f(t),
das heifit, I" ist nach Identifizierung K ~ 2A(C(K)) die Identitdt, das heift, es

gilt (Cf)od=f, feC(K).

Beispiel 18.12 Fiir die Banachalgebra [4(Z) mit der Faltungsmultiplikation aus
17.2(iv) gilt die Homdomorphie M (11 (Z)) ~ St := {2 € C||z| =1}.

Fiir die Gelfand-Transformation I' : [1(Z) — C(9M(I1(Z))) gilt fiir z € S und = =
(xk)kez € l1(Z) die Beziehung

(Tzod 1) (2) = Z T2



19 C*ALGEBREN 12

Schreibt man z = e* fiir z € S, so ist folglich I'(1;(Z)) vermoge der Identifizie-
rung M(1,(Z)) ~ S* die Algebra der absolut konvergenten Fourierreihen

W(SY) ={feC(SY|f(z)=> ax* lek\<oo}

kEZ

= {f € Col0.20] | f(t) =Y wpe™ Y || < 00}
k

kEZ

Die Gelfand-Transformation T' ist injektiv, aber nicht surjektiv. Da W (S') die
trigonometrischen Polynome enthélt und I' somit dichtes Bild hat, kann I" folglich
nicht isometrisch sein.

Die Algebra W (S?) wird die Wiener-Algebra genannt.

Satz 18.13 Es sei f(e) = > zxe™™ mit > |zx| < co. Ist dann f(e') # 0 fiir
k:eZ keZ

f(ezt Z yre™ mit > |y < oo
ke

alle e € S1, so gilt:

19 C*-Algebren

Definition 19.1 Eine (komplexe) Banachalgebra 20 mit einer Abbildung * : 24 —
A, z — z* heift *-Algebra, wenn * eine Involution ist, d.h. fiir alle x, y€ 2
und A € C gilt: (z)* = z,(z + y)* = 2" + ¢, (zy)* = y*a*, (A\x)* = \z™.
Eine *-Algebra heifit C*-Algebra, wenn fiir alle z,y € 2 gilt: ||z*z| = ||z

Beispiel 19.2 (i) Cist C*-Algebra mit zx =z, z € C.

(ii) Ist H ein Hilbertraum, so ist L(H) mit A — Ax C*-Algebra.

(iii) K kompakter Hausdorffraum. Dann ist C(K) mit f + f eine C*-Algebra
(kommutativ).

(iv) Fiir eine Menge M # (Jist loo(M) mit f — f C*-Algebra.

(v) Die Banachalgebra L;(R™)aus 17.2(v) ist mit der Involution f + f eine
x-Algebra, aber keine C*-Algebra.

Bemerkung 19.3 Ist 2 eine C*-Algebra, so gilt: ||z*|| = ||z| fir alle z € 2.
Besitzt 2 eine Eins e, so gilt e* = e, und fiir x € &(2) ist auch z* € &(A)
mit ()7 = (71"

Definition 19.4 Ein Element x einer C*-Algebra 2l heifit selbstadjungiert, wenn
x = x*, normal, wenn xx* = x*x, unitir, wenn r € &(2) und 2* = z 7.

Bemerkung Selbstadjungierte und unitére Elemente sind normal.
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Lemma 19.5 Es sei 2 eine C*-Algebra mit Eins, ¢ € 9(A) und = € A. Dann
gelten:

(i) x selbstadjungiert = ¢(z) € R

(i) o(a*) = ¢(z)
(iii) ¢(z*x) >0
(iv) x unitdr = |¢(z)| = 1.

Definition 19.6 Eine lineare Abbildung ® : A — B zwischen kommutativen
Banachalgebren mit Eins heiit (Algebren-)Homomorphismus, wenn ®(zy) =
O(2)P(y), z,y € Aund P(ey) = eq. Sind A, B C*-Algebren und gilt zusitz-
lich ®(z*) = ®(x)* fiir alle z € 2, so heifit ® ein *-Homomorphismus.

Satz 19.7 Gelfand - Neumark Sei 21 kommutative C*-Algebra mit Eins. Dann
ist die Gelfand-Transformation I' : 2 — C'((M(A)) ein isometrischer und
bijektiver *~Homomorphismus.

Bemerkung C(K) K kompakter Hausdorff Raum ist bis auf *-Isometrie die
einzige kommuative C*-Algebra.

Sei 2 eine C*-Algebra mit Eins e. Sei € 2 normal, so bezeichne PB(x,x* e)

die Algbra der Polynome in den (kommutierenden) Variablen x, x* e. Dann

C*(z) = P(z, 2%, e) C A eine komutative C*-Algebra mit Eins e. C*(x) ist die

kleinste abgeschlossene C*-Unteralgebra von 2, die x und e enthilt.

Lemma 19.8 Sei A C*-Algebra mit Eins, € 2 normal und B = C*(x). Dann
(i) 'z : B — op(x) Hombomorphismus.
(11) g9 g 5.

Folgerung 19.9 Es sei 2 eine C*-Algebra mit Eins, B eine abgeschlossene C*-
Unteralgebra mit Eins, und z € 8. Dann gilt og(x) = og(z).

Satz 19.10 Es sei 2 eine C*-Algebra mit Eins und z € 2 normal. Dann gibt
es genau einen x — Homomorphismus ¢, : C(o(z)) — A mit &,(z) =
x (wobei z : o(a) — C die identische Abbildung ist). ®, ist Isometrie und
R(®,) = C*(x).

Definition 19.11 In der Situation von 19.10 nennt man &, : C(o(z)) — A
den stetigen Funktionalkalkiil des normalen Elementes x € 2, und schreibt

f(x) = @.(f) fiir f € Clo(x)).

Folgerung 19.12 (Spektralabbildungssatz). Es sei 2 eine C*-Algebra mit Eins
und = € 2 normal. Dann gilt o(f(z)) = f(o(x)).
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Folgerung 19.13 Es sei 2 eine C*-Algebra mit Eins und z € 2 normal. Dann
gelten:

(i) x ist selbstadjungiert < o(x) C R
(ii) x ist selbstadjungiert = exp(ix) unitér
(ili) « ist unitir = o(z) C{z € C||z|=1}
Wir behandeln nun Anwendungen auf positive Elemente in C*-Algebren.
Folgerung 19.14 Fiir eine C*-Algebra 21 mit Eins und z € 2 sind dquivalent:
(i) @ ist positiv, in Zeichen z > 0, das heifit = 2™ und o(x) C R;.
(i) Es gibt y = y* € A mit y? = z.
(i) z = 2™ und |[te — z|| < ¢ fiir ein (und damit fiir alle) ¢ > ||z||.

Weiter ist Ay = {xz € 2|z > 0} ein abgeschlossener Kegel, das heifit, 2,
ist abgeschlossen und fiir z1,2o € A, und A € R, A > 0ist auch z; + zo €
A, und A\zq € A,

Ab jetzt: L(H), H Hilbertraum

Folgerung 19.15 Fiir einen komplexen Hilbertraum H und A € L(H) gilt A > 0
genau dann, wenn (Az,z) > 0 Vo € H. Fir A,B € L(H) mit A,B > 0
ist auch A+ B > 0, und im Fall AB = BA gilt auch AB > 0.

Lemma 19.16 Ist A € L(H) mit A > 0, so gilt fiir alle z,y € H
(Az, ) < (Az,2)(Ay,y) ,  [[Aa]® < |A]{Az, ).

Satz 19.17 (Monotone Konvergenz). Es sei (A, )nen eine Folge in L(H), A, = A}
mit A, < A,41, (dh. 4,41 — A, > 0) und A, < B— B* € L(H). Dann
existiert der Limes Az := lim A,z, x € H und definiert A € L(H) und

n—oo

A= A* und A, < A < B fiir alle n. Gilt zusitzlich A2 = A, (orthogonale
Proj.), so gilt auch A? = A.

20 Der Spektralsatz fiir beschrinkte selbstad-
jungierte Operatoren

Definition 20.1 Eine Abbildung E: R — L(H), A — E(\) € L(H) heifit Spek-
tralschar, wenn folgendes gilt:

(i) E\ orthogonale Projektion in H fiir jedes A € R
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(i) By < Epu, also E\E, = E, E\ = E\ fir A < p Monotonie

iii) Fhyg := lim E,x = Eyx fir x € H, A\ € R, rechtsseitige (punktweise
+ n

p—AT
Stetigkeit
(iv) lim Eyz =z und )\lim Exx=0,z¢€ H.
U—00 ——00
E heifit Spektralschar auf [a,b], wenn E\ = I (Identitdt) (A > b) und E, = 0
(A <0)

Satz 20.2 Es sei f € C([a,b],R) und F : R — L(H) eine Spektralschar auf
[a,b]. Dann existiert genau ein selbstadungierter Operator Ay € L(H) mit

b b

< Asx,x >= f(a) < E,z,x > +/f()\)d < Ehz,x >=: / fNd < Exz,x>xe H
a a—0
b b
Wir schreiben dafiir Ay = [ f(A\dE\ = [ fdE.
a—0 a—0

b
Bemerkung Fiir E, # 0 liefert der Punkt a einen Beitra zum Integral [ fdE.
~0

a

b b
Dann gilt [ f(A\)d < Eyxz,z >= [ f(A\)d < Exz,z >, wenn man etwa f

a—0 a—e
konstant auf [a — €, b] fortsetzt.

Satz 20.3 (Spektralsatz) Es sei A € L(H) selbstadjungiert und o(A) C [a,b].
Dann gibt es eine eindeutig bestimmte Spektralschar £ : R — L(H) auf [a,b] mit

b
A= ANE.
a—0

Fiir jedes f € Cla, b}, R) gilt:

b
fA) = als) = [ saE =2,
a—0
Bemerkung: Die Spektralschar F héngt nicht vom Intervall [a, b] ab, betrachte
etwa [a,b] = [m, M] mit m = mino(A) und M = maxo(A).

Bemerkung 20.4 (i) Das Stieltjes-Integral existiert sogar in folgendem stérke-
ren Sinn: Zu € > 0 gibt es 6 > 0, so daB fiir jede Zerlegung \g < a = A\ <
o< Ay =bmit A, = mréfc()\j — A\j—1) < 0 und beliebige Zwischenpunkte

J:

& mit Ajy <& < Ajund § = a gilt: [|f(A) - f)lf(ﬁj)(EAj — By )l <e
=
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b b
(ii) Ist f € C([a,b],C), so erklart man Ay := [ f(A)dE) = f (Re f)(N)dE\+

a—0

i fb (Im f)(N\)dE. Es ist dann Ay = f(A) = (Re f +iIm f)(A) normal.

a—0
Satz 20.5 Essei A € L(H) ein selbstadjungierter Operator mit o(A) C [a, b] und
b
E : R — L(H) die Spektralschar mit A = [ AE,. Fiir f € C([a,],R)

a—0
gelten:

b

() (f(A)ey) = [ FONd(Ese,y) fiir 2,y € H.

a—0
(il) [|f(A)z]* = f fN)2d{E\x,y) fiir jedes x € H.

(i) peo(A) & E,_c = E, filr ein € > 0.

(iv) p € 0,(A) & E,_o # E,. In diesem Fall ist £, — E,_( der orthogonale
Projektor auf den Eigenraum N(A — ul).

(v) A isolierter Punkt von o(A) = A\ Eigenwert von A

21 Unitare Operatoren

Bemerkung: Wir wissen, dal U = exp(iA) fiir selbstadjungiertes A unitér ist.
Demnach gilt

(x) U =exp(iA) = / cosAdEy + 1 / sinAdE}.
—7m—0 —m—0

Satz 21.1 Sei H komplexer Hilbertraum, U € L(H) unitdr. Dann gibt es einen
s.a. Operator A € L(H) mit 0(A) C [-m, 7] und U = exp(iA). Mit der Spektral-
schar Ey von A gilt (x).

Folgerung 21.2 Die Gruppe U(H) der unitéren Operatoren in L(H) ist wegweise
zusammenhingend.

Folgerung 21.3 Die Gruppe GI(H) der invertierbaren Operatoren in L(H) ist
ebenfalls wegweise zusammenhéngend.

Bemerkung 21.4 Nach H. Kuiper (1964) ist GI(H) sogar zusammenziebar,, d.h.
homotopiedquivalent zu einem Punkt, denn es gibt eine stetige Abbildung
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F:GI(H)x[0,1] = GI(H) mit F(A,0)=Aund F(A,1)=1, A€ GI(H).
Fiir GI(E) gilt dies nach G. Neubauer (1967) auch etwa fiir E' = [, im Fall
1 < p < o0 oder fir £ = ¢g. Nach A. Douady (1965) ist aber zum Beispiel
fiir den Banachraum E = [; x l; die Gruppe nicht zusammenhéngend.
Wie C.R.Putman 1959 zeigte, sind auch im Fall eines reellen unendlichdi-
mensionalen Hilbertraumes die orthogonale Gruppe und die reguldre Grup-
pe wegweise zusammenhéngend; die orthogonale Gruppe und die regulére
Gruppe des RY bestehen hingegen auch genau zwei Komponenten, die durch
das Vorzeichen der Determinante unterschieden werden.

Definition Ein Operator U € L(H) heifit eine partielle Isometrie, wenn ein ab-
geschlossener Unterraum G C H existiert, so dal U : G — U(G) Isometrie
ist und Ui = 0.

Satz 21.5 Polarzerlegung. Es sei H ein kompakter Hilbertraum und A € L(H).

(i) Dann existiert eine partielle Isometrie U € L(H) mit A = U|A|, und genau
eine solche mit N(U) = N(A).

(ii) Ist A normal, so hat A eine Polarzerlegung A = U|A| mit U € U(H).

(iii) Ist A invertierbar, so gibt es genau ein U € U(H) mit A = U|A|.

22 Kompakte Operatoren in Banachraumen

Satz 22.1 (von Schauder). Es seien E, F Banachrdume und A € L(E, F'). Dann
gilt A € K(E,F) genau dann. wenn A" € K(F' | E').

Folgerung 22.2 Sind E, F Hilbertrdume, so ist A € L(E, F) kompakt genau
dann, wenn A* kompakt ist.

Satz 22.3 Es seien E ein Banachraum und A € K(FE). Dann gelten:
(i) dimN(I — A) < o0
(ii) R(I — A) ist abgeschlossen
(iii) codimR(I — A) = dimN(I' — A') < oo.
Lemma 22.4 Es seien E Banachraum, A € K(E) und T=1—- A
(i) Fiir alle n € N ist dimN(T™) < oo und N(T™) C N(T™1)

(ii) Fir alle n € N ist R(T™) abgeschlossen, codimR(T™) < oo, R(T™) 2
R(T™1)

(iii) Es gibt ein n € N mit N(T™) = N(T")
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(iv) Es gibt n € N mit N(T") = N(T*) fiir alle k > n und R(T") = R(T"*) fiir
alle k£ > n.

(v) Ist n wiein (iv), so gilt £ = N(T™) & R(T™) als topologisch direkte Summe.
Ferner ist die Einschrénkung 7' : R(T™) — R(T™) ist Isomorphismus und
T : N(T") — N(T™?) ist nilpotent.

(vi) Es gilt: N(T™) = N(T™"!) genau dann, wenn R(T™) = R(T™™). Fiir jedes
solche n gilt die Aussage von (iv)

Bemerkung 22.5 Fiir T € L(E) hat man die aufsteigende Nullraumkette N(T') C
N(T?*) C .. und die absteigende Bildraumkette R(T) 2 R(T?) 2 ...
a(T) = inf{n € Ny : N(T") = N(T"™1)} € Ny U {oo} (€ Ny fiir T =
I — A, A kompakt.) heifit ascent von T. 6(T) := inf{n € Ny : R(T") =
R(T™)} € Ny U {oo} heifit descent von T. Fiir € K(E), T = I — A ist
a(l —A)=06(I —A).

Satz 22.6 Es sei E Banachraum, A € K(E) und A € 0(A) 0. Ny = |J N((A —

kEN
A)*) Hauptraum // Dann gilt:
(i) AI — A: Ny — N, ist nilpotent

(ii) Es gibt eine topologisch direkte Zerlegung £ = N, @ R, mit einem abge-
schlossenem Unterraum Ry, C E mit A(Ry C Ry (A(N)) C N,), so da8
M — A: Ry, — R, Isomorphismus ist.

(ili) Fiir p € o(A) 0 mit p # A gilt Ny C R,
(iv) Es gilt 0 # N(Al — A) C N, und dim(N,) < oo (A ist Eigenwert)
Satz 22.7 Es sei E ein Banachraum, A € K(F)

(i) Jedes A € 0(A) 0 ist Eigenwert, der zugehorige Eigenraum Ex = N(A — A)
und Hauptraum N, sind endlichdimensional.

(ii) Es gibt eine Nullfolge ()\,) € K mit o(A) C {0} U\, :n €N
(iii) Ist dim(FE) = oo, so gilt 0 € o(A).

Bemerkung 22.8 (i) Fir A € K(E),A € o(A) 0 ist (Ny, Ry) reduzierend
fir A, dh E = N, & Ry, Ny, R, invariant unter A, A\l — A : Ny — N,
nilpotent. dim(N,) < oo. Lineare Algebra liefert Darstellung A : Ny — Ny
durch Jordanblocke. Wegen 22.6 (iii) gilt dabei NxOAN, =0, A # pu, A € N.

(ii) Der Volterra - Integral - Operator V' € L(Ly[0,1]) aus 6.10 hat keine Ei-
genwerte und ist kompakt. o(V) = 0 nach 22.7 = lim = ||V"||x = 0.
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Satz 22.9 Es sei £ ein Banachraum, A € K(£) und A € K\{0}.
(i) (Fredholmsche Alternative).

M — A surjektiv. < A — A injektiv

Das heiit: Die Gleichung (A — A)x = y ist genau dann fiir jedes y € E
16sbar, wenn die homogene Gleichung (A — A)x = 0 nur die triviale Losung
hat.

(ii) Es gilt dim N(A] — A) = dim N(A\I' — A") < oc.

(iii) Ist (¢, ..., ¢y,) eine Basis von N(AI' — A’), so ist fiir y € E die Gleichung
(A — A)x = y genau dann l6sbar, wenn ¢;(y) =0, j=1,...,n.

Operatoren mit abgeschlossenem Bild werden auch normal auflésbar genannt.
Der Satz 22.9 wurde im Spezialfall der Fredholmschen Integralgleichung

b

M) - / k(e y)f(y)dy = g(z) k€ C(la,b)

a

von E. I. Fredholm (1900) behandelt. Hier liefert 22.9 ein konkretes Losbarkeits-
kriterium von (A — k) f = g.

Bemerkung 22.10 Fir A € K(F) ist die Resolvente R4 : p(A) — L(E) eine
holomorphe Operatorfunktion im Sinn von 17.8. Aus der Sicht der Funk-
tionentheorie besteht o(A) aus den Singulatitdten der Resolvente. o(A)\{0}
liegt diskret in C\{0}. Die Resolvente (in einem geeignetem Sinn) definiert
eine in C\{0} meromorphe Operatorfunktion, die in A € o(A)\{0} einen
Pol der Ordnung p = a(A — A) = 6(A] — A) < oo hat, und um A € C\{0}

eine Laurent-Entwicklung (ul — A)™* = Y Ap(p — N\)* mit 4, € L(E)
k=-—p

und dim R(Ay) < oo fiir £ < 0 besitzt.

Hingegen ist die Resolvente in 0 i.a. nicht meromorph. (Beispiel: Volterra-

Operator)

23 Fredholmoperator
Fir A € K(F) ist I — A Fredholmoperator im Sinne von:

Definition 23.1 E, F Banachrdume. A € L(E, F) heifit Fredholmoperator, wenn
dim N(A) < oo und codim R(A) < oo; man schreibt dann A € ®(E, F') bzw.
A€ ®(F) im Fall E = F. Der Index von A wird definiert durch

indA := dim N(A) — codim R(A).
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Beispiel 23.2 (i) Fir A € K(F) gilt I —A € ®(F). Dabei gilt ind(/ —A) = 0.
Dies beinhaltet auch die Fredholmsche Alternative.

(ii) Der Linksshift L € ®(ly) ist Fredholmoperator mit dem Index indL = 1;
der Rechtsshift R € ®(ly) hat den Index indR = —1.

Satz 23.3 (Kato 1958). Fiir A € L(E, F) mit codimR(A) < oo ist R(A) stets
abgeschlossen. Speziell hat jeder Fredholmoperator abgeschlossenes Bild.

Satz 23.4 Seien E, F' Banachrdume und A € ®(E, F'). Sann gilt A’ € &(F', E')
und indA = —indA.

Bemerkung 23.5 ISt H ein Hilbertraum und A € L(H), so gilt A € ®(H)
genau dann, wenn A* € ®(H). In diesem Fall gilt indA = —indA*.
Ist A € ®(H) normal, so gilt indA = 0.

Fiir einen Banachraum E ist L(FE)/K(E) eine Banachalgebra, die sogenannte
Calkin-Algebra (nach J.W. Calkin). Es bezeichne 7 : L(E) — L(E)/K(F) die
Quotientenabbildung.

Satz 23.6 Fiir einen Banachraum F und A € L(F) sind dquivalent:
(i) A€ P(F)
(ii) mA ist in L(F)/K(FE) invertierbar

(iii) Es gibt B € ®(F), so da} AB — I und BA — I endlichdimensionale Projek-
tionen sind.

Ein Fredholmoperator A € ®(F) ist ,bis auf einen endlichdimensionalen Feh-
ler invertierbar“; einen Operator B wie in 23.6 bezeichnet man auch als eine
Parametriz.

Folgerung 23.7 Fiir einen Banachraum E gelten
(i) ®(E) ist offen in L(E)
(ii) Fir A,B € ®(F) ist AB € ®(F)
(iii) Fir A€ ®(E),B € K(F) gilt A+ B € &(F)

Satz 23.8 Sei E Banachraum, A € ®(£). Dann gibt es € > 0, so daf} fiir alle
B € L(F) mit |A — B| < e gilt: B € ®(FE), dimN(FE) < dimN(A) und
indB = indA.

Folgerung 23.9 E sei Banachraum
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(i) ind : ®(E) — Z ist stetig, also auf den Zusammenhangskomponenten von
®(F) konstant.

(ii) Fir A € K(F) gilt: ind(I — A) = 0.

(iii) Fir A € ®(F) und B € K(F) gilt: ind(A 4+ B) = ind(A).

(iv) (F. V. Atkinson) Fiir A, B € ®(F) gilt: ind(AB) = indA + indB.
Bemerkung 23.10
Satz 23.11 Es sei E Banachraum

(i) Wenn GL(E) wegweise zusammenhéngend = & —0(E) ist wegweise zusam-
menhéngend

(ii) Wenn ®((E) wegweise zusammenhéngend = @, (E) wegweise zusammenhéngend,
n € Z

Folgerung 23.12 (Cordes) Fiir einen komplexen Hilbertraum H sind die Men-
gen @, (H), n € Z stets wegweise zusammenhéingend.

Satz 23.13 (A. Douady 1965). Fiir den Banachraum F = [} x [ ist die regulére
Gruppe B L(FE) nicht zusammenhéngend.
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IV. Unbeschrinkte Operatoren

24 Abgeschlossene Operatoren

Definition 24.1 Es seien E, F' Banachrdume.

(i) Ein Operator von E nach F' (bzw. in E, falls ' = E) ist eine auf einem
linearen Unterraum ©(A) C E erklirte lineare Abbildung A : ©(A4) —
F; ©(A) heiit Definitionbereich von A, R(A) := { Az |z € D(A)} heifit
der Wertebereich von A. A heifit dicht definiert, wenn ©(A) dicht in F ist.

(ii)) B(A) :=={(z,Az) |z € D(A) } C E x F heifit Graph des Operators A. Auf
D(A) wird durch ||z|| 4 := /||z|]? + ||Az|]? die Graphennorm definiert.

(iii) Ein Operator B heifit eine Erweiterung von A (bzw. A eine Einschrdinkung
von B), wenn &(A) C &(B); man schreibt dann A C B.

(iv) Der Operator A heifit

(a) A abgeschlossen :< B(A) abgeschlossen in E' x F

(b) A abschliefsbar < B(A) Graph eines Operators B B
Man nennt dann B die Abschliefung von A und schreibt A = B

Satz 24.2 Fiir einen Operator A von E nach F sind dquivalent:
(i) A ist abgeschlossen.

(i) (D(A), ] |la) ist vollstandig.

(iii) Gilt z, € ©(A),z, — x in F und Az, — yin F | so folgt = € D(A) und
Ax =y

Beispiel 24.3 (i) Essei E = F = Cla,b], D(A) = C'a,b] und Af = [, f €
D(A). Dann ist A abgeschlossen. A ist aber unstetig (vgl. 2.6 (ix)).

(i) Fir E = F = Ly[a,b] ist der durch D(A) = C'[a,b] und Af = [’ fiir
f € ©(A) erklirte Operator nicht abgeschlossen. A ist aber abschliefibar.

Satz 24.4 Ein Operator A von E nach F ist abschlieBbar genau dann, wenn fiir
jede Folge x,, € ©(A) mit z,, — 0 und Az, -y € F gilt y=0

Bemerkung 24.5 Ist der Operator A abschliefibar, so ist der Operator izl abge-
schlossen und B(A) = &(A). Wegen 24.2 ist der Banachraum (D(A), || || 1)
eine Vervollstiandigung fiir (D(A), ||, ||4) im Sinn von 14.7, fiir die wir (D(A), || ||4)"

schreiben. Dabei gilt

D(A) ={z € E| es gibt z, € D(A) mit x, — x, so daB (Ax,) konvergiert }
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und Az = lim Az, sowie |[z||4 = lim ||z fir € D(A) und z,, wie
angegeben.
Beispiel 24.6 Af = f', Ain Ly[a,b], D(A) = C'[a, b]. Es gilt: A ist abschliefibar,

wo A definiert ist durch Af = f' und D(A) = H'[a,b] = (D(A), ||.|z). Man
nennt H'[a,b] einen Sobolevraum.

Definition 24.7 Fiir Operatoren A, B von E nach F und C von F nach g erklért
man A + B durch D(A+ B) = D(A)N D(B) und (A + B)zx := Az + Bu.
D(CA) = {x € D(A) : Az € D(C)} und (CA)x := C(Azx). A injektiv, so
erklirt man A~! durch D(A™' = R(A) und A~y =z, falls y = Ax.

Ein injektiver Operator A ist abgeschlossen < A~! ist abgeschlossen.

Definition 24.8 Fiir einen Banachraum E und einen Operator A in E mit D(A)
heifit p(A) = {2z € C: (2] — A)bijektiv, (21 — A)~! € L(E)} die Resolven-
tenmenge von A. o(A) = C\o(A) heifit das Spektrum von A. Die Funktion
Ra:p(A) — L(E), Ra(z) = (2I — A)~! heifit die Resolvente von A.

p(A) = 0 ist moglich. Wenn p(A) # (), so ist A abgeschlossen.

Satz 24.9 Es sei A ein abgeschlossener Operator im Banachraum E.

(i) Dann ist p(A) = {z € C : (2] — A)bijektiv} [automatisch Stetigkeit des
Inversen!|

(ii) o(A) ist abgeschlossen, p(A) offen, Resolvente R4 : p(A) — L(E) ist stetig
und auch holomorph im Sinn von 17.8(ii).

F, G, H Hilbertraume iiber K. Dann ist H X GG ein Hilbertraum mit dem Skalarpro-
dukt < (h1,91), (h2, g2) >:=< hy, ho)g+ < g1,92 >, Wo hi,hy € H,g1,92 € G.

Definition 24.10 Essei A ein dicht definierter Operator von H in G (, d.h. D(A)
dicht in H). Durch D(A*) :={y € G : 2 —< Ax,y > ist stetig auf D(A) } =
{y €e G: 2z —< Az,y >=< x,z > fiirallex € D(A)}. Man setzt dann
A*y:=z. Dadurch wird genau ein linearer Operator A*: (D(A*) C G) — H
definiert, den man den zu A adjungierten Operator bezeichnet. Damit ist
< Azx,y >=<z,A*y > fir alle x € D(A),y € G.

Bemerkung 24.11 (i) A* ist wohldefiniert
(i) Ae L(H) = A* € L(H)
(ili) Fiir dicht definierten Operator A, B mit A C B gilt B* C A*.

Lemma 24.12 Fiir jeden dicht definierten Operator A von H nach G gilt: G(A*) =
U(G(A)Y) = (U(B(A))*, woU : Hx G — G x H mit (z,y) — (y,—x); U

1St unitér.
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Satz 24.13 Sei A dicht definierter Operator von H nach G.
(i) A* ist abgeschlossen, N(A*) = R(A)*

(ii) A* dicht definiert genau dann, wenn A abschliefibar ist.

In diesem Fall gilt: A = A** := (A*)* und (A)* = A*
Ist A abgeschlossen, so gilt A = A* und N(A) = R(A*)*

(iii) Ist A injektiv mit dichtem Bild, so ist auch A* injektiv und (A*)~! = (A~1)*

Bemerkung 24.14 A, B dicht definierter Operator, con H nach G und C' dicht
definierter Operator von G nach F'.

(i) A+ B dicht definiert = A*+ B* C (A+ B)*
Ist B e L(H,G), so gilt A*+ B* = (A+ B)*

(ii) Ist CA dicht definiert, so gilt A*C* C (C'A)*
Im Fall C € L(G, F) gilt A*C* = (CA)*.

25 Symmetrische und selbstadjungierte Opera-
toren

K =C, H C-Hilbertraum

Definition 25.1 A dicht definiert im Hilbertraum H.
A heiBt symmetrisch, wenn A C A* gilt.
selbstadjungiert, wenn A = A* gilt.

Bemerkung 25.2 (i) Ein dicht definierter Operator A ist symmetrisch
& < Ar,y >=<z,Ay > Vz,y € D(A)
In diesem Fall ist < Az, z >= < Ax,z > stets reell , x € D(A)
A selbstadjungiert < A symmetrisch und D(A*) C D(A)

(ii) Jeder selbstadjungierte Operator ist abgeschlossen nach 24.13(i) , und

(iii) Jeder symmetrische Operator ist abschlieBbar wegen A C A* und 24.4.
A ist symmetrisch wegen A C A* = (A)*

(iv) Fiir einen symmetrischen Operator A ist A genau dann selbstadjungiert,
wenn A* symmetrisch ist, in diesem Fall nennt man A wesentlich selbstad-
Jungiert, und es gilt

A=A"
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(v) A€ L(H) und symmentrisch = A selbstadjungiert (d.h. A = A*)
Im beschriankten Fall: A symmetrisch < A selbstadjungiert

Lemma 25.3 Sei A symmetrischer Operator in H. Dann:
(z] = A)z|| = [Imz[ - ||z]| 2z € D(A), z€C

Ist A abgeschlossen, und Imz # 0, so ist zI — A injektiv und R(zI — A)
abgeschlossen.

Lemma B abgeschlossen, ||Bz|| > C||z||, z € D(B) = R(B) abgeschlossen

Satz 25.4 Es sei A ein selbstadjungierter Operator in H.

(i) Dann gilt: 0(A) C R
Fiir jedes z € C\ R ist die Resolvente R4(z) normal, R4(z)* = Ra(Z) und
IRAG| < g

mz|

(ii) Fiir z € R gilt: N(2I — A) = N(2I — A*) = R(zI — A)*
Folglich ist z € R Eigenwert genau dann, wenn R(z] — A) # H

(ili) Fir z € Cygilt: z€0(A) & R(zI—-A)=H

Fiir jeden Operator A in H hat man eine disjunkte Zerlegung des Spektrums

o(A) = 0,(A) U oc(4) U o, (A)
—— —— ——

Eigenwerte  Kontinuierliches  Residualspektrum
Spektrum

oc(A)={z€0(A)|N(zl —A) ={0},R(zI — A) = H}
0.(A) ={z€0(A)|N(zI — A) ={0},R(z] — A) # H}
Ist A selbstadjungiert, so folgt o,.(A) = ().
Satz 25.5 Es sei A ein symmetrischer Operator in H.

(i) Gilt R(zI — A) = R(zI — A) = H fiir ein z € C, so ist A selbstadjungiert.
[Gleichungen 16sen]

(ii) Ist A abgeschlossen und gilt N(zI — A*) = N(zZI — A*) =0 fiir ein z € C
R, so ist A selbstadjungiert.

Folgerung 25.6 Fiir jeden dicht definierten Operator A in A sind dquivalent:
(i) A ist selbstadjungiert

(ii) A ist symmetrisch und o(A) C R
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(iii) A ist symmetrich und es gibt z € R\R: 2Z € p(A)

Beispiel 25.7
b
Lemma 25.8 Seih € Lya,b], [ f'(t)h(t)dt = 0 fiir f € C&(a,b), wo CF(a,b) :=

{f € C*~(a,b) : supp f C (a,b)}. Daraus folgt: h = const in Ls[a, b].

Cayley - Transformation
Motivation: Mdbiustransformationen

Definition 25.9 Fiir einen symmetrischen Operator A in H ist (-iI - A) wegen
25.3 injektiv. Der Operator U = U(A) = (il — A)(—il — A)~!' = —(il —
A)(iI + A)~! heiBt die Cayley Transformierte von A. D(U) := R(—il — A)

Satz 25.10 Fiir jeden symmetrischen Operator A ist U = U(A) eine isometrische
lineare Bijektion von R(-iI-A) auf R(il-A). Es gilt

(i) I- U ist injektiv
(ii) R(I —A) = D(A) ist dicht in H
(iii) es gilt: A= (I +U)(I —-U)™*
Ist A selbstadjungiert, so ist U € L(H) unitér.

Satz 25.11 Es sei U ein Operator in H, so da8 U eine Isometrie von D(U) auf
R(U) ist. Sei I — U injektiv, und R(/ — U) dicht.
Dann ist U die Cayley-Transformierte genau eines symmetrischen Operators
Ain H(U=U(A) und Aist A=i(I+U)I—-U)™*
Ist U € L(H) unitér, so ist A selbstadjungiert.

Bemerkung 25.12 Ist U € L(H) unitdr und [ — U injektiv, so ist R(I — U)
dicht.

Wegen 25.11 und 25.12 ist die Cayley-Transformation eine bijektive Abbildung
von der Menge der selbstadjungierten Operatoren in H auf

{U € L(H)|U unitér, I — U injektiv}

Die Umkehrabbildung ist U + (I + U)(I — U)™!
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26 Der Spektralsatz fiir selbstadjungierte Ope-
ratoren (unbeschrinkter Fall)

Vorgehen

1. A= [ XdE, erkléren

2. Spektralsatz
f R — C stetig, und g : R — C, so daB g|jap) € BV[a,b] Ya <b

/fdg:/ fdg
/f dg(t)

b
= lim / fdg+ blim / f dg sofern beide Limiten existieren.
— OO0 0

a——00

[ f dg heiBt (Riemann)-Stieltjes Integral von f bzgl. g
H komplexer Hilbertraum

Lemma 26.1 Es sei F: R — L(H) eine Spektralschar. f € C([a, b|R).

(i) Dann gibt es genau einen selbstadjungierten Operator fab fdE = fab f(N)dE) €
L(H) mit

b b
<(/ de)x,$>:/f()\)d<EAw,x> ,x e H

< ([P fdE)z,y >= [P f(N)d < Bxe,y> ,z,ycH
(i) |(f) fdE)z|]> = [JIfN)I[d < Bxz,z > .z € H

(iv) [)(fg)dE = ([, fdE)([, gdE)

(V) Zue > 030 > 0, so daB fiir jede Zerlegung a = \g < ... < A, = b mit
mfalx (A — Xi—1) < ¢ und alle & € [Ny, A gilt:

b n
| [ £ =3 B Bl <=

Satz 26.2 Sei f: R — R stetig und £ : R — L(H) eine Spektralschar.
Dann existiert genau ein dicht definierter symmetrischer Operator Ay in H
mit
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(i) D(A;) = {w € H| [ [f(N[2d < Exz,z >< o0}
(ii) < Apz,xz >= [ f(A\)d< E\xz,z > x€ D(Ay)

Wir schreiben dann Ay = [ f(A\)dE\= [ fdE = [ f(\)dE\ = [ fdE.
Es gilt: ) )

(ili) D(Ay) ={z € H| lim (]L f dE)x existiert}

(v) Age = lim ([ fdB)e ,a € D(A))

Bemerkung 26.3 ISt f : [a,b] — C stetig und E Spektralschar, so setze

b b b
/de:/ Rede+i/ ImfdE

Dann gelten 26.1 (ii), (iii), (iv) fir f,g: [a,b] — C stetig
Erklére fiir f : R — C stetig
Op(f) :/de:/Rede+i/Imde

Satz 26.4 (Funktionalkalkiil) Es sei f: R — C stetig, F eine Spektralschar.
Dann ist ®4(f) ein sbgeschlossener dicht definierter Operator.
Ist f reell, so ist ®p(f) selbstadjungiert.

(i) D@p(f)) = {x € H\_T FPd < Bxa,a > < 0o} = {z € H| JEEJ_; JdE)x existiert}
(i) < @s(f)ey>= | fNd<Exvy> o€ D@p(f)yeH

(iif) [[®p(f)| :_f [fNIPd < Eye,x > x € D(Qp(f))

(iv) (Pp(f))* = ®u(f) (incl. Definitionsbereich)
Satz 26.5 Seien f.g: R — C stetig, E Spektralschar,
(i) ®e(f) + Pr(g) € Pr(f +9)
(ii) ®(f)Pr(g) C Px(f - g) und D(®x(f)Pr(g)) = D(®r(f - g9)) N D(Px(g))
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(iii) Ist A = ®p(A\) und z € C\R, so ist Ra(z) = ® (25) = [ 5dE

z—A z—A

Satz 26.6 ( Spektralsatz) Es sei A ein selbstadjungierter Operator in H. Dann
gibt es genau eine Spektralschar F: R — L(H) mit A = [ AdE,.

Folgerung 26.7 (ohne Beweis) Sei A selbstadjungiert, dann existiert genau
eine Spetralschar F) mit A = f)\dE,\ und es gilt: < (B, — E,)x,y >=
b+-0
lims_o+ lime o+ 5= [ < (Ra(t —i€) — Ra(t + i€))z,y > dt
a+d



