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1. Normierte Raume:

Simultan: K =R oder C
N:={123,..},No:=N0O{0}

Definition 1.1: Es sei E ein Vektorraum tber K. Eine Norm auf E ist eine Abbildung

Il : E - R+ mit folgenden Eigenschaften:

(ND) [AX|[= x| OxOEADK

(N2) [Ix +ylI< Xl + ivllC x, y O E (Dreiecksungleichung)

(N3) [X]|[=0 x=0

Man bezeichnet das Paar (E, ||.|) oder kurz E als einen normierten Raum.
Bemerkung 1.2. (i) Gelten fir ||..] : E - Rs nur die Eigenschaften (N1) und (N2), so nennt

man ||.|| eine Halbnorm auf E.

(i1) Fur eine Halbnorm ||.]Jauf E gilt | [X]|- IVl | < X =YI| O x,y O E.
Definition 1.3: Essei X eine Menge. Eine Abbildung d: X x X - R, heif3 eine Metrik auf X,

wenn folgendes gilt:

(M1) d(x,y) =d(y,x) Ox,yOX (Symmetrie)

(M2) d(x,2) <d(x,y) +d(y,z) 0Ox,y,z0OX (Dreiecksungleichung)

(M3) d(x,y) =0 < x=y

Man bezeichnet das Paar (X, d) oder kurz X als metrischen Raum.

kanonische Metrik d(x,y) =[x -y|| ,x,yOE.

fur normierte R&ume sind alle metrischen (und damit auch alle topol ogischen)
Begriffe erklart: Stetigkeit, Konvergenz, Kompaktheit, ...

Definition 1.4. Eine Folge () in einem metrischen Raum (X, d) heil3 konvergent gegen ei-
nen Grenzwert (oder Limes) x O E, in Zeichen x = lim x,,, wenn gilt:

Oe>00n ON O n=ng: d(Xn, X) <€
Die Folge (x,) heil3 Cauchy-Folge, wenn gilt:

Oe>00n, ON Om, n=ng: d(Xn, Xm) <€
Ein metrischer Raum X heil3t vollsténdig, wenn jede Cauchy-Folgein X kon-
vergiert.
Ein normierter Raum, der beztiglich seiner kanonischen Metrik vollstandig
ist, heil3 Banachraum.

Ist E en normierter Raum und F O E ein Unterraum, so ist auf F en normierter Raum mit der
eingeschrankten Norm; ist E Banachraum, so ist F Banachraum genau dann, wenn F abge-
schlossen in E ist, denn

Bemerkung 1.5. : Ist (X, d) ein vollstandiger metrischer Raum und A [0 X, soist (A, d) voll-

stéandig genau dann, wenn A abgeschlossen in X ist, d.h., wenn jede in X
konvergente Folge (x,) O A gilt: limx,=x OA.

Funktionenraume:
Beispiele 1.6:
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(i) Essai M eine beliebige, nichtleere Menge. Dann ist der K -V ektorraum
der beschrankten K —wertigen Funktionen auf M erklart durch:

o (M) ={f: M — K[ ffll> := sup|f(t)] < eo }

ein Banachraum. Die Konvergenz einer Folge in |.,(M) ist gleichbedeutend
mit der gleichmaligen Konvergenz auf M. Speziell bezeichnet man mit I,
:= l(N) den Banachraum der K — wertigen beschrankten Folgen.

(if) Die Folgenraume c der konvergenten Folgen in K und ¢, der Nullfolgen in
K sind Banachrdume als abgeschl ossene Unterraume von | .

(i) Fur a< b bezeichnet C[a,b] den K — Vektorraum aller stetigen Funktionen
f: [ab] - K. (C,[ab], ||-|l.) ist ein Banachraum a's abgeschl ossener Unter-
raum von l«([a,b]).

Allgemeiner ersetzt man [a,b] durch einen kompakten metrischen Raum X.

(iv) Fir k O No und a< b bezeichnet C[a,b] den Raum der k-mal stetig diffe-
renzierbaren Funktionen f: [ab] — K, C¥[ab] ist Banachraum mit der
Norm

k .
11l = max]if .
Die Konvergenz einer Folge(f,,) in C¥[a,b] ist gleichbedeutend mit der

gleichmaldigen Konvergenz aler Ableitungen von f der Ordnung < k.
v) (C-1.1], |lJk) bzw. (C[-1,1], |I|lo) sind nicht vollstandig, wobei

IIfll= [If (DIt bzw. [[f|], =, [[If(t)*|dt (vgl. (viD))

(vi) Fir 1< p < oo wird der Folgenraum I, erklért durch

lp={x=(x)on OKIIIXllp := 8 > 1x;P < oo}
k=1

definiert. 1, ist Vektorraum.

Fiir 1< p < oo setzt man q = p—ril;fUrx:(xj)Dlp,yz(yj)DquiItdann

Z|xjyj|s||x||p[|1|y||q (Holdersche Ungleichung).
=1

Fir jedes 1< p < ist |, vollstéandig, also Banachraum.
Fir 1 <r < p < o gelten die Ungleichungen [[X|f. < [X]lo < [IX]} < ||, und
es gelten die echten Inklusionen |, O |, O 1, O 1.
(vii) Fir eine meRbare (zum Beispiel offene oder kompakte) Menge A O R*
und 1 < p < oo setzt man
Mp(A) :={f : A - K |f ist mefdbar und [f|, < o}, wobei

If|, = p/_[|1‘(t)|p dt fir 1<p<oound
A

ffl = inf {C > 0: {x O A: [f(x)|> C ist Nullmenge}

My(A) hei3t Raum der wesentlich beschrankten Funktionen auf A.
{f heif’t meRbar, wenn f*(U) meRbar ist fiir jede offene Menge U O K)
Mp(A) ist Vektorraum und | |, eine Halbnorm auf My(A).
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Esist O ={f OMy(A) : ffly=0} ={f: A - K |f(x) = Ofast Uberall}
ein Unterraum von Mp(A).

Auf dem Quotientenraum Ly(A) = My(A) / O wird dann durch

I f [l = [if + OYlp = [f|, &ine Norm definiert.

Fir 1 < p < o ist Cc(RV) (genauer: die Menge der Restriktionen von Funk-
tionen aus Cc(R") auf A) dicht in Ly(A); dabei bezeichnet Co(R") den
Raum aller stetigen Funktionen f: RN — K mit kompakten Trager

supp f:= {x OR":f(x} O} . Daher ist zum Beispiel Ly[a,b] eine Vervoll-
standigung von (Clab], I}

Far f O Lp(A), g O Lg(A) und 1 <p, g< o0 mir %+§: 1 (Ve =0) folgt fg
O L1(A), und |if gl < [If[lo llolly  (HOldersche Ungleichung)

Definition 1.7: Zwei Normen || || und | | auf einem normierten Raum E heil3en aquivalent,
wenn es eine Konstante C > 1 gibt, mit

1
E|x| <X|sClx| OxOE.

Aquivalente >Normen definieren die gleiche Topologie.
Satz 1.8. Ist E ein endlichdim. K —Vektorraum, so sind zwei Normen auf E aquivalent, und
E ist mit jeder Norm ein Banachraum.
Folgerung 1.9. Jeder endlichdim. Unterraum eines normierten Raumes ist abgeschl ossen.
Satz 1.10. Es sei E ein normierter Raum. Dann ist E endlichdim. genau dann, wenn die abge-
schlossene Einheitskugel B = {x O E: ||x|| < 1} kompakt ist.

2. Stetige lineare Abbildungen

In diesem Abschnitt beschaftigen wir uns mit stetigen linearen Abbildungen zwischen nor-
mierten Raumen, deren Untersuchung ein zentraler Gegenstand der Funktionalanalysisist. Es
gilt die folgende Charakterisierung:

Satz 2.1 Fir eine lineare Abbildung A: E — F zwischen den normierten Raumen E, F sind
aquivalent:
(i) Aist stetigin O.
(i) A ist gleichmaRig stetig.
(iii) Esgibt ein C> 0 mit ||Ax|| < C|jx|| O x O E.
Definition 2.2 Es seien E, F normierte Réume
(i) MitL(E, F) wird die Menge dler stetigen linearen Abbildungen A: E - F
bezeichnet; die Elemente von L(E,F) nennt man auch (beschrénkte) Opera-
toren. Speziell schreibt man L(E) :=L(E, E) und E’' :=L(E, K). E’ heil3
Dualraum von E, die Elemente von E’ nennt man stetige lineare
Funktionale auf E.
(i) Fir A O L(E,F) bezeichnet N(A) := A" ({0} ) den Kern von A und
R(A):= A(E) das Bild von A. Eine lineare Bijektion A: E — F heif3t
Isomorphismus, wenn A und A™ stetig sind; gilt dartiberhinaus [|AX|| = [IX|I,
x O E, so heildt A isometrischer |somorphismus.
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(iii) Fr A O L(E,F) wird die Operatornorm ||A|| erklart durch

[l All= supl|Ax]]-

Ixl<1

Bemerkung 2.3: Fir normierte R&ume E, Fist L(E, F) ein Vektorraum, und die Operatornorm

definert eine Norm auf L(E, F). Fur A O L(E, F) gleten
() lIAll= supl|Ax]| =inf {C>O][JAx||< Clix] O x T E}

Ixli<

(i) JAx| = [lall x|l O x T E

Satz 2.4. Es seien E ein normierter Raum und F ein Banachraum. Dann ist L(E, F) mit der

Operatornorm ein Banachraum. Speziell ist E’ stets vollstandig.

Bemerkung 2.5: Es seien E, F G normierte Raumeund A 0 L(E,F), B O L(F, G). Dannist die

Beispiele 2.6:

Seite 4

(i)

(i)

(iii)

(iv)

v)

(vi)

(vii)

KompositionB A :=B-A OL(E, G),undesdgilt |IBA|<|IBIIA |

Der Rechts — Shift: R(X1, X2, ...) = (0, X1, X2 ,...) definiert flr 1 < p < oo einen
beschrankten Operator R [ L(l). R ist eine injektive Isometrie, aber nicht
surjektiv.

Ebenso definiert der Links — Shift L(X1, X2, ...) = (X2, X3, ...) €nen surjektiven,
nicht injektiven Endomorphismus L O L(l,).

Essa (an)non e ne beschrankte Folge in K. Dann definiert der Diagonal opera-
tor D(Xn) = (an Xn) €inen beschréankten Operator D [ L(lp) fir 1< p < o0, und

esgilt D]l = suplar, | .
Essa (a)ijon e ne unendliche (reelle oder komplexe) Matrix mit

© [l
Z|a”|2 < oo, Wir erklaren A: |, — I, durch A(x;) = EZ aiviXJH .Esqilt
1,) ]:1 i

DU, -

A OL(l,) und A < EZMJF
1)

b
Die Integrationsabbildung S: C[a,b] - K, §(f) = If(t)dt definiert ein stetiges

lineares Funktional S — (C[a,b])’ mit||lg|=b—a
Fur einen stetigen Kern k 0 C([a,b] x [a,b]) betrachten wir den Integral opera-
b

tor K: C[a,b] - C[ab] erklart durch (Kf)(x) = Ik(x, y)f (y)dy, fOO C[a,b].

b

Fur x O [ab] gilt Kf()| < Ifll. sup [Ik(x, y)Idy . Damitist K O L(C[ab]).
xa,b]4

Fur k wiein (v) wird durch V f(x) = Ik(x, y)f (y)dy ein “Vodterra— Integral-

operator” V [ L(C[ab]) definiert.

Der Operator K aus (v) 183 sich auch als Operator auf L,[a,b] betrachten.
Wegen der Holderschen Ungleichung ist K 0O L(L2[a,b]).

Allgemeiner gilt dies auch fur k [0 L([a,b] x [a,b]).

(viii) Fur @ O C[a,b] definiert der Multiplikationsoperator My = @f, fOI Clab], ei-

nen beschrénkten Operator M, O L(C[a,b]) mit M| = || @ ||
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(ix) Die Differentiation D: (Ci[ab], || k) —» (Ci[ab], || ||x), D(f) =’ ist eine un-
stetige lineare Abbildung. Dagegen ist
D: (Calab], [|lls) - (Calab], || |l) stetig mit [IDf| = 1
Bemerkung 2.7 Es sei F ein abgeschlossener Unterraum des normierten Raumes E. Auf dem
Quotientenraum E/F wird dann durch
WX == inf]ix + yl[=inf]lx —yl| =dist(x, F), [X] :=x + FUE/F

eine Norm erklért, die man als induzierte Quotientennorm bezeichnet (ist || ||
nur eine Halbnorm auf E, so erhdt man eine Halbnorm auf E/F). Die Quo-
tientenabbildung g: E — E/Fist linear und stetig mit ||g|| < 1; q ist offen.
Ist E Banachraum, so ist auch E/F Banachraum.

Satz 2.8.: Es seien E, G normierte Raume, F ein abgeschlossener Unterraum von E und
g: E — E/F die Quotientenabbildung. Zu jedem A O L(E, G) mit F O N(A)
gibt esgenauein A’ O L(E/F, G) mit A=A’ -q, und esgilt ||A]| = [IA’]-

|. OPERATOREN IN HILBERTRAUMEN
3. Hilbertraume und ihre Geometrie

Definition 3.1. Ein Skalarprodukt (oder inneres Produkt) auf einem K-Vektorraum E ist eine
Abbildung <.>: Ex E - K mit folgenden Eigenschaften:
(S1) <ax + By,z> = a<x,z> + <y,z> Oo,BOK,x,y,zOE.
(82) <xy>=<xy> Ux,ydE
(S3) <x,x>=0 Ox OEund<x,x>=0nur far x =0.
Gelten (S1), (S2), und anstelle (S3) nur <x,x> = 0 [ x O E, so bezeichnet man
<.,.> asein Halbskalarprodukt auf E.

Lemma 3.2 Ist E ein K-Vektorraum und <.,.> ein Halbskalarprodukt auf E, so setzt man

[IX]l:=+/< x,x >, x O E. Dafir gelten:
(i) [+ yIP = [IX[P + 2 Re<x,y>+ |yl Ox,yOE
@) =xy>< X ivll ©x,yOE (Cauchy—Schwarzsche Ungleichung)
(iii) ||.|| ist eine Halbnorm auf E. Ist |.,.| ein Skalarprodukt, soist ||.|| eine Norm.
(i) Fur jedesy O E ist ®(x) = <x,y> ein stetiges lineares Funktional auf (E,||.||).
Definition 3.3. Einen K Vektorraum E mit einem Skalarprodukt <.,.> bezeichnet man als ei-
nen Prahilbertraum; dieser wird stets als normierter Raum mit der Norm
X[l = v/< x,x > aufgefaldt. Ein vollsténdiger Prahilbertraum heif3t Hilbertraum.
Hilbertrdume sind also Banachraume, bei denen die Norm durch ein Ska-
larprodukt erzeugt wird.
Lemma 3.4. In einem Prahilbertraum gelten fur alle x, y [ E die Parallelogrammgleichung (i)
und die Polarisationsgleichung (ii).
(1) I+ yIP + [Ix =yl = 2([IX[P + [IyIP)-
(i) <xy>=Ya (X + Y|P - IX = yIP) + Ja(lIx +iylP - [x —iy|p) fallsK =C.
<Xy>=Ya([x +y[P - [x —ylp) fallsK = R.
Umgekehrt gilt: Ist E ein normierter Raum, dessen Norm die Parallelogramm:-
gleichung (i) erflllt, so definiert (ii) ein Skalarprodukt, das die gegebene Norm
induziert.
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N —_—
Beispiele 3.5 (i) KM ist Hilbertraum mit dem Skalarprodukt <x,y> = z X;Y,; die zugehdrige
=1

N
Norm ist die euklidische Norm ||x||, = /Z |xj|2
171

(i) I ist Hilbertraum mit dem Skalarprodukt <x,y> = Z xjyj. Denn nach der Hal-
=1

derschen Ungleichung ist die Reihe absolut konvergent und definiert daher ein

Skalarprodukt mit der Norm |||l = /Z X[ .
=1

(ili)  Fur eine beliebige Menge | # [ kann allgemeiner
lo(1) = { ()i O K" | (iR)ic ist summierbar} B
betrachten; Ix(1) ist Hilbertraum mit dem Skalarprodukt <x,y> = Z Xy, . Man

[Ju]

benttigt den Begriff der Summierbarkeit fir eine (i.a. nicht abzahlbare) Familie.
b

(iv)  Clab] ist Préhilbertraum mit dem Skalarprodukt <f, g> = If(t)@ dt, aber kein

Hilbertraum.
v) Fiir eine mef¥bare Menge A 0 RV ist L,(A) Hilbertraum mit dem Skalarprodukt

<f.g>= If(t)@dt.

(vi)  DieRéume C([a,b]) und Ly([a,b]), I, fur p# 2 sind mit ihren Normen keine Hil-
bertraume.
(vii)  Jeder abgeschlossene Unterraum eines Hilbertraumesist ein Hilbertraum.
Satz 3.6(Bestapproximation). Es sei E ein Hilbertraum und [J # A [ E eine konvexe und ab-
geschlosse Teilmenge (etwa ein abgeschlossener Unterraum). Dann gibt es zu jedem
x O E genau ein xo O A mit
X —Xol| = dist(x, A) :=inf{ |x —y||: y O A}.
Der vorstehende Satz gilt nicht fir Préhilbertréume E. Betrachte zum Beispiel fur
E=(C[-1,1], || ||) den abgeschlossenen Unterraum A = {f O E: f.,=0}; furf =1
OEgiltdanndist (f, A) =1, aber |[f —g|.> 1 furalleg OA.
Definition 3.7. (i) Fur einen abgeschlossenen Unterraum F des Hilbertraumes E heif3t die Ab-
bildung Pr: E — E erklart durch Pe(x) := Xo wobel xo [J F und
|Ix — Xol| = dist(f,A) die orthogonale Projektion von E auf F.
(i) Essal E ein Prahilbertraum. x, y [J E heif3en orthogonal, in Zeichen x [
y, wenn <x,y> = 0. Fir M 0 E bezeichnet M" = {x OE|x Oy Oy O
M} den Orthogonalraum von M. M [0 N bedeutet x Oy fur alex 0O M,
y O N; man schreibt auch x 0 M statt {x} OO M.
Bemerkungen 3.8. (i) Ist E ein Prahilbertraum, so ist fir M [J E wegen der Stetigkeit des Ska-
larproduktes M " stets ein abgeschlossener Unterraum von E.
(i)  Sind M, N Unterraume des Prahilbertraumes E mit M O N und
M+ N=E, sofolgtN=M",
(iv)  Fuar orthogonale Elemente x, y [J E gilt wegen 3.2 (i) der Satz von
Pythagoras [[x + Y|P = [IX|P + [ly[P.
Satz 3.9. (i) Essai F ein Unterraum des Prahilbertraumes E. Dann gilt fur x [ E und xo O F
genau dann |jx — xo|| = dist(x, F), wenn x —xo O F-.
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(i) 1st F abgeschlossener Unterraum des Hilbertraumes E, so gilt
E = F O F~ as orthogonal e direkte Summe. Fiir x 0 E ist
X = Pex + (X — Pex) die Zerlegung mit Pex O F und x - Pex O F. Esgilt
Xo = Pex genau dann, wenn x — Xo O F~.
(i) Esgilt P- O L(E) mit [[P<]| = 1 wenn F # {0}, und Pelr = idr, P:|_,=0, P =Px,

sowie <Pgx, y>=<x, Pry> Ox,y OE.

4.Orthonormalbasen in Hilbertraumen

Definition 4.1. Essei | # I eine Menge und E ein Préhilbertraum.
() Eine Familie (&)im in E hell3t ein Orthonormal system (kurz ONS), wenn
<e,g> =g furallei,j Ul; dabel ist & = 1wenni =jund d;:=0wenni # .
Fur x O E heil3en dann die Zahlen x (i) := <x, >, 1 [J |, die Fourier — Koeffi-
Zienten von x bzgl. (e).
(i) Ein Orthonormal system (e)in in E heil3t eine Orthonormalbasis (kurz
ONB) oder vollstéandiges Orthonormalsystem in E, wenn{e :i 1} tota inE
ist dasheifdt spar{ g: i (I 1} dichtin Eist.
Beispiele 4.2 (i) Einheitsvektoren (e,)non Sind eine Orthonormalbasisin 1.

1
(i) Far K = C bilden die Funktionen ey(t) = ﬁe'm, n [ Z, ein vollstandiges

Orthonormal system im Hilbertraum L[ 0, 211.
(iii) Durch Orthonormalisierung der Monome 1, t, t2, t°, ... in L,[-1, 1] nach
Gram-Schmidt erh@lt man das vollstandige Orthonormal system

0 0
N ON DN Lof-1, 1], wobei pr(t) = — %dg[(ﬁ—l)"]  dan-te
B 2 0 2'n!dt

Legendre — Polynom ist. (Diese Polynome |8sen auch die Legendresche Dif-
ferentialgleichung: (1 -t3)y** —2ty' + n(n+1)y =0, n O No.
t2

(iv) Durch Orthonormalisierung der Funktionen t"e 2,n 0N, in Ly(R) erhalt
man das Orthonormal system {(2n n!\/ﬁ)‘”ze‘xz’zhn(t)} n O No, der Hermite-

schen Funktionen in Lo(R), wobei hy(t) = (-1)"e" (&)n e dasn — te Hermite-
sche Polynom bezeichnet.
(v) Eine Funktion f: R — C heil3e fastperiodisch, wenn sie gleichmaliig auf R

durch Funktionen der Form Z c.e™, o OC, A\ OR, approximiert werden
=1

T

kann. Man kann zeigen: <f,g> := Itimz—%l_ If(t)@dt definiert ein Skalarpro-
crel g

dukt.
Der Raum der fast period. Fkt. ist Préhilbertraum mit der Norm [f| =

.
I|f (t)]" dt < |ff[l». Die Funktionen (€M) bilden ein iiberabzahlbares
T
ONS.
Bemerkung 4.3: Es sei | # [ eine beliebige Menge. Eine Familie (X;)ig in einem normierten
Raum E heif3t summierbar mit Summe x [ E, wenn eszu jedem e > 0 eine

Iimi
tow 2T
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endliche Teilmenge M [ | gibt, so daf3 fur jedes endliche M mit Mo O M O |
gilt:  ||x- Z X; || < €. Indiesem Fall ist x eindeutig bestimmt, und man

itM

schreibt x = Z X, . Esist dann {i : x; # 0} hochstens abzahlbar, und fiir jede
itM

00

I
1=1

Im Fall E =K ist somit die Summierbarkeit von (X;)io &guivalent zu der
Summierbarkeit von ([x})io; und damit &quivalent zu der Bedingung

sup{ ) x,: M O1, M endlich} < co,
itM

Abzahlung X1, Xo, ... dieser x; 2 0 gilt x = Iimzxi = Zx. :
"=

Satz 4.4 (Besselsche Ungleichung). Fir jedes Orthonormal system (& )i im Prahilbertraum E
undx OEist ([%()°) ~summierbar, und esgilt S [%()’ < |xIp Ox OE.

i fa
Auf Grund der Besselschen Ungleichung ist fur jedes Orthonormal system ()i im Prahil-
bertraum E die lineare Abbildung G: E — 1(1), x — (X(i)),,, erklart, und esgilt
I'G!|| < 1.
Satz 4.5. Fur jedes Orthonormal system ()i im Hilbertraum E ist die Abbildung
G:E - In(l), x » (%(1)).,, surjektiv. Firy = (yi)ioi O Io(1) ist (yie)ioi in E summier-

[l
bar, und es gilt G ﬁz vie Y-
fin]

Folgerung 4.6 Es sel E ein Hilbertraum und ()i ein Orthonormalsystem in E. FUr jedes x [
Eist dann Px = z X(i)e, dieorthogonale Projektion von x auf den abgeschlos-

[In]
senen Unterraum F::span{ e:i DI} :
Satz 4.7 Fir jedes Orthonormal system ()i im Hilbertraum E sind &quivalent:
(1) (e)ini ist eineOrthonormalbasis
(i)  Firjedesx OEgiltx = zk(i)ei

1
(iii)  Fur jedesx O E gilt die Parsevalsche Gleichung [Ix||2 = z|$<(i)|2 .
[n]

(iv) Furadlex,zOEdgilt<x,z>= Z<x,ei ><e,z >,
[n]

(v) Die Abbildung G: E - Ix(1) ist isometrisch.

(vi) DieAbbildung G: E - (1) ist injektiv.

(vii)  (&)in ist maximales Orthonormalsystem, das heift: {g :i O 1}” ={0}.
Beispiel 4.8: Fur die Orthonormalbasis (e,)noz in L2[0, 211 gilt:

(<) 2n

f= Zf(n)e‘“‘ =% (f.e,)e, wobei f(n) :ﬁ‘[f(t)e‘imdt noz

den n-ten Fourierkoeffizienten bezeichnet.
Satz 4.9. Jedes Orthonormalsystem (&)io in einem Hilbertraum E &3t sich zu einer Ortho-
normalbasis von E erweitern.
Bemerkungen 4.10. (i) Jeder Hilbertraum E # {0} besitzt eine Orthonormalbasis.
(i1) Jeder Hilbertraum E ist durch G isometrisch isomorph zu l(1), wobei
| die Kardinalitét einer Orthonormalbasis bezeichnet.
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(iii) Ein Hilbertraum E ist genau dann separabel (das heifdt besitzt eine
abzéahlbare dichte Tellmenge), wenn eine und damit jede Orthonor-
malbasis (vgl. (v)) von E abzéhlbar ist. in diesem Fall gilt E [l i-
sometrisch isomorph vermége G.

(iv) Speziell gilt Lo[0, 2r] O, isometrisch isomorph.

(v) Jezwei Orthonormalbasen eines Hilbertraumes E haben die gleiche
Kardinalitét; man bezeichnet diese Kardinalitét als die Hilbertraum-
dimension von E.

Beispiel 4.11: Es sei E ein seperabler Hilbertraum mit Orthonormalbasis { &} kon und
G: E - |, der zugehorige Isomorphismus. Dann ist

Ax=A i k(k)ekﬁz Ii ﬁi <Ae.,¢g >>A<(k)§eI :

Somit ist GA!G™ O L(l,) gegeben durch die Matrix ax = <Aey, &>.

5. Operatoren in Hilbertrdumen

Satz 5.1 (Riezscher Darstellungssatz). Es sei E ein Hilbertraum. Dann gibt es zu jedem
@ E' genaueiny [JE mit
@X) =<x,y> OxOE, undesgilt ||gl = |ly]|-
Satz 5.2: Es seien E, F Hilbertrdume und A [ L(E, F). Dann gibt es genau eine Abbildung
A*:F - E mit
<AX,y>=<x,A*y> [OxUOE yUF.
Esqgilt A* OL(F,E) und |[A*|| = JJA|l. Weiter gelten A** = A und |JA*A|| = |IAIR.
Bemerkung 5.3: Fur A, B O L(E,F), COL(F, G) und a [0 K gelten die offensichtlichen Re-
chenregeln
(A +B)* = A* + B*, (0A)* = a A*, (CA)* = A*C*.
Mit A ist auch A* Isomorphismus, und es gilt (A*)™ = (A™)*.
Definition 5.4: Der Operator A* aus 5.2 heilét der zu A adjungierte Operator. Man nennt
(i) A O L(E) selbstadjungiert, wenn A = A*
(i) A O L(E, F) unitar, wenn A Isomorphismusist und A™ = A*.
(iii) A O L(E) normal, wenn A*A = AA*,
Dies verallgemeinert die entsprechenden Begriffe fur Matrizen aus der Linearen Algebra.
Beispiele 5.5 (i) Fur die Shift — Operatoren L, R 0 L(I,) aus Beispiel 2.6 (i) gilt R* =L und
L* =R. Somitist R*R=LR =1 # RL = RR* (fur L analog), d.h. L, Rsind
nicht normal. Insbesondere ist der Rechts-Shift R Isometrie, aber nicht unitér.
(if) Fur @O0 C[a, b] (oder @ L[a, b]) sei M f = @f der Multiplikationsoperator
Mo O L(L2[a b]). Dann gilt (My)* = Mﬁ, und My ist stets normal. M ist
selbstadjungiert genau dann, wenn @reellwertig (f.0.) ist, und unitér genau
dann, wenn |@ = 1 (f.0.) ist.
(il1) Essal K O L(L2[a,b]) der Integraloperator aus 2.6 (vii) mit der Kernfunktion
k(x,y) O Lo([a,b]?). Dann ist der adjungierte Operator K* ein Integral operator
mit der Kernfunktion k* (y,x) = k(x,y) (f.0.).
(iv) Es sei E seperabler Hilbertraum mit der Orthonormalbasis { &} kon, und

A OL(E) wiein 4.11 gegeben durch die Matrix ax = <Ae, >. Dann gilt fur
die Matrix (ax*) von A* die Beziehung

ak* = ak|-
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Satz 5.6: Es seien E, F Hilbertraume und A [ L(E, F). Dann gelten:
(i) R(A)" = N(A®).
(i) R(A) = N(A*)".
(i) Ist R(A) abgeschlossen, so gilt R(A) = N(A*).
(iv) Gibt esy> 0, so dal? ||Ax|| = y [IX|| O x O N(A)", soist R(A) abgeschl ossen.
Satz 5.7 Es sal E ein Hilbertraum.
(i) Essel F [ E abgeschlossener Unterraum und P [0 L(E) die orthogonale Projektion
von E auf F. Dann gilt P =P = P2
(ii) Jedes P [0 L(E) mit P* = P = P2 ist orthogonale Projektion, und zwar auf den ab-
schlossen Unterraum F = R(P) = N(I — P).
Satz 5.8. Fur einen selbstadjungierten Operator A [ L(E) im Hilbertraum E gelten:
() <Ax,x>OR OxOE.
(ii) IAll = sup {[<Ax.x>| - [x|=1} .
Bemerkungen 5.9 (i) Man kann zeigen, dal3 fir einen komplexen Hilbertraum E und A O L(E)
aus 5.8 (i) folgt, dal3 A selbstadjungiert ist.
(i) Far A O L(l,) erklart durch A(Xq, X2, X3, ...) = (-X2, X1, -X4, X3, X, ...) Qilt
A* =-A (und A2=-1). ImFal K =R gilt hingegen <Ax, x> =0 fir je-
desx O I, wegen <AX, x> = x, A*x> = - <x, Ax>. Dies zeigt, dal3 (i)
nichtimFal K = R.
(iii) Ein selbstadjungierter Operator A im Hilbertraum ist stets eindeutig be-
stimmt durch seine quadratische Form x — <AX, xX>.

6. Kompakte Operatoren

Satz 6.1 Fir einen metrischen Raum X sind aquivalent:
(i) X ist kompakt
(i) X ist folgenkompakt
(iii) X ist prékompakt und vollstandig
Folgerung 6.2 Fir eine Teilmenge M [0 X eines vollstandigen metrischen Raumes X sind &
quivalent:
(i) M ist relativ kompakt
(ii) Jede Folge in M hat einein X konvergente Teilfolge
(iii) M ist prékompakt
Definition 6.3 Es seien E, F normierte R&ume und U = Ug = {x O E: ||| < 1} . Einelineare
Abbildung A: E — F heil3t kompakt, wenn A(U) relativ kompakt in Fist. Es
bezeichne K(E, F) die Menge der kompakten Operatoren von E nach F und
K(E) := K(E, E).
Bemerkung 6.4 Fir normierte Raume D, E, F, G gelten:
(i) K(E, F) ist ein Unterraum von L(E, F).
(i FuorAOK(S, F),S(D,E), TOL(F, G)ist TASO K(D, G).
Satz 6.5 Fir normierte Raume E, F ist K(E, F) in L(E, F) abgeschlossen, wenn F Banachraum
ist.
Insbesondere ist K(F) ein abgeschlossenes zweiseitiges Ideal in L(F), wenn F Ba-
nachraum ist.
Beispiele 6.6. (i) Fur einen normierten Raum E ist die Identitét Ide genau dann kompakt,
wenn dim(E) < co.
(i) Operatoren endlichen Ranges sind kompakt. man schreibt daftr
G(E, F) :={ADOL(E, F) : dmR(A) < co}.
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(iii) Der Diagonaloperator D U L(I2), D(x;) = (a;jx;) mit (0;) U | ist genau dann
kompakt, wenn (a;) [J co.
Satz 6.7 (von Arzela-Ascali). Es sei (X, d) ein kompakter metrischer Raum. Dann ist eine
Teilmenge M [0 C(X) genau dann relativ kompakt, wenn (i) und (ii) gelten:
(i) M ist gleichméfdig beschrankt, das heift es gilt: supsup|f(x)|< .

foM X
(ii) M ist gleichgradig stetig, d.h. zu jedem € > 0 und jedem x [1 X gibt esein 8 > 0,
sodal3furaley 0 X mitd(x,y) <dundalef M gilt: [f(x) —f(y)| <e.
Beispiele 6.8 Fur einen stetigen Kern k [I C([ab] x [a,b]) betrachten wir den Integral operator

erklart durch (Kf)(x) = Ik(x, y)f (y)dy.

() K: C[ab] - C[ab] ist ein kompakter Operator.

(i) K: Ly[ab] - C[ab] ist auch kompakter Operator.
(i) K: Lo[ab] — Lo[ab] ist auch kompakter Operator.
(iv) Fur k O Ly([a,b]?) ist ebenfallsK: Ly[ab] - [ab]

Definition 6.9 Es sei E ein normierter Raum und A [ L(E). Eine Zahl A O K heifdt Eigenwert
von A, wenn E, := N(Al —A) £ {0}. Ej hell3t dann Eigenraum von A zum Ei-
genwert A, die Elemente von E, \ {0} heil3en Eigenvektoren von A zum Ei-
genwert A. Die Menge der Eigenwerte von A wird auch Punktspektrum ge-
nannt und mit op(A) bezeichnet.

Beispiele 6.10 (i) Der Volterra— Operator V [ L(L,[0,1]), Vf(x) = If(t)dt ist kompakt, hat
0

aber keine Eigenwerte.
(i1) Der Rechts-Shift R aus 2.6 (i) hat keine Eigenwerte.
(iii) Der Diagonal operator aus 2.6 (ii) hat genau die Eigenwerte o, n [ N.
Satz 6.11 Es sei E ein Banachraum und A [ K(E). Dannist dim N(I —A) < co.

7. Kompakte selbstadjungierte Operatoren

Satz 7.1 (i) Ist A O L(H) normal, so gilt N(A - Al) = N(A* - A I). Fir Eigenwerte A # p von A
gilt N(A - Al) ON(A - ul).
(i) Ist A 0O L(H) selbstadjungiert, so sind alle Eigenwerte von A reell.
Satz 7.2 Es sei (ey)nono €n Orthonormal system im Hilbertraum H und (An)nono €nereelle
Nullfolge. Dann definiert

Ax= > N, <xe,>e,,xOH
n=0

einen kompakten und selbstadjungierten Operator, und die Reihe konvergiert in der
Operatornorm. Darlber hinaus gilt ,(A) \ {0} = {An: An# O}, und fir Ap #Z O gilt
N(Anl —A) =span {g: Aj = An}.
Lemma7.3 Essal A [0 L(H) kompakt und selbstadjungiert. Dann ist ||A|| oder -||A]| ein Ei-
genwert von A.
Satz 7.4 (Spektralsatz) Es sei H ein unendlichdimensionaler Hilbertraum und A O L(H) kom-
pakt und selbstadjungiert. Dann gibt es eine reelle Nullfolge (An)nono Mit fallenden
Betrégen und ein Orthonormal system (en)nono 1N H, so dal3

Ax= 3 A, <xe,>e,, xOH.
n=0
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Bemerkungen 7.5 (i) In einer Darstellung fur A = A* O K(H) wiein 7.4 ist die Folge (An)
(gof. bis auf die Reihenfolge) eindeutig bestimmt. Dabel ist dimR(A) < «
genau dann wenn A = 0 flr n = ny (7.2). Ferner tritt wegen 7.2 jedes
An # 0 genau m, mal auf, wobei m, ;= dim N(Anl —A) die geometrische
Vielfachheit von A, bezeichnet. Diese stimmt Uberein mit der algebrai-
schen Vielfachheit von Ay, d.h. der Dimension des Hauptraumes

N, := U(N()\nl —A)k).

kON
Jedes Folge (An(A))n, die die von Null verschiedenen Eigenwerte von A
der algebraischen Vielfachheit nach und mit fallenden Betrégen aufzahit
(und ggf. mit Nullen aufgefullt wird) bezeichnet man a's eine Eigenwert-
folgevon A.

(i1) Der Operator A aus 7.2 ist injektiv genau dann, wenn alle A, # 0 sind
und (e,) eine Orthonormalbasisin H ist. Diesist auch aquivaent zur
Dichtheit des Bildesvon A (vgl. 5.6) R(A) = N(A)"

(iif) Ist A = A* OO K(H), soist a,(A) héchstens abzahlbar mit 0 a's einzigem
eventuellen Haufungspunkt. Es gilt ||A|| = sup{|A| : A O 0x(A)}.

(iv) Ist A wiein 7.4 und op(A) \ {O} = {} mit p; # p; fari Zj, undist P; der
orthogonale Projektor auf N(pil —A), soist A = z H;P, in L(H). Dabei

J

ist PP, = & ;P und dim R(P,) < . Eine solche Darstellung ist (bis auf die
Reihenfolge) eindeutig.
Definition 7.6 Ein Operator A [J L(H) heif3t positiv (definit), wenn <Ax,x>=0 [J x [0 H.
Bemerkungen 7.7 (i) Positive Operatoren sind im Fall K = C stets selbstadjungiert. Dies gilt
nicht imFal K = R.
(i) Operatoren der Form A* A sind selbstadjungiert und positiv.
(@iii) A = A* OK(H) ist positiv genau dann, wenn A,(A) 20 [J n.
Satz 7.8 Essal A = A* [0 K(H) positiver Operator. Zu k [1 N gibt es dann genau einen positi-
ven Operator B = B* [ K(H) mit BX = A; man schreibt AY% := B. Es gilt dann
An(AY) = An(A)
Fur A 00 K(H,G), G, H Hilbertraume, nennt man |A| :=(A*A)Y2 0 K(H) den Betrag von A.
Diese Bezeichnung ist gerechtfertigt durch den
Satz 7.9 (Polar-Zerlegung). Fur A O K(H,G) gilt [JAX]| = || JAX ||, x T H. Es gibt einen isomet-
rischen Operator U: R(JA|) - R(A), mit A = UJA|, |A| = U™A.
Satz 7.10 (Schmidt-Darstellung) Zu jedem A O K(H, G) gibt es eine fallende Nullfolge
(Sv)nonvo O R+ und Orthonormal systeme (€n)nono in H, (fr)nono in G mit

Ax=3's, <xe, >f, ,xOH,
n=0

wobei die Reihe in der Operatornorm konvergiert.
Definition 7.11 In einer Schmidt — Darstellung von A [0 K(H,G) wiein 7.10ist die Folge
(S, )n=o€indeutig durch A festgelegt, und es gilt
Si(A) = 1= (An(A*A)*2) =Aa(IAD.
Die Folge (s,),, wird as die Folge der singularen Zahlen von A bezeichnet.
Folgerung 7.12 Fur Hilbertraume G, H gilt K(H, G) = H G,H) (endl. dim. Bild)

Bemerkung 7.13 Sind E, F Banachréaume, so gilt H{ G,H) [0 K(E, F) wegen 6.5 und 6.6. (ii).
Man definiert, der Banachraum F habe die Approximationseigenschaft (A.E.),
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wenn die umgekehrte Inklusion fir jeden Banachraum E richtig ist. Die meis-
ten der in der Analysis vorkommenden Banachréume F habe diese Eigen-
schaft. Nach P. Enflo (1973) gibt es aber Banachréume, die die A.E. nicht ha-
ben, und nach A. Szankowski (1979) hat L(l,) die A.E. nicht.

Die singuléren Zahlen s,(A) eines kompakten Operators stimmen mit den sogenannten Ap-
proximationszahlen a,(A) Uberein, denn es gilt:

Satz 7.14 Fur A 0O K(H,G) und n O Ng gilt
S(A) =inf {JJA =B||: BOL(H, G),dim R(B) < n} =: an(A).

Lemma 7.15 Fir die singuléren Zahlen kompakter Operatoren auf Hilbertraumen gilt:
(i) Fur A O K(H, G) ist (Sa(A))nono fallende Nullfolge mit so(A) = ||A||
(ii) SH(AA) = ]A|sa(A) und s,(A*) = sy(A) fir A O K(H,G), A O K.
(iii) sp+n(A+B) < sn(A) + s/(B), A, B O K(H,G).
(iv) sn(SAT) < |19 sn(A) |[T]l, A OK(F, G), SO L(G, H), TOL(E, F).
(V) sm+n(AB) < sn(A)sy(B), A OK(F, G), B OK(E, F).

8. Hilbert — Schmidt Operatoren und Spurklasse

Definition 8.1 Es seien G, H Hilbertraume. Ein Operator A [0 L(H, G) heif3 Hilbert — Schmidt
Operator, wenn fr eine Orthonormalbasis(e)in von H gilt

) M= () 1A < 0.

]

Bemerkung 8.2 Fir Orthonormalbasen (€)ig; in H und (f;)igy in G gilt nach 4.7
> llAell= Y I<Ae f A= IA* {2
| 1) J

Daher ist (*) unabhangig von der Wahl der Orthonormalbasis, und A ist genau
dann Hilbert — Schmidt Operator, wenn dies fur A* gilt; in diesem Fall gilt

A= |A*].
Beispiel 8.3 Fir einen Kern k [ Ly([a, b]?) ist der durch
b

Kf(x) = [k(x, y)f (y)dy

erklérte Integraloperator K [J L(L2[a,b]) Hilbert- Schmidt Operator und |K| =

[IKllL2-
Satz 8.4 Ein Operator A [0 L(H,G) ist genau dann Hilbert-Schmidt Operator, wenn A kompakt

ist und (s,(A)) O Iz gilt. In diesem Fall ist |AR = an(A)2 >||AlP.
n=0
Bemerkung 8.5 FUr Integraloperatoren wie in 8.3 gilt also
IIKIE =D N, (K)?
n=0

Satz 8.6 Essal k [J C([a,b]?) mit k(x,y) = k(y, X) . Fur den Integraloperator K aus 8.5 gilt dann
farf O Lz[a,b] die Entwicklung

Kf(x) = jk(x y)f(y)dy = Z?\ jf(y)cpn(y)dycpn(X)
Definition 8.7 Fur Hilbertraume G, H und O < p < oo definiert man

So(H, G) :={A OK(H,G) : ($:(A))nano O 1p}
und speziell Sy(H) := Sy(H,H). Man schreibt
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p

Vp(A) = ﬁisn(A)Pﬁu fiir A 0 Sy(H, G).

Wegen 8.4 besteht S,(H, G) genau aus den Hilbert-Schmidt Operatoren, und es
gilt vo(A) = |A|. Man bezeichnet |A| as die Hilbert-Schmidt Norm von A; wie
man leicht sieht, hat | | die Eigenschaften einer Norm. Operatoren in S;(H, G)
bezeichnet man als nukleare Operatoren und im Fall G = H auch als Operato-
ren der Spurklasse.

Lemma 8.8 Fur Hilbertraume E, F, G, H und p, g, r > 0 gelten
(i) So(H, G) ist Unterraum von K(H, G).
(i) Far A 0 Sy(H,G) ist A* OO, Sy(G, H) und vp(A) = vy(A*).
(iii) Fir A O Sy(F,G), TUL(E, F)und SO L(G, H) ist SAT [0 Sy(E, H).

(iv) Fiir A 0 Sy(F, G), B 0 S(E, F) ist AB 0 S(E, G) falls 111

rpoqg
Wegen (i) und (iii) ist Sp(H) zweiseitiges |deal.
Satz 8.9 A O L(H, G) ist nuklear genau dann, wenn es Folgen (X,)nonvo £ H und (Yn)nono O G
gibt mit

Y IIxalllly,ll<eo undAx= % <x,x, >y, ,x OH.
n=0

n=0

Satz 8.10 v, ist eéine Norm auf S;(H, G), und fir A 00 S;(H, G) gilt
vi(A) =inf { S 11X, llllYall: > <.x, >y, ist nukleare Darstellung fir A}.
n=o0 n=o0
Satz 8.11 Fur A 0 S;(H) und jede Orthonormalbasis (€)ir; in H ist (<Ae&, €>)im summierbar,

und firr jede nukleare Darstellung A = Z<.,xn >y, vonA gilt
n=0

z<Aei’ei >=i<ynlxn >
F 0

8]

Definition 8.12 Fur A [ S3(H) erklart man die Spur von A durch
spur(A) := Z <Ae,e >

[[u]
Satz 8.13 Die Spur definiert eine stetige Linearform  spur @ (S(H), v1) — K mit
spur(A*) = spur(A) fiir A O Sy(H).Fir A O K(H), B O L(H) mit AB = BA O Sy(H)
gilt spur(AB) = spur(BA).
Bemerkung 8.14 (i) Ist A 0 S;(H) und A = A*, sofolgt (aus 8.11 und 7.4), dai3

(AA)Z, 01z und spur(A) = 3 A, (A).

(ii) Essal H ein komplexer unendlichdim. Hilbertraum und A [0 K(H). Man
kann dann folgendes zeigen: o,(A) \ {0} besteht aus einer Nullfolge von
Eigenwerten von A endlicher algebraischer Vielfachheit. Bezeichnet
dann An(A) eine Eigenwertfolge von A (d.h. eine Aufzahlung der von
Null verschiedenen Eigenwerte von A mit fallenden Betragen und der al-
gebraischen Vielfachheit nach gezahlt, ggf. mit Nullen aufgefillt), so
gelten die Weyleschen Ungleichungen

> A (A< s, (AP 0<p<oo,mDNo.
n=0 n=0
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Fur A [0 S;(H) folgert man daraus den Satz von Lidskii:
spur(A) = 3 A, (A).
n=0

(iii) Ist speziell K = C und K O L(L2[a,b]) der Integraloperator aus 2.6 (Vii)
mit stetigem Kern k O C([a,b]?), gilt K O Sy(L,[a,b]), so gilt die Spur-

formd:
b

spur(K) = Ik(t, t)dt
Hinreichend fur K [0 Sy(Lo[ab]) ist bei stetigem Kern k(x,t) etwa die Po-
sitivitét von K oder die Bedingung % 0 La([a,b]?).

9. Das Sturm — Liovillesche Eigenwertproblem

Als eine Anwendung der Theorie kompakter selbstadjungierter Operatoren werden nun im
folgenden die Sturm — Liovillesche Eigenwertaufgaben betrachtet. In J = [a, b] betrachten wir
zunéchst die homogene Rand — Eigenwertaufgabe

(1) Lu=Au, Riu=R,u=0
wobei L: C¥J) - C(J) erklart durch
Lu:=-(pu’)' +qu

mit q 0 C(J, R), p 0 CY(J, R), p>0in J, und die Randoperatoren R;, R; erklart sind durch
Riu = aju(a) + ayu‘(a), Rou = Bau(b) + Bou’ (b)

mit reellen Zahlen ay, oz, B1, B2 mit (a1, ay) # (0, 0), (B, B2) # (0, 0). Es sei
C2(J) ={udCy(J) : Riu=Ru=0}

Eine Zahl A O C hei}t Eigenwert der Aufgabe (1), wennes0# u [ CZ%(J) gibt mit Lu=Au;

u heifdt dann eine Eigenfunktion zum Eigenwert A.

Ahnlich zum Problem der schwingenden Saite stellen sich zwei grundlegende Fragen:

» Gibt es Uberhaupt Eigenwerte, ggf. unendlich viele, und kann man etwa asymptotische

Aussagen Uber die Grof3e der Eigenwerte machen?

» Unter welchen Voraussetzungen lassen sich gegebenen Funktionen in eine Reihe nach
Eigenfunktionen entwickeln?

Fur die weiteren Untersuchungen setzen wir nun voraus, daf3 0 kein Eigenwert von (1) ist. In
diesem Fall besitzt die inhomogene Aufgabe

(2) LU:f, Ru= RzU:0
fur jedesf OO C(J) genau eine Losung u O C%(J).
Seien u; und u, ein Fundamental system von dem homogenen Problem Lu = 0 (aber nicht no-
tig, dal? die Randbedingung Riu = Rou = 0 erflllt ist). Dann bilden auch
V1 = (Riu)ug — (Rau) Uz, V2 = (Rouz)up — (RoUz) U, €in Fundamental system, und zwar mit
R1vi = 0 = Ryv,. FUr ein Fundamtental system (v1, v2) von Lu = 0, das die Randbedingugnen
Rivi = 0 = Ryv, erflllt erkl&rt man die Wronski — Deter minante

W(X) = p(x)(Vi(x)v2' (X) —Vv1' (X)Vv2(X))
mit W’ (x) =0, also W(x) # c # 0in J. Man erkléart dann die Greensche Funktion G durch

(Y B-Lv,(X)v,(t): asx<t<b
x,t) =
tv,(t)v,(x): ast<x<b
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Esgilt G O C(Ix J) und G(x, t) = G(t, x) in Jx J. Die eindeutige Lésung u 0 C2(J) von (2)
mit f [0 C(J) gegeben durch
b

u(x) = Kf(x) := J'G(x,t)f(t)dt ,x 0J.

Ferner gilt: Andere Wahlen von vy, v, mit Rivy = R, v = 0 zur gleichen Greenschen Funktion
fahren.

Der Integraloperator K ist ein selbstadjungierter, kompakter Operator in L2(J). Wegen 8.3 ist
K ein Hilbert — Schmidt — Operator. DaL: C%(J) — C(J) bijektivistundL - K =idc, ist K:

C(J) — C2(J) der inverse Operator zu L und K -L =id Esgilt K(C(J) = C4(J).

A
Gilt somit (1) fur u O C*(J), so folgt u = AKu, und umgekehrt ist jede stetige Lésung u der
Integralgleichung u = AKuin C%(J) und 16st (1). Damit ist die Randwertaufgabe (1) auf die
Fredholmsche Integralgleichung u - AKu=0, d.h.

b

u(x) - )\IG(x,t)u(t)dt =0

zurlickgespielt worden.
Sei nun K ein Operator in Ly(J). K ist injektiv und es gilt

Kf=> A, <fe,>e,, fOL(D.

n=0

Wegen Ke, = A &, gilt zunachst e, O C(J) und damit sogar e, 0 C3(J) . Ferner gilt:

o bb
A2 = [ [|G(x,t)pdxdt.
ZO n _[_[I (X, t)Pdx

Die Zahlen p, = A, sind genau die Eigenwerte von L mit den Eigenfunktionen e,. Dabei ist
jeder Eigenwert i, einfach.

Satz 9.1 Es sel 0 kein Eigenwert von (1)
(i) Dannist L diagonalisierbar in dem folgenden Sinn: Es gibt eine Folge W, paar-
weise verschiedener reeller Zahlen mit |u,| — o bestehend aus genau den Eigen-
werten von L und ein vollstédniges Orthonormal system (&,) in L,(J) bestehend

aus Eigenfunktionen e, O C2(J) von L zu ,. Jeder Eigenwert von L ist einfach,
010
und esgilt —001,.
Cn, O

(ii) Fur f O C(J) ist die eindeutige Losung u 00 CZ(J) von (2) gegeben durch
- 1
u=Kf= % —<f,e, >e,.
21,
Diese Reihe konvergiert absolut und gleichmaidig in J.
(iii) Fir jedesu O CZ(J) gilt mit absoluter und gleichmaRiger Konvergenz in J die

Entwicklung

00

u= ) <ue,>e, (Entwicklungssatz)
n=0

Bemerkung 9.2 (i) In 9.1 gilt sogar p, —» o, insbesondere hat al'so L héchstens endlich viele
negetive Eigenwerte, und es dafir () 01. Damit gilt aso K 0 Sy(La(3)),
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und wegen 8.14 (i), (iii) gilt die Spurformel
b

00

spur (K) = i)\n(K) =Y =[Gt et

n=0

(i) Satz 9.1 (i) gilt auch ohne die Voraussetzung ,,0 ist kein Eigenwert von
(1)*. Zunéchst zeigt man, dal3esein a [ R gibt, das kein Eigenwert von L
Ist; dann betrachtet man einfach L - al.

(iii) Der Operator L kann auch auf dem gréf3eren Definitionsbereich

El={u0CYJ): u ist absolut stetig und u** 0 L2(J), Ryu = Rou = 0}

betrachtet werden. Fir den zugehdrigen Integraloperator, K [ L(L2(J)) gilt
R(K)=E und LK f =ffarf O Lx(J), Klu=ufiruOE.

|l. FUNDAMENTALE PRINZIPIEN
10. Der Satz von Baire

Satz 10.1 Ist der vollstéandig metrische Raum X # 0 Vereinigung von abzahlbar vielen abge-
schlossenen Teillmengen My, so enthélt eine der Mengen M, einen inneren Punkt.
Definition 10.2 Es seien X ein metrischer Raum und M [0 X eine Teilmenge. M heil3t nir-
gendsdichtin X, wenn M keine inneren Punkte hat. M heil von 1. Katego-
rie (oder mager) in X, wenn M Vereinigung von abzéhlbar vielen nirgends
dichten Mengen in X ist. M heil3 von 2. Kategorie in X, wenn M nicht von 1.
Kategoriein X ist.
Satz 10.3 (von Baire) Ein vollsténdiger metrischer Raum ist von Kategorie in sich.
Bemerkungen 10.4 Es sei X ein vollsténdiger metrischer Raum.
() Ist 0 #M O X offen, soist M von 2. Kategoriein X .
(ii) Ist M O X von 1. Kategoriein X, so ist das Komplement M®:= X \ M
dichtin X.

(iii) Esselen M, O X offen und dicht in X; dannist auch M := ﬂ M, dicht

n=1
inX.
Folgerung 10.5 Ein Banachraum E hat entweder endliche oder Giberabzahlbare algebraische
Dimension.

11. Das Prinzip der gleichmalRigen Beschranktheit

Satz 11.1 (Prinzip der gleichméfdigen Beschrénktheit) Es seien E eiln Banachraum, F ein nor-
mierter Raum und U!J L(E, F) sei punktweise beschrankt, d.h. es gelte
sup||Ax||< e flr jedesx [J E.
AT

Dann ist U!lbeschrankt, d.h. es gilt
Sup||A[[< co.
AOT

Theorieder Fourierreihen:
Es bezeichne C,, {0,211 den abgeschlossenen Unterraum der Funktionen in C[0,2m] mit f(0) =

f(2n). Essal K = C. Ist f OC,{0,2m] (stiickweise) C*, so gilt f(t) = Zf(n)ei”t gleichméaiig
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2n

auf [0,21, wobei f(n) = ﬁjf(t)e’"‘tdt ,z[0Z.Esgilti.a nicht, daR fur allef O C{0,2]
0

21

gilt. Dazu: s,(f)(x) = f(k)e™: =L J(©)D, (x —t)dt, wobei Dy(t) = > €' der Dirichlet -
k=-n 0 k=-n

sin((n+3)t)

sin(3)
Eswird nun gezeigt, dal3 esf [0 C,,{0,2m] gibt, so dal3 die Fourierreihe an einer Stelle diver-
giert.

Kernist. Wegensinz = (eiX - e‘ix) , dann gilt fur t 0(0, 2m) fur Dp(t) =

Satz 11.2 Zu x 0 [0, 2rg gibt esf O Cy{ 0,217 mit sup|s, (f)(X)|= oo.

Satz 11.3 Es seien E ein Banachraum, F ein normierter Raum und (Ap)non O L(E,F). Ist dann
(AnX)non fur jedes x O E konvergent, so wird durch Ax := lim A x ein Operator

n- o

A OL(E, F) definiert, und esgilt JA| < 1i minf [JAq]| < sup [JAq]| < .

Satz 11.4 (Banach — Steinhaus) Es seien E, F Banachrdume und (An)nsn L L(E, F). Sei
M [ E dicht. Dann sind &quivalent:
(i) Esgibt A OL(E, F) mit Ax = limA X.
(i1) Esgilt C:= sup||A,||< e, und der Limes lim A xexistiert fur allex [ M.
nCN N-o

Wir wenden den Satz von Banach — Steinhaus auf Quadraturformel an. Fir n O N wahlen
wir eine Unterteilung a< t,” < ;" < ... < t§ < b desIntervalles[a,b] und ¢” OK,
k 01, ..., m,, und betrachten die Quadraturformel

Qn(f) = Scf(”)f (t'™), f O Clab]

Esist Q, ein stetiges lineares Funktional aus C[a,b] mit ||Qq|| = Z |ct™]. Mit Satz 11.4 und
=

dem Approximationssatz von Weierstrald erhét man
Satz 11.5 (von Szergd) Fur eine Folge von Quadraturformeln Q, sind &quivalent:
b

() Qu(f) ~ [f(dt furalef OClab].

m, b
(ii) supZ|c(k”)|< cound Qu(p) — Ip(t)dt fr ale Polynome p.
n k=1 2
Sind simtliche ¢! > 0, so folgt die erste Bedingung in 11.5 (ii) bereits aus der zweiten.
12. Der Satz von der offenen Abbildung

Definition 12.1 Sind X, Y metrische (oder topologische) Raume, so heifdt eine Abbildung
f: X - Y offen, wenn f(U) offen ist flr jede offene Menge U [ X.
Bemerkung 12.2 (i) Sind X, Y metrische R&ume, soist f: X - Y genau dann offen, wenn es

zujedem x O X und € >0ein &> 0 gibt mit f(UX(x)) O U; (f(x)).
(i1) Injektive Abbildungen f: X — Y sind genau dann offen, wenn f(X) offen
ist und die Inverse f: f(X) - X stetigist.

Seite 18



FUNKTI ONALANALYSI S |

Lemmal2.3 Esseien X, Y metrische Rdume, X vollstandig, f: X - Y sei stetig und es gelte
(*) Oe>0086>00x0OX: f(UX(x)) OU;(f(x)).
Dannist f offen.
Definition 12.4 (i) Sind (X, dx), (Y, dy) metrische Raume, so ist auch X x Y metrischer Raum
mit der Metrik

d((X1, Y1), (X2, Y2)) = max{ dx(X1, X2), dv (Y1, Y2)}
(i1) Ein K — Vektorraum E versehen mit einer Metrik heil3t metrischer Vektor-

raum, wenn die Addition ,+': Ex E - E gleichmaidig stetig und die skala-
re Multiplikation ,**: K x E - E stetigist. Eine TeilmengeU 0O UZ(0).
Bemerkung 12.5 (i) Jeder normierter Raum ist ein metrischer Vektorraum.

(i1) Essal E ein metrischer VVektorraum. Zu jedeme >0 gibt esein > 0, so
dald Ug(x) + Us(y) O Ue(x +y) O x, y O E, speziell (mity =0 bzw.
y=-X)

X + Us(0) O Ug(x) und Us(x) [ x + Ug(0), Ox OE.
Weiter ist (%), fur jedesx [J E eine Nullfolge; fur jede Nullumgebung
VinEgiltdaher E= | JnV .

nON
Lemma 12.6 Es seien E, F metrische Vektorraum, E vollstandig. Essei A: E — F linear und

stetig, und esgelte (*) D e> 0B > 0: A(US(0)) D UL(0).
Dannist A offen und surjektiv.

Lemma12.7 Es seien E, F metrische Vektorraume und A: E — F eine stetige lineare Abbil-
dung, so dal3 A(E) von 2. Kategoriein Fist. Dann gibt es zu jedem € > 0 ein
&>0mit A(UE(0)) DUE(0)

Satz 12.8 Es seien E, F metrischer Vektorraumeund A: E — F eine stetige lineare Abbildung.
Ist E vollsténdig und A(E) von 2. Kategoriein F, soist A offen und surjektiv.

Satz 12.9 (Satz von der offenen Abbildung). Es seien E, F vollstéandige metrische V ektorréu-

me. Ist A: E — F stetig, linear und surjektiv, soist A offen.

Folgerung 12.10 (Isomorphiesatz von Banach). Es seien E, F vollsténdige metrisch Vektor-
raume st A: E - F seine stetige, lineare und bijektive Abbildung, soist A™
stetig. Insbesondere ist jede stetige lineare Bijektion zwischen Banachrdumen
ein Isomorphismus.

Folgerung 12.11 Es selen E, F Banachraume. Fir A O L(E, F) sind aquivalent:

() A istinjektiv und R(A) ist abgeschlossenin F.
(ii) Esgibt einc>0mit ||JAx||=c|x|| Ox OE.

Bemerkungen 12.12 (i) Sind X, Y metrische Réume, so ist fur f: X - Y der Graph G(f) genau
dann abgeschlossenin X x Y, wenn aus X, — x und f(x,) — y folgt,
day =f(x). Speziell ist der Graph jeder stetigen Abbildung abge-
schlossen. Die Umkehrung gilt nicht:

(i) Die Abbildung < : (CY[0, 1], ||-k.) — C[0,1] hat abgeschlossenen
Graphen, ist aber unstetig.

(iii) Sind E, F metrische Vektorraume, und ist A: E — Flinear, soist
G(A) abgeschlossen genau dann, wenn aus X, - 0 und Ax, — y folgt,
da3y =0.

Satz 12.13 (Satz vom abgeschlossenen Graphen). Es seien E, F vollstandige metrische Vek-

torrdume und A: E — Flinear. Ist dann der Graph G(A) von A abgeschlossen, so
ist A stetig.
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Satz 12.14 (Hellinger — Toeplitz). Es sel E ein Hilbertraum, und A: E - E sel linear und
symmetrisch, d.h. es gelte <Ax, y> =<x, Ay>, X,y [0 E. Dannist A stetig.

13. Projektionen

Ist E ein K-Vektorraum, so heifdt eine lineare Abbildung P: E — E eine Projektion in E, wenn

P2 =P. Ist P eine Projektion, so auch Q =1 — P. Esgilt dann PQ = QP =0, N(P) = R(Q), R(P)

=N(Q), und E=N(P) O R(P). Sind Eo, E; Unterraume von E mit E = Ep [J E;, dashell3t E =

Eo + E; und Eg n E; = {0}, so hat jedes x [J E eine eindeutige Zerlegung X = Xo + X3 mit Xg [J

Eo und x; 0 Ey; die Zuordnung P : E - E, Px =X ist eine Projektion in E mit R(P) = Eo und

N(P) = E;; P heifdt die Projektion von E auf Eq langs E;. Indiesem Fall ist Q =1 — P die Pro-

jektion von E auf E; langs Eo.

Definition 13.1 Es sei Ey ein Unterraum des metrischen Vektorraumes E. Dann heil3t Eg kom-
plementiert oder stetig projiziert in E, wenn es einen Unterraum E; von E
gibt, so dal3 E = Eo O E; gilt und die Projektion von E auf Eg léngs E; stetig
ist. In diesem Fall nennt man E = Ey [0 E; einetopologisch direkte Summe.

Bemerkungen 13.2 (i) Ep ist genau dann komplementiert in E, wenn es eine stetige lineare

Projektion P: E — E gibt mit R(P) = Eo. Indiesem Fall ist Eo =N(I — P)
automatisch abgeschlossen und Ey besitzt wegen E = R(P) [ N(P) ein
abgeschl ossenes algebraisches Komplement in E.

(i1) Sind Eo, E; Unterraume des metrischen Vektorraumes E mit E = Eg [
Ei, soist ®: Eg X E; — E, ®(Xo, X1) := Xo + X1 Stetig, linear und bijektiv.
Die Projektion P von E auf Eq 1&ngs E; ist stetig genau dann, wenn @
ein Isomorphismusist.

(ii1) Wegen 3.9 ist jeder abgeschlossene Unterraum eines Hilbertraumes
komplementiert. Abgeschlossene Unterréume von Banachraumen sind
I.a. nicht komplementiert. Zum Beispiel ist ¢o und I, nicht komplemen-
tiert. Es gilt nach einem (tiefen) Satz von Lindenstraul3 — Tzafriri ist ein
Banachraum, in dem jeder abgeschlossene Unterraum komplementiert
ist, isomorph zu einem Hilbertraum.

(iv) Jeder endlichdimensionale Unterraum einen normierten Raum Raumes
ist komplementiert.

Satz 13.3 Es sei E ein vollsténdiger metrischer Vektorraum.

(1) Sind Eo und E; abgeschlossene Unterraume von E = Ey O E;, so sind Ep und E;
komplementierte Unterraume, und die Summe ist topol ogisch direkt.

(i) Eine Projektion P in E ist stetig genau dann, wenn N(P) und R(P) abgeschlossen
sind.

Satz 13.4 Es seien E, F, G vollsandige metrische Vektorraumeund A: E - F, B: F - G steti-
ge lineare Abbildungen. Essei N(A) = {0}, R(A) = N(B), R(B) =B. Dannsind &
quivalent:

() Es gibt eine stetige lineare AbbildungR : G - FmitB - R =idg.
(i) Es gibt eine stetige lineare AbbildungL: F - EmitL - A =idg.
(iii) N(B) = R(A) ist komplementiert in F.

Bemerkungen 13.5 (i) (Fortsetzungsproblem). Seien F, H metrische Vektorraume, E [ F ein

abgeschlossener Unterraum, und T: E - H stetig und linear. Gesucht

ist eine stetige lineare Fortsetzung T:FoHvonT.ISE stetig proji-
Zierter Unterraum von F, also E = R(P) mit einer stetigen linearen Pro-

jektionPinF, soist T :=T - P eine solche Fortsetzung.
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(i) (Liftingproblem). Es seien nun F, H Banachraume, E [ F ein abge-
schlossener Unterraumund T O L(H, F/E). Esbezeichnet F - E/F

die Quotientenabbildung. Gesucht ist ein Lifting TzuT,dh T O
L(H, F) mit 1t- T =T.I&F komplementierter Unterraum von F, so
gibt eswegen 13.4 ein R O L(F/E, F) mit t- R=iid, und T := R~ T ist
ein solches Lifting.

14. Der Satz von Hahn — Banach

Definition 14.1 Essel E ein K —Vektorraum. Eine Abbildung p: E O R heil3t sublineares

Funktional, wenn gilt:
() pAx) =Ap(x) DA OR,, xOE.
(i) p(x+y)<p(x) +ply) Ox,yUE.

Satz 14.2 (Satz von Hahn - Banach) Es seien E ein reeller Vektorraum, p ein sublineares
Funktional auf E, F ein Unterraum von E, und @: F - R ein lineares Funkti-
onal mit @(x) < p(x) fur alex O F. Dann gibt es ein lineares Funktional ®: E
- R mit ®|r=@und ®(x) < p(x) fur allex 0 E.

Satz 14.3 (Satz von Hahn — Banach). Es sel E ein K — Vektorraum, K =R oder K = C, peine
Halbnorm auf E, F [J E ein Unterraum, und ¢ F —» K ein lineares Funktional
mit |@(x)| < p(x) fur alle x O F. Dann gibt es ein lineares Funktional ®: E -
K mit @ = @und |®(X)| < p(x) fur alex O E.

Folgerung 14.4 Es sei E ein K — Vektorraum, p eine Halbnorm auf E, und x [0 E. Dann gibt es
ein lineares Funktional ® auf E mit ®(x) = p(x) und |P(y)| < p(y) fur aley O
E.

Folgerung 14.5 Es seien E ein normierter Raum und F [J E ein Unterraum.

(i) Zu jedem @O F* gibt eseine Fortsetzung ® O E* mit ||P]| = ||q-
(ii) Zujedem x O E gibt esein @ 0 E* mit ||@| < 1 und @(X) = |X||- Es gilt
[X]l=max { |Jex)|: @O E, ||@| < 1}, x O E (Normformel)

Satz 14.6 Sei E ein normierter Raum. Dann ist die kanonische Abbildung Je: E — E'* erklart
durch (Je(xX))(0) .= @x), x O E, @ E’, eine lineare Isometrie.

Folgerung 14.7 Jeder normierte Raum , E besitzt eine Vervollstandigung ( E 1), das heildt es
gibt einen Banachraum E und eine Isometrie| : E - E mit I(E)= E.Ist da

bei E ein Prahilbertraum, so kann E al's ein Hilbertraum gewahlt werden.
Eine Vervollstandigung ist eindeutig bis auf lineare bijektive Isometrie.

Definition 14.8 Es seien E, F normierte Raume und A 0 L(E, F). Die Abbildung A*: F - E',
A' (@ := @- A heildt die duale Abbildung zu A.

Bemerkung 14.9 Ist E ein Hilbertraum, so ist nach dem Rieszschen Darstellungssatz die Ab-
bildung @=: E - E', (Pe(X))(y) = <y, x> hijektiv und isometrisch. Sind E, F
Hilbertraumeund A O L(E, F), soist die duale Abbildung A* bis auf kanoni-
sche Identifikat identisch mit der adjungierten Abbildung A*, denn fir x 0 E,
yOFgiltA = dg. A* - L

Satz 14.10 Esseien E, F, G normierte Raume und A OO L(E, F), B O L(F, G). Dann gelten

A" OL(E, F), |AY]| = |IAll, sowie (B -A)' = A" - B*. Weiter gilt Jr- A = (A*)" - Je.

Definition 14.11 Es sei E ein normierter Raumund 00 #M O E, O # N O E. Wir erklaren die

Polare M° von M in E' bzw. die Polare N° von N in E durch
c={UFE :|oXx)|<1furalex M}
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Ne:={ xOE:|oXx)|< 1firale@lN}.
Ist F ein Unterraum von E bzw. E', so nennt man F° den Annullator von F.
Eine Teilmenge M des K-V ektorraumes, E heil3t konvex, wenn fir alle
X,yOOM und A OO [0, 1] gilt Ax + (1 -A)y OO M. M heifdt absolutkonvex, wenn
fardlex,y OMund A, p OK mit ]A|+ |4 < 1 gilt AX + py O M.
Polaren sind stets absolutkonvex und abgeschlossen. Fur Unterraume F O E
bzw. G O E' gilt
°c={UE :q@x)=0 fuardlex OF}.
G ={x0OE: @x)=0 furalepdG}.
Satz 14.12 Sind E, F normierte Raumeund A [ L(E, F), so gilt R(A*)° = N(A) und R(A)° =
N(A").
Analog zum Hilbertraumfall gilt auch die Formel R(A) =N(A")°.
Satz 14.13 (Trennungssatz fur konvexe Mengen). Es sei E ein normierter Raum, und A, B
seien konvexe Tellmengen von Emit A n B =[1.
(i) Ist A offen, sogibtesein 0 E undy [ R, so dal3
Re @(x) <y< Re @y) furalex OA,y[OB.
(i) Ist A kompakt und B abgeschlossen, so gibt es@ [0 E', y1, y» O R, so dai3
Regpx)<yi<y.<Reqy) furalexOJA,yOB.
(i) Ist B absulutkonvergenz und abgeschlossen und x [ B, so gibt es @ O E* mit
Sylégltp(y)l<ltp(><)l-

(iv) Ist B abgeschlossener Unterraum und x [0 B, so gibt es@ [ E* mit ¢g = 0 und
@x) =1
Satz 14.14 (Bipolarensatz) Es sei E ein normierter Raum und [J # A [J E eine absolutkonvexe
Tellmenge. Dann gilt A =(A°)°=A°°,
Folgerung 14.15 Ein Unterraum F eines normierten Raumes E ist dicht genau dann, wenn
°={0}.
Folgerung 14.16 Sind E, F normierte Raumeund A O L(E, F), so gilt R(A)=N(A")°.
Bemerkung 14.17 In der Situation von 14.16 ist R(A) genau dann abgeschl ossen, wenn
R(A) = N(A")°. Diesist nach dem Satz vom abgeschlossenen Wertebereich
flr Banachraume E, F dquivalent dazu, dal3 R(A*) abgeschlossen ist, und
auch dazu, daB R(A*) = N(A)°.

Normierte Raume, fur die J surjektiv ist, werden reflexiv genannt und im Abschnitt 15
(Funktionalanalysis I1) behandelt.
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