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1 Wahrscheinlichkeitsraume

1.1 Beispiel: (fairer Wiirfel) Bei einem fairen Wiirfel tritt jede der Augenzahlen von
1,---,6 mit der gleichen Wahrscheinlichkeit % auf. Dabei werden folgende Sprechweisen
festgelegt:

Einmal Wiirfeln = Durchfithrung eines Zufallsexperiments

1,---,6 = mogliche Ereignisse (,,Elementarereignisse”)

Q:={1,-,6} = Menge der moglichen Ereignisse

P(Q) := {A c Q} heiBt Potenzmenge von € mit der Méchtigkeit [P(Q)| = 2 = 26

Die Elemente von P(£2) (die Teilmengen von €2) heifien Ereignisse und die Potenzmenge
P () heifit (in der Stochastik) auch die Ereignismenge.

Beispiele:

{1}: Das Ereignis, eine 1 zu wiirfeln.
{1,3,5}: Das Ereignis, eine ungerade Zahl zu wiirfeln.
{5,6}: Das Ereignis, mindestens eine 5 zu wiirfeln.

Eine sinnvolle Definition von Wahrscheinlichkeiten von Ereignissen A ¢ €2 ergibt sich
nun durch P(A) := % = %. (P von engl. Probability)

Beispiel: A = {1,3,5} Das Ereignis, eine ungerade Zahl zu wiirfeln, besitzt die Wahr-
scheinlichkeit P(A) = 2 = 3.

Formal betrachtet ist P eine Abbildung von P(£2) nach [0,1], mit gewissen Eigenschaf-
ten.

1.2 Definition: (Laplace’scher Wahrscheinlichkeitsraum)

Sei 2 # ¢ eine endliche Menge mit zugehoriger Potenzmenge P(2). Die Abbildung
P(2) - [0,1] mit P(A) = % heifft Gleichverteilung auf Q. (,P(Q), P) heiBt La-
place’scher Wahrscheinlichkeitsraum.

1.3 Beispiel: (n-faches Wiirfel) Es sei ein fairer Wiirfel und n € N. Dann ist
Q=A{1,,6}"={(i1,in) | i € {1,--,6}, k=1 n}

Es ist i), die Augenzahl des k-ten Wirfels fir £ =1,---,n und |Q2] = 67.

| Betrachte n = 2:| Sei A ¢ {1,---,6}2 das Ereignis, bei dem die Summe der Augenzahlen
beider Wiirfel 4 ist. Dann ist A = {(1,3),(2,2),(3,1)}, |4 =3 und P(A) = %‘ =3 =1
Laplace’sche Wahrscheinlichkeitsrdume treten in der Praxis oft auf. Berechnung der
Wahrscheinlichkeitsrdume geschieht im Prinzip durch Abzahlen. Das kann aber beliebig
schwierig werden. Suche deshalb Regeln fiir Wahrscheinlichkeiten und untersuche gewisse
Klassen von Standardproblemen.
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1.4 Regeln in Laplace’schen Wahrscheinlichkeitsraumen:

a) Es gilt stets P(Q2) = % =1 und P(¢) = % = ﬁ = 0.

b) Seien A, Ay ¢ Q disjunkt, d.h. A; n Ay = ¢. Dann gilt

P(A1 UAQ) = P(Al) + P(AQ) (1)
demn Ao A+l A Al
P(A; uAy) = 2222l 1Al el A 122 sy L peay).
ed) == T Ty ey PP
¢) Fir alle A ¢ Q gilt stets
P(Q\A) = 1 - P(A) 2)

denn
1=P(Q) = P((NA) u A) Y P(\A) + P(A) = P(Q\A) = 1 - P(A).

Tipp: Ist P(A) schwer zu berechnen, berechne stattdessen P(Q\A), falls das leichter ist.

1.5 Beispiel: (Geburtstagsproblem) In einem Raum befinden sich zuféllig n Personen.
Wie grof§ ist die Wahrscheinlichkeit p,, dass mindestens 2 Personen am gleichen Tag
Geburtstag haben? Um diese Frage iiberhaupt beantworten zu kénnen, machen wir die
folgenden Annahmen:

(a) Die Geburtstage der Personen sind stochastisch unabhéngig (z.B. es sind keine Zwil-
linge unter den n Personen).

(b) Alle 365 Tage des Jahres seien gleichwahrscheinlich.

(c) Keine Schaltjahre.

Das zu betrachtende mathematische Modell ist der Laplace’sche Wahrscheinlichkeits-
raum (Q,P(Q), P) mit Q= {1,---,365}". Es ist offensichtlich, dass gilt p; =0 und p, = 1
fiir n > 366. Es bleiben also noch die Félle fiir ’n =2,3,4,---,365 ‘ zu betrachten. Offenbar
gilt

P, = P(,Mindestens zwei Personen haben am gleichen Tag Geburtstag®)

@9 P(,Alle n Personen haben verschiedene Geburtstage*)

365364363+ (365 - n +1)
365"

Viele Abzéhlbarkeitsprobleme lassen sich auf 4 grundlegende Urnenmodelle reduzieren.

=1

1.6 Standard-Urnenmodelle:

Eine Urne enthalte N Kugeln mit den Nummern 1,---; N. Man ziehe k-mal je eine Kugel
und notiere das Ergebnis. Sei wieder €2 die Menge aller moglichen Ziehergebnisse. Man
unterscheidet nun 4 grundlegende Falle:
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e Ziehen mit und ohne Zuriicklegen.

e Zichen mit und ohne Riicksicht auf die Reihenfolge.

Man bestimme nun jeweils €2 und |€2|.

a) k-maliges Ziehen mit Zuriicklegen und mit Riicksicht auf die Reihenfolge.
Q={1, N}, | =N* (3)
b) k-maliges Ziehen ohne Zuriicklegen aber mit Riicksicht auf die Reihenfolge. k < N
Q={(ar, - a;) e {1, N}¥|a; #a;Vi,je {1, k}}, | =N-(N-1)---(N-k+1) (4)
¢) k-maliges Ziehen ohne Zuriicklegen und ohne Riicksicht auf die Reihenfolge. k < N

Q={Ac{l - N}|A =k} = {(ar,ar) € {1, NY¥|l<ar < <a, <N} (5)

o= (3) = v R

Beispiel: Lotto ,,6 aus 49“. P(,,6 aus 49*) = ﬁ ~T7-1078.
6
d) k-maliges Ziehen mit Zurticklegen aber ohne Riicksicht auf die Reihenfolge.

(7)

Q= {(ar, - ax) € {1, NP1 <ay < < ap < N, [0 = (N vhe 1)

k

Beweis von d).
Betrachte die Menge

W= (ys, k) €1, N+k-1}[1<y < <yp < N+k-1}
und die Abbildung f:Q - W mit
f((ay, - ax)) = (ar,as + 1,a3+ 2, ar + k—1)

Diese Abbildung ist offenbar fiir jedes k-tupel aus §2 wohldefiniert und die offensichtliche
Umkehrabbildung

f_l((yh'"?yk)) = (yhyQ - 1793 - 2;"‘7% - k+ 1)

ist fir jedes k-Tupel von W wohldefiniert. Die Abbildung f ist also offenbar bijektiv.
Also gilt [IW] =0 2 (Y1), O
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1.7 Bemerkung: (Sieb) Zufélliges Tippen einer reellen Zahl aus dem Intervall [0,1].
Hier ist die Menge der moglichen Ergebnisse €2 = [0, 1] tiberabzahlbar. Dabei wird jedes
x € [0, 1] mit Wahrscheinlichkeit 0 auftreten. Wie definiert man nun sinnvollerweise die
Wahrscheinlichkeit auf einer kontinuierlichen Menge wie [0, 1]7

Heuristischer Zugang: Bestimme P(A) fiir solche A ¢ 2, die eine einfache ,,Bauart“haben.
a) Fiir 0<a<b<1 setze

P([aa b]) = P([(l, b)) = P((CLJ)]) = P((CL)b)) =b-a
Dann ergibt sich wie erwartet P({a}) = P([a,a]) =a—-a=0.
b) Sei A eine endliche disjunkte Vereinigung von Intervallen I,---, I,, € [0,1], also A =

@ I;.. Setze dann
k=1

P(A) = gpuk)

c) Sei A eine abzdhlbare disjunkte Vereinigung von Intervallen I3, I, I3, € [0, 1], also

A= Ej I;.. Definiere nun
keN

P(A) = kfjlp(fk) €[0,1]

Der obige Ausdruck ist wohldefiniert, da die Folge der Partialsummen § P(Ix) < P([0,1]) =
k=1

1 durch 1 beschrankt ist und wegen P (1) € [0, 1] fir alle j € N zusétzlich noch monoton
wachsend ist. (Monotone beschrankte Folgen sind konvergent.)!

Es wird sich spéater herausstellen, dass fiir eine allgemeine Menge 2 # ¢ kein sinnvolles
Wahrscheinlichkeitsmafl auf P(£2), das einer Gleichverteilung entspricht, definiert werden
kann. Deshalb definiert man es nur auf ,passenden” Teilmengensystemen von ().

(— Axiomatisierung)

1.8 Definition: (Algebra, o-Algebra)
Es seien Q # ¢ und A € P(2) eine Mange von Teilmengen von 2. Das Mengensystem A
heifit Algebra, falls

(A1) Qe A,

(A2) Ac A= A=0\Ac A,

(A3) Aj,Ase A= AjuAdye A
Das Mengensystem A heifit o-Algebra, falls

(o1) A eine Algebra ist und
(02) (Ap)nen € A= |JAn e A

neN

! Ende der ersten Vorlesung vom Mi, 09.04.14
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Beispiele: a) Sei Q2 # ¢. Dann ist A := P(Q2) die grofitmogliche o-Algebra von 2. Die
Menge A := {Q, ¢} ist die kleinstmogliche o-Algebra von .

b) Sei Q:=[0,1] und A:= {Ac[0,1]| A ist endliche Vereinigung von Intervallen}. Dann
ist A eine Algebra, aber keine o-Algebra, denn A1 bis A3 sind offenbar erfiillt, nur o2 ist
nicht erfillt. Betrachte dazu A, := [%, %] offenbar einfache Vereinigung von Intervallen
aber 1

UAu={-|neN}¢A

neN

c) Sei ©:={1,2,3} und A:={Q, ¢, {1},{2,3}}. Dann ist A eine o-Algebra.

1.9 Fakten: Sei ) # ¢ eine Menge.

a) AcP(Q) ist Algebra AL ¢e A

b) AcP(Q) ist Algebra, n e Nund A;,---, A, ¢ A= 6 Ay € A. Dies folgt induktiv aus
k=1

A3.
¢) Bei der Definition einer o-Algebra impliziert 02 bereits A3, denn seien Ay, Ay € A.
Setze nun fir n >3 A, = ¢ € A, dann folgt mit o2 sofort

UA,=AiuAupugpu-=AUA e A
neN

d) Sei nun || < co und A € P(2) eine Algebra. Dann ist A auch eine o-Algebra, denn aus
|| < oo folgt [P(Q)| = 219 < 0o und insbesondere |A| < co. Dann treten in der Vereinigung

U A, nur endlich viele Mengen auf, sodass die Behauptung sofort aus b) folgt.
neN

e) Aist Algebra und n e N, A4;,---, A, € A. Dann ist ﬁ Ap € A, denn aus A2 folgt
k=1

N A=A e A
k=1 k=1

f) A ist o-Algebra und (A, )nen € A. Dann ist N A, € A, denn analog zu e) folgt aus A2
- neN

auch

NA.=UA e A

neN neN

Sprechweisen: Sei 2 # ¢ eine Menge und A ¢ P(Q) ist o-Algebra.
) heifit Menge aller moglichen Ereignisse.

Jede Menge A € A heifit Ereignis.

2 € A ist das sichere Ereignis.

¢ € A ist das unmogliche Ereignis.
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1.10 Definition: (Wahrscheinlichkeitsmaf)
Es seien 2 # ¢ eine Menge und A ¢ P(2) eine o-Algebra. Eine Abbildung P : A -
[0,1], A~ P(A) heifit Wahrscheinlichkeitsmafl (oder Verteilung) auf (€2,.4), falls

(W1) P(Q2) =1 und

(W2) (A;)nen € A disjunkt : P(U An) = i P(A,) (o-Additivitat).

neN n=1

Das Tripel (€2, A, P) heiit Wahrscheinlichkeitsraum.

Bemerkung: Ist in Definition 1.10 A4 nur eine Algebra statt einer o-Algebra und gilt
statt W2 nur die schwéchere Bedingung

(Wé) nEN, Al,,An EAP(GJ Ak) = ZP(Ak),
k=1

k=1

so heiBt P ein Wahrscheinlichkeitsinhalt (statt -maf).

1.11 Rechenregeln: Sei (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Dann gilt:

a) P(¢) =0, denn P(¢) = P( C] qb) e § P(¢). Da P(¢) € [0,1] per Definition, folgt
- neN n=1

P(6) =0,

b) Ay, A, € A disjunkt = P(U Ak) = ¥ P(Ay), denn setze A,,q = Ayyo = - = 0,
- k=1 k=1

dann folgt

P(u Ak) w2 S p4,) 2 S P(AL).
k=1 k=1

keN

c) Fiir alle A e A gilt P(A) =1~ P(A), denn es gilt
Auwd =02 P(A)+P(A) = P(Q) = 1.

d) Fir A, B e A gilt P(A) 2 P(A\B) + P(An B), denn A = (A\B) v (An B).

e) Fir A, B e A gilt P(AuB) g P(A\B) + P(B), denn Au B = (A\B) u(B).
f) Fir A, Be Amit Bc A gilt P(B) < P(A), denn es gilt

P(A) 2 P(A\B)+P(An B) > P(B).

€[0,1] =B

g) Fiir A, B e A gilt P(AuB) = P(A) + P(B) - P(An B), denn

P(AuB) 2 P(A\B) + P(B) 2 P(A) + P(B) - P(An B).
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h) Aus Ay, A, € A folgt P(G Ak) < i P(Ag), denn
k=1 k=1

P(CJ Ak) C P(Ay U U A) = P(A; 5 (A\ A1) & (As\ (A1 U A9)) 0 (AN (L] A1)
k=1 k=1
- Uan) 2 e (anUa)
D)
<

> P(A).

k=1

i) Aus (A,)neny € A folgt P( U An) < § P(A,) € [0,00] (00 im Falle der Divergenz),
neN

denn

P(U An) =P(Ajudyu-)=P(Au(A\Ar) u (A3\(A1 U Ay))u-)

neN

] p(U(An\(:gAk))) b ip(An\(:QAk))

neN

&
< Z P(A,) (Im Falle der Konvergenz, sonst co).

n=1

1.12 Satz: (Siebformel)
Sei (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraumn N> n > 2 und Ay, -, A, € A, dann gilt

P(/Ql Ak) = kz: [(_1)k+1 . JCUZ } P(ﬂ Aj)] = {Z } (_1)k+1 . p(ﬂ Aj).
c J";",n s jeJ ngii;;;)n s jedJ

Beweis: mit Induktion nach n. (s. passende Stochastikbiicher) ]

1.13 Satz: (Ein- und Ausschlussprinzip)
Sei (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraumn N> n >2, Ay, - A, e Aund k € {0,---;n}. Sei
By € A das Ereignis, dass genau k der Ereignisse Ay, -+, A, eintreten und die restlichen

nicht, d.h.
el o}, \ \jeJ le{1,--n}\J

=k

Dann gilt fiir die Wahrscheinlichkeit von By,

rn-Eler(), 2, (4]
=k Jc IIJ’I';l’n , jedJ



Stochastik 1 1 Wahrscheinlichkeitsraume

Beweis: mit Induktion nach n. (s. passende Stochastikbiicher)? O

1.14 Beispiel: (zufillige Permutationen)

Es seien n € N und Q := S, = {f : {1,--,n} - {1,---,n}| f bijektiv} die symmetri-
sche Gruppe, d.h. die Menge aller Permutationen von {1,---,n}. Sie hat die Méachtigkeit
2] = nl. Betrachte nun den dazu assoziierten Laplace’schen Wahrscheinlichkeitsraum
(2= 5,,A="P(Q),P). Eine Zahl [ € {1,---;n} heifit Fixpunkt unter der Permutati-
on m € Sy, falls w(l) = [ gilt. Berechne nun fir k € {0,---,n} die Wahrscheinlichkeit
P.({m € S,|m hat genau k verschiedene Fixpunkte}). Fiir k =n ist {m e Sy|n(l) =1 Vi €
{1,“',71}} = {Zd} = Ppen = #

Die allgemeine Losung ergibt sich aus 1.13. Dazu definiere die Mengen A; := {7 ¢
Splm(l) =1} und By, := {m € S,|m hat genau k verschiedene Fixpunkte}. Mit diesen De-
finitionen befindet man sich genau in der Situation aus 1.13 und es ergibt sich fiir die
Wahrscheinlichkeit

n-rm) -3l () ¥ p(na)

I=k Je{l,-n}, jeJ
|J]=l

2 e Y R B e R
k |

Falls kein Fixpunkt existiert (k = 0) erhélt man als Wahrscheinlichkeit

1

JZO( !

(&

Pio = Z ( ]1.)J

7=0

n—00

Bisher war  endlich, A = P(Q2), P ,Gleichverteilung und (£2,.4, P) ein Laplace’scher
Wahrscheinlichkeitsraum. Wie modelliert man nun aber Wahrscheinlichkeiten P : P(2) —
[0,1], falls © hochstens abzéahlbar (unendlich) ist, A4 = P(£2) und alle einelementigen Er-
eignisse nicht mehr gleichwahrscheinlich sind?

1.15 Definition: (Diskrete Wahrscheinlichkeitsraume und Zahldichten)
Sei Q eine hochstens abzdhlbare Menge. Ein Wahrscheinlichkeitsraum (2,4, P) mit
Wahrscheinlichkeitsmafi P heifit diskret, falls A = P(£2).

Die Funktion
f:Q-10,1], f(w)=P{w})
heif3t Zahldichte von P.

2 Ende der zweiten Vorlesung vom Fr, 11.04.14




Stochastik 1 1 Wahrscheinlichkeitsraume

1.16 Fakten:

Sei (2, A, P) ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum.

a) Fur die Zéhldichte f zum Wahrscheinlichkeitsmafl P gilt ). f(w) =1, denn
we)

S fw) =S P({w}) F P(2) ' 1 wegen Q = | {w}.

we) we) we
b) Sei nun f:§ - [0,1] eine Funktion mit Y. f(w) = 1. Dann wird durch
we)
P:P(Q) > [0,1], P(A):= ), f(w)
weA

ein Wahrscheinlichkeitsmafl P mit zugehoriger Zahldichte f definiert.

Beweis. Es ist zunéchst zu zeigen, dass P(A) € [0,1] fur alle A e A=P(Q) ist:
PA)= Y f(w) 20

wWeA~——
€[0,1]

Wi1: P(Q) = Z f(w) =1. Aus W1 folgt also auch P(A) < 1 fiir alle A € A, also insgesamt

P(A) €[0,1] fur alle Ae A.
W2: (J-Add1t1V1tat) Seien (A4,) ¢ A disjunkt, dann folgt mit dem Umordnungssatz fiir
absolut konvergente Reihen

fgn)- 3, 00- 55 0w)- g

neN N ,
=P(An)

]

Beispiel: Sei || < oo und (£2, .4, P) ein Laplace’scher Wahrscheinlichkeitsraum, dann ist
die Zahldichte
L

1.17 Binomialverteilung:

a) Idee: Ein Experiment mit zwei moglichen Ausgéngen 1 (Wahrscheinlichkeit p € (0,1))
oder 0 (Wahrscheinlichkeit 1 —p € (0,1)) wird n-mal unabhéngig voneinander wieder-
holt. Die Menge aller moglichen Ergebisse des Gesamtexperiments ist dann € = {0, 1}".
Betrachte die zueinander disjunkten Ereignisse

By ={(x1, - 2,) €Q | Z:pl =k}
=1
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fir £ =0,---,n. Dann gilt Lnj B = und
k=0

P(By) = ( )p (1-p)"™*.

Dies motiviert den Begriff der Binomialverteilung.
b) Definition: Fiir n € N und p € (0,1) ist die Binomialverteilung B, ,, das eindeutig
definierte Wahrscheinlichkeitsmaf3 auf {0,---,n} zu der Zahldichte

a8 = () (=), =0,

c) Wohldefiniertheit: f,,, ist tatsachlich eine Zahldichte, denn offensichtlich ist f,, ,(k) >
0 Yk =0,---,n und mit dem binomischen Satz folgt

;f”:p(k):g%( )p (1-p)"F=(p+Q-p)r=1"=1

Also ist auch f, ,(k) <1 Vk=0,---,n und insgesamt folgt aus 1.16 b), dass B, , wirklich
ein Wahrscheinlichkeitsmafl mit Zahldichte f, , ist.

d) Beispiel: Eine faire Miinze (p = %) wird n = 20-mal geworfen. Man sagt, dass die
Anzahl von Kopf(=1) By, 1-verteilt ist.

1.18 Multinomialverteilung:
a) Idee: Ein Experiment mit r > 2 méglichen Ausgéngen aq,---,a, und zugehorigen

Wahrscheinlichkeiten py, -, p, € [0,1] mit Z p = 1 wird n-mal unabhéngig voneinan-
der wiederholt. Die Menge aller moghchenl Ergeblsse des Gesamtexperiments ist dann
Q={ay, a.}". Seien kq,--- k. € Ny mit Zkl

Es gilt dann -

n! -
leViglo-fe 1 D1 P2 P

P(,,Bei n Versuchen tritt a; ky-mal, ag ko-mal, -+, a, k,-mal auf*) =

Dies motiviert den Begriff der Multinomialverteilung.

b) Definition: Fir n,7 € N, r > 2 und py, -+, p, € [0, 1] mit ipl =1 ist die Multinomialver-
teilung M, ;.p, ... p, das eindeutig definierte Wahrscheinlicllgllieitsmaﬁ auf Q = {(ky,-- k,) €
N | lil ki = n) zu der Zéhldichte

n! bk
Furnea (k)= ey okt pgtenl

— ——

(kl kr)

Multinomialkoeffizient

10
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¢) Wohldefiniertheit: f,, ;.p, ..., ist tatsdchlich eine Zahldichte, denn (s. Ubung 3 Aufgabe
5 Beweis analog zur Bmomlalvertellung mit Multlnomlaltheorem)

d) Beispiel: Ein fairer Wirfel (r =6, p; =+ =pg = 6) mit Augenzahlen 1,2,3,4,5,6 wird
n = 60-mal geworfen. Wie groﬁ ist nun die Wahrscheinlichkeit, dass nach 60 Wiirfen jede
Augenzahl genau ky = -+ = kg = 10 mal auftritt?3

Pig : = P(,,Bei 60 Wiirfen tritt jede Augenzahl genau 10 mal auf*)

60! (1\% s
:fGO’G;pI:%’_“’pGZ%((]{;l:1()’. =10)) = (10')6 (—) ~7-107°.

1.19 Beispiel: Man werfe einen fairen Wiirfel mit den Augenzahlen {1,---,6} 10 mal
unabhéngig. Dann ist die Menge aller moglichen Ergebnisse € = {1,---,6}19. Sei B ¢ Q
das Ereignis, dass jede Augenzahl mindestens einmal auftritt. Welchen Wert hat dann
P(B)?

Losung 1: Die Multinomialverteilung fir n = 10, » = 6 und p; = -+ = pg = é ergibt den
folgenden schwer zu berechnenden Ausdruck

10! 1\10
P(B) - U
( ) kl,;%n, kqloke! (6)

kq+-+kg=10

Losung 2: Das Ein-/AusschluBprinzip aus 1.13 liefert fir n = 6 und die Ereignisse A; :=
»,Das Ereignis, dass die Zahl [ bei 10 Versuchen nie geworfen wird“ein leichter auswert-
bares Ergebnis. Bei dieser Wahl der A, fiir [ = 1,---,6 ergibt sich dann B = By (dem By
fir k=0 aus 1.13) und man erhélt

P<B>=P<Bo>=lz;<—1>l(é) > P(NA)- Z( () e ~0er

Jef{1, jeJ
|J]= l

_1)10
=()

1.20 Geometrische Verteilung:
a) Idee: Man fiihre ein Experiment, das die zwei moglichen Ausgange 0 mit Wahrschein-
lichkeit 1 —p und 1 mit Wahrscheinlichkeit p besitzt, solange durch bis zum ersten Mal
eine 1 auftritt. Zdhle dabei die Zahl der Fehlversuche (die Félle, in denen keine 1, also
0 eintritt). Dann gilt fiir alle k£ € Ny

Py.(,k Nullen bis zur ersten Eins,) = (1 -p)*-p

3 Ende der dritten Vorlesung vom Mi, 16.04.14
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Stochastik 1 1 Wahrscheinlichkeitsraume

b) Definition: Die geometrische Verteilung ist das Wahrscheinlichkeitsmafl auf Q = Nj
mit zugehoriger Zahldichte

fp(k)=(1-p)*-p

fir eine Zahl p € (0,1).
c) Wohldefiniertheit: f, ist tatsichlich eine Zéhldichte, denn offensichtlich ist f,(k) >
0 VEk € Ny und mit der geometrischen Reihe folgt

o0 o ok

> fo(k) =2 (1=p)*-p=p) (1-p) =p% =1

k=0 k=0 k:oT -(1-p)
Also ist auch f,(k) <1 Vk € Ny und insgesamt folgt aus 1.16 b), dass die geometrische
Verteilung wirklich ein Wahrscheinlichkeitsmafl mit Zahldichte f,, ist.
d) Warnung: In (50%) der Literatur wird die geometrische Verteilung auf €2 = N statt
) = Ny definiert. Die Zédhldichte ist dann

fo(k)=(1-p)* ' p fir k>1.

¢) Beispiel: Ein Schalter geht mit der Wahrscheinlichkeit p = 1073 nach einer Betatigung
kaputt. Wie grof3 ist nun die Wahrscheinlichkeit Pjgq, dass der Schalter frithestens nach
der tausendsten Betatigung kaputt geht?

1000 1- (1 _ 10—3)1001
Piooo = Y, (1-p)fp=1073- ~ 0,63
1000 k;( p)'p 1-(1-109) ’

f) Merkregel: Geometrische Verteilungen treten oft bei Wartezeiten bis Eintritt eines

Ereignisses auf.

Es gibt auch Verteilungen, die als Grenzwerte anderer Verteilungen auftreten. Diese
konnen dann als Naherungen fiir die anderen verwendet werden.

1.21 Definition: (Poisson-Verteilung)
Die Poissonverteilung IT, mit A € (0, 00) ist das Wahrscheinlichkeitsmafl auf €2 = Ny mit
zugehoriger Zahldichte
\E
fa(k)=e?- 0 fiir k € Ny.

Wohldefiniertheit: f) ist tatsdchlich eine Zahldichte, denn offensichtlich ist fy(k) >0 Vk €
Ny und mit der Exponentialreihe folgt

oo oo Yk
Zf,\(k)ze”\-z)\—':e”\-e’\:e’\”\zeozl
k=0 i k!

12



Stochastik 1 1 Wahrscheinlichkeitsraume

Also ist auch fy(k) < 1 Vk € Ny und insgesamt folgt aus 1.16 b), dass die Poisson-
Verteilung 11, wirklich ein Wahrscheinlichkeitsmafl mit Zahldichte f) ist.

Die Poisson-Verteilung ist bei geeigneten Vorraussetzungen der Grenzfall der Binomial-
verteilung fiir grofe n.

1.22 Satz:
Sei (pn) € (0,1) eine Folge mit der Eigenschaft 0 < lim n-p, < co. Dann gilt fir alle
ke NO
lim By, ({k}) = T ({k}) (5)
mit A\ := lim n-p,.
Beweis.
a) Definiere die Hilfsfunktion r(n) := np, — A - 0 fir n - co. Durch Umformen erhalt
)\+r(n)
man p,, =

b) Aus der Deﬁmtlon der Binomialverteilung ergibt sich

By, ({k}) = ( )pn(1 P = %n(n— 1)-(n—k+1)

'(npn>k(1"pn)n7k

nk
—e> fiir n—>oo

wo-D-(n-ken) o (1225) ““"))"
(

L \k
1)
N

-1 fir n—>oo

(l

y 1
T k

k n R/—/
=Xk fiir no>oo

—1 fir n—>oo
= k')\’“ A= L ({k)).
]

1.23 Beispiel: In einem Brennstab befinden sich n = 108 Uranatome, von denen jedes
pro Sekunde mit einer Wahrscheinlichkeit von p = 10~7 unabhéngig von den anderen
zerfillt. Wie grof§ ist die Wahrscheinlichkeit P;g, dass maximal 10 Atome pro Sekunde
zerfallen?

10 10k
Pig = Bios.10-7({0,+,10}) ~ I10({0, -+, 10}) = e7° Z T~ 0,58
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Stochastik 1 1 Wahrscheinlichkeitsraume

1.24 Satz:
Fir n e N sei P, geméf 1.14 die Verteilung der Anzahl von Fixpunkten bei einer zufél-
ligen Permutation o € S,, der Zahlen {1,---,n}. Dann gilt fiir alle k£ € Ny

lim Po({4}) = T ({1)) Q)
Beweis.
n=k (_1)\Jj
P EEELR o St omw
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2 Bedingte Wahrscheinlichkeiten und Unabhangigkeit

2.1 Definition:
Sei (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und A, B € A mit P(B) > 0. Dann heift

P(AnB)

P(A|B) := P(B)

€[0,1]

die bedingte Wahrscheinlichkeit von A unter der Bedingung B.

2.2 Definition und Satz:
Fiir festes B € A mit P(B) > 0 wird durch

Pp: A—-[0,1], Pg(A):= P(A|B)

wieder ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf (€2,.4) definiert. Es heifit bedingtes Wahrschein-
lichkeitsmafl von P unter der Bedingung B.

Beweis.
(W1) Fir B e A fest gilt Pg(Q2) = P(QB) = P](Df(?;]f) _ (_; -1
(W2) Seien (A,,) € A disjunkt, dann gilt
P(Y A)nB)  P(Y (A, D))
eN c P(A,nB)
P ° An = ° = nell P AnB )
p(g A= P(B) P(B) RZN P(B) % (An|B)

2.3 Rechenregeln:
Sei (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum.

n-1
a) Seien A;,---, A, € Amit P(N Ag)>0. Dann gilt
- k=1

P(() 40 - P(Ao-fgpmlcrjm)
denn

P(Ay)- HP(Al|ﬂAl) P(Ay) - P(Ay|Ay) - P(As3|A1n Ay)---P(A, |ﬂAk)

=2

P(A1nAy) ,P(kml ) = P(ﬁ Ap).
P(Ay) p("m1 Ap)

= P(A)-

15
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b) Formel von der totalen Wahrscheinlichkeit: Sei By,---, B,, € A eine Partition (d.h.
disjunkte Zerlegung) von Q. Sei weiter P(By) >0 Vk =1,---,n. Dann gilt fur alle Ae A

P(A) - z P(By)- P(AIBy)

denn wegen P(A|By) = L5525 < P(An By) = P(A|By) - P(By) folgt

P(A) = P(AnQ) = P(An( k[jl By)) = P( kq (AnBy)) = g:lP(AmBk) _ g:lP(Bk)-P(A|Bk).

Die Rechenregeln aus 2.3 sind oft zur Berechnung konkreter Wahrscheinlichkeiten bei
zeitlich oder logisch gestuften Experimenten.

2.4 Beispiel: Ein gewohnliches Skatblatt besteht aus 32 Karten, 4 davon sind Asse.
Diese Karten werden nun zuféllig auf 4 Spieler verteilt, d.h. jeder erhalt 8 Karten. Wie
grof} ist die Wahrscheinlichkeit P4, dass jeder Spieler genau ein Ass bekommt?

Losung: Sei A, das Ereignis, dass Spieler k£ genau ein Ass erhélt, k = 1,2,3,4. Dann
folgt4

Py=P(AinAynA3nAy)=P(Ay) P(As|Ay) - P(A3|A1n As) - P(Ay|A1n Ay As)
_OEF) OF) OG) O6)
SR COR CO N

~0,11

2.5 Satz: (Formel von Bayes)
Sei (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und By, -, B, € A eine disjunkte Zerlegung
von 2 mit P(By) >0 fiir k£ =1,---,n. Dann gilt fur A e A mit P(A) >0

P(A|B;)P(B;)

k; P(A|By)P(By)

P(Bj|A) = fiir j € {1, n}. (10)

Beweis.
Mit der Formel von der totalen Wahrscheinlichkeit folgt fir j € {1,---,n}

p(p ) - PANB) _ PABIP(B) 2y o PAIB)P(B,)

P(A) P(A) S P(A|BY)P(By)
k=1

4 Ende der vierten Vorlesung vom Mi, 23.04.14
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2.6 Beispiel: (Krankheit) Eine seltene Krankheit komme bei 0,1% der Bevolkerung
vor. Ein Test erkenne die Krankheit mit einer Wahrscheinlichkeit von 0,998 bei einer
kranken Person richtig und er schlage bei 0,3% der gesunden Personen zu Unrecht an.
Wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit, dass eine Person wirklich krank ist, wenn der Test
ein positives Resultat liefert?

Losung: Um die Formel von Bayes anwenden zu konnen, muss man zunachst alle ge-
gebenen Daten korrekt formalisieren. Dazu sei A das Ereignis, dass der Test positiv
ausgefallen ist und B; das Ereignis, dass die Person krank ist, sowie By das Ereignis,
dass die Person gesund ist. In der Situation der Formel von Bayes ist dann n = 2,
P(B;) =0,001, P(By) =0,999, P(A|By) =0,998 und P(A|B>) =0,003. Fir die gesuchte
Wahrscheinlichkeit P(B;|A) ergibt sich dann

P(A|B1)P(B1)

PAIBYP(B) + P(ABa) P(B) ~ 2

P(BI|A) =

2.7 Definition: (stochastische Unabhéngigkeit)
Sei (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und I # ¢ eine beliebige Indexmenge.
a) Zwei Mengen A, B € A heiflen unabhangig, falls

P(AnB)=P(A)P(B).
b) Mengen A; € A, i € I heiflen paarweise unabhéngig, falls fiir ¢ # j € I gilt

P(A;in Aj) = P(A;) P(4;).

c) Mengen A; € A, i € I heiflen unabhéngig, falls fir alle n € N, 4;,---,4, € I verschieden
gilt
P((Ay) = [TP(Ai)-
k=1 k=1
Bemerkung: Aus der Unabhéngigkeit folgt die paarweise Unabhéngigkeit, die Umkehrung

gilt im Allgemeinen nicht.

2.8 Fakten: Sei (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und I # ¢ eine beliebige Indexmenge.
a) Sind Ay,---, A, € A unabhéngig, so folgt

P(QAk) Zlf[lp(/lk)-

Die Riickrichtung ist im Allgemeinen falsch.
b) Sei B € A mit P(B) =0 und A € A beliebig, dann sind A und B unabhéngig, denn

0<P(AnB)<P(B)=0= P(AnB)=0=P(A)P(B).

17
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¢) Sei Be Amit P(B)>0und A e A beliebig, dann gilt
A, B unabhingig < P(A|B) = P(A),
denn

A, B unabhingig < P(AnB)=P(A)P(B)
P(AnB)
P(B)

d) Seien A, B € A unabhéngig, dann sind auch A und B = Q\B unabhingig, denn
P(AnB)=P(An(Q\B)) = P((AnQ\(An B)) = P(A\(An B))
"2 pA) - P(AnB) = P(A) - P(A)P(B) = P(A)(1 - P(B))
= P(A)P(B).

= P(A) = - P(A|B).

2.9 Definition: (Unabhangigkeit von Mengensystemen)

Sei (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und [ # ¢ eine beliebige Indexmenge.
Mengensysteme %; € A fiir i € I heiflen unabhéngig, falls Vn € N, iy, 4, € I verschieden
und VA; €%, A, €€, gilt

P(lfink) =]f[1P<Aik>.

Bemerkung: Eine dquivalente Definition der Unabhéangigkeit von Mengensystemen ist:
Mengensysteme %; € A fiur ¢ € I sind unabhéngig, falls bei allen moglichen Auswahlen
A; €%;(iel) die A; im Sinne von Definition 2.7 ¢) unabhéngig sind.

2.10 Definition: (Dynkin-Systeme)
Sei 2 # ¢ eine Menge.
a) Fiir ein Mengensystem % € P(Q2) heifit
(%) := N F

F ist o-Algebra
auf Q mit €cF

die von € erzeugte o-Algebra.
b) Ein Mengensystem ¢ ¢ P(£2) heifit durchschnittstabil (durchschnittabgeschlossen),
falls fiir alle A, B € ¢ auch stets An B € € folgt.
¢) Ein Mengensystem D ¢ P(Q2) heiit Dynkin-System, falls
(D1) Qe D,
(D2) Dl,DQ € D mit D1 c D2 = DQ\Dl € D,
(D3) (Dy)nen € D disjunkt = |+ D, € D.

neN
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d) Fiir ein Mengensystem % € P () heifit
D(%) = ﬂ F

F ist Dynkin-System
auf Q mit FcF

das von € erzeugte Dynkin-System.

Bemerkungen: a) Es lisst sich leicht zeigen (s. Ubungen), dass o(¢’) wieder eine o-
Algebra ist. Sie ist die kleinste o-Algebra, die ¢ enthalt.

b) Nach 1.9¢), f) ist jede Algebra und auch jede o-Algebra durchschnittstabil.

c) Jede o-Algebra A ist auch ein Dynkin-System, denn

(D1) Qe A ist klar,

(D2) Al,AQ € A mit Al c AQ = AQ\Al = AQ n (Q\Al) € ./4,
N~ —
eA eA

(D3) ist klar.

d) Es lasst sich leicht zeigen, dass D(%) wieder ein Dynkin-System ist. Es ist das kleinste
Dynkin-System, das € enthélt.
e) Aus (D1) und (D2) folgt sofort, dass auch ¢ € D(%) ist.

Beispiel: Zweimaliges unabhéngiges Wiirfeln wird durch den Laplace’schen Wahrschein-
lichkeitsraum (Q = {1,---,6}%, A =P(Q), P) beschrieben. Die Menge

Cgl = {{Z} X {17 ) 6} € 'A| i€ {]-7 ) 6}}
beschreibt die Ereignisse des ersten Wurfs. Analog beschreibt die Menge

(52 = {{1776} x {]} € -A|J € {17"'76}}

die Ereignisse des zweiten Wurfs. In diesem Fall ist die Indexmenge I = {1,2} und die
Mengensysteme %7, %, € A sind unabhéngig, denn betrachte zu festem i € {1,---,6} das
Ereignis A; := {i} x{1,-+-,6} € €, und fiir festes j € {1,---,6} das Ereignis A; := {1,--,6} x
{j} € €,. Dann gilt fir die Einzelwahrscheinlichkeiten natiirlich P(A;) = “’?;l' =2 =1

und P(A;) = A= 6 =1 also P(A;)P(4;) = 55. Wegen A;n A; ={(i,7)} gilt auch

Qf ~ 36 6

Die kleinste o-Algebra, die %, enthalt ist

o(6)={Ax{1,---,6 e A/Ac{1,--,6}}.
Die kleinste o-Algebra, die %, enthalt ist

o(%6y) ={{1,,6} x Be A|Bc{l,-,6}}.
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2.11 Lemma: (Charakterisierung von o-Algebren)

Sei Q2 # ¢ und € ein Teilmengensystem von P(£2). Dann gilt:

a) € ist o-Algebra < % ist durchschnittstabiles Dynkinsystem.
b) Wenn ¢ durchschnittstabil ist, so gilt o(€") = D(¥). °

Beweis.

a) Fur Teil a) sind zwei Implikationen zu zeigen

» = vgl. Bemerkung c¢) nach Definition 2.10.

, < “: Sei € cP(Q) ein durchschnittstabiles Dynkinsystem, dann erfiillt es die Axiome
einer o-Algebra

(A1): Aus (D1) folgt sofort 2 e €.

(A2): Wegen Q € € folgt mit (D2) aus A € € sofort A=Q\Ae%.

(A3): Seien Aj, Ay € €, dann folgt aus (D3) und (D2) sofort

AuB=Au(B\(AnB))ugpu--€F.

(02): Es sei (Ay)neny € €, dann folgt induktiv aus (A3), dass auch By, := Aju---UA,, keN
in € liegt und wegen By, € By, folgt letztlich

U A =B (Ba\By) u(Bs\By) w- €.

neN

Also ist € eine o-Algebra.

b) Fiir Teil b) sind zwei Mengeninklusionen zu zeigen

, 2“1 0(%) ist o-Algebra = (%) ist Dynkinsystem mit € € o(%). D(%) ist das kleinste
Dynkinsystem, das € enthilt = o(%€") 2 D(%).

, C: Zeige, dass wenn ¢ durchschnittstabil ist, auch D(%) durchschnittstabil ist.

Zu A € D(€) definiere das Mengensystem

Dp:={CcQANCeD(¥)} cD(?).

D, ist Dynkin-System, denn
(D1) Q €Dy, denn QN A=AeD(€) und Qe D(F).
(D2) Seien C1,Cs € Dy mit C) € Cy, dann folgt

Al N (02\01) = (A N CQ) \ (A N CQ) € D(Cg) = 02\01 € DA.
—_——— —
eD(%) eD(%)

(D3) Seien (Cy)neny € D4 disjunkt, dann gilt

An(UC’n): J(ANC,) eD(€) = ) CreDy.

neN neN neN

5 Ende der fiinften Vorlesung vom Fr, 25.04.14
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Sei nun A € €, dann ist auch € € Dy, denn fiir alle C € € gilt AnC € € < D(%), weil €
durchschnittstabil ist. Also ist fiir alle A € " das kleinste Dynkin-System, das € enthélt
D(%) auch in D4 enthalten. Daraus folgt dann

VAe?, VCeD(¥): AnC eD(F).

Nun ist also auch € ¢ D¢ fir alle C' € D(%). Es folgt natiirlich dann auch wieder
D(¥) € D¢ fiir alle C' € D(€). Hieraus folgt nun, dass D(%") durchschnittstabil ist.

Nach Teil a) ist jedes durchschnittstabile Dynkinsystem auch eine o-Algebra. Also ist
D(%) eine o-Algebra, die ¢ enthilt = o(%") < D(%F). O

2.12 Satz:
Seien (€2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und (%),)ney durchschnittstabil und un-
abhangig bzgl. P. Dann ist auch die Folge (¢(%),)) der von %, erzeugten o-Algebren
unabhangig.
Beweis. (s. Ubung)

[l

Beispiel: Zweimaliges Wiirfeln sei durch den Laplace’schen Wahrscheinlichkeitsraum
(2=A{1,-,6}2, A=P(Q), P) beschrieben. Dann sind

Cél = {{Z} X {17"'76}‘i € {17"'>6}} U¢

und
CKNQ = {{17"'76} x {j}|] € {17“'76}} U ¢

durchschnittstabile und unabhéngige Mengensysteme. Dann sind auch die von ihnen
erzeugten o-Algebren

U(Cgl) = {A X {17"'76}|A S {1""’6}}

und

U(Cg;) = {{1776} x B|B S {1aa6}}
nach Satz 2.12 unabhéngig.
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2.13 Produktexperimente bei diskreten Wahrscheinlichkeitsraumen:
Fir k& = 1,---,n seien (Q, Ay, Pr) diskrete Wahrscheinlichkeitsraume mit zugehorigen
Zéhldichten fi. Dann definiere den hochstens abzéhlbaren Produktergenisraum

Q=0 x--x0,.

Definiere nun fiir w = (wy, -+, wy,) € 2

f(w) = H F(wr).

Dies ist dann eine Zahldichte auf €2, denn

n

S Fw =11 > filw)=1"=1

we) k=1 Wi GQk

=1,Vk=1,-n

Das zu f assoziierte Wahrscheinlichkeitsmafi auf P(£2) heift Produktwahrscheinlich-
keitsmaf} und der zugehorige Wahrscheinlichkeitsraum (€2, P(£2), P) heifit Produktwahr-
scheinlichkeitsraum. Fir k=1,---,n sei

A = {Qq x o x Qg x A x Qpeyy x o x Q| A € P(Q) }

und
P=P®--Q®P,.

Die Ay, -+, A, bilden eine o-Algebra (leichtes Nachrechnen der Axiome) und sind unab-
hingig, denn

seien A; € €)y,- n € Q,, dann gilt

A
P(ﬂ Ak) = P(m(Q1 oo X Qg X A X Qg X o0 X Qn))
k=1 k=1

=P(A; x-A,) = H Z fre(wr) = ]f[lpk(Ak)

k=1 wker

= HP(Q1 X e X gy X A X Qg x o x ().
k=1

Deutung: Die Mengen €2y x -+ x Qp_1 x Ay x Qpy1 x -+ x €, beschreiben die Ereignisse der
k-ten Komponente. In Porduktraumen sind die Ergebnisse einzelner Komponenten also
stochastisch unabhéangig. Es ist sinnvoll mehrere voneinander unabhéangige Experimente
durch Produktrdume zu modellieren.

Héaufig hat man es auch mit gestuften Experimenten zu tun, bei denen Abhéangigkeiten
zwischen den jeweiligen Stufen bestehen. Solche Experimente sollen nun durch Riickgriffe
auf 2.3a) modelliert werden.
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2.14 Modellierung gestufter Experimente:

Ein Experiment bestehe aus n gestuften Einzelexperimenten mit den hochstens abzahl-
baren Ergebnismengen €2y,---, {2,. Bekannt seien:

Die Verteilung P; der Ergebnisse aus €; mit Zahldichte f; (1. Experiment)

Die sogenannten bedingten Zahldichten fir k = 2,---,n und wy €

k-1
Je(wi| () wi) := Wahrscheinlichkeit fiir Ereignis wy, € €, unter der Bedingung,
1=1

dass zuvor wy, -+, wy_1 eingetreten sind

Man fordert nun fiir alle wy € Q (k=1,---,n), dass gilt:

k- k—
fk(wk!lﬂlwl)zound > fk(wk|lﬂ1wl) =1
=1 =1

w Qg

Die Zahldichten f; aus ergeben sich direkt aus der Modellbeschreibung. Das Ge-
samtexperiment wird durch den Wahrscheinlichkeitsraum

(Q:Ql X"'xQn7A:P(Q)>P)

modelliert.
Wegen 2.3a) hat P die Zahldichten

F (@) = Fulwn)- f2<w2|wl>---fn<wn|ﬁwk>. (11)

Dann ist f tatsdchlich eine Zahldichte, denn f((wy, -+, w,)) > 0 und

Zf(W)= Z Z fn(wn|:rjllwk)‘“f1(w1)=1.

we) w1€ Wn€n

-1
Bei gestuften Experimenten ist eine graphische Darstellung durch sogenannte Entschei-
dungsbiume (Ubergangsgraphen, Wahrscheinlichkeitsbiume,---) méglich. Dabei werden
die Kanten mit den Wahrscheinlichkeiten versehen. Die Elemente aus €2 sind gerade die
,Pfade” im Entscheidungsbaum von Start bis Ende.

2.15 Beispiel: (Polyasches Urnenmodell)

Seien ¢ € {-1,0,1,2,---} fest und w, s € N. Eine Urne beinhalte w weifle und s schwarze
Kugeln. Bei jeder Ziehung aus der Urne zieht man zufallig eine Kugel, notiere deren
Farbe und ersetze sie durch (c¢+ 1) € Ny Kugeln gleicher Farbe, also

¢ =—1: Ziehen ohne Zuriicklegen

¢ =0: Ziehen mit Zuriicklegen
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¢ >1: Vermehrung der bereits gezogenen Kugeln.

[Wird hiufig auf Populationsmodelle mit 2 Arten o.A. angewendet.|

Modell fiir n Ziehungen: Sei fir k = 1, -+, n jede Einzelziehung durch €2 := {schwarz, weif}}
und das Gesamtexperiment durch €2 := {schwarz, weif}}” modelliert. Die bedingten Z&hl-
dichten geméafl Gleichung (11) sind:

fi(weiB) = -2 f)(schwarz) = —*
Fir k =2, n: Sei (wyq, -+, wi_1) € {schwarz, weiB}*~1, sodass dort [-mal (I =0,---, k—1)
weifl auftritt. Dann ist

Rl w+l-c
" N
fk(wel'gwj) w+s+(k-1)-c

und®

k-1 k-1

fe(schwarz| (w;) =1 - fr.(weiB| [ w;).

j=1 Jj=1

2.16 Satz:

Sei w = (wy,wp) € Qund k = [{i € {1, n}w; = weiB}| € {0,--,n}. Dann ist die
zu fi,--, fn gehorende Zéhldichte des Gesamtexperiments auf 2 = 0y x --- x Q,, geméaf
Gleichung (11) gegeben durch

k-1 n—-k-1
[T(w+ic)- TT (s+jc)
F (w) = = .

nﬁl(w +s+1c)

Beweis: (mit Induktion nach n).
Induktionsanfang f™ entspricht der Zihldichte f;.
Induktionsvoraussetzung (I.V.): Die Aussage gelte bereits fiir beliebiges aber festes n.

Induktionsschluss Sei die n + 1-te Kugel schwarz, dann ist

n—k-1

T(w+ic) "I (s+je)
=0

f(n+1)(w) — f(n+1)(w) . f(””)(schwarz]wl, "'7wn) LV. 1=0 — ) S+ (n - /{)C
I (w+s +1c) w+Ss+nc
1=0
k-1 n—k
[T(w+ic)- TT(s+jc)
=0 =0
ﬁ (w+s+lc)
1=0
Fiir den Fall, dass die Kugel weif} ist, geht der Beweis vollig analog. O

6 Ende der sechsten Vorlesung vom Mi, 30.04.14
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2.17 Korollar:
Fiir alle s,w,n e Nund -1 < ceZ gilt

zn: (n) ZI_'[ (w +ic) - I;I (s+jc) N )

k=0 (w+s+lc)
=0

2.18 Beispiel:
Ziehen mit Zuriicklegen mit der Wahrscheinlichkeit p := = eine weifle Kugel zu

ziehen.
n

3 (ot

Ziehen ohne Zuriicklegen. Dann gilt fiir n < s +w

o B n\w(w-1)-(w-k+1)-s5-(s-1)-(s—-n+k+1
P(,weil wird k£ mal gezogen ):(k) ( (7)vu+(s)(w+s)—1)~-(-(w+)s—(n+1) )

~ n! (w+s-n)-w!-s!
Tkl (n-k) (w+s)-(w-Fk)-(s—n+k)!

RONES]
()

SEEL)- (1) e

Diese Formel gilt sogar fiir alle s,w € R. (s. Ubungen)

2.19 Hypergeometrische Verteilung:
Fir s,w,n € N mit n <s+w ist die Hypergeometrische Verteilung H ,,, die Verteilung
auf Q = {0,---,n} mit zugehoriger Zahldichte

(i) (2)
(")

fswn(k) = fir k=0,-
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3 Zufallsvariablen und Verteilungen

3.1 Definition:

a) Sei Q # ¢ eine Menge und A € P(Q2) eine o-Algebra auf 2. Dann heiBen alle Mengen
A € A messbar und (2,.4) Messraum.

b) Seien (£21,A4;) und (£, A3) Messraume. Eine Abbildung

X: Ql —> QQ
heifit messbar bzgl A; und A,, falls fiir alle Ay € Ay gilt
X_l(AQ) (S ./41 mit X_l(AQ) = {wl € Ql|X(W1) € AQ}

Das bedeutet, dass die Abbildung X genau dann messbar ist, falls die Urbilder messbarer
Mengen wieder messbar sind.
¢) Sei nun (€, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und (Q,.4) ein Messraum. Dann wird
die messbare Abbildung

X:0-0Q

Zufallsvariable (ZV) genannt.

3.2 Beispiel:
a) n-facher Miinzwurf mit (2 = {0,1}*, A = P(Q2), P). Sei P die Gleichverteilung und

(Q ={0,---,n}, A= P(Q)) ein Messraum. Dann ist die Abbildung
Z:Q - Qmit Z((wy,,wn)) = wy + -+ Wy,

messbar, also eine Zufallsvariable. Die Anzahl der Einsen ist B, 1-verteilt, also gilt fiir

k=0,n

=

(i) _ Hwe Qo+ +w, =k} _

B i(k)=—
n,E( ) on |Q|

P(weQ|Z(w) =k)=P(Z'(k)).

b) Ist (2,4, P) ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum mit A = P(Q), so ist fiir jeden
Messraum (€2, A =P(2)) jede Abbildung

X: Q-0

eine Zufallsvariable. In diskreten Wahrscheinlichkeitsraumen ist Messbarkeit also immer
gegeben, falls A =P(Q).
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3.3 Definition und Satz:

Sei (€2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, (€,.4) ein Messraum und X : Q - Q eine
Zufallsvariable.

Dann wird durch

X(P)(A):=P(X €A):=Px(A)=P(X(A)) = P{we QX (w) € A}) (14)

ein Wahrscheinlichkeitsmaf auf (Q, A) definiert. Px heiBt das Bildmaf8 von P unter X
oder die Verteilung der Zufallsvariablen X.

Beweis. Zeige, dass Px ein Wahrscheinlichkeitsmaf ist:

(W1) Px () = P(X7(2)) = P(2) = 1

(W2) Seien (A,)nen € A disjunkt, dann sind auch die Urbilder (X-(A,))pen € A dis-
junkt. Also gilt

Px(lJ An) = P(X7H(J An)) = P(L%X’l(fln)) =) P(X7H(An) = 3. Px(Ay).

neN neN neN neN

]

Beispiel: Eine Zufallsvariable beschreibe die Anzahl der Einsen bei n Miinzwiirfen. Da
P(Z=k)=P(Z"'({k})) = B, 1 ({k})
und eine diskrete Verteilung durch ihre Zahldichte eindeutig festgelegt ist, folgt
P;=B

1.
n,§

Die Zufallsvariable Z(,,Anzahl der Einsen“) ist B, 1-verteilt.

1
2
3.4 Definition und Satz: o )
Sei (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, (€2,.A) ein Messraum und X : 2 - 2 eine

Zufallsvariable. Dann ist

o(X)={X1(A)Ac A c A

eine o-Algebra. Sie heifit die von X erzeugte o-Algebra.
[Bemerkung;: Sie besteht aus Eriegnissen der Form: , Die Zufallsvariable X nimmt Ereig-
nisse in A € A an®.]

Beweis. Zeige, dass o(X) eine o-Algebra ist:
(A1) Q=X"1(Q) ec(X)
(A2) Fiir X~1(A) e o(X) folgt

O\X1(A) = X H(Q\A) € o(X).

—

eA
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(02) Fir (X1(Ap))ers € o(X) folgt 7

L%X‘l(An) = X‘l(%{An) eo(X).

eA

3.5 Definition:

Seien (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, I # ¢ eine beliebige Indexmenge, (£2;,.4;)
Messraume und X; : Q2 — €); Zufallsvariablen fiir alle ¢ € I. Die Zufallsvariablen (X;);cs
heiflen unabhéngig, falls die davon erzeugten o-Algebren (o(X;))ir € A unabhingig
sind.

Beispiel: a) Ein n-facher Miinzwurf sei durch den Laplace’schen Wahrscheinlichkeits-
raum

(={0,1}", A=P(Q),P)
beschrieben, wobei P die Gleichverteilung auf {2 sei. Sei nun die Indexmenge I :=
{1,--,n}. Wahle firr i € I die Messraume (Q; = {0,1}, 4; = P(€;)) und die Zufalls-
variablen
Xi 1) - Qia (wla 7wn) = Wi

Die Zufallsvariable X; beschreibt das Ereignis des i-ten Wurfs. Die Zufallsvariablen
X1,+, X, sind unabhéngig, denn die von ihnen erzeugten o-Algebren sind unabhéngig.
Um dies einzusehen betrachte

o(X;) ={X1(A)]Ac{0,1}} = {{0,1} x---x{0,1} x é x{0,1} x--x{0,1}]A < {0,1}}.

i-te Kom-
ponente

Nach 2.13 sind also o(X;),---,0(X,,) unabhangig.

b) Man betrachte das Polyasche Urnenmodell 2.15 fiir s =w = 1, ¢ = -1 und n = 2. Das
heifit man betrachtet das Modell zweimaliges Ziehen ohne Zuriicklegen. Man hat dabei
den Wahrscheinlichkeitsraum

(Q = {schwarz,weiB}?, A = P(Q), P),
wobel P das Wahrscheinlichkeitsmafl auf €2 mit der Zahldichte

f((schwarz,schwarz)) = f((weil,wei})) =0

7 Ende der siebten Vorlesung vom Fr, 02.05.14
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und

1
f((weil;schwarz)) = f((schwarz,wei})) = 5
ist. Fur ¢ € {1,2} sind
X; : Q - {schwarz,weil}, (wy,ws) — w;

nicht unabhéngige Zufallsvariablen. Betrachte dazu Ay = As := {schwarz} ¢ {schwarz,weif3}.
Dann gilt

X7Y(A}) = {im ersten Versuch schwarz} = {(schwarz,weif}), (schwarz,schwarz)}
und

X51(Ay) = {im zweiten Versuch schwarz} = {(weif},schwarz), (schwarz,schwarz)}.

P(X{1(A))nX51(Ay)) = P({(schwarz,schwarz)} = 0 # = P(X{1(A)-P(X5H(Ay).

FMH
l\')l»—l
[\DI»—t

3.6 Lemma:

Seien (Q1,.A1), (Q2,A42), (23, 43) Messraume und X : Q1 - Qo, X5 : Qy — Q3 Abbil-
dungen. Dann gilt

a) Sind X; und X5 messbar, so ist auch X, o X; wieder messbar.

b) Sei F ¢ Ay mit o(F) = Ay, dann ist X; messbar, falls fiir alle A € F stets X;1(A4) € A4
gilt.

Beweis.
a) Fur alle A € A; gilt

(X20X1)M(A) = (X7 o X5M)(A) = XTH(X51(A)) € A; = X5 0 X ist messbar.
A

b) Man zeigt leicht, dass A := {A ¢ Qy| X7 '(A) € Ai} eine o-Algebra ist. Per Annahme
ist dann F ¢ A. Dann folgt aber sofort, da A o-Algebra ist, dass auch o(F) ¢ A ist.
Nach Voraussetzung ist dann auch Ay ¢ A und es gilt fir alle A € Ay, dass X71(A) € 4
ist. Also ist X; messbar. O

3.7 Definition:
Seien (€2;, A;) Messraume fiir ¢ = 1,---,n. Dann wird durch

AP = -/41 R - ®An = o-({Al X +ee X AnlAl € Al,"',An € An})

die sogenannte Produkt o-Algebra auf Qp := €y x -+ x Q,, definiert.
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Beispiel: Seien ; hochstens abziahlbar und A; = P(€;) fir ¢ = 1,---,n. Dann ist auch
Qp =y x---xQ, hochstens abzahlbar und es gilt

Ap=A1® @ A, =Py x--xQ,) =P(Qp),denn

, € klar per Definition.
2“: Seien wy € Qq, -+, w, €£,, dann folgt

» -

{(Wh“'awn)} :{iu}_}/x... X{iuf”_}/E Ap

€A1 eAn

Also gehort jede einelementige Teilmenge von Qp zu Ap. Damit folgt die Behauptung.
Konvention: Wenn nicht anders vermerkt sei p stets mit der Produkt o-Algebra Ap
versehen.

3.8 Lemma:
Seien (€2, A) ein Messraum und (£, A4;), -, (€, A,) Messrdume. Dann gilt:
a) Furi=1,---,n ist die Abbildung

Di: Ql Xoeee X Qn - Qia (wla"'awn) = W

messbar.
b) Die Abbildungen X;:Q — Q; fir i = 1,---,n sind genau dann messbar, wenn

X=(X1, X)) : Q> Y xxQ,, X(w):=(X1, X)) (w)=(X1(w), -, Xn(w))

messbar ist.

Beweis.
a) Fiur A;e A, und i=1,---,n gilt

pi_l(Ai) = X x Qg x Ax Qi xx Qe Ay @@ A,

b) Es sind zwei Implikationen zu zeigen:

,» < “: Sei X messbar, dann folgt sofort wegen Teil a), dass auch X; = p; o X messbar ist
fire=1,---,n.
, = Fluri=1,---,n seien die X; messbar. Definiere das Mengensystem

Fim {Ay oo x Ay Ay € Ay, Ay € A,
Dann ist per Definition o(F) = A; ® - ® A,,. Ferner gilt fir A; € Ay, A, € A,
XAy x o x Ay) = X1 (A) 00 X1 (A) € Al

Es gilt also YA € F, dass X 1(A) € A ist. Also ist X nach Lemma 3.6 messbar. O
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3.9 Definition: (Gemeinsame Verteilung)

Seien (2, A4, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, (2;,.4;) Messraume und X; : Q - €; Zu-
fallsvariablen fiir alle ¢ = 1,---,n.

Nach Lemma 3.8 b) ist dann

X = (X1, X)) : Q> Qp xox Q0 X(w) = (Xq,, Xp)(w) = (X1 (w), -, Xy (w))

eine Zufallsvariable. (X heifit auch Zufallsvektor, ist aber kein Vektor im Sinne der
linearen Algebra).
Die Verteilung Py von X ist ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf

(QP = Ql X eee X Qn,AP = Al & --- ®An)

Diese Verteilung hefit auch die gemeinsame Verteilung von X;,---, X,,.

Beispiel: Drei Spielkarten mit den Ziffern 1,2,3 werden in zufélliger Reihenfolge auf
die Plitze 1,2, 3 verteilt. Die Menge aller moglichen Anordnungen ist dann

Q:={(1,2,3),(1,3,2),(2,1,3),(2,3,1),(3,1,2),(3,2,1)}.

Das Experiment wird also durch den Wahrscheinlichkeitsraum (€2, 4 = P(2), P) be-
schrieben, wobei P die Gleichverteilung auf € ist.

Fir i = 1,2,3 beschreibe die Zufallsvariable X; : Q — {1,2,3} die Ziffer der Karte auf
Position 1.

Die Zufallsvariablen X7, X5, X3 sind offenbar auf {1,2, 3} gleichverteilt. Das heifit: Py, =
Py, = Py, ist die Gleichverteilung auf {1, 2,3} mit der Zahldichte f(k) = 3 fir k = 1,2,3.
Was ist nun die gemeinsame Verteilung von X; und X7

Die gemeinsame Verteilung von X; und X,

X = (Xl, XQ)

nimmt Werte in {1,2,3}? an. Py ist also das Wahrscheinlichkeitsmaf auf {1,2,3}? mit
der Zahldichte

FL2)) = F((1,3)) = F((2.1)) = F((2:3)) = F((3. 1)) = £((3,2)) =
(1) = £((2,2)) = £((3.3)) =0.

P, ist also offensichtlich nicht die Gleichverteilung auf {1,2,3}2.
(Die Ursache dafiir ist, dass X; und X, abhéngig sind.)

[N
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3.10 Satz:

Seien (2, A4, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, (2;,.4;) Messraume und X; : Q - €; Zu-
fallsvariablen fiir alle ¢ = 1,---,n.

Dann sind die Zufallsvariablen X; fiir i = 1,---,n genau dann unabhéingig, wenn fiir alle

A e Ay, A, € A, stets
PX(AlX"'XAn):PXI(Al)“'PXn(An) (15)

gilt.

Bewets.
Es sind zwei Implikationen zu zeigen:
, = “r Far Xy, -+, X,, unabhangig gilt

Px(Ayx--xA,) = P(X 1 (A1x-xA,)) = P(X7H(AD) n-nX, 1 (Ay)) = Px, (A Px, (Ay).
(X1) (Xn)
eo (X1 eo(Xn

, <“: Die Rechnung aus ,, = “ zeigt fur alle A, € A;,---, A, € A,

P(X7' (A1) nn X1 (An)) = P, (An)+Px, (An).

eo(X1) o (Xn)

Also sind o(X7), -, 0(X,) unabhéngig. Das bedeutet, dass auch Xj,---, X,, unabhéngig
sind.® a

3.11 Definition und Satz:
Seien (Q, Ak, Pr) Wahrscheinlichkeitsrdume k =1, n.
Dann existiert genau ein Wahrscheinlichkeitsmaf

Pp:=P x--xP,auf (Qp:=Q; x-xQ, Ap:=41 0 ® A4,)
mir der Eigenschaft
VA e Ay, x, A e Ay : Pp(Ax--x Ay,)=Pi(A)P,(Ay).

Dieses Wahrscheinlichkeitsmafl Pp heifit Produktwahrscheinlichkeitsmajf$ der Wahrschein-
lichkeitsmafle Py, -, P, und (Qp, Ap, Pp) heiit Produktwahrscheinlichkeitsraum.

8 Ende der achten Vorlesung vom Mi, 07.05.14
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Beweis.

a) Betrachte die Menge F := {A; x - x A,|A; € Ay, x, A, € A,}. Dann ist offenbar

o(F) = Ap und da o-Algebren surchschnittstabil sind, folgt fir A, B e F
AnB=(A;x-xA,)n(ByxxB,)=(AnBy)xx(A,nB,)eF

E.Al E.An

Das Mengensystem F ist also durchschnittstabil. Nach Voraussetzung ist nun Pp ein-
deutig auf F festgelegt und die Behauptung folgt nun aus dem folgenden Lemma 3.12.
b) Die Existenz folgt aus dem MaBerweiterungssatz von Carathéodory (Inhalt der Sto-
chastik 2 Vorlesung). O

3.12 Lemma:

Seien (€2, A) ein Messraum, F ¢ A eine durchschnittstabile Teilmenge von A mit der
Eigenschaft o(F) = A und P, P, Wahrscheinlichkeitsmafle auf (£2,.4), sodass fiir alle
A e F stets P(A) = Po(A) gilt, dann folgt, dass sogar fiir alle A € A stets Py(A) = P,(A)
gilt, also P = P; ist.

Beweis.

Man zeigt leicht, dass D := {A € A|P(A) = P»(A)} < A ein Dynkinsystem ist. Nach
Voraussetzung ist F ¢ D, also auch D(F) ¢ D. Da F durchschnittstabil ist, folgt aus
Lemma 2.11 sofort D(F) = o(F) Vorsussets e 4 Es folgt also auch A ¢ D. Damit ergibt
sich insgesamt A =D. O

Mit der Begriffsbildung aus 3.11 lésst sich der Satz 3.10 umformulieren:

3.13 Satz:

Seien (£2,.4, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, (€2;,.4;) Messrdume und X; : Q - Q; Zu-
fallsvariablen fiir alle i = 1,---, n.

Dann sind die Zufallsvariablen X; fiir i = 1,---,n genau dann unabhéangig, wenn Py = Pp
ist.
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4 Verteilungen auf R und R

4.1 Satz:
Die Mengensystemen

a) O:={AcR|A offen}

b) A:={AcR|A abgeschlossen }
¢) K:={AcR|A kompakt}

d) J :={A cR|A Intervall}

e) &:={(-o0,x] cR|z e R}

erzeugen die selbe o-Algebra.

Beweis.
Man verwendet im folgenden fiur €7,%5 € {O, A, K, J,E} das Argument

% co(€) = 0(6) co(%), ije {12}, (16)

a) , €: Ist A e O offen, dann ist das Komplement R\ A € A abgeschlossen. Also folgt aus
(A2) sofort Aec(A), also O co(A). Mit Argument (16) folgt dann o(O) € o(A).

, 2 Ist A € A abgeschlossen, dann ist das Komplement R\A € O offen. Also folgt aus
(A2) sofort Aec(0Q), also A< o(O). Mit Argument (16) folgt dann o(A) € o(O).
Insgesamt folgt also o(A) = a(0O).

b) ,, €“: Offensichtlich ist K ¢ A, also auch o(K) c o(A).

, 2 Ist A € A abgeschlossen, dann ist

A=AnR=AnJAn[-n,n]=J(An[-n,n])ea(K).
neN N
e

Also folgt aus (02) sofort A € o(K), also A ¢ ¢(K). Mit Argument (16) folgt dann
g(A) co(K).
Insgesamt folgt also o(A) = o(K).
c),, € Sei AeQ, dann ist

A= J (a,b)ea(T).

a<beQ
(a,b)cA

Also folgt aus (02) sofort A € o(J), also O € ¢(J). Mit Argument (16) folgt dann
a(0)ca(T).

, 20 Ist A € J ein Intervall. Falls A offen oder abgeschlossen ist, ist nach a) und b)
sofort klar A € 0(A) = 0(O). Fiir halboffene Intervalle ergibt sich

A=a,b)=J [a,b—%]ea(A):a((’))

neN
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und

A=(ab]= U [a—%,b] e (A) = 0(0).

neN

Also folgt aus (02) sofort A € 0(0), also J < o(O). Mit Argument (16) folgt dann
o(J)co(0).

Insgesamt folgt also o(J) = o(O).

d) ,, ¢“: Offensichtlich ist £ ¢ 7, also auch o(&) € o(J).

, 2 Ist Ae J und a < b, dann ist
A= (CL?b) = (—OO, b]\(—oo,a] € 0(5)7

A= [avb) = (—oo, b)\(—oo,a) € 0(5)7
A= [a’b] = (_007 b]\(—oo,a) € 0(5)7

und
A= (a’ub) = (—OOJ))\(—OO,CL] € O-(g)a
Also folgt aus (A2) sofort A € o(&), also J < o(€). Mit Argument (16) folgt dann
a(J)ca(€).
Insgesamt folgt also o(J) = o ().

4.2 Definition:
a) Sei d € N. Die o-Algebra

B(R?Y) := o({A c RYA offen})

heilt Borel o-Algebra auf R, Die Mengen A € B(R?) heifien Borelmengen in R,
b) Sei B € B(RY) eine Borelmenge. Die Menge

B(B) = {An B|AeB(R%)}

heifit die Borel o-Algebra auf B.

Bemerkungen: a) Nach Satz 4.1 sind alle offenen bzw. abgeschlossenen Mengen und
alle Intervalle Borelmengen.

b) Man verwendet auf R bzw. R nicht die Potenzmenge als o-Algebra, denn darauf
lasst sich kein Wahrscheinlichkeitsmafl mit den gewiinschten Eigenschaften definieren.
¢) Man findet keine ,einfache “Menge, die keine Borelmenge ist. Trotzdem gibt es solche
Mengen.
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4.3 Beispiel: (Vitali-Menge)
a) Man mochte auf [0, 1] gerne ein translationsinvariantes Wahrscheinlichkeitsmaf ha-
ben, d.h. ein Wahrscheinlichkeitsmafl P, das

VAC[0,1]Vz e[0,1] mit A+z:={a+z|laec A} c[0,1]: P(A+z)=P(A) (17)

erfilllt. (Das Lebesgue-Maf3 \ besitzt diese Eigenschaft.)
b) Verwendet man als o-Algebra die Potenzmenge P([0,1]), so findet man kein solches
Wahrscheinlichkeitsma8. Betrachte dazu auf R die Aquivalenzrelation

r~y<=>xr-yeQ.

Sei ferner E ¢ [, %] ein Représentantensystem der Aquivalenzklassen von ~. (Diese
Definition ist wegen des Auswahlaxioms der Mengenlehre moglich.)

Dann gilt

0,112 | (B+r)=>1=P(0,1)2P( | (E+r))= S PE+)E T P(E)

reQn([0,%] reQn([0,%] reQn[0,1] reQn[0,3]
Damit Y. P(F) endlich ist, muss P(E) = 0 gelten. Dann folgt wieder mit (17), dass
reQn[0,3]
auch P(E +1) =0 sein muss fiir alle r e Q n[-13, 5].

Andererseits hat man [$,2]c U (E+r) und deshalb
reQn[-31,1]
12
0<P([z,=])<P( U (E+r))=0

33 reQr[-1,1]

Dann ergibt sich wieder mit (17)

P((0.5]) = P((5.5]) = P(5,1]) =0
also auch
P([0,1])=0.7

Amn findet also auf ([0,1],P([0,1])) kein Wahrscheinlichkeitsmafl mit Eigenschaft (17).
Die hier konstruierte Menge F heifit Vitali-Mange. Sie ist insbesondere keine Borelmenge.

4.4 Lemma:
Sei (£, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Dann gilt
a) fiir eine Folge (A,,) € A mit A1 € A, fir alle n e N folgt

P( 4,) = lim P(A,).

neN
b) fiir eine Folge (A,) € A mit A,,; 2 A, fiir alle n e N folgt

: P(U 4,) = lim P(4,).

neN
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Beweis.

b) Setze A:= U A, = A, 0 (J Ags1\Ax). Dann erhilt man fiir alle n € N
- neN k>n

P(A) = P(An) + P(1) (Are1\Ar)) = P(An) + ) P(Aper\Ar)

k>n k>n

Die Folge der Zahlen Y P(Aj1\Ax) ist offenbar monoton fallend und beschrankt in

k>n

[0,1] und konvergiert dort gegen 0. Insbesondere folgt also
P(A) = lim P(A,)
a) Es folgt sofort aus Teil b) ©

P(N A= 1- PO\ U A,) = 1- P(U(\AL)) = 1~ lim P(\A,) = 1 (1~ lim P(4,))

neN neN neN

= lim P(A,).

n—oo

4.5 Definition und Satz: (Verteilungsfunktion)
Sei P ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf (R, B(R)).
a) Die Funktion Fp : R —» [0,1], Fp(x) := P((—o00,z]) besitzt die folgenden Eigenschaften

Fp ist monoton wachsend, rechtsstetig und lim Fp(x) =1, lim Fp(z)=0.  (18)

Die Funktion Fp heiit Verteilungsfunktion vom Wahrscheinlichkeitsmafl P.
b) Umgekehrt gilt: Ist F': R - [0,1] eine Funktion mit den Eigenschaften aus Gleichung
(18), dann existiert ein eindeutiges Wahrscheinlichkeitsmafl P auf (R, B(R)) mit F' = Fp.

Beweis.

a) Sei P ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf (R,B(R)) und Fp : R - [0,1], Fp(x) :=
P((-o00,z]) die zugehorige Verteilungsfunktion. Dann ist:

(1) Fp monoton wachsend, denn fiir x1 < x5 € R gilt

Fp(x1) = P((-00,21]) < P((-o00,22]) = Fp(2).
(2) Fp rechtsstetig, denn sei (x,) € R mit x,, > 2 € R von oben fir n - oo, dann gilt

(o0, 21] 2 (00, 25] 2 (o0, 23] 2 -+ und (-o0,x] = r]\](—oo,xn]

9 Ende der neunten Vorlesung vom Fr, 09.05.14
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Deshalb gilt

lim Fp(a,) = lim P((=00,2,]) "= P((=00,]) = Fp(x).

(3) lim Fp(z) = lim P((~00,2]) =" P(R) = 1.

(4) lim Fp(z) = lim P((-c0,z]) "=” P(¢) =0.
b) Sei F': R - [0,1] eine Funktion mit den Eigenschaften aus Gleichung (18). Zeige
zunéchst die Eindeutigkeit:
Seien Py, Py zwei Wahrscheinlichkeitsmafe auf (R, B(R)) mit Fp, = Fp,. Dann folgt fiir
alle x € R

Pi((=o00,2]) = Fp, () = Fp, () = Py((-00,2]).
Also folgt Py = P, auf € = {(—oco,z]|z € R}. Offenbar ist £ durchschnittstabil und wegen
Satz 4.1 gilt 0(&) = B(R). Mit Lemma 3.12 folgt dann P; = P, auf ganz B(R).
Die Existenz folgt aus dem Maferweiterungssatz von Carathéodory (Inhalt der Stochas-
tik 2 Vorlesung). O

Bemerkung: 4.5 bedeutet, dass es eine Bijektion zwischen der Menge
MY(R) := {P: B(R) - [0,1]| P ist Wahrscheinlichkeitsma$ auf (R, B(R))}

und der Menge aller Funktionen, die die Eigenschaften aus Gleichung (18) besitzen,
gibt.

4.6 Beispiel: (Verteilungsfunktionen von diskreten Verteilungen)
Sei ¢ # 2 € R hochstens abzéhlbar. Dann ist

B(Q)={QnAlAecB(R)} =P(Q).
Jedes Wahrscheinlichkeitsmafl P auf (€2, P(£2)) ist nach Kapitel 1 durch seine Zahldichte
fp: € —[0,1] eindeutig bestimmt, d.h.

VAcQ: P(A) =) fr(w).

weA
Das Wahrscheinlichkeitsmafl P auf 2 definiert durch

P(A):=P(AnQ) YAeB(R)

sofort ein Wahrscheinlichkeitsma P auf (R, B(R)). Man identifiziert nun P ¢ M*(R)
mit P auf (Q,P(Q)), indem man P = P schreibt. Betrachte nun die zu P ¢ M!(R)
assoziierte Verteilungsfunktion Fp. Die Funktion Fp ist dann eine monotone rechtsstetige
Treppenfunktion mit Sprungstellen in w € 2 und Sprunghéhe fp(w).

Bsp: Sei P = By 1 die Binomialverteilung auf Q ={0,1,2,3} mit Zéhldichte fp(0) = § =

fe(3) und fp(1) = § = fp(2).
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4.7 Darstellung allgemeiner Wahrscheinlichkeitsmafle auf diskreten Wahr-
scheinlichkeitsraumen:

Sei ¢ # {2 € R hochstens abzéhlbar mit P(2) als o-Algebra. Sei ferner P ein Wahrschein-
lichkeitsmaf} auf €2, das eindeutig durch die Zahldichte f : — [0, 1] bestimmt ist, dann
ist

P=30,f(w).

wel)
Dabei ist 0, das Wahrscheinlichkeitsma$ auf (€2, P(2)) mit

1 ,weA

0u(A) = {O wEd

0, heiBit Punktmaf} oder Dirac-Maf3 in w € Q.
Bsp: 2={0,1,---,n}, dann ist

" o(n
B, = Z (k)pk(l —p)n—k O
k=0

4.8 Kontinuierliche Wahrscheinlichkeitsmafle auf R mit Dichtefunktionen:
Sei f:R — [0, c0) eine integrierbare Funktion mit [ f(x)dz = 1. Dann wird fir alle ¢ e R
R

durch
F(t):= f f(x)dz
(—00,t]

eine monotone und stetige Funktion F': R — [0, 1] mit tlirglo F(t) =1 und tl_}{rio F(t)=0
definiert. Die Funktion F' besitzt also insbesondere die Eigenschaften aus Gleichung (18)
und daher existiert nach 4.5 genau ein zu F' assoziiertes Wahrscheinlichkeitsmafl P auf
R mit F = Fp. P heifit das Wahrscheinlichkeitsmafl auf R mit der Dichtefunktion f.
Fiir eine stiickweise stetige Funktion f € Cs;(R) liefert der Hauptsatz der Differential-
und Integralrechnung, dass F' fast tiberall (f.i1.), d.h. auBlerhalb einer Nullmenge (den
Unstetigkeitsstellen von f), eine Stammfunktion von f ist, also gilt F’ = f f.i.

4.9 Beispiel: (Gleichverteilung)
Sei a < b € R. Betrachte die Gleichverteilung auf [a,b] und definiere die Dichtefunktion

1
= e [a,b]
/(@) {0 , sonst
Dann ergibt sich sofort
0 ,t<a
F(t)=42% | tela,b].
1 , t2Db
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Dabei ist es vollig egal, ob die Intervallgrenzen a,b dazu gehoéren oder nicht, da einzel-
ne Punkte (sogar abzahlbare Mengen) Nullmengen sind, die bei der Integration nicht
beitragen.

4.10 Exponentialverteilung:
Sei A > 0. Definiere die Dichtefunktion

fA(x)::{o L 2<0

N-er x>0

Dann ergibt sich sofort

m= [ f(x)dx:{o 120

l—-e™M _t>0
(—oo,t]

Bemerkung: Das zu F) gehorende eindeutige Wahrscheinlichkeitsmafl heifit Fxponenti-
alverteilung mit Parameter A. Man schreibt haufig exp, € M!(R). Die Verteilung exp,
ist das kontinuierliche Analogon zur diskreten geometrischen Verteilung auf Ny. Beide
Verteilungen sind insbesondere gedichtnislos (vgl. Ubungen). Die Exponentialverteilung
findet haufig Anwendung bei der Modellierung von Prozessen mit kontinuierlichen War-
tezeiten.

4.11 Satz: (Grenzwertsatz fiir geometrische Verteilungen)
Sei (pn) € (0,1) eine Nullfolge und (X,) ¢ R eine Folge von Zufallsvariablen, sodass
jedes X, mit zugehorigem p,, geometrisch verteilt ist fiir n € N. Die X,, haben Werte in
Ny. Dann hat die Zufallsvariable p, - X,, Werte in p,, - Ng := {0, pn, 20n, 3P, -} Sei nun
F,, die Verteilungsfunktion der Verteilung von p, - X,, fir n € N. Also ist fiir alle x € R
und n e N

Fo(2) = By x, ((-00,7]) = P(p, X, < 7) = P(X, < ).

Dann gilt fiir alle x € R
lim F,(z) = F(z),

wobei F' = Fy_; die Verteilungsfunktion einer exp,-Verteilung ist.
[Kurz gesagt: Die Verteilungsfunktionen von p, X, konvergieren also punktweise gegen
die Verteilungsfunktion einer exp,-Verteilung.|

Beweis.

a) Fur < 0ist F,(x) =0=F(z) v
b) Fir x >0 ist

| =] | =]

1-(1=py)loalt!
pn(l_pn)k:pn' (1_pn)k:pn' ( )
0 0

=1-(1-py)le!
1-(1-py) ( )

Fo(z) = P(X, < ﬁn) -2 :

=1-[(1 _pn)ﬁ]pnqﬁj”) - 1-e™=F(x) fir n - oo.
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Dabei bezeichne |.| die GauBklammer, die auf die nichste ganze Zahl abrundet.’? [

4.12 Normalverteilungen:
Seien 1 € R, 02 > 0 Konstanten. Die Normalverteilung N, ,» € M!(R) mit Mittelwert p
und Varianz ¢? ist das Wahrscheinlichkeitsmafl mit der Dichtefunktion

fuff?(x) =

_(@-w)?
e 22 | zelR.

V2ro?

Fir =0 und 02 = 1 ergibt sich der wichtige Spezialfall Ny, die so genannte Standard-
normalverteilung mit der Dichtefunktion

_2?
2

fo,l(l') = , I€ R.

1
e
V2T
Wohldefiniertheit: Sind die f, ;2 tatsachlich Dichtefunktionen?
a) Offenbar gilt f, 02(1‘) > 0 fiir alle z € R.

b) Betrachte I := f e T dx dann folgt mit der Transformationsformel fiir z = rcosy

—00

und y = rsin ¢ sofort

[ee] o0

Izzfe‘gda: /eyzdy [/e

—00 =00

(2, y)

[ee]

ffe Trdrdp = 2n[-e 2]0 =27,

0

) 22 )
Also ist [ e"2dz = /2. Daraus folgt weiter [ fo1(x)dz =1 und fir p e R, 02 >0

ergibt sich ferner mit der Substitution y = %

r ro1 (@-u)? 1 [ 2
ffugz(x)dxzf e 202 dxz—fe‘?dyzl.
K ’ J /2702 V2T -

Bemerkungen:
o Viele Probleme lassen sich mit der Substitution y = \x/;o_’; von einer allgemeinen

Normalverteilung N, ,» auf die Standardnormalverteilung Ny ; zurtickfihren.

« Die Standardnormalverteilung Ny ; hat die zugehorige Verteilungsfunktion

O(z) = f for(t)dt, xeR.

10 Ende der zehnten Vorlesung vom Mi, 14.05.14
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o Man kann beweisen, dass ® nicht durch elementare Funktionen (Polynome, sin, cos, exp, In, ---)
ausgedriickt werden kann.

o & ist tabelliert fiir x > 0, denn aus der Achsensymmetrie (bzgl. der y-Achse) von

fO,l fOlgt
O(-z)=1-d(x).

o Normalverteilungen erhalten ihre besondere Bedeutung durch den so genannten
zentralen Grenzwertsatz.

Galton-Brett:
An jeder Stelle dieses Bretts sei die Wahrschein-

lichkeit fiir links oder rechts bei einer Kugel p = 3
unabhéngig von links bzw. rechts in den vorheri- I
gen Schritten. Die Fiilllung des Auffangbehalters ist /.
dann B, 1 -verteilt. Was passiert fiir grofle n, bzw. ® o
n — oo? ®\o ©
® o\o o
4.13 Stirlingsche Formel: oo o0
Die Stirlingsche Formel besagt ® &0 0 00
e 0 ® @ & o ©
nl~\2mn-n"-e™", (19)

wobei ~ bedeutet, dass

n! ) Abbildung 1: Darstellung eines
V2rn - nn - e > 1 fiarn oo, Galton-Bretts

4.14 Beziehung zwischen Binomialverteilung
und Normalverteilung:
Sei pe(0,1),neN, ke{0,--,n} mit n > oo,k - 00, n —k — oo. Dann gilt

!
Bk = ()=t = et o
. 2en ()" (n(L=p)\" ek
\/27Tk-27r(n—k)(k) ( n-k ) ‘
= 1 'e—n;t](%).
2mn - g (%54)
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Dabei ist
g(0) ::tln(%)+(1—t)1n(11%;) and
g'(t)=ln(£)—1n(%) and
() -

Also gilt g(p) = ¢'(p) =0 und ¢"(p) = %-1— l%p = ﬁ. Eine qualitative Taylorentwicklung
um p liefert

2 3
g(ﬁ)=0+0+1g"(p)(é—p) +O((E—p))fﬁrﬁ—>p
n 2 n n n

o) o)) ke

Wahle Parameter nun so, dass (% - p)3 -n = 0 flir n - oo gefordert werden kann, d.h. es

1
+—.
1-t

~+ | =

gilt % -p= 0(%) fiir n - oo. Dann folgt

n3
n(E-p 2 .
Bnp({k}) = S S ~6_% .e‘"'o((ﬁ—p)d)
27Tnp(1 - p) — fiir n—>oo
1 _ (k=np)?
~—— .¢ 2np(1-p) getze 0.2 - np(l _p)
2mnp(1 - p)

1 _ (k-np)?

67=fnn _ (k).
W p»p(lp)()

~

4.15 Verteilungen auf (R? B(R9)):

Die gemeinsame Verteilung von d R-wertigen Zufallsvariablen Xi,---, X, ist oft wichtig
fir die Praxis. Im Folgenden werden diskrete Verteilungen und ausgewéhlte kontinuier-
liche Verteilungen vorgestellt.

a) Diskrete Verteilungen auf R Sei ¢ # Q ¢ R? hochstens abziahlbar. Dann ist B(Q2) =
P(Q2). Betrachte nun eine Zahldichte f : Q — [0,1] und definiere das zu f gehorende
Wahrscheinlichkeitsmafl P auf (2, P(€2)); wie im eindimensionalen Fall kann man dann
P auch als Wahrscheinlichkeitsmaf} auf (R?, B(R?)) auffassen:

VAeB(RY): P(A)= > f(w).

weNNA

b) Verteilungen mit (Lebesgue-) Dichtefunktionen: Sei A? das Lebesgue-Maf} auf (R4, B(R4)).
Man kann zeigen (Analysis I11), dass das Lebesgue-Maf eindeutig dadurch chrakterisiert
ist, dass es die folgenden Eigenschaften erfiillt:
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o Das Lebesgue-Mafi A\ : B(R?) — [0, o0] ist o-additiv, d.h. fir eine disjunkte Folge
(A4,) < B(R?) gilt stets

Ad(u An) = Y M(A,).

neN neN

e Fir ayp < bl,'“a,d < bd eR gllt
d
M ([ar,b1] x -+ x [aq,ba]) = [ T (br — ax).
k=1

Sei nun f : R? - [0, 00) eine Lebesgue-integrierbare Funktion f € £;(R9) := {f : R? -
R| f Lebesgue-integrierbar} mit

o0

ffd/\d f ffxl, ) drrdag = 1

Solche Funktionen heiflen Dichtefunktionen oder Dichten. Zu einer Dichte f existiert ein
Wahrscheinlichkeitsmafl P € M"(R?) mit

o0 o0

P(A) :=ffd)\d:[]lA(x)f(x)d)\d(x)=f---/]lA(xl,---,xd)f(xl,~--,xd)dx1mdxd

mit der charakteristischen Funktion

1 ,xeA
]lA(J]) = {0 x¢A

c) Beispiel: (Direkte Produkte von kontinuierlichen eindimensionalen Verteilungen) Seien
deN,und fi, -, fg: R > [0, o) uneigentlich-integrierbare Cg-Dichtefunktionen mit

f fr(z)de =1, k=1,---,d.

Definiere nun eine Dichtefunktion f:R¢ — [0, 00) durch:

f(@y,mq) = f(@1)-f (2a)-
Dann ist f € £1(R9) mit

[fd)\d [ [f(xl, ,Tq)dxy- dxd—ffl(xl Ydaxq- [fd(xd)dxd—ld—l

— 00
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d) Fazit: Die Funktion f ist also die Dichte eines Wahrscheinlichkeitsmafes P € M (R9).
Seien Py,---, P; die Wahrscheinlichkeitsmafle auf R, die zu den Zahldichten f1,--, f4 ge-
hoéren. Dann gilt fiir

A=a;x-xAge BR)® - ® B(R) = B(R?)
stets

P(A) = [ F(2)d\(z) = f i (1) dy - f Fa(ra)dza = Pi(Ay)-Py( Ay
A Ay Aq

Produktmaf PP(A) _ (Pl x Pd)(Al N Ad) = P(Al X eee X Ad)

auf £ := {A; x--x Ay|Ay,-+, Ag € B(R)}. Das Mengensystem & ist durchschnittstabil mit
o(€) = B(R?%). Damit ergibt sich abschlieflend P = Py x --- x Py.11

4.16 Beispiel: (Verteilungen auf R?)

a) Gleichverteilungen auf Teilmengen von R?¢ (geometrische Wahrscheinlichkeiten). Sei
AcR A e B(R?) mit A4(A) € (0, 00). Die sogenannte Gleichverteilung auf A ist definiert
als das Wahrscheinlichkeitsmafl P4 auf (R, B(R¢)) mit der Dichtefunktion

1
fa(x) = W]IA(x).

Dann ist f4 € £;(R%) mit

1 _X4(A)
A/fA(a:)d$—)\d(A)Afldx—>\d(A)—1.

Man definiert nun das assoziierte Wahrscheinlichkeitsmaf} fiir alle B € B(R?) durch

Pu(B) := BffA(w)dfﬁ = ﬁfwdw %
R? =1 4nB(x)

,Gewicht gilinstiger Ereignisse®
,Gewicht aller moglichen Ereignisse

Dieser Ausdruck ist analog zur Formel P = auf Laplace’schen
Wahrscheinlichkeitsraumen.

b) Die d-dimensionale Standardnormalverteilung: Wéhle

N

I a2
fl(x):"':fd(x):\/%e z.

1 Ende der elften Vorlesung vom Fr, 16.05.14
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Dann sind die assoziierten Wahrscheinlichkeitsmafie P, -, P; € M*(R) die eindimensio-
nalen Standardnormalverteilungen Ny ;. Das assoziierte Porduktmaf

P = NO,l Xoeee X NO,l € Ml(Rd)

heiflit d-dimensionale Standardnormalverteilung. Nach 4.15 d) ist die zu P gehorende
Dichtefunktion

1 adeead
e 2

f(zla"'axd) =

d

(2m)3

4.17 Beispiel: (Buffon’sches Nadelproblem)

Auf dem Boden seien parallele Linien im Abstand 1 gezeichnet. Man werfe ,zuféllig”eine
Nadel der Lange N € (0, 1] auf den Boden. Wie grof ist nun die Wahrscheinlichkeit, dass
die Nadel mindestens eine Linie trifft?

Entscheidend ist der Abstand des Nadelmittelpunktes von der néchsten Linie. Aus Sym-
metriegriinden ist dieser Abstand auf [0, %] gleichverteilt. Ferner sei der Winkel « der
Nadel zu den Linien gleichverteilt auf [0, 7].

Lésung: (fiir dieses Modell) Wahle A = [0, 3] x [0, 7] € R? und P4 als Gleichverteilung
auf A. Sei B das Ereignis, das dem Treffen der Nadel einer Linie entspricht. Dann ist

PA(A\B) :g f sin(¢)dt = %

0

und oN
Ps(B)=1-—.
T

4.18 Beispiel: (Paradoxon von Bertrand)

Waihle im Einheitskreis S := {x € R?||z|2 < 1} eine zufillige Kreissehne. Wie grof§ ist nun
die Wahrscheinlichkeit, dass die Sehnenldnge mindestens der Lange eines gleichseitigen
Dreiecks mit Eckpunkten auf dem Rand von S entspricht? Diese Lénge ist offenbar /3,
denn fiir die dritten komplexen Einheitswurzeln gilt e = —% + z?

Mathematisches Modell 1: Halte einen Randpunkt der Sehne fest, z.B. 1 € C und wahle
den zweiten Randpunkt z € C mit |z| = 1, sodass arg(z) auf [0,27] gleichverteilt ist.
Dann liefert die Geometrie, dass die gesuchte Wahrscheinlichkeit % ist.

Mathematisches Modell 2: Wahle den Sehnenmittelpunkt gleichverteilt auf der Einheits-
kreisscheibe S. Dieser Sehnenmittelpunkt bestimmt dann die Sehne (orthogonal zum
Durchmesser) eindeutig. Wéhle P = Pg € M!(R?) als die Gleichverteilung auf S. Aus

der Geometrie folgt dann fiir die ,giinstigen Ereignisse“ B := {z € C| |2| < 3} sofort

N(B) 1
™

Ps(B) = 3(8)

1
1
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Es ergeben sich also verschiedene Ergebnisse bei beiden mathematischen Modellen. Dies
ist aber nicht paradox, denn das urspriingliche umgangssprachliche Problem ist zu un-
préazise formuliert.

4.19 Definition:
Sei A € R eine Borelmenge, also A € B(R?). Dann definiert man

M (A):={P: A~ [0,1]|P ist Wahrscheinlichkeitsmaf} auf (A, B(A))},

wobei B(A) = {An B| beB(R?)} ist.

Wie verhalten Sich Verteilungen Px von Zufallsvariablen X bei Transformationen?

4.20 Beispiel: (Verteilungen eindimensionaler transformierter Zufallsvariablen)

Sei (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X : 2 - R eine Zufallsvariable mit Ver-
teilung Py € M1 (R).

a) Sei Fx die Verteilungsfunktion zu Px und ¢ € C(R) streng monoton wachsend. Dann
existiert auch ¢! € C(R) ebenfalls streng monoton wachsend. Die Transformationen
¢, ¢! sind insbesondere messbar (, da sie stetig sind), also ist

poX=p(X): Q>R
eine Zufallsvariable und ¢ o X hat die Verteilungsfunktion
Fpox(z) = P(o(X) <) = P(X <97 (2)) = Fx(¢7'(z)), z¢€R.

b) Sei fx : R - [0, 00) die Dichtefunktion zu Py und ¢ € C!'(R) streng monoton wach-
send. Dann existiert auch ¢! € C!(R) ebenfalls streng monoton wachsend. Dann ergibt
sich fiir die Dichtefunktion der transformierten Verteilung fiir x e R

foox(x) = %Fwox(fc) = %Fx(so_l(x)) = (Fx)' (¢ (@) (¢7) (@) = fx (¢7' (@) (¢71) (@)

Man erhalt also die niitzliche Gleichung

foox (@) = fx (07 (2)) - (¢7)' (@) (20)
c) Beispiel: Sei X eine standardnormalverteilte Zufallsvariable, d.h.

1 22

e 2, xelR.
V2T ’

fx(x)=
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Sei ferner o > 0 und () := o-x. Dann ist offenbar ¢ € C*(R) streng monoton wachsend
und auch ¢! € C*(R) ebenfalls streng monoton wachsend mit ¢~!(x) = Lz. Dann hat
P,.x = P,x die Dichtefunktion

fsaoX($):faX($):\/—2—7T€_ 2 :\/%6727.

Die Verteilung von o X ist also P,x = Ny ,2.

d) Die Transformationsformeln aus Teil ¢) lassen sich auch durch individuelle Argumente
auf nicht monotone Transformationen ¢ erweitern.

Beispiel: Sei die Zufallsvariable X Ny -verteilt und ¢(z) := 22. Dann ist fir <0

Foox(x) = Fx2(2) = P(X?<2) =0
und fir z >0
Fx2(z) = P(X? <2) = P(—V7 < X? <\/x) = Noa([-V, V7)) = (V) -@(—/x) = 20(/7)-1.

Also ist

0 , <0

20(\/r)-1 , x>0

die Verteilungsfunktion von Pyx2. Die zugehorige Dichte ergibt sich durch Ableiten fiir
x<0zu fy2(x) =0 und

Fx2(x) ={

d

fxa(x) = %sz(x) = %(2@(\/5) ~1) =28'(\/z) 1 oWz 1

NI}

4.21 Transformationsformel fiir Dichtefunktionen bei Diffeomorphismen:

Sei (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X = (Xp,+, Xy) : © - R? eine Zu-
fallsvariable mit Dichtefunktion fx : R? — [0,00). Sei ferner 7' : R? - R? ein C!-
Diffeomorphismus (bijektive stetig differenzierbare Abbildung, deren Umkehrabbildung
wieder stetig differenzierbar ist). Dann ist auch T o X : Q2 — R? eine Zufallsvariable mit
zugehoriger Dichtefunktion

fTox(.T):fx(Til(x))'|deth71($)|, T €. (21)

Dabei bezeichne JT-1(z) die Jacobi-/Funktionalmatrix (die Matrix der ersten partiel-
len Ableitungen) von T-!(x).

Bemerkung: Formel (20) ist der eindimensionale Spezialfall von (21).12

12 Ende der zwolften Vorlesung vom Mi, 21.05.14
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5 Momente R-wertiger Zufallsvariablen

Neben dem Wahrscheinlichkeitsmafl einer Zufallsvariablen, gibt es noch weitere wichtige
Kenngroflen dieser, z.B. den Erwartungswert und die Varianz. Zur Definition dieser
Begriffe benotigt man allerdings einen Integralbegriff bzgl. allgemeiner Mafle.

5.1 Integration von Treppenfunktionen:
a) Sei (2,4, P) ein Mafiraum, d.h Q # ¢, A o-Algebra und P: A — [0, c0] ein Maf.
Fiir A € A betrachte die Indikatorfunktion (oder auch charakteristische Funktion)

14(2) 1 ,z€eA
xXr) = .
4 0 , zeQ\A

Offenbar ist 1 4 messbar < A messbar. Setze nun

f 14dP = P(A).
Q

b) Definition: Eine Funktion f: € — [0, 00) heiBit nicht negative Treppenfunktion, falls
esneN, a,-,a, >0 und Ay, - A, € A gibt, sodass

f= Z ail 4 (22)
k=1
gilt. Weiterhin ist

EX(Q,A):={f:Q—>[0,00)| f ist eine nicht negative Treppenfunktion}

die Menge aller nichtnegativen Treppenfunktionen.
Definiere nun durch

f faP =3 aP(AL)
IS k=1

das Integral fiir nichtnegative Treppenfunktionen.
Man verwendet ferner die Konventionen

0-2=0Vxe[0,00] und oo +2x =00 V€ [0,00]

5.2 Eigenschaften des Treppenintegrals:
Seien fir n €N f, f., 9,9, € E7(2,.A). Dann gilt:
a) Linearitat: Fir alle a,b > 0 gilt

Q[(af+bg)dP=aQ/fdP +begdP.
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b) Monotonie: Fir f < g gilt

f fdP < f gdP.

¢) Monotoner Limes: Sind f,, und g, monoton wachsend. Falls hm fn= Sug fn= sug Gn =
ne ne
lim g, gilt, so gilt auch

hm fondP =sup | fu.dP=sup | ¢g,dP = hm / gndP.

2 neN 2 neN

d) Ist f:Q — [0, 00) messbar, so existiert stets (f,,) € E7(Q2,.A) mit f, 1 f fir n - oo.

5.3 Integration messbarer Funktionen:
a) Sei f: 8 - [0,00) eine positive messbare Funktion. Dann existiert nach 5.2 d) eine
Folge (f,) € £7(Q,A) mit f, 1 f fiir n - oo. Definiere deshalb

f fdP = lim f FudP =sup [ fodP € [0, 00]. (23)
Q

2 neN 2

Dieses Integral ist nach 5.2 ¢) wohldefiniert.
b) Definition: (Integrierbarkeit positiver und messbarer Funktionen) Eine positive Funk-
tion f:Q — [0, 00) heifit integrierbar, falls sie messbar ist und [ fdP < oo ist.

Q

¢) Sei nun f: € - R messbar. Setze
fi=max(f,0) >0 und f_:=—-min(f,0) >0.
Insbesondere sind f,, f- messbar, da die Abbildungen max, min stetig sind. Ferner gilt

f=fe=found |[f]=fi+ [

/fidP,f|f|dPe[0, 00].
Q Q

f|f|dP:oo<:>[f+dP:oooder ff,dp:oo.
Q Q Q

Nach Teil a) sind dann
Also gilt

d) Eine Funktion f:Q — R heifit integrierbar (bzgl. P), falls f messbar und

f|f|dP<oo(<:>ff+dP<oound ff_dP<oo).
Q Q Q
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fodP::QfﬂdP—fo_dPeR.

¢) Eine Funktion f: ) — C heiit integrierbar (bzgl. P), falls f messbar und Ref, Imf
integrierbar sind. In diesem Fall setze

fodP::Q/RefdPJriQfImfdPeC

f) Fir K e {R,C} definiere die Menge

In diesem Fall setze

L1(QAP):={f:Q—K| f integrierbar bzgl. P}.

L1(£, A, P) ist ein Vektorraum, versehen mit der (Halb-)Norm (héngt vom verwendeten
MaB P ab)

1= 1fle = [ 1714
Q

5.4 Fakt:
Das Integral

[:L(QA P) > K, fH/fdP
Q

ist ein lineares monotones Funktional.

5.5 Beispiel: (Integration bzgl. diskreter Mafe)
a) Sei  # ¢ hochstens abzdahlbar und A = P(A). Wahle (p;)zeq € [0,1] mit Y, p, = 1.

e
Betrachte das assoziierte Wahrscheinlichkeitsmafi P auf (£2,.4) mit

P(A):=> " p, VAe A

reA

Fur dieses Wahrscheinlichkeitsmafl kann man auch kurz

P(A):= )" p,0, vgl. 4.7

zeQ)

schreiben. In dieser Situation ist jede Funktion f:{2 - K messbar und es gilt:

FeLi(QA4P) = 3 plf(x)] < oo.

ze)

2] feLi(AP) = [ fdP=Y p.f(2) cK.
Q

zed
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b) Sei 2:={0,1,2}, A:=P(2) und P := B, 1 Binomialverteilung mit n = 2 und p = :.
Dann ist offenbar 1 . .
P = Z(SO + 5(51 + 4—1(52

Dann ist

1 1 1
f sin(w)dP = ¢ sin(0) + 2 sin(1) + 7 sin(2),
Q

5.6 Wiederholung: (Lebesgue-Maf auf R)
a) Auf (R, B(R)) existiert genau ein Maf§ A mit

Va<beR:\([a,b])=b-a.

Dieses Maf3 heifit (eindimensionales) Lebesgue-Ma8.
b) Fir a < b e R sei f € £y1([a,b],B([a,b]),\) mit [|f|d\ < oo. Dann ist f auch in
R

L1(R,B(R),\) und es gilt

o0

[fdA:ff(x)dx.

5.7 Wiederholung: (Lebesgue-Mafl auf R¢)
a) Auf (R4, B(R?)) existiert genau ein Mafl A\¢ mit

d
Va1 < bl,---,ad < bd eR: /\([al,bl] X +ee X [ad,bd]) = H(bk - ak).
k=1

Dieses Maf3 heifit (d-dimensionales) Lebesgue-Maf.

5.8 Integration mit Dichtefunktionen bzgl. Wahrscheinlichkeitsmaflen auf R

bzw. R4

a) Sei f:R? - [0, 00) eine Dichtefunktion, d.h. f ist messbar und [ fdA? = 1. Betrachte
Rd

das zu f assoziierte Wahrscheinlichkeitsmaf3 P e M!(R%), d.h.

VA e B(RY) : P(A) = f F(2)d\(z) = f 1a(2) f(2)d\(z) <: P = fA.

Man beachte dabei, dass P = fA? lediglich eine Schreibweise, aber kein ,,sinnvoller Ausdruck
1st.
b) Satz: Sei f:R? - K messbar. Dann gilt

ge¢ El(Rdvg(Rd)7P) g fg € El(Rd’B(Rd),P)
Vgeﬁl(Rd,B(Rd),P):/gdP=fg(x)é(x)dAd(x)=fgd(f)\d)=fgfd)\d.

R4
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e x>0
0 , <0
rameter 1. Dann ist diese Verteilung gegeben durch P = f-\. Fir g(x) = x ergibt sich!?

fde(:E):/xf(m)dx:jox-e_xaM:l

R

c) Beispiel: Sei f(z) := die Dichte einer Exponentialverteilung P mit Pa-

5.9 Satz: (Konvergenzsitze der Integrationstheorie)

Seien (2, A, P) ein Mafiraum und (f,,) € £:(Q2, A, P) mit f,, - f punktweise fiir n - oo.
Dann gelten die beiden wichtigen Satze:

a) Satz tiber monotone Konvergenz: Falls f,,, f reellwertig sind und f,, 1 f € £1(£2, A, P),

50 gilt
lim f FodP = f fdP.
Q Q

b) Satz iiber majorisierte Konvergenz (Lebesgue): Sei g € £1(£2, A, P) mit der Eigenschaft
VneN,VweQ:|fu(w)| <lg(w)]

eine so genannte (Lebesgue-) Majorante zu f,. Falls es eine Funktion f gibt, sodass
fn = [ punktweise fiir n - oo, dann ist f € L(£2, A4, P) und es gilt

lim [ f,dP - f fdP.
Q Q

5.10 Definition: (Erwartungswert)
Seien (€2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X : {2 - R eine Zufallsvariable.
a) Falls X € £,(Q, A, P), so heifit

E(X) :=/XdP ¢R
Q

Erwartungswert von X.

b) Sei n e Nund X" e £,(€2, A, P), dann heifit

i 3= i (X) ¢=E(X”)=fX"dP €R
Q

das n-te Moment von X.
¢) Man bezeichne mit

Lo(2, A, P):={X:Q - R| X messbar , [ | X[2dP < oo}
Q

den Vektorraum der quadratintegrierbaren Zufallsvariablen.

13 Ende der dreizehnten Vorlesung vom Fr, 23.05.14
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5.11 Satz: (abstrakter Transformationssatz) )
Seien (€2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, (£2,.A) ein Messraum, X : Q —  eine
Zufallsvariable und A : 2 > R eine messbare Funktion. Dann gilt stets

hoX eLi(Q,A P) < heli(Q A Px) (24)

und

[hoX dP:[thX. (25)
Q Q

Beweis.
a) Sei zundchst h:= 14 fiir A e A. Dann gilt natiirlich

fhdPX:PX(A)=P(X—1(A)):fnx,l(,4) dP:f]lA(X(w)) dP(w):fhoX dP.
Q Q Q Q

b) Aus Teil a) und der Linearitét des Integrals folgt die Behauptung fiir alle h € £ +(§~2~ , fl~)
¢) Sei h > 0 eine messbare Funktion. Nach 5.2 d) existiert dann eine Folge (h,,) € £¥(€2, A)
mit h, 1 h punktweise fiir n - oo. Dann folgt auch (h, o X) 1t ho X fiir n —» co. Also

ergibt sich mit dem Satz iiber monotone Konvergenz fiir alle n e N

fhonP - hnonsz)fhndPX &~ [ hapy.
Q Q Q

n—oo

Q

d) Aus Teil ¢) und der Linearitédt des Integrals folgt die Behauptung fiir alle messbaren
Funktionen h.
(Analog beweist man auch die Aquivalenz in Gleichung (24).) O

5.12 Berechnung von Erwartungswerten und Momenten:
Seien (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X : {2 - R eine Zufallsvariable. Ferner
sei h:R - R mit h(z) =2 fiir n e N. Falls X" € £1(Q, A, P) liegt, gilt

,un(X):fX” dP:fhoX P (23)fx" dPy (). (26)
Q Q R

Insbesondere gilt: Ist Py € M!'(R) bekannt, so kann man damit alle existierenden Mo-
mente u,(X) aus Px berechnen. Umgekehrt kann man allerdings i.A. nicht die Vertei-
lung Py aus den Momenten berechnen!
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5.13 Diskrete Beispiele:
) Sei X : Q2 - R eine diskrete Zufallsvariable, d.h. der Wertebereich

X(Q) ={X(w)|weN} ={x1,79,} CR

von X ist hochstens abzahlbar. Dann ist Py ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf X (§2) mit

Px = p,, 0y, mit p,, = P(X =2,) >0.

n>1

Im Falle der Existenz folgt also nach 5.12

E(X)z[X dP:[deX(x): S Dot

n>1

=

und allgemeiner fiir alle n e N

pn(X) = fX” dP = [I” dPx(z) =) pu 2}
3 2 k>1

b) Sei X : Q2 - R eine geometrisch verteilte Zufallsvariable mit p € (0, 1), also gilt
VEk e No.

P(X =k) =p(1-p)",
Damit ergibt sich fiir den Erwartungswert einer geometrisch verteilten Zufallsvariablen
S p(1-p) 1-p
E(X) =) p(1-p)*-k=p(l-p) Y k-(1-p)*'= =—.
20 > “A-(-nP 7

) Sei X : 2 - R eine B, ,-verteilte Zufallsvariable mit p € (0,1) und n € Ny, also gilt

Bup(X = k) = (Z)pk(l _p)k, ke {0, n),
Damit ergibt sich fiir den Erwartungswert einer binomial verteilten Zufallsvariablen mit

Hilfe des binomischen Satzes
n(n-1)! E-1(1 = p)-D-Gk-1) ),

E(X) = Z() (L=p)"* k= Z(k DI((n-1) - (k- D)t

S pZ( )l-(l—p)(”‘”"=n-p-(p+1—p)”‘1=n~p-
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5.14 Kontinuierliche Beispiele:
a) Sei X : (2 - R eine Zufallsvariable. Die Verteilung Px € M!(R) habe die Dichtefunk-
tion f > 0. Im Falle der Existenz folgt also nach 5.12

E(X) :fX dP:fa: dPX(:c):[:c-f(a:) dx.
Q R R
und allgemeiner fiir alle n e N

pn(X) = fX” dP = /x” dPx(x) = fx"f(x) dx.
Q R R
b) Sei X : R — R eine exponentialverteilte Zufallsvariable mit Parameter A > 0, also gilt

0 , x<0

, YVxeR
e x>0

() = {
Damit ergibt sich fiir den Erwartungswert einer exponentialverteilten Zufallsvariablen
r -z 1
E(X)z/x-f(x)dxz/x-)ve dazzx.
R 0

¢) Sei X : R - R eine N, ,2-verteilte Zufallsvariable mit 4 € R und o2 > 0, also gilt

1 (z-w)?
froz(z) = e, VzeR

Damit ergibt sich fiir den Erwartungswert einer normalverteilten Zufallsvariablen

1 7 s
Taem ot

\V2mo? V2mo? -

(e e]

1 7 e? g
E(X)z[a:f(:c) dx = fx-ef(zoz) dx V="
R —00

o0

1 2 1 v
:Wf“ ”’“ny'e S

S — | S —
=272 =0

5.15 Rechenregeln fiir Erwartungswerte:
Seien (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X,Y : ), > R Zufallsvariablen.
a) Linearitdt: Fur alle a,b € R und XY € £,(Q,A, P) folgt aus der Linearitit des
Integrals sofort
E(@X+bY)=a-E(X)+b-E(Y)
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b) Fir X,Y € £,(2, A, P) mit X,Y unabhéngig gilt
E(X-Y)=E(X)-E().

Fiir nicht unabhéngige Zufallsvariablen ist dies i.A. nicht richtig.
¢) Sei n € N, sodass das n-te Moment u,(X) = [ X" dP existiert. Dann existiert auch
Q

tm (X)) fir alle m < n. Speziell ist also
L1(2,A,P)c Ly(2,A,P)

fir Wahrscheinlichkeitsraume (2, A, P).
d) Es gilt die folgende Version der Cauchy-Schwarz’schen Ungleichung (CSU):
Seien X,Y € L5(£2, A, P), dann ist X -Y € £1(€, A, P) und man hat

E(X-Y) < E(X?) -E(Y?).

Beweis. a) Folgt sofort aus der Linearitét des Integrals.

b) (fir diskrete Zufallsvariablen X,Y")

Die Zufallsvariable X nehme Werte {x1, 23, -} € R an, Y nehme Werte {y1,42,--} € R
an. Dann nimmt die Zufallsvariable X - Y Werte in der abzédhlbaren Menge

an. Dann ergibt sich fiir den Erwartungswert wegen der Unabhangigkeit von X und Y
sofort

E(X-Y)= Z vy, P(X =2,,Y =y;) = Z 2, P(X =2;)y; P(Y =y;)

2,521 7,721
=Y 2 P(X =1;)- ) y; P(Y =y;) = E(X)-E(Y)
1>1 721

(Analog zeigt man, dass alle vorkommenden Folgen tatséichlich absolut summierbar
sind. )4

¢) Fir m <n gilt

1
|um(X)|£f|w|m dPX(:U):f|x|— APy (z) + [ 2™ dPy(2) <1+ (X)) < oo,
R ] R\[~1,1] T

<1
d) Unterscheide zwei Félle:
Sei 0= E(Y2)= [Y2dP = P(Y =0)=1= E(X-Y) =0.

9
Sei E(Y?) >0, dann folgt
0<B((E(Y?)-X - E(X-Y)-Y)?) = E(Y2)? E(X2) + BE(X - Y)2E(Y?) - 2BE(Y?) E(XY)?
- B(Y?) B(X?) - B(XY)?2.
[l

14 Ende der vierzehnten Vorlesung vom Mi, 28.05.14
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5.16 Beispiel:

Seien X7,---, X,, unabhangige B; p-verteilte Zufallsvariablen. Dann ist X := X; +---+ X,
eine B, ,-verteilte Zufallsvariable. Fiir den Erwartungswert folgt wegen der Linearitét
des Erwartungswertes sofort

E(X)=E(X)++E(X,)=n-E(X;)=n(0-(1-p)+1-p)=n-p (vgl. 5.13)

5.17 Definition: (Varianz, Kovarianz, Streuung)
Seien X,Y € £L5(€2, A, P). Dann ist wegen 5.15 d) auch X -Y € £,(, A, P) und man hat
folgende Begriffe:
a) Die Zahl
Kov(X,)Y)=E(X-E(X))- (Y-E(Y)))eR

hei3t Kovarianz von X und Y.
b) Die Zahl
Var(X) = Kov(X,X)=FE((X - E(X))Q) eR

heilt Varianz von X. Die Varianz beschreibt die mittlere quadratische Abweichung von
X zum Erwartungswert E(X).
¢) Die Zahl

o(X):=yVar(X)20

heifit Standardabweichung oder Streuung von X. o(X) ist auch ein Maf} fir die Abwei-
chung von X zum Erwartungswert E(X).

5.18 Rechenregeln fiir Varianz und Kovarianz:
Seien XY, X1, X, € L2(Q, A, P). Dann gilt:
a) Wegen der Linearitdt des Erwartungswertes erhélt man

Kov(X,Y) = BE(XY) - E(X)E(Y) (27)
b) Aus Teil a) folgt dann sofort fiir die Varianz
Var(X) = E(X?) - BE(X)? (28)
c) Wegen Teil b) erhélt man fir alle a,b e R
Var(aX +b) =a*Var(X) und o(aX +b) = |a|o(X),

wie man leicht nachrechnen kann.
d) Es gilt stets Kov(X,Y) = Kov(Y,X).
e) Fir die Summe mehrerer Zufallsvariablen gilt

vmkil X,) :E<(’§1<Xk—E(Xk>>>2> = 3 B((X-E(X))(X-E(X))) = 3 Kovo(Xe, X)),

k=1 k=1
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f) Fir X,Y unabhéngig gilt

515b

Kov(X,Y) = E(XY) - E(X)E(Y)"'2” B(X)BE(Y) - E(X)E(Y) =0.

Aus den Teilen e) und f) folgt ferner die

5.19 Formel von Bienaymé
Seien X7, X, € £2(€2, A, P) unabhingig. Dann gilt:

Var(i X,) = i Var(Xy) (29)

5.20 Beispiele:
) Se1 X : Q- R eine B, ,-verteilte Zufallsvariable. Was ist dann Var(X)?

Mit der Definition der Varianz erhalt man die schwierig zu berechnende

Summe

Var(X) = E(X?) - B(X)?2 Zk2( ) E(1=p)™F — (n-p)2.

Seien X,---, X,, By p-verteilte Zufallsvariablen, dann ist
X=X +-+X,

eine B, ,-verteilte Zufallsvariable. Da X , X beides B, ,-verteilte Zufallsvariablen sind,
gilt ) 3

E(X)=FE(X)und Var(X) =Var(X).
Mit der Formel von Bienaymé 5.19 folgt dann

Var(X) =Var(X) = ;Var(Xk) =n-Var(X;)=n-(E(X?) - B(X)?) =np(1-p).
Damit folgt dann insbesondere
S (oAt = Var(X) « () = (0L —p) = (up)* = mp(1 =)

b) Sei nun X eine N, ,2-verteilte Zufallsvariable. Dann gilt £(X) = p (vgl. 5.14) und es
soll gezeigt werden, dass Var(X) = o? ist.Betrachte dazu die transformierte Zufallsva-
riable X -y, diese ist dann Ny ,2-verteilt und wegen 5.18 b) gilt

Var(X)=Var(X - ) = E((X = p)*) = B(X = )" = [ @ foa(a) d

=0 R
0o .:1 0_2 () y2
xe 202 dr =° /yQG_T dy = o
Voro? / V2T I
—_—
=V2r
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5.21 Definition: (Korrelation)
Seien X,Y € L5(Q, A, P) mit Var(X) >0 und Var(Y) > 0.
a) Die Zahl
_ Kov(X,Y)
T e (X)a(Y)
heiflt Korrelationskoeffizient von X und Y.
b) Falls pxy =0, so heiflen X und Y nicht korreliert.
Falls pxy > 0, so heiflen X und Y positiv korreliert.
Falls pxy <0, so heiflen X und Y negativ korreliert.

5.22 Fakten:
Seien X,Y € L5(Q2, A, P) mit Var(X) >0 und Var(Y') > 0. Dann gilt:
a) Aus der CSU (vgl. 5.15 d)) folgt pxy € [-1,1].

b) Es gilt stets px x =1 und px_x = -1.

c¢) Sind X und Y unabhéngig, so gilt stets pxy = 0. Die Riickrichtung ist falsch.

5.23 Definition: (Erzeugendenfunktion)
Sei X : Q - Ny eine Zufallsvariable mit p, := P(X = n) fir n € Ny. Die sogenannte
Erzeugendenfunktion gx : [-1,1] - R ist definiert durch

gx (1) = io it = E(H5).

Dies ist eine Potenzreihe in ¢ mit Konvergenzradius R > 1.

Fakten: (Erzeugendenfunktion)
Sei X : Q - Nj eine Zufallsvariable mit p, := P(X =n) fiir n € Ny und R > 1. Dann gilt:

a) gx (1) = E(X)
b) g5k (1) = E((X -1)X)) = E(X?) - E(X)

¢) Var(X) = gx (1) + g% (1)(1 - gk (1)).

Beweis.
Gliedweises differenzieren fiir ¢ € (- R, R) liefert

&) g() = T npat = g (1) = B(X).
b) g (1) = 3 n(n = putm2 = g (1) = B((X - 1)X)) = B(X?) - B(X).

o) Var(X) = E(X2) - B(X)2 2 g4, (1) + E(X) - E(X)? 2 g%, (1) + g, (1) (1 - g (1)). O

60



Stochastik 1 5 Momente R-wertiger Zufallsvariablen

5.24 Regeln fiir Erzeugendenfunktionen:
a) Seien XY : Q - Ny unabhédngige Zufallsvariablen. Dann gilt fiir ¢ € [-1,1]

gx+y (1) = E(t*) = E(tX 1) = E(tY) - E(t") = gx (t) - gv (¢).

b) Gilt fiir Zufallsvariablen X,Y : Q - Nj stets gx(t) = gy (t) fur alle ¢t € [-1,1], so folgt
Py = Py, denn sei p§*) = =P(X =n) und ) = P(Y =n) fur n € Ny, dann folgt fiir alle
e[-1,1]

an = g () = gv (1) = Zp(y)t”

Nach dem Identitatssatz fiir Potenzreihen folgt dann p,(1 ) = pELY) fur alle n € Ny und

somit Px = Py.

5.25 Beispiel: (Poissonverteilung)
a) Sei X eine poissonverteilte Zufallsvariable mit Parameter A > 0 Dann ist

<(t) = Z —)\(/\t) oA _ A1)

Daraus folgt fiir Erwartungswert und Varianz einer poissonverteilten Zufallsvariablen X
E(X) = gx(1) = 2} D] = A
Var(X) = g% (1) + A1 = X) = X2+ M1 -)) = A

b) Seien X,Y : Q - Ny unabhangige Zufallsvariablen mit px = II, und py = II, fir
A, ;0> 0. Dann ergibt sich

Also ist gx.y(t) Erzeugendenfunktion einer II,,,-verteilten Zufallsvariablen. Mit 5.24
b) folgt dann, dass die Zufallsvariable X +Y auch II,, ,-verteilt ist.!

5.26 Satz: (Markov-Ungleichung)
Sei I € R ein Intervall, f: I - (0, 00) eine monoton wachsende Funktion und Y : 2 > R
eine Zufallsvariable mit |Y (w)| € I fir alle w € Q. Dann gilt fiir € > 0 stets

P([Y|2¢) < W (30)

15 Ende der fiinfzehnten Vorlesung vom Fr, 30.05.14
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Beweis:
Da f monoton also insbesondere messbar ist, ist f oY wieder eine Zufallsvariable. Be-
trachte nun die Zufallsvariable

Z = 1qype f(€)
mit der Eigenschaft Z < f(|Y]), da f monoton wachsend ist. Dann folgt sofort

f(€)-E(Lygypsey) = f(e) - P(Y] 2 €) = E(Z) < E(f(]Y]))

5.27 Folgerungen:
Sei Y : 2 > R eine Zufallsvariable, dann gilt
a) Momentenungleichung: Falls das k-te Moment von X existiert, dann gilt fir alle € > 0

P(lY]|2¢) < @ (31)

Diese Gleichung ergibt sich sofort aus der Markov-Ungleichung (30) mit f(z) = a*.
b) Tschebyscheff-Ungleichung: Fiir alle X € £Lo(92, A, P) gilt stets

Var(X)
Diese Gleichung ergibt sich sofort aus Teil a) angewendet auf X — F(X) mit k = 2.
¢) Exponentialungleichung: Sei 6 > 0 mit E(e’¥) < oco. Dann gilt fur alle £ > 0
E(edX
P(IX|2 o) < 27 (33)

666

Diese Gleichung ergibt sich analog zur Markov-Ungleichung (30) mit f(x) = €.

5.28 Beispiel: (Tailabschiatzung fur Ny ;)
In welcher Gréflenordnung liegt

1-P(e) = \/% f e dz

fir € > 0 grof3?
Betrachte dazu eine Ny ;-verteilte reellwertige Zufallsvariable X

Die Tschebyscheff-Ungleichung liefert sofort

1 1
1—<I>(5)=P(X25)=§P(|X|2e)§2—82.
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Die Exponentialungleichung liefert fiir 6 > 0
( )
1-®(e)=P(X2e) < ——=

Fiir den Erwartungswert ergibt sich mit Hilfe des abstrakten Transformationssatzes 5.11
fir h(y) := e
(a-9)* 52

1
E(e‘sx)z—fe‘sx _de— f€2€ 2 dy=ez.
\/27T]R V2

Damit folgt weiterhin

2
1-d(e) < €T Ve 0.

Der Ausdruck ez 0 wird fiir § = ¢ minimal, also folgt

M

£

1-®(e)<e 2.
Diese Abschétzung ist viel besser als die, die durch die Tschebyscheff-Ungleichung zu-

stande kommt.

5.29 Satz: (Schwaches Gesetz der grofien Zahlen)

Seien X1, - X, € L2(Q, A, P) unkorellierte Zufallsvariablen, die alle den gleichen Er-
wartungswert m := F(Xy), k = 1,--,n. Ferner sei M > 0 mit Var(Xy) < M fur alle
k=1,---,n. Das so genannte empirische Mittel

:_Zxk

s

ist eine ,Schatzung”fir den Erwartungswert m und fiir alle € > 0 gilt

- M
P(|Xn—m|25)£%—>0fﬁrn—>oo. (34)

Beweis:
Fiir den Erwartungswert des empirischen Mittels folgt sofort

— 1 & m-n
k=1

Fir die Varianz folgt dann mit der Formel von Bienayme 5.19

— 1 n 1 & n-M M
Var(X,) = = Va?"(];1 Xi) = = ’;Var(Xk) < el
Mit der Tschebyscheff-Ungleichung (32) folgt die Behauptung. O

63



Stochastik 1 5 Momente R-wertiger Zufallsvariablen

Bemerkungen: a) Fiir P(|X, - m| > ) - 0 fiir n - oo sagt man auch, die Folge
(X )nen der empirischen Mittel konvergiert stochastisch. Diese Konvergenz ist relativ
schwach.

b) Andere Ungleichungen aus 5.27 liefern evtl. bessere Abschétzungen in (34).

5.30 Beispiel: (Wahlvorhersage)

Wie grof§ ist der Mindestumfang n € N einer Stichprobe fiir eine Wahlvorhersage des
Stimmanteils p € (0,1) einer Partei vor einer Wahl, wenn man die Qualitatsforderung
stellt, dass die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass ein absoluter Fehler grofier als 0, 01 auftritt,
hochstens 0,05 betrigt?

Mathematisches Modell: Wahle n unabhangige Testpersonen, die die Bevolkerung re-
préasentieren. Seien Xi,---, X,, stochastisch unabhéngige {0, 1}-wertige Zufallsvariablen,
wobei 1 der Wahl der Partei und 0 der Wahl einer anderen Partei entspricht. Man nimmt
nun an, dass alle X}, stets B ,-verteilt sind, wobei

Bl,p = p51 + (1 —p)(Sz.

Dann ist "
Sn = Z Xk
k=1

B, ,-verteilt und das empirische Mittel
— 1
Xn=-5,
n

ist eine gute Schatzung fir p.
Das schwache Gesetz der grofien Zahlen 5.29 liefert nun
_ 4

p) < 1 10% !

-~ p(1
P(|X,-p|2¢)< < =—<0,05 > 50000.
( pl2¢) e2n 4e2n 4An =

Andere Ungleichungen aus 5.27 liefern, dass die Qualititsanforderung bereits fir n =
10000 erfillt ist.
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6 Verteilungen von Summen unabhangiger
Zufallsvariablen

6.1 Wiederholung: (Gemeinsame Verteilung)

Sei (€2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X7, -+, X, :  — R Zufallsvariablen. Dann
hat man:

a) Fur alle i = 1,---,n ist die Verteilung Px, € M*(R) von X; gegeben durch

Px,(A)=P(X;€ A) = P{we Q| X;(w) € A}) = P(X;(A))

fir alle A € B(R).
b) Die gemeinsame Verteilung von Xi,---, X,, ist das eindeutige Wahrscheinlichkeitsmaf}
Px, . x,) € M'(R) mit der Eigenschaft

VAeB(R): Px,...x,)(A)=P((X1,, X,) e A) = P((X1,- X,) 7' (4)).

c¢) Nach Satz 3.13 gilt:

X1,-, X, unabhangig < Pix, . x,) = Px, X x Px,.

Beispiel: (Gemeinsame Verteilung)
Seien n = 2 und Xp, Xy {1,2}-wertige Zufallsvariablen. Dann ist P(X;, X5) ein Wahr-
scheinlichkeitsmaf} auf {1,2}2. Seien konkret

1 21X 1 2| X
111 31 11T I [1
a) i 13 b) {13
Sl ol
Y3 3 X3 3

In beiden Beispielen ist
1 1
PX1 = 5(51 + 552 = PX2

und 1. 1. 1. 1
PX1 X PX2 = 1(5171 + 16172 + 1—15271 + 4—152’2.

Im Beispiel a) gilt offenbar Px, x Px, # P(x, x,) und deshalb sind Xy, X, abhéangig.
Im Beispiel b) gilt offenbar Py, x Px, = P(x, x,) und deshalb sind X;, X, unabhéngig.
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6.2 Satze: (Fubini, Tonelli)
a) Seien (£, Ay, Py) und (€, Ag, P, ) zwei beliebige Wahrscheinlichkeitsrdume. Sei ferner
geL1( xQy, A1 ® A, Py x Py), dann gilt

f g(wr,wn) d(PlXPQ)(M,MQ):ffg(wl,wz) dPy(ws) dPi(w1)  (35)

Q1xQ2 Q1 Q2

b) Falls das Integral

ff|9(w1>w2)| dP(w2) dPi(wr)

O O
fast iiberall existiert, so ist g € £1( x Q2,41 ® Ay, P; x P») und es gilt Gleichung (35).

Bemerkungen: a) Teil a) heifit Satz von Fubini, die Umkehrung dieses Satzes, also Teil
b) heifit Satz von Tonelli.

b) Die Reihenfolge der iterierten Integrale auf der rechten Seite in Gleichung (35) ist
beliebig vertauschbar.

6.3 Beispiel: (Produktregel fur Erwartungswerte)
Sei (€2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X, X5 € £1(€2,A, P) unabhéngige Zu-
fallsvariablen. Dann ist auch X - X, € £1(£, 4, P) und es gilt

BE(X1X2) = B(X))E(Xs) [vgl. 5.15 b)]. (36)

Beweis:
Offenbar gilt

00> B(X)E(X) = [ o] dPx(@) [ W] dPe) = [ [ oyl Py (2)aPs(v)

Tonelli unabhéingi
S [ oyl d(Py, % P () " [ eyl dPc v (e.9)

R2 R2

Transformationssatz

mit h(e1,25)=21 22 f|z| dPx,.x,(2) = E(|X1- Xa)
R

Also ist X1- X5 € £1(Q2, A, P). Die gleiche Rechnung ohne Betrége liefert dann Gleichung
(36).16 O

16 Ende der sechzehnten Vorlesung vom Mi, 04.06.14
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6.4 Faltungen von Wahrscheinlichkeitsmaflen auf R<:
Sei A:R¥xR? - R4 (z,y) ~» x+y die Addition auf R9. (Diese Abbildung ist natiirlich
stetig und deshalb insbesondere messbar.)
Fir p, v e MY(R?) heifit
e v i= A x v) € MI(RY)

die Faltung von p,v.

Bemerkungen: a) Fir alle B € B(R?) gilt

(1% v)(B) = (Al x 0))(B) = (1 x 1) (A™(B)) = (nxv)({(v.y) e R? xR 2+ y € BY,).

b) Seiend=1, beR, B =(-o00,b] und F,,, die Verteilungsfunktion von p+v ¢ M1(R?).
Dann gilt

Flvn(b) = (uxv)(B) = (nxv)({(z,y) e R xR?| z +y < b}).
6.5 Satz:
Seien X1, X5 : (92, A4, P) » R? unabhingige Zufallsvariablen. Dann ist

PX1+X2:PX1 *PXQ'

Beweis:
a) Fur beliebige messbare Abbildungen A gilt

(Xl X2)

(2, P) (R? = RY, Py, x, = (X1, X2)(P)) > (R%, A(Px, x,) = (Ao (X1, X))(P))
b) Also folgt insbesondere fiir die Addition A sofort

PX1+X2 = PA(Xl,XQ) = A(P(X1,X2))

6.6 Rechenregeln:
Seien p, v € M1(R?). Dann hat man:
a) Fir alle f e £4 (R4, B(R?), pu  v) gilt

/ f(uev)= [ [ f(z+y) du(z)dv(y), (37)

R4
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denn mit dem abstrakten Transformationssatz 5.11 und dem Satz von Fubini 6.2 folgt

[ raweny= [ rdausv = [ fA@y) dexo@y) = [ 5@y dxe)y)

R4 xR? RéxRd RéxRd
- [ [ 1@+ y) du(@)dvy).

Rd Rd

b) Fiir alle A € [0,1] und p, v, p € M(R?) besitzt die Faltung die folgenden algebraischen
Eigenschaften

i) p*xv=vxpu (Kommutativitét)
i) (urxv)*p=pu*(vx*p) (Assoziativitat)
i) A+ (L=XNv)*xp=Ap*xp)+(1=-N)(v*p) (Distributivitét)

Diese Eigenschaften ergeben sich leicht durch Nachrechnen der Definition unter Verwen-
dung von Teil a). Deshalb wird hier nur die Assoziativitdt bewiesen:
Fiir alle B € B(R?) gilt:

((uxv) = 0)(B) = [1p d(uer)+p)2 [ [ 1p(e+y) dlusv)(@)do(y)

Rd Rd

L [ s )+ y) du@dv(z)dp) 2 -2 e v p).

Rd Rd Rd

6.7 Diskrete Beispiele:
a) Fir alle z,y € R? gilt
Oz * Oy = Ogy, (38)

denn betrachte die beiden konstanten Zufallsvariablen
X=zund Y =y.
Diese sind offenbar unabhéngig und mit Satz 6.5 folgt sofort
Ox+y = Pxiy = Px x Py = 0x * 0y.

b) Seien p, v € M(Ny) mit zugehorigen Zahldichten f,,, f, : Ng - [0,1]. Also lassen sich
w, v darstellen als

= fu(n)d, und v =3 f,(n)s,.

neNg neNg
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7 Ferner ist pu» v € M (Ny) mit

pxv = ( Z fu(n)én)*( Z fu(k)or) = Z fu(n)fu(k)én*ék = Z (i fu(k)fu(m_k))ém-

nENO kENO n,k‘ENQ mGNo k=0

Also ist p ~ v das Wahrscheinlichkeitsmafl auf Ny mit der Zahldichte

fur(m) = Z fu(k) - fu(m - k) fir m e Ny.

¢) Seien p =y, und v = ), Poissonverteilungen mit A, A3 > 0. Dann gilt

m /\m—k 6—()\1+)\2)/\m ™o A k
—/\1 e 22 _ 2 M
le')\l*ﬂ'AQ(m) Ze k,l (m—k,’)‘ m! kz;)(k)()g)

[ ——
Binomischer Satz

e Oy (1 N ﬁ)m _ -Ounng) At A)™
m)!

m!

= 7T)\1+)\2({m})'

2

Also gilt my, * Ty, = Tager,-

6.8 Beispiel: (Negative Binomialverteilung)

Sei 7 € N und p € (0,1). Die Seiten einer Miinze seien mit 0 und 1 bezeichnet, wobei
Seite 1 mit Wahrscheinlichkeit p und 0 mit 1 - p auftritt. Die Miinze wird nun mehrfach
unabhéngig voneinander geworfen. Sei die Ny-wertige Zufallsvariable 7, die Zahl der
Nullen bis zum r-ten Mal eine 1 auftritt. Was ist nun das Wahrscheinlichkeitsmafl Pr, ?
Fiir » =1 hat man die geometrische Verteilung

Pr, = Zp(l _p)k5k~
k=0

Nun kann 7. als Summe der unabhéngigen identisch verteilten Zufallsvariablen Tl(l), TN Tl(r)
betrachtet werden. Es gilt also

Pr, = Py * -

r = * Tf”:PTl*'”*PTl =t (Pr,)™.

Diese Verteilung kann nun geschickt mit Hilfe der Erzeugendenfunktion berechnet wer-
den:

gr, (t) = Zp(l pktk—pZ(l p)t)* =

5.24 a) pr
T

1- (1 p)t
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Fir die k-te Ableitung folgt dann

P pr(=r)(=r=1)-(-r-k+1)(p-1* .
k (t) = -(1-p)* fir k e Ny
und

g8(0) = p" (=r) (=1 = 1)-+(=r =k + 1) (p - 1) fir k € Ny,

Andererseits gilt aber auch

QI
- efinition aylor g ( ) > [T
> P(T, = k)t* Pefiaition o (1) ¥ Z k= Y ( ) )pr(p— 1)kt

k=0 k=0 k! k=0

Definition: (Negative Binomialverteilung)
Die negative Binomialverteilung N B, , ist das Wahrscheinlichkeitsmafl auf Ny mit der
Zahldichte

fun) = (] o=~

6.9 Lemma:
Seien u,v € MI(R?), wobei v eine Lebesguedichte f, € £1(R?, B(R9), A\?) habe. Dann
hat auch p « v e MY(R?) eine Lebesguedichte f,., € £ (R4, B(R?), A?) mit

Fuon(@) = pux fo(2) 1= f F(z—y) du(y) fir fast alle z € RY.

Beweis:
Die Abbildung x ~ u  f,(z) ist [0, co]-wertig und wohldefiniert. Ferner gilt fiir alle
B € B(R?) stets

1+ 1)(B) - f o dus )™ [ [ Lo(osn) duo) dot)
Rt Re —fu(y)dy
- [ [ s+ y) du@ fw)ay ™2 [ [ (s 0) 1) dydue)

Rd R4 Rd Rd

= “yf/]lB(z)f,,(z x) dzdu(x) Fublnl/ffy(z z) du(z) 1p(z) dz

R4 R4

=N*fv(z)

= ((u* f)X)(B)
Also gilt p*v = (pu* f,)\% O
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6.10 Beispiel: (Faltung von Normalverteilungen auf R?)
Fir alle u1, 2 € R und alle 02,02 > 0 gilt:

ﬁ) NMlJ% * Nuzﬂg = NM1+M2705+U§'
E) 5#1 * NO,O'% = N;ﬂ,a%'
Beweis:
a) Wegen
N, 2 Ny 2 28, % Nyoox 0y % Nz = Oyang * Ny oz * N,
/Lhaf ,U,Q,O'S - Y 0,0’% M2 0,0% — Yurt+pe O,Jf 0,0%
und .
(Sm+u2 * NO,O'%‘FO’% = Nulﬂm,a%-#a%
genigt es
NO,U% * NO,O’% = NO,O’%+O’§
Zu zeigen.

z2

Noo2 hat die Dichte fy,2(x) = \/21_26_@ fiir ¢ = 1,2. Damit ergibt sich nach einiger

i

Rechnung am Ende des Tages

2 2

1 _(z-y) y _ z
(foo2 * Joo2) () = 91 /o202 _/ e e *dy=-=K-e i
T
R

fiir eine geeignete Konstante K € R. Man kann also festhalten, dass fq,2 * fo .2 bis auf
eine multiplikative Konstante gleich der Dichte von Ny ,2,,2. Da aber

[ oo )@ da=1= [ fyp2i0(2)do
® R

gilt, folgt fo o2 * fo,02 = fo,02402 und somit die Behauptung.

z2
b) Die Verteilung Ny,2 hat die zugehérige Dichtefunktion fy,2(z) = ﬁe_ﬁ. Mit
1

Lemma 6.9 folgt dann sofort, dass d,, * Ny,o2 die Dichte

)? (e-p1)?

1 _(z—y2 1 o
(O * foo) (@) = =5 [ € 71 () =—=e T = [ 02(2)
R

\/2mo? \/2mo?

besitzt. Dies ist die Dichte von N, ,2.17 O

17 Ende der siebzehnten Vorlesung vom Fr, 06.06.14
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6.11 Definition: (Gamma-Verteilung und y2-Verteilung)
a) Fir a,v > 0 ist die Gamma-Verteilung I, , definiert als das Wahrscheinlichkeitsmaf}
auf R mit der Dichtefunktion

v e x>0

, <0

fo. () = {F(v)

Dabei ist I'(v) := [ 2" 'e7* dx € (0, 00) die Gamma-Funktion.
0
b) Die x2-Verteilung x? mit so genanntem Freiheitsgrad k € N ist definiert als

X =T

N
IMES

6.12 Lemma:
Fir a, v, > 0 gilt:
a) Fa,u * Fa,/,L = Fa,u+,u und fa,u * fa,,u = fa,u+,u-

b) Fiir unabhéngige Ny -verteilte Zufallsvariablen Xi,---, X, : Q - R gilt

_ 32
PX%+---+X72L = Xn-

o) I'(3) =V
d) Fiir die Beta-Funktion gilt

L'(s)I'(t)

B(s,t):= f(l —x) et dy = O

mit s, > 0.

Beweis:
a) Fir <0 gilt offenbar (fo, * fo,,)(x) = 0. Fiir 2 > 0 ergibt sich nach einiger Rechnung
am Ende des Tages

1
I'(p)'(v
(foz,y*fa”u)(l')_ fa,u+11( ) M[(l_z)ulzyldz.
I'(p+v) J
Dieselbe Argumentation wie im Beweis von Beispiel 6.10 a) liefert dann, dass

P(M)F V) pelv=1 4. _ 1
T(p+v) ./(1 2 d
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sein muss und somit Teil a) und d) bewiesen sind.
b) Beispiel 4.20 d) besagt: Ist X; eine R-wertige Np -verteilte Zufallsvariable, so hat X?
eine Verteilung auf R mit der Dichte

1 -z
1 (l')_{ 27rx62 ’x>0.

, <0

Die Zufallsvariable X2 ist also y3-verteilt und man erhélt

r(s) ver

OO RG

Also gilt Teil c).
Seien nun X7, ---, X,, unabhéngige x?-verteilte Zufallsvariablen. Dann sind auch X2, .-+, X?
unabhéngige y3-verteilte Zufallsvariablen und man erhalt

n) @
PX12+'”+X721 = Pxf koeee k PX'?L = (X )( ) X72‘L

6.13 Definition und Lemma: (Totalvariationsabstand)
Fir p,v e MY(Ny) mit zugehorigen Zahldichten f,, f, : Ng - [0,1] definiert man den
sogenannten Totalvariationsabstand

d(y,v) = f: () = ()| = [ £ - Full

Fiir diese Metrik auf M!(Np) und fiir alle u, v, p e M'(Ny) gilt stets

d(p p,v = p) <d(p,v).
(Man bezeichnet diese Eigenschaft auch als ,Glattung durch Faltung®.)

Beweis:
Mit der Dreiecksungleichung fiir den Betrag folgt

A+ 0.5 0) = 21 ) 0) = (o £)()1 = 32| Culk) = £(8) - o =)
SOACEACINAEDE WACEIACTEWAC

n

=1

=d(p,v).
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6.14 Poissonapproximation von B,, ,:
Fiir alle n e N und p e (0,1) gilt

2
d(Bmpa 7Tn~p) < 2np2 = Q(np) .
n

Beweis:

Bekanntermaflen gilt
Bup=Bipx-x Biy=(Bi,)"
T o
und
= Tk ek Ty = (wp)(”).

[ —
n-mal

Tnp

Daraus folgt sofort mit der Dreiecksungleichung fiir Metriken

S

n n A-Ungl. -1 n— n—
d(Bn,p>7Tn~p) = d((Bl,p)( )’ (7710)( )) < Z d((ﬂp)(k) * (Bl,p)( k)’ (Wp)(kﬂ) * (Bl,p)( UHl)))

=0

Ed

6.13 =1

< Z d(Bip,mp) =n-d(Bp, mp).
k=0

Ferner ist
d(Brp,mp) = | (1=p) —eP|+[p-peP|+ ) 0-e? |2 2-p(1-eP)<2p%
——— —— n>2 n'
<0 >0 —_
<0 Vn>2
Denn es gilt 3 (B, ({n}) - m,({n})) =0 und 1 - e < p. 0
n=0
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7 Konvergenz von Zufallsvariablen

7.1 Definition: (Nullmenge)

Sei (£, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum.

a) Eine Menge A € A heifit (P-) Nullmenge, falls P(A) =0 ist. A heifit fast sicher (f.s.),
falls P(A) =1 bzw. P(Q\A) =0 ist.

b) Konvention: Seien Xj, X, : Q - R Zufallsvariablen. Dann bedeutet ,X; = X, f.s. “,

dass
P{we QX (w) = Xs(w)}) =1

ist.

Bemerkungen:
(i) Sei (A,) < A eine Folge von Nullmengen, dann ist auch

JA,eA

neN

wieder eine Nullmenge.
(ii) Sei (An) € A eine Folge fast sicherer Mengen, dann ist auch

(A, e A

neN

wieder fast sicher.

Im Folgenden seien immer (2, A4, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X,,, X : - R
Zufallsvariablen. Ferner wird die Schreibweise

x|:= |zl = /27 + -+ 27, T €
2 2, VzeR?
verwendet.

7.2 Definition: (Konvergenzbegriffe)
a) Man sagt X,, > X fiir n - oo stochastisch, falls

Ve>0: P(|X,-X]|>¢)=P({we Q| X, (w) - X(w)|>e}) =0 fir n - oo.

b) Fiir p = 1,2 konvergiert (X,,) im p-ten Mittel gegen X, falls X,,, X € £,(2, A, P) fiir
alle n e N und

1, - X[ = [ 1) - X (@) dP(w) > 0 fitr 0~ oo.
Q
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Man schreibt dann auch kurz X, ‘—‘> X fir n - oo.

¢) Man sagt X,, - X fiir n — oo fast sicher, falls

P(X, > X)=P({weQlX,(w) > X()})=1.

Bemerkungen:

(i) Die fast sichere Konvergenz ist einfach die punktweise Konvergenz auerhalb einer
Nullmenge.

(ii) Die stochastische Konvergenz tritt im schwachen Gesetz der grofien Zahlen (vgl.
5.29) auf.

(iii) Die fast sichere Konvergenz ist eine ,schwache“ Konvergenz, die stochastische Kon-

vergenz ist sogar noch ,schwacher”.
(iv) Auf dem Raum £,(92, A, P) wird durch

|, - Xy = ( [ %) - X@)P dP<w>)
Q

die sogenannte £,-(Halb-)Norm definiert.!®

7.3 Satz:
Es gilt

a) anl_H) XﬁXnH_H) X fiur n - oo.
2 B[

b) X, > X=X, - X firn- .

|11 stoch.

Beweis:
a) Mit der Cauchy-Schwarz Ungleichung folgt

||Xn—X||1:f1-|Xn—X|dPg 1Xn = X212 = | X = X2 = 0 fir n > oo.
Q

Man hat also die Inklusion £5(€2, A, P) € £1(, A, P).
b) Sei € > 0 fest, dann folgt mit der Markov-Ungleichung 5.26 sofort

E(|Xn_XD _

P(X, - X|>¢) <
€

1 1
—f|Xn—X|dP=—Xn—XH1—>Of1"1rn—>oo.
£ g

Q

18 Ende der achtzehnten Vorlesung vom Mi, 11.06.14
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Bemerkung: Die Riickrichtungen in 7.3 sind jeweils falsch (vgl. Beispiele in den Ubun-
gen).

7.4 Definition: (Limes Inferior und Limes Superior von Mengen)
Seien (€2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und (A,,) € A eine Folge von Mengen. Dann
definiert man

liminf A,, := U

ieN

(mAj) c A

j2i
und

limsup A4, := ) (U Aj) e A.

n—co ieN \j>i

7.5 Lemma:

Seien (€2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und (A,,) ¢ A eine Folge von Mengen. Dann
gilt:

a) limsup A, = {w € Qw € A,, fiir unendlich viele n € N}.

n—oo

b) liminf A,, = {w € Q|w € A, bis auf endlich viele n € N}.

liminf A,, € limsup A,,.

c
d) P(liminf An)n;cﬁm inf P(A,) <limsup P(A,) < P(limsup A,,)

n—>o00 n—oo

Beweis.
a) Sei w € Q. Dann gilt

welimsupAnc»wEﬂ(UAj)@VieN: welJA4; o VieNFj>i:we A
n—>00 ieN \j>¢ Jzi

Also liegt w € A; fir unendlich viele j.

b) Analog zu Teil a) [vgl. Ubungen).

¢) Folgt sofort aus Teil a) und b).
d) Betrachte die Menge B,, := U Ag. Fiir diese gilt natiirlich B,,; € B,, und limsup 4,, =

k>n n—s00

N B, fir alle n € N. Weiter folgt mit 4.4 a) sofort
neN

P(limsup A,,) = P(ﬂ Bn) = lim P(B,) =limsup P(B,) B3 lim sup P(A,).

n—>00 nEN n—oo n—oo

Die Ungleichung P(liminf A4,,) < liminf P(A,) folgt analog [vgl. Ubungen]. O
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7.6 Lemma: (Borel-Cantelli)
Seien (Q A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und An e A fir alle n e N.

a) Falls Z P(A,) < oo, so gilt P(limsup A,) =

n—oo

b) Falls Z P(A,) = oo und alle A,, unabhéngig sind, so gilt P(limsup 4,) = 1.

n—oo

(So etwas erd auch ein ,,0-1-Gesetz" genannt.)

Beweis:
a) Man erhalt sofort

OSP(limsupAn):P(ﬂ (UA])) p ( ) i P(A;) -0 fir i - oo,

n—>00 ieN \j>i
denn nach Voraussetzung gilt Z P(A,) < .
b) Bekanntermaflen gilt fur alle :1: € R stets
l-z<e™.
Deshalb gilt auch fiir alle 1<m <keN

k P(A;
<[J(1-P(4))< HeP(A)—e12m ( )—>0f1"1rk—>oo.

Also gilt fiir alle m e N
k
gim [J(1-P(A))=0. (39)

Weiterhin folgt

1- P(llmsupA)—l—hmP(J )_hmP(Q\(UA))_hmP(mAC)

—00 —00
n—oo n zn n Jjzn

n—o00 k—oo

k
= lim lim P( ]C) = lim lim [T(1- P(4,)) @ lim 0= 0.
j=n

7.7 Beispiel:

Eine Box enthalte anfangs eine weifle und eine schwarze Kugel. Man zieht nun zufillig
eine Kugel, notiert die Farbe und legt die Kugel samt einer weiflen Kugel in die Box.
Dieser Vorgang wird beliebig oft wiederholt.

Bei der ersten Ziehung hat man:

Einmal weifl und einmal schwarz in der Box.
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Bei der n-ten Ziehung hat man:

n-mal weil und einmal schwarz in der Box.
Fiir das Ereignis

A, = {,Bei der n-ten Ziehung wird schwarz gezogen* }

hat man 1
P(A,) =
( ) n+1
und deshalb " -
P(A,) = = o0.
n; ( ) 7;1”+1 *

Offenbar sind alle A,, unabhéngig und mit 7.6 b) folgt

P(limsup A,,) = 1.
Das Ereignis unendlich oft schwarz zu ziehen bei unendlich vielen Ziehungen ist also fast
sicher.

7.8 Satz:
Seien (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X,,, X : 2 > R Zufallsvariablen. Dann
gilt

X,>X1fs =X, - X firn- oco.

stoch.

Beweis:
Sei € > 0 und n € N. Betrachte die Menge

By, :={w € Q|| Xp(w) - X(w)| > e}

Dann gilt
7.5 d)
0 <liminf P(B,) <limsup P(B,) < P(limsup B,)
7.5 a)
< P(|X, - X| > ¢l fiir unendlich viele n € N)
<P{weQ X, (w) » X(w) fiir n > o0}) =0,
da X, - X fs.. O
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7.9 Satz: (Ein starkes Gesetz der grofien Zahlen)
Seien (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und (X,,) € £5(Q2, A, P) eine Folge von

reellwertigen unkorellierten Zufallsvariablen mit M :=sup Var(X,,) < co. Dann gilt
neN

1 n
Zy ==Y (Xp = E(Xy)) = 0 fs. fiir n — oo.

k=1

Beweis:
Sei O.E. E(X}) =0 fur alle k € N, sonst betrachte die Zufallsvariable X - E(X}) fir
alle k£ e N.

a) Es wird zunéchst gezeigt, dass
Zp2 = 0 fis. fiir n - o0

gilt. Betrachte dazu
1 i 12 1, M
Var(Z,:) = ﬁVar (I;Xk) = ﬁ;Var(Xk) < -M = 3
Nun liefert die Tschebyscheff-Ungleichung 5.27 b) fir alle € > 0

1 M
P(|Z,2| 2 ¢) < 8—2Va7”(Zn2) < oy

Betrachte ferner die Menge
Ap={|Zp22e} ={weQ||Z,2(w)| 2} € A.

Dann ist

M
< 00.
2.2

Y P(A,) <Y,
n=1 n=1T
Das Lemma von Borel-Cantelli 7.6 a) liefert nun

P(limsup 4,) = 0.

n—oo

Also gilt fiir € > 0 stets
1=P(Q\limsup A,) = P({w € Q||Z,2(w)| > ¢ fir nur endlich viele n € N}).

mn—>00

Daraus folgt nun

1
1=P(({weQ||Z2(w)]> z fiir nur endlich viele n € N})
keN

1
=P{weQ|VkeNImeNVn>m: |Z,2(w)|< E})
= P{weQ|Z,2(w) = 0 fir n > oo}).
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b) Zu jedem m € N wihle ein n(m) € N mit der Eigenschaft
n(m)* <m< (n(m) +1)>%

Vergleiche nun Z,,, und Z,,,)2. Dazu definiert man

k

= Z X

j=1

Dann gilt natiirlich
Var(Sm = Sumy2) < M(m —n(m)?).

Nun liefert die Tschebyscheff-Ungleichung 5.27 b) fur alle € > 0

1

P(|Sm - Sn(m)2| >E- n(m)Q) < m

M(m-n(m)?).

Daraus folgt weiter

o Moo (D212
ZP( ()2 m—5n<m>2|2€)3—22( < oo,

4
1 € n=1 m:n2 n
_ 1 1 1n(2n+1)
“nt k§0 n

Wie in Teil a) liefert nun das Lemma von Borel-Cantelli 7.6 a) fiir alle k e N

1
P({w € Q] ——|Sm = Snm)2| 2 T fir endlich viele m € N}).

( )?

Daraus folgt analog zu a) wieder
b
n(m)?

Nach a) hat man allerdings

1
n(m)? Snim)?

(Sm = Spmyz) = 0 f.s. fir m — oco.

= Zn(m)2 - 0 f.s. fir m - oo.

Daraus folgt sofort
1

n(m)?

Ferner gilt m > n(m)?, also auch

S, = 0 f.s. fiir m — oo.

1 1
J— S _
m ~ n(m)?

und deshalb folgt letztlich

lSm - 0 f.s. flir m — oo.
m
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Bemerkungen:
a) Seien X, € £2(2, A, P) unkorelliert und identisch verteilt, d.h. P(X,) = P(X;) Vn €
N. Dann gilt natiirlich auch

E(X,)=FE(Xy) und Var(X,) =Var(X;) =M VneN.

In dieser Situation liefert dann 7.9

1 n
— > X~ E(X)) fs. fiir n - oo.
M k=1

b) Falls alle X,, unabhéngig sind, sind sie nach 5.22 ¢) auch unkorelliert.

c) Satz 7.9 und Satz 7.8 implizieren die folgende Version des schwachen Gesetzes der
groflen Zahlen!?

1 n
— > (Xk-E(Xk)) = 0firn—oo. [vgl 5.29]
nk:l stoch

Es gibt mehrere Gesetze der groflen Zahlen. Die folgende Variante von Kolmogorov wird
ohne Beweis angegeben.

7.10 Satz: (Ein starkes Gesetz der groien Zahlen von Kolmogorov)
Seien X, € £1(9, A, P) unabhéngig und identisch verteilt. Dann gilt

1 n
— > X > E(X)) fs. fiir n > oo.
T =1

7.11 Definition: (Konvergenz in Verteilung und schwache Konvergenz von Maflen)
a) Der Triger suppf einer Funktion f:R? — C ist der Abschluss der Nichtnullstellen-
menge von f

suppf = {r e RY| f(x) #0} c R.
b) Man schreibt
Cp(R?) = {f : R? - C| f stetig und beschrinkt}

fiir den Vektorraum der stetigen beschrankten Funktionen auf R¢ und

Co(RY) == {f € Cp(R?)|suppf kompakt}

19 Ende der neunzehnten Vorlesung vom Fr, 13.06.14
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fir den Vektorraum der stetigen Funktionen mit kompaktem Trager auf R?.
¢) Seien p,p, € MY(R?). Man sagt p, konvergiert schwach gegen p, falls fur alle f €

Cp(RY) stets
ffd,uneffdu fiir n > oo
R R4

gilt. Man schreibt dann

n — pfiir n - oo.
schwach

d) Seien (9, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X,,, X : Q — R? Zufallsvariablen.

Man sagt X,, konvergiert in Verteilung gegen X, falls

Px, — Py firn-— oco.
schwach

Man schreibt dann

X, —» X fur n » .
Vert.

7.12 Lemma:
Seien u, pi, € MY(R9). Falls fiir alle f € Co(R?) stets

[fduneffdufﬁrnew
R R4

gilt, so folgt

Wy = pfiir n > oo.
schwach

Beweis:
Sei f € Cp(R%) und & > 0. Wahle nun f;, € Co(R?) mit

el <k
f@)=0 el sk
€[0,1] , [sonst

Dann gilt offenbar f; 1 1 punktweise fiir £ - oo und der Satz iiber monotone Konvergenz

5.9 a) liefert
[ fedut [ =1,
]Rd Rd

da p ein Wahrscheinlichkeitsmaf ist. Daraus folgt nun aber, dass ein kg € N existiert mit
der Eigenschaft

15
ffkodu>1—§. (40)
R4
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Nach Konstruktion ist auch f, in Co(R?) und man erhdlt nach Voraussetzung
/fko dp, — /fko dp fir n — oo.
R4 Rd

Fiir n > ny folgt

f f( = Jro) dptn| < ”f”supf 1= fro dpin = fsup(l + ffko d,un) (4<O) ||f||sup(1 -(1-¢))= Hf”supg'
Rd — R4 R4

>0

Analog folgt auch

<[ fllsupe-

[ £ fo) d
Rd

Daraus folgt nun abschlieend

A-Ungl.
[ fw a7 [ Q- ) dual | [ 1= g dil+ | [ fodin= [ i dn
Rd Rd Rd Rd R Rd
SHstupE SHstupE <e fiir n2ng grof icnug, da
F kg CoEd).

<e([f lsup +1)-

Also folgt fir alle f € Cg(R?) stets

/fdunaffduﬁirn»oo.
R R4

Also gilt per Definition

- p fiir n - oo.
schwach

7.13 Satz:
Seien (€2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X,,, X Ré-wertige Zufallsvariablen.
Falls X, el X fir n - oo, so folgt

stoc

X, - X furn - oo.
Vert.
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Beweis:
Nach Lemma 7.12 gentigt es zu zeigen, dass fiir alle f € Co(R?) stets

ffdPXﬁffdPX fiir n - oo
Rd R4

gilt. Sei also f € Co(R?), dann ist f insbesondere glm. stetig und deshalb gilt
Ve>030 >0Va,yeR: |z —y| <6 = |f(2) - f(y)| <e. (41)
Sei nun € >0 und § gemaf (41) gewahlt. Dann folgt fiir
Ay ={we Q|| X (w) - X(w)||>d}c A
sofort

[ rarx, - [ rar
Rd R4

5.11

[ @) dP@) - [ Fx)dPw)
Q Q

T L@ = FX@DIAP@) + [ 17(Xa(@)) = F(X (@) dP()
An Q\A,
< 2| flsup P(Ar) +e.

——
-0

]

Auf R kann man die schwache Konvergenz von Wahrscheinlichkeitsmafien iiber die dazu
assoziierten Verteilungsfunktionen charakterisieren.

7.14 Satz:
Seien p, p1,, € M'(R) mit Verteilungsfunktionen F, F,,. Dann konvergiert i, genau dann
schwach gegen p, wenn F), in allen Stetigkeitsstellen punktweise gegen F' konvergiert.

Beweis:
,» =1 1, konvergiere schwach gegen p. Sei x € R, sodass F' in z stetig ist, dann gilt

Ve>039>0VyeR: |z —y|<o=|f(z)- f(y)| <e. (42)

Wibhle nun fi, fo € Co(R) mit

1 , 2 € (=00, x—0] 1 , 2 €(—o00,x]
fi(z)={-3-2+% | zelz-dx] und fo(z):={-3-2+%+1 |, ze[z,x+0] .
0 , 2 €[z, 00) 0 , z€[x+0,00)
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Dann gilt
[i(x) <1 (Cea) < fo(z) VreR

und es folgt sofort
Fu(@) = p((-o0.a)) = [ Uewnduns [ fodp,
R R

und

Fn(x):,un((_ooax]):fn(—w,x]dﬂnszldﬂn'
R R

Man erhalt nun wegen der Stetigkeit von F'in x

limsup F,(x) <limsup [ fodp, = / fad, < f L cooga)dp=F(x+6) < F(x) +e.
Da dies fiir alle € > 0 gilt, folgt

limsup F,,(x) < F(z).

n—oo

Andererseits gilt wegen der Stetigkeit von F' in z
liminf F,,(z) > liminf/ fidpy, = [ fid, > / L (cooms)dpp=F(x-9) > F(x) —e.
R R R

Da dies fiir alle € > 0 gilt, folgt
liminf F,,(x) > F(x).
Damit folgt dann insgesamt fiir alle Stetigkeitsstellen x von F

limsup F,(x) =liminf F,(z) = lim F,(z) = F(z).

n—oo

, <1 F, konvergiere in allen Stetigkeitsstellen punktweise gegen F'. Nach Lemma 7.12
gentigt es zu zeigen, dass fiir alle f € Co(R) stets

/fd,uneffdu fir n - oo
R R
gilt. Sei also f € Co(R) und e > 0. Dann existiert ein k£ € N mit
f(z) =0 fir |z| > k.
Ferner ist f auf R glm. stetig. Deshalb existiert fiir € N eine Zerlegung

Zy={tg:=-k<t; < <t,.:=k}
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mit .
|f(x) = f(tia)| < - Ve (tio,ti]
fir ¢ = 1,---,r. Die Stiitzstellen tg,---t, konnen so gewahlt werden, dass F' in diesen

Punkten stetig ist, da F' hochstens abzdhlbar viele Unstetigkeitsstellen besitzt (vgl.
Bemerkung 7.15). Dann gilt fir i =1,---,r

[pn ((tiz1, ti]) = p((tim, 1) = |F (ti) = Fu(ti1) = F(t:) + F(ti-1))]

() = F ()| + [Fu(tio) = F(tia)] < =

fiir n grof§ genug nach Voraussetzung. Daraus folgt nun

ffdnn—ffdu = ;[if(t)dﬂn(t)—ff(t)dﬂ(t)]

- Z:[f(f(t — f(tic1)) dun(t) - f f(t) = f(te 1))du(t)]
2 f(ti—l) L ((tic1, t5]) = p((tica, tz‘])]‘
e [ 7(8) = £ ()] dpn(t) + [ £(8) - £(t0)] du(t)
+§|f<t“>r-run<<tu,m> CERS)]
<[ fllsup <<
<e(2+||f|sup) fur n hinreichend grof.
Also gilt

fn = pfiir n > oo.
schwach

7.15 Bemerkung:
Sei F': R — [0,1] eine beliebige Verteilungsfunktion. Dann hat F' hochstens abzahlbar
viele Unstetigkeitsstellen.

Beweis:
F'ist unstetig in  bedeutet, da F' als Verteilungsfunktion monoton wachsend ist

F(x.):= 1;%1 F(x) < F(x).
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Daher gilt
1
{x e R| F unstetig in 2} = | J{z e R| F(z) - F(x_) > E}
keN
Offenbar gilt [{z € R| F(z) - F(2_) > £}| < k und es folgt die Behauptung.? O

7.16 Beispiel:
a) Seien x,x, € R¢ Punkte mit x, - z fiir n — co. Dann gilt

0z, — Oy fir n — oo,
schwach

denn fiir alle f € Cg(R?) folgt wegen der Stetigkeit

[ Fdox, = fla) > @)= [ fdox.

b) Der Grenzwertsatz 4.11 besagt

P, x, — exp; firn— oo.
schwach

Es folgt ein Kriterium fiir die schwache Konvergenz von Verteilungen auf N.

7.17 Lemma:

Seien p, pt,, € M*(Ny) € MI(R) mit zugehorigen Zahldichten f, f,, : Ny - [0,1]. Dann
gilt:

i konvergiert genau dann schwach gegen p, wenn f,, (k) fur alle k € Ny punktweise gegen
f (k) konvergiert.

Beweis: ,, =“: Setze fur k e N

0 , r<k-1
rx+1-k ,k-1<x<k
—r+k+1 ,k:s:vsk+1e
0 ,r>k+1

Co(R).

Dann gilt offenbar

1B) = 3 9010 = [ gdnn~ [ gdu= 3 901 @) = 1 (h).

lENo ZENO

20 Ende der zwanzigsten Vorlesung vom Mi, 18.06.14
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Also konvergiert f, (k) fir alle k € Ny punktweise gegen f(k).
, < Nach Lemma 7.12 kann o.E. f € Cc(R) gewahlt werden. Dann ist g(k) # 0 nur fir
endlich viele k£ € Ny und man erhalt

[ gdim= 3 90 fa(k) > 3 g1 () = [ g

k}EN() kGNo

Also konvergiert p,, schwach gegen p. O]

Beispiel: Nach Lemma 7.12 und der Poissonapproximation der Binomialverteilung 6.14
gilt
B

npn > Ty fir n — oo,
schwach

falls n-p - A >0 fiir n - oo.

Nun wird ein wesentlicher Satz iiber schwache Konvergenz ohne Beweis angegeben.

7.18 Theorem: (Zentraler Grenzwertsatz)
Sei (X,,) € L2(92, A, P) eine Folge reellwertiger unabhangiger identisch verteilter Zufalls-
variablen mit m := F(X,,) und o2 := Var(X,) > 0 fir alle n € N. Dann definiert man die

Zufallsvariablen
Xi+-+X,—-nm

2

S* o=

n

no
mit £(S*) =0 und Var(S}) = 1. Fir die Verteilung von S¥ gilt dann

PS;; h_) b NO,l flir n - oo. (43)
Beweis:
Der Beweis erfolgt erst in der Stochastik II Vorlesung. O]
Bemerkungen:

a) Nach Satz 7.14 gilt fiir x € R stets

F.(x)=P(S; <z) > d(x) = \/%_W f e dt fiir n — oo.

b) Fehlerabschéitzung von Berry-FEsseen:

1 2-BE(|X;-mpP 1
”Fn_q)Hsupg_' (| . m|)=0 — | fir n - oo.
vn o3 Jn

~

konstant

Da die X,, identisch verteilt sind, ist es in der Konstante egal, welche Zufallsvariable in
dem Erwartungswert steht. Hier wurde o.E. die Zufallsvariable X; verwendet.
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7.19 Beispiel: (Anwendung auf Binomialverteilung)

Seien p € (0,1) und X,, unabhéngige B ,-verteilte Zufallsvariablen. Dann gilt nach 5.13
c) m = E(X,) = p und nach 5.20 a) 02 = Var(X,) = p(1 - p) fiir alle n € N. Sei ferner
a <beR, dann liefert Theorem 7.18 fiir

g . Xi+-+X,—-np

" Vrnp(1-p)

sofort

No.i([a,b]) = @(b) - ®(a) "=° lim [P(S; <b) - P(S; <a)] = lim P(S}; € (a,b])

_ nmp(X”‘“*X " (g b])

ne vnp(1-p)
= lim P(X1 +-+ X, € (np+ay/np(1-p),np+by/np(1 —p)]).

n—o00
Daraus folgt der

7.20 Grenzwertsatz: (v. Moivre-Laplace)
Fir alle a < b e R gilt

O(b) - D(a) = AL%P(Xl ++ X, € (np+ay/np(1-p),np+by/np(1 —p)]) .

7.21 Beispiele:
a) Man wiirfle mit einem fairen Wiirfeln n = 6000 mal. Wie grof ist dann die Wahr-
scheinlichkeit

A := P(,Die Zahl 6 wird zwischen 950 und 1050 mal geworfen®)?

1. Losung: (exakt) | Nach den Regeln der Binomialverteilung folgt fiir p = % und n = 6000

sofort der auch fiir Computerprogramme sehr schwer berechenbare Ausdruck

1050 k 1050-k
B
k=950 k 6 6

2. Losung: (approximativ) | Mit dem Satz von Moivre-Laplace 7.20 erhélt man

500
A By 1((950,1050]) & Byggo,1 (1000 + a\/ 0 1000 + b1 /22201 2 0 (3) - a(a).
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Die Werte fir ®(b) und ®(a) sind tabelliert! Man kann nun a und b berechnen und
erhalt dafiir

o= =—V3~-1,73 und b = =V3~1,73.

5000 5000
6 6

Damit ergibt sich nun

Tabelle

Aw Nox([a,b]) = Noa ([b,5]) = B(b) - B(-b) = 20(b) - 1 0,91.

b) Wahlvorhersage: Gesucht ist der Stichprobenumfang n € N einer Umfrage, um den
Stimmanteil p € (0,1) einer bestimmten Partei bei einer Wahl zu schétzen, wobei das
Giitekriterium

P(|,Fehler| > 0,01) <0,05 [vgl.5.30]

erfiillt sein soll. Man definiert zur Modellierung die Zufallsvariablen X € {0,1} als
Abstimmergebnis der k-ten befragten Person. Dabei bedeutet 0, dass die Person die
Partei nicht wahlt und 1, dass sie diese Partei wéhlt. Die X} konnen als unabhangig und
By, verteilt angenommen werden. Dann ist die Zufallsvariable

Sp=X1++X,
B,, , verteilt. Durch %Sn ist dann eine sinnvolle Schétzung fiir p gegeben und man erhélt
Su=mp (_ 0,01y/n  0,01/n )
Vir(1=p) \ Vap(1=p) /np(1-p)

@le([_ 0,01/n  0,01y/n ])
AL Va=p) V(T -p)

Qua.nlitéits—
zNO,l([ v ﬁ]) :2@(@)-1 P g5,

(% -petoomom)-r

507 50 50 =

Umformen und Nachschlagen in einer Tabelle fiir ® liefert n ~ 9600.
Abschliefend kann man also festhalten, dass das Giitekriterium fiir die Umfrage ab ca.
10000 Befragten erfiillt ist.

91



Stochastik 1 8 Markov-Ketten und stochastische Matrizen

8 Markov-Ketten und stochastische Matrizen

Motivation: Die Modellierung von zufélligen Phénomenen mit zeitlicher Entwicklung
(z.B. Wetter, Aktienkurse,--- ) erfolgt oft mit Hilfe so genannter stochastischer Prozesse.

8.1 Definition: (stochastische Prozesse)

Sei (2, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, (E, B) ein Messraum und ¢ # I € R ein Inter-
vall. Eine Familie (X})s; von Zufallsvariablen X, : Q0 — E heift ein stochastischer Prozess
mit Zeitbereich I, Zustandsraum (E,B) und Grundwahrscheinlichkeitsraum (2, A, P).

Bemerkungen: (Wichtige Spezialfélle)
a) Haufig hat man einen Zustandsraum

(E,B) = (R%, B(R?)) oder (E,B) diskret, d.h. E héchstens abzihlbar und B = P(E).
b) Héufig hat man einen Zeitbereich

I=Ny, I={0,1,;neN}, I=[0,00) oder I =[0,7 €R].

In der Stochastik I beschrankt man sich auf I = Ny und einen diskreten Zustandsraum
E = {al, asg, }

Rekursiv definierte Verteilung der Xi:

a) Man hat die Startverteilung Px, € M!(E) mit konkreter Zahldichte f;.

b) Man definiert Ubergangswahrscheinlichkeiten von Zeiten {0, 1, ¢} zum Zeitpunkt
{t + 1} fur t € Ny mit Hilfe einer so genannten bedingten Zihldichte

ft+1(b|b0> Ty bt) = P(bo,mbt),b = P(Xt+1 = b|XO = bOJ Y Xt = bt) € [07 1]
Man stellt die iiblichen Forderungen an die bedingte Zahldichte

Vbe E: ft+1(b|b0, "‘7bt) >0 und Z ft+1(b|b0, ey bt) =1.

beE

Idee: Durch Startverteilung und Folge (f;)sn, der bedingten Zahldichten wird der ge-

suchte stochastische Prozess beschrieben. 2!

2! Ende der einundzwanzigsten Vorlesung vom Fr, 20.06.14
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Beispiele:
a) Es seien [ := Ny, E := Z und (X,,) eine Folge unabhéngiger identisch verteilter Zu-
fallsvariablen mit Verteilung

1 1
= —0_1 + =01.
% 5 1 21

Dann gilt fir alle t € Ny stets Px, = p und insbesondere hat man die Startverteilung
Px, = p. Die Ubergangswahrscheinlichkeiten sind

1

= L be{-1,1}
P, ... =427 B
(b()u 1bt)7b {O ’ SOnSt

b) Es seien [ := Ny, £ := Z und (X,,) eine Folge unabhéngiger identisch verteilter Zu-
fallsvariablen mit Verteilung

1 1
= —0_1 +=0;.
2 5 1+21

Definiere nun den neuen Prozess (S;)sen, auf E = Z durch

So:=0und S, := ZXk fir n e N.
k=1

Dann hat man die Startverteilung Ps, = dy und fiir alle ¢ € Ny gilt fiir die Ubergangs-
wahrscheinlichkeiten stets

Diese Prozesse bezeichnet man auch als ,Irrfahrten“auf Z.
¢) Man betrachte das Polyasche Urnenmodell mit weiflen und schwarzen Kugeln. Defi-
niere die Zufallsvariable

X, := Farbe der Kugel bei (¢ + 1)-ter Ziehung

und den Zustandsraum
E := {schwarz,weif}}.

Hier héngt P,....s,) von allen by, -+, b; ab [vgl. 2.15].

d) Ruinspiele: Zwei Spieler starten ein Spiel mit Startkapital Ny, Ny € N. In jeder Runde
gewinnt /verliert Spieler 1 von /an Spieler 2 eine feste Menge seines Kapitals mit der
festen Wahrscheinlichkeit p € (0,1). Das Spiel endet ohne weitere Kapitalabanderungen,
wenn einer der beiden Spieler pleite ist. Modelliere nun den Kapitalverlauf von Spieler
1. Dazu definiere die Zufallsvariable

X, := Kapital von Spieler 1 nach ¢ Runden.
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Der Zustandsraum ist dann
E = {O, ]_,"', N1 + NQ}

und man hat offenbar X, = N; und deshalb die Startverteilung Py, = dy,. Die Uber-
gangswahrscheinlichkeiten fiir by, -, b; € E sind

p, falls b, %0, by# Ny + Ny und b=b, +1
1-p ,falls b,#0, by# Ny + Ny und b=b, -1
1 ,falls b:thOOderb:bt:N1+N2 .
0

, sonst

(Es ist oft sinnvoll solche Prozesse durch Ubergangsgraphen zu veranschaulichen, beson-
ders, wenn viele Ubergangswahrscheinlichkeiten 0 sind.)

8.2 Definition: (Markov-Ketten)
Ein stochastischer Prozess (X;):en, mit diskreten Zustanden in E heiit Markov-Kette,
falls die so genannte Markov-Bedingung

Vn e NVbo, "',bn+1 € F mit P(X() = bo, ,Xn = bn) >0:
P(Xpa1 = bt Xo = b, -+ X = by) = P(Xps1 = bpa| Xy = by) = B3

bnaanrl

(M)

erfullt ist.

Deutung: Bei Kenntnis der Gegenwart zur Zeit n ist die Zukunft n + 1 von der Vergan-
genheit 0,1,---,n — 1 unabhangig.

8.3 Rechenregeln:
Fiir eine Markov-Kette (X, )nen, gilt:
a) Fur alle n € N und alle by, -+, b, € E mit P(X; =b;) >0 fir k=1,---,n-1 gilt

P(XO = bo,"',Xn = bn) = P(XO = bo) . HP(Xk = bk|Xk71 = bk*l)'
k=1

Dies folgt aus 2.3 a) und der Markov-Bedingung.
b) Fir alle n € Ng,m € Nund alle by,, -+, by, € Emit P(X =0b,) >0fiir k=n,---,n+m-1
gilt
n+m
P(Xn+1 = bn+17 "'7Xn+m = bn+m|Xn = bn) = H P(Xk = bk|Xk—1 = bk—l)‘
k=n+1
Dies folgt ebenfalls aus 2.3 a) und der Markov-Bedingung.
¢) Chapman-Kolmogorov Gleichungen:
Fir alle 0 <n<m<keNyund a,be E mit P(X,, =a) >0 gilt

P(Xi=bX,=a) =Y P(X,, = | X, =a)- P(X), = b|X,, = ¢), denn

ceFE
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P(Xy=0,X,=a)= ZP(Xk =b,Xn=¢,X,=a)= ZP(Xk =bXn=¢,X,=a) P(X,,=¢,X,=a)

ceFl ce )
WS P(Xy = 0| Xn =) - P(Xp = ¢, X, = )
ceFE

und Division durch P(X,, = a) liefert die Behauptung.

8.4 Ubergangsmatrizen:

Zur Beschreibung einer Markov-Kette (X, )nen, auf E := {a, ag, -} geht man wie folgt
vor:

a) Die zur Startverteilung Py, € M!(E) gehérende Zahldichte wird als Zeilenvektor

(plap%'") mit pj = p(XO = aj) Vj eN

dargestellt. Dabei gilt
pj€[0,1]¥jeNund > p;=1.

j=1

b) Fir¢=1,2,--- und j = 1,2, definiert man

pf]m = P(Xy, = 6| X, = a;)

fiir alle 0 <n <m €N und a;,a; € E. Daraus bildet man nun die so genannte Ubergangs-
matriz

S = (pZ;'m)i,j:LQ,'“'

Eigenschaften:
Fiir eine stochastische Matrix S™™ := (p;"/"); j-1,2,.. hat man:
a) Offenbar gilt fir alle 0 <n <m und 7,7 = 1,2, - stets

pi; €[0,1]

und die Zeilensumme der stochastischen Matrix ist stets 1, also gilt fiir alle ¢ = 1,2, -

stets
2. pijt =1
g>1

b) Man hat die Chapman-Kolmogorov Gleichungen:
Firalle 0<n<m<keNyund i,j=1,2,- gilt wegen 8.3 ¢)

nm _mk _  nk n,m m,k _ qQn,k
sz‘,l Py =piy e S Sk =GR
>1

c¢) FiralleneN, j=1,2,--- und a; € E gilt
P(Xn = aj) = ZP(Xn = CLj,XO = ai) = ZP(XO = GZ)P(XH = Clj,Xo = ai) = ((pl,pg,"') . SO,n)

i=1 i=1 J

=pi _p,0n
“Pij

j—te Komponente
dieses Zeilenvektors
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Konvention: Verteilungen auf £ entsprechen Zeilenvektoren. Dann gilt

Startvektor x Ubergangsmatrix = Verteilung des Prozesses.

Es folgt eine Untersuchung von Matrizen fiir endliche Zustandsraume FE.

8.5 Definition: (stochastische Matrix)
Eine Matrix S := (pij )i j=1,..n € My (R) heifit stochastisch, falls

Vi,j=1,mn: pj;e[0,1]und Vi=1,--,n: Y p;j;=1.
j=1

8.6 Fakten:

a) Seien S, S(2) e M, (R) stochastisch. Dann ist offensichtlich auch S-S5 e M,,(R)
stochastisch.

b) Sei (S®))ieny € M, (R) mit SK) = (pgf))i7j:17..,7n eine Folge stochastischer Matrizen,
die gegen eine Matrix S = (pij)ije1,n € Mu(R) konvergiert (d.h. komponentenweise
konvergiert). Dann ist auch S wieder stochastisch, denn offenbar sind alle p;; € [0,1] und
es gilt

mpy = fm 3p) = fim 1= 1.

— 00

2.pii =]
j=1 =1
c) Sei S e M,,(R) stochastisch. Dann ist der Vektor
1
1

ein Eigenvektor von S zum Eigenwert 1, denn

8.7 Lemma:
Sei A\ € C Eigenwert einer stochastischen Matrix S € M,,(R), dann gilt:
a) A <1

b) Falls [A| = 1, so stimmen geometrische und algebraische Vielfachheit von A iiberein.
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Beweis:
Sei S € M,,(R) eine stochastische Matrix. Also ist nach 8.6 a) auch S* e M,,(R) fiir alle

k € N stochastisch und es gilt
St ef0, 1] c R™T
fir alle k£ € N. Also ist (S*) € [0,1]™" eine beschrankte Folge. Fiir 1 <r <n sei
Jy 0
J = = T-1ST, TeGL,(R)
0 Iy

die Jordansche Normalform von S mit den Jordanbl6cken

N 1 0
Jl = 1
0 DY
fur I =1, r. Fur S* hat man dann
g0
Sk=(TJT VY =TJT'TJT - TJT =TJ*T =T T
k Fathoren 0 Jrk
Dabei ist
AP kAR *
S e
0 )\éc
firl=1,---,r.

Da (S*) beschrankt ist, muss wegen S¥ = TJ*T-! auch J*¥ beschrankt. Aus der explzi-
ten Form der Jordanblocke von J* kann man also ablesen, dass fir alle [ = 1,---,r stets
|Ai] <1 gelten muss, denn sonst ware J* unbeschrankt. Insbesondere folgt deshalb auch
fur |\ = 1, dass die Ausdriicke in der Nebendiagonalen unbeschriankt sind. Um keinen
Widerspruch zur Beschrianktheit von S* zu erhalten, darf also der zugehorige Jordan-
block nur den Eigenwert \; enthalten, sodass es gar keine Nebendiagonale gibt. Dies ist
genau dann der Fall, wenn die algebraische mit der geometrischen Vielfachheit von \;
tibereinstimmt. 22 O

22 Ende der zweiundzwanzigsten Vorlesung vom Mi, 25.06.14
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8.8 Satz: (Ergodensatz)
Es sei S e My (R) stochastisch, dann ist auch

Q= lim + i Sk e My(R)

n—>00 n k:l

stochastisch mit

Beweis:
Sei S € M,,(R) eine stochastische Matrix. Also ist nach 8.6 a) auch S* e M,,(R) fiir alle

k € N stochastisch. Fur 1 <r < N sei

Ji 0
J = =TST, TeGLy(R)
0 J,

die Jordansche Normalform von S, wobei nach Lemma 8.7 fiir [ = 1, ---, 7 nur Jordanblocke
der Form

(a) )\121:>Jl:(1)
(b) N[ =1, i =1=J=(N)

N 1 0
(© N<l=J=] i :
0 DY

auftreten konnen. Ferner gilt fiir alle k£ € N stets

1 R N 0
— > Sk==3TJT =T T
T k=1 T k=1 0 J,

mit

~ 12
Ji==Jf.
l nkZ::ll
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Mit der Fallunterscheidung von oben folgt fir [ = 1,---r sofort

(a) )\l=1=>jl=%zn:(1)’“:(1)—>(1) fiir n - oo.
k=1

) I=1 A2 1= J= L5 00r= A S o S [ Ly, 12N
=1 N l_nk=1 )t == zk:O ! i PRy
—_——
beschrankt
Al 0 )‘f (]f))‘é“l (dg))‘fﬁm
o . 0 - :
() N <1=Ji= == Y s e
SN e EGHE
0 o N 0 0 )\f

.1
fiir k - oo mit d:zdimJl:Jl:—ZJf—>0f1"1rk—>oo Vi=1,--r.
=1

Insgesamt hat man also

L 30 L A P B o)

k=1

Die () Eigenschaften von @) sind:

— (0) fir n - oco.

%(;

(a) @ ist stochastisch, denn * ¥ S* ist fiir jedes n € N stochastisch und nach 8.6 b) ist
-1

dann auch der Limes () stochastisch.
(b) Durch Nachrechnen sieht man sofort

1 - 00 - 0 1 - 00 - 0 1 - 0
2 _ o O - 10 -0 i O - 10 -0 el o 0 - 1
Q=T O - 00 - 0 T O - 00 - 0 =T 0O - 0
O - 00 - 0 O - 00 -0 0 - 0

(c) Wegen 1S — 0 und 25"+ - 0 fiir n - oo folgt

QS:(lim 125*)3: lim (S + -+ S™1) = Tim (S + -+ S™) = Q.

n—>o0o n, k=1

(d) Analog zu (c) zeigt man auch SQ = Q.
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Bemerkungen:
a) Insbesondere sind alle Zeilen von @) Zeileneigenvektoren von S zum Eigenwert 1.

b) Eine Folge (S*)key ist im Allgemeinen nicht konvergent, denn betrachte

_ O 1 2k _ 2k+1 _
S‘(1 0):5 =1, S g,

¢) Die Matrix ) ist nie die Nullmatrix und rang( entspricht nach 8.6 ¢) immer der
algebraischen (geometrischen) Vielfachheit des Eigenwerts 1 von S.

8.9 Definition: (Stationédre Verteilungen)
Es sei S € My(R) eine stochastische Matrix. Ein Zeilenvektor v := (py, -, pn) € [0, 1]V

N
mit Y pr = 1 heilt stationdre Verteilung zu S, falls
k=1

v-S=w.

Deutung: Bei einer Markov-Kette mit Einschrittiibergangswahrscheinlichkeit S und Start-
verteilung v hat nun nach einem Schritt und damit auch zu jedem spéteren Zeitpunkt
stets die Verteilung v als Verteilung der Markov-Kette zu diesen Zeiten.

Der Ergodensatz 8.8 liefert sofort das

8.10 Korollar:
Jede stochastische Matrix S € My (R) besitzt mindestens eine stationdre Verteilung.

Beweis:
Nehme eine Zeile v von ) aus 8.8. O]

8.11 Zeithomogene Markov-Ketten:

a) Betrachte eine Markov-Kette (X,,)neny auf E := {a1,aq,---} hochstens abzahlbar un-
endlich. Die Startverteilung Py, entspricht dann einem Zeilenvektor. Man hat also die
Ubergangsmatrizen S™™ mit 0 < n < m wie in 8.4.

b) Definition: Falls S := S™™ unabhangig von n € Ny ist, so heifit (X,,),ey eine zeitho-
mogene Markov-Kette auf E' mit Startverteilung Py, und Einschrittiibergangsmatrix.
c¢) In dieser Situation gilt dann fiir alle n < m stets

Snm Sn,n+1 . Sn+1,n+2 ..... Sm—l,m' = gm-n,
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d) Beispiel: (Ruinspiel) Zwei Spieler starten ein Spiel mit Startkapital Ny, Ny € N. In jeder
Runde gewinnt /verliert Spieler 1 von /an Spieler 2 eine feste Menge seines Kapitals mit
der festen Wahrscheinlichkeit p € (0,1). Hier ist

1 0 0 - o 0
1-p 0 p :
0 G :
S= : € MN1+N2 (R)
I-p 0 p
0 0 0 1

8.12 Auftreffwahrscheinlichkeiten:
Es sei F ein endlicher Zustandsraum, ¢ #+ A € E und (X, ).y eine zeithomogene Markov-
Kette auf £ mit Ubergangsmatrix S. Betrachte

Ta(w) = inf{n € No| X, (w) € A} = {min{n € No| Xy (w) e A}, falls {n e Ng| X, (w) € A} # ¢

, falls {n eNg| X, (w)eAl=¢

T, ist eine Ny U {oo}-wertige Zufallsvariable.
Deutung: T4 ist die Zeit des ersten Auftreffens in der Menge A.
Eine haufig auftretende Frage ist, wie grof§ die Wahrscheinlichkeit

at = P(Ty<oo|Xg=7)

bei Startpunkt r irgendwann die Menge A zu treffen, ist.

8.13 Satz:
Fir alle g # Ac E und r € E gilt
1 , fallsre A
alt =
r Y pay , fallsre E\A
beE

Dies fihrt im Allgemeinen auf ein inhomogenes LGS. Dabei ist S = (pyp)rpes-

Beweis: Der erste Fall fir r € A ist klar.
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Sei also r € E\A und n € N, dann gilt

P(Ta<n+1|Xo=7r)=P(3ke{l,,n+1} mit 2 € A|Xo=1)
>, P(Xy =b1, Xni1 = bpaa| Xo = 1)

(b1,,by41)eE™HL mit
Jie{l,,n+1}:b;eA

Z Proy Poybs " "Pbp by

(b1 sybpy1 )BT mit
Jie{l,,n+1}:b;eA

C:::bl Z Z PrcPeby " Ponb,g + Z Z PrePeby™ Phnbua

ceE\A (b2,bp41)eE™ mit ceA (b, ,bps1)eE™
Fie{2,,n+1}:b;cA

= Z Dre Z Dby " Pbpbpa + Zprc

ceE\A (bal_wglvb‘af)ff}?;‘. r;;it ceE
= Z PreP(Ta <n|Xg=c)+ Zprc P(Ty<n|Xg=c)
ceE\A ceA
=1, da ceA
= Z pTCP(TA < n|X0 = C)'
ceE
Also folgt
p( U {w e QTa(w) <n} 0 {Xo = r})
P(T Xo=7)=P QT4 (w) <n}|Xg=r|= —2E
(T < ool =) = P| U for € QT4 () <0} Xy =7 o
=BnCBny1
P(Ty < 1, Xo=
- i PRSI < Py < X<
= lim Zper(TA <n, Xg= b)] = Zprb lim P(Tx <n, Xo=0)
7 e beE e
= ZprP(TA <oo, Xg=0b).
beE
Daraus folgt die Behauptung. ]

8.14 Beispiel: (Ruinspiel)

Zwei Spieler starten ein Spiel mit Startkapital Ny, Ny € N. In jeder Runde gewinnt /verliert
Spieler 1 von /an Spieler 2 eine feste Menge seines Kapitals mit der festen Wahrschein-
lichkeit p = %

In dieser Situation ist natiirlich die Frage, ob oder wann Spieler 1 ruiniert wird, beson-

ders interessant.
Um diese Frage zu beantworten setzt man F := {0,1,---, N7 + Ny} und A := {0}. Gesucht
ist nun die Wahrscheinlichkeit

;= = P(Ty < 00| X = i)
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fir ¢ = 0, 1, "',N1 + No.
Offenbar gilt

ap=1, ay,sn, =0 und fir alle i =1,2,- Ny + Ny —1:q; = %(am +a; 1) ().
Betrachte nun den Vektorraum
Vo= {(ap,, anyen, ) € RNV () gilt)
Dies ist ein zweidimensionaler Unterraum vom RM+No+l mit Basis
(1,---,1) und (0,1,--, Ny + Ny).
Als Ansatz wahlt man nun
(g, an Ny ) = (1, 1) +d(0,1,---, Ny + N).

Dann liefern die Nebenbedingungen ag = 1 und ay,+n, = 0 sofort

1
= ]_ d = - .
c und N,
Dann folgt fiir alle 7 € {0,1,---, Ny + Ny} sofort
1
i = 1 - .
“ N1 +N2

Besonders interessant ist nun, wann der Spieler 1 mit Startkapital ¢ = N; pleite ist. Mit
der obigen Formel ergibt sich dafiir sofort 23
1 N, _ Ny

Nl + N2 N1 + N2 ’

OéN1 =

8.15 Langzeitverhalten zeithomogener Markovketten:
Es sei (X, )nen, eine zeithomogene Markov-Kette auf E = {ay,...,ay} mit Startvertei-
lung

N
Ml(E)BPXOQP:(pla"'va)e[()?l]Na Zpkzl
k=1

und Ubergangsmatrix
S = (pij)ij=1,...n € Mn(R),

wobei die p;; die Wahrscheinlichkeiten sind vom Zustand a; zum Zustand a; zu kommen.
Dann gilt natiirlich

p-SEPx, und p-S" = Py, VneNy (mit S°:= Iy).

23 Ende der dreiundzwanzigsten Vorlesung vom Fr, 27.06.14
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Man interessiert sich nun in vielen Féllen dafiir, ob Py, konvergiert und was lim S™ ist.

n—o0
Einerseits kann man die Eigenwerte und Eigenvektoren von S und somit die Jordansche
Normalform berechnen und damit alles direkt ausrechnen.

Ein anderer Zugang verwendet den Banachschen Fixpunktsatz.

8.16 Fakten:
Versehe den Zeilenvektorraum RY mit der ||.|;-Norm. Man definiert

N
My ={(pr,-,pn) € [0,1]V] Y pp =1} € RY.
k=1

Dies ist eine kompakte Teilmenge des RV, aber kein Untervektorraum. Mj; entspricht
der Menge aller Wahrscheinlichkeitsmafie auf £. Durch

dp.q)=|p-qli pge My

wird eine Matrik auf M}, definiert. Also ist (M3, d) ein kompakter metrischer Raum
und insbesondere vollstandig. Sei nun S € My (R) eine stochastische Matrix. Betrachte
die lineare Abbildung

ps: My > My, ps(p)=p- 5.
Dann gilt:
a) [es(p) —ws(@li<lp-aly Vp.qe My, denn

les(p) —es(@)i=-a)S| <[SIp-aql: < |p-ql:-

Also ist g Lipschitz-stetg.
b) Nun sei S € My(R) eine stochastische Matrix, sodass alle Eintrdge mindestens eine
Spalte nur aus (0,1] sind. Sei jo € {1,..., N} der Index dieser Spalte. Setze

-----

Ferner definiere

0 0O 1 0 ... 0
Ely 010 . oMY@

Dann gilt offenbar
(p-a)E=0 Vp,qeMy.
d) Ferner sei S := (S -¢E) e My(R) fiir € < 1. Diese Matrix ist stochastisch, da alle
Eintréage zwischen 0 und 1 sind und alle Zeilensummen 1 sind.
Weiterhin gilt fir alle p,q € M}, stets

.1 1
pS—qS=—1 (pS-qS-c(p-q)E)=—(-q)S.
— & —_——— ]._5
=0
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Daraus folgt sofort mit Teil a)

IpS-gSli=(1-¢)| (p-a)S |1<(1-e)|p—al:i<|p-al:
S — —_——
=05 (p)-¢35(q) <1

Die Lipschitz-Konstante ist also echt kleiner 1 und deshalb ist ¢g eine Kontraktion,
sofern die Matrix S die Bedingung aus Teil b) erfiillt.

8.17 Satz:

Sei S € My(R) eine stochastische Matrix, sodass fir eine Potenz k € N die Matrix
S* mindestens eine Spalte nur mit Eintragen aus (0, 1] hat. Dann existiert genau eine
stationdre Verteilung p € M} und man hat

p
lim S" = : | e My(R),

n—>00
p

wobei p ein Zeilenvektor ist.

Beweis:

a) Wir beweisen den Satz zunichst fur den Fall k£ = 1. Sei also S € My(R) eine sto-
chastische Matrix mit mindestens einer Spalte nur mit Eintrédgen aus (0,1]. Dann sind
die Resultate aus 8.16 b) anwendbar und pg : M} - M, ist eine Kontraktion auf dem
vollstandigen metrischen Raum My (R). Deshalb folgt mit dem Banachschen Fizpunkt-
satz sofort, dass es genau eine Verteilung p € M}\, mit @g(p) = p, also eine stationére
Verteilung, gibt. Der Banachsche Fixpunktsatz liefert auch

51 515" ©e(s1) P
srizg.ogn=| s losn=l s L=l T T o] fiwn o e,
SN sy - S™ p5(sn) p
wobei s1,...,sy € ML die Zeilen von S sind.

b) Sei nun k € N beliebig und S € My (R) eine stochastische Matrix, sodass S* mindes-
tens eine Spalte nur mit Eintriagen aus (0, 1] besitzt. Nach Teil a) besitzt S¥ dann genau
eine stationdre Verteilung p € M}, mit

p
lim (S%)" =

n—oo

p

Sei nun ¢ € M}, eine stationdre Verteilung von S, dann gilt

q=qS=qS*=--=qS""!=qS"
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Also ist ¢ auch stationdre Verteilung von S*. Nach Teil a) besitzt aber S* nur die
stationdre Verteilung p. Also besitzt auch S nur die stationére Verteilung p.

Sei nun 7 € {0,...,k -1}, dann hat man
51 s1-(S*)" 5 (s1) p
Sr+n-k:ST_(Sk)n: (Skz)n: — N ﬁirn—>oo,
SN sn- (S \w§(sw) p
wobei sy, ...,sy € My die Zeilen von S” sind.
p
Also konvergieren alle Teilfolgen von S™ gegen | : | und deshalb auch S™ selber. O
p
8.18 Beispiele:
a) Es sei
I
3 3 3 00
S=|0 5 3 3 0|eMs(R).
00 5 5 3
000 % 3
Dann ist -
g 9300
303 2 1
9 9 9 9
sl E L e,
0 L 2 3 3
00035 35 3

Die dritte Spalte von S? besitzt nur Eintrage aus (0,1]. Nach Satz 8.17 besitzt S also
genau eine stationdre Verteilung p € M%. Um diese zu berechnen, 16st man das LGS

pS:pr(S—Q) =0.
Also Losung in diesem Fall erhélt man fiir die stationdre Verteilung
1
p:g-(l,l,l,l,l).

Also gilt

1
lim Sn =—-1: .. :
e 1.1
b) Ruinspiel: Zwei Spieler starten ein Spiel mit Startkapital Ny, Na € N. In jeder Runde
gewinnt/verliert Spieler 1 von /an Spieler 2 eine feste Menge seines Kapitals mit der
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festen Wahrscheinlichkeit p € (0,1).
Man hat dann die Ubergangsmatrix

1 0 O 0
I-p 0 p
0 R :
S = € MN1+N2 (R)
l-p 0 p
0 0 0 1
Offenbar gilt

1 0 0 - o o 0

Sk—lx « * * x x * VkeN.
0 v v e 0 0 1

Satz 8.17 ist also nicht anwendbar, da in jeder Spalte mindestens eine 0 steht. In diesem
Fall gibt es nicht eine eindeutige stationdre Verteilung, sondern unendlich viele stationére
Verteilung von der Form

(¢,0,...,0,1—¢q) e [0, 1M+,

Andererseits gilt aber trotzdem stets

Qo 0O ... 0 1-q
lim S™ = € MN1+N2 (R)
QN1+N2 0 ... 0 1 - QN1+N2
fir qo,...,qn,+n, € [0,1] passend.

c) Es sei

S = ((1) (1)) e My(R).

Dann ist offenbar

Sk = ((1) ?) = I, und S**! = ((1) (1)) =S5 VkeN.

Offenbar ist auch hier Satz 8.17 nicht anwendbar. Tatséchlich ist die Folge S™ auch nicht
konvergent. Andererseits existiert genau eine stationére Verteilung

1
p= 5(1, ].) € M%
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9 Statistik: Grundlagen des Schatzens

Motivation: Eine Miinze mit Kopf (1) und Zahl (0) werde 100-mal unabhéngig geworfen.
Die Wahrscheinlichkeit eine 1 zu erhalten sei p € (0,1) und die Wahrscheinlichkeit eine
0 zu erhalten sei 1 —p € (0,1). Ziel ist es nun aus dem erzielten Ergebnis Riickschliisse
auf die Wahrscheinlichkeit p zu erhalten und einen moglichst genauen Wert fiir p zu
schatzen.

Mathematisch formuliert hat man €2 := {0, 1}°° mit Wahrscheinlichkeitsmaflen

Pp = (p(Sl + (1 —p)do) X oo X (p(51 + (1 —p)éo) € Ml(Q)
Betrachte die Zufallsvariablen X7, ..., X990 mit
Xi: Q- {0,1}, (wy,...,wi00) = wy fur k=1,...,100.

Xy, entspricht dann dem Ergebnis des k-ten Wurfs. Eine sinnvolle Schatzung fiir p aus
dem Ergebnis der 100 Wiirfe ist sicherlich das empirische Mittel

Xioo(w) = = 100 ZXk(w)

Es ergeben sich nun einige Fragen: Wann ist ein Schétzer gut? Was bedeutet in diesem
Zusammenhang iiberhaupt ,gut“? Was ist tiberhaupt ein Schatzer? Wie findet man gute
Schétzer?

9.1 Definition:

Es seien (£2,.4) ein Messraum mit 2 als Menge der moglichen Ergebnisse und (©,5)
ein Messraum, der die Indexmenge aller moglichen Wahrscheinlichkeitsmafie auf (€2,.4)
beschreibt (meist ist © ¢ R?). Ferner sei

= {Py|9 € 0} c M(Q, A)

die Menge aller moglichen Wahrscheinlichkeitsmafle, die dem Experiment zu Grunde
liegen.
Jede messbare Abbildung

J:(Q.4) > (0,8)

heiflt Schdtzer fir ¥ € ©.

[Achtung: Diese Definition sagt nichts iiber die Qualitit eines Schétzers aus.|

Deutung: Die echte Verteilung p € M1(2, A) ist unbekannt. Man weifl nur, dass auf
jeden Fall p e M® gelten muss. Dann mochte man von der Beobachtung w € Q des Ex-
periments moglichst gut auf das ¥ € © mit P = Py schlieflen.
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Im Beispiel aus der Motivation zu Anfang dieses Kapitels hat man
©:=[0,1] und p =¥

und

= (95, + (1= 9)3g) x -+ x (96, + (1 - 9)5,) € MH(Q).

Weiterhin sind
Q={0,1}'" A=P(Q), B=B([0,1])

und fur die Zufallsvariablen hat man

100

w = ’19(00) = XlDO(W) = 1—00 Z Wi

Diese Abbildung ist per Definition messbar und deshalb ein Schétzer.

Es existieren allgemeine Methoden, um in verschiedenen Fallen gute Schatzer explizit
zu konstruieren.?4

9.2 Maximum-Likelihood-Verfahren:

Idee: Ein Experiment liefert eine Realisierung w € 2. Wéhle nun einen Schatzer ﬁ(w) €O
so, dass die ,,Wahrscheinlichkeit Py({w}) fiir des gegebene w € {2 maximal ist unter allen
JeO “.

(Man méchte also aus der Wirkung w €  auf die Ursache 9(w) € © schlieBen.)
Diskreter Fall: Sei Q héchstens abziahlbar und A := P(§2). Dann betrachtet man die
Likelihood- Funktion

L:Qx0 - [0,1] mit L(w,?¥) = Py({w}).

Kontinuierlicher Fall: Sei © ¢ R? und A := B(£2). Man nimmt nun an, dass Py fir
9 € © eine Dichte fy bzgl. des Lebesgue-Mafles A% auf R? besitzt. Dann betrachtet man
die Likelihood-Funktion

L:Qx0 - [0,00) mit L(w,?) = fo(w).
In beiden Féllen ist 0 : Q — © genau dann der Mazimum-Likelihood-Schitzer fiir 9 € ©,

wenn fur alle w € 2 stets
L(w,d(w)) = maXL(w )

gilt.

24 Ende der vierundzwanzigsten Vorlesung vom Mi, 02.07.14
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9.3 Beispiele:

a) Eine Minze mit den Seiten 1 und 0 mit Wahrscheinlichkeit p € (0,1) fiir 1 und 1-p
fiir 0 werde n-mal unabhéngig voneinander geworfen. Dann ist Q := {0,1}", © := [0, 1]
und man hat

Py = (pdy + (1 =p)do) x -+ x (pdy + (1 = p)dp) € M' ().

n-mal

Fir w = (wy,...,w,) €€ setze
ki=k(w):=> w.
i1
Hier hangt fir alle ¢ € © das Py nur von ¢ und k(w) ab. Also gilt
L(w,9) = p*) (1 = p)" )

Dabei ist p =9 € [0,1]. Man sucht nun das Maximum:

k
dpL(w,9) = P (1 =p)" * (1 =p)k - p(n-k)]20=py=0,py = 1,py = =

Da L eine stetige Funktion auf einem kompakten Intervall ist, existiert auch ein Maxi-
mum und es liegt bei py = % Man hat also den Maximum-Likelihood-Schétzer

b) Binomialverteilung: Sei € :={0,...,n} und © := [0,1]. Fir ¢ = p betrachte Py = B, »
und benutze die Konvention B,, ¢ := 6y, By 1 = 0y,.
Man hat dann die Likelihood-Funktion

n

Lo, 1) = Buo({e}) = (o (1 =)

Analog zu Teil a) ergibt sich der Maximum-Likelihood-Schéatzer fir D=pe [0,1]

~ w

Hw) =

E.
c¢) Poissonverteilung: Sei €2 := Ny und 9 € © := [0, 00). Fiir Py := [y mit der Konvention
IIj := 6o hat man die Likelihood-Funktion

L(w,9)=¢"" »
w!

und als Maximum erhélt man

w w-1 w-1
dﬁL(W,ﬁ)=—6_’9-ﬁ—'+e_§~w~ﬁ =6_19~19
w!

i i (w—z9)40z>190=0,191=w.
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Das Maximum liegt offenbar bei ¥ = w. Analog zu Teil a) ergibt sich der Maximum-
Likelihood-Schétzer fiir ) € [0, c0) X
Hw) = w.

d) Exponentialverteilung: Sei  := R und ¢ € © := (0,00). Fiir Py := expy mit der
Dichtefunktion
fqg(x) = 196_1%]1(0,00)

hat man die Likelihood-Funktion
L(x,9) = e
und als Maximum erhilt man

dyL(x,9) = ™" — z9e™" = e7*(1 - 209) 20=4= l
T

Analog zu Teil a) ergibt sich der Maximum-Likelihood-Schéatzer fir e (0, 00)
- 1
I(z)=—.

(r) =1

e) p-Schatzung fiir N, ,2-verteilte Messfehler: Héufig sind Messfehler N, ,2-verteilt mit
unbekanntem p € R und bekanntem o2 > 0. Man mochte nun g moglichst gut schétzen.
Setze dazu Q:=R und p =19 € © :=R. Fiir Py := Ny 2 mit der Dichtefunktion

hat man die Likelihood-Funktion

L(z, ) 1 _(@-0)?
aj" = € 202
V2mo?

und als Maximum erhélt man analog zu a)

0=uzx.

Ebenfalls analog zu Teil a) ergibt sich der Maximum-Likelihood-Schétzer fiir JeR

A

¥(x) =x.

In vielen Féllen ist der Erwartungswert der unbekannte Parameter.
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9.4 Standard-Mittelwertschatzer:

Gegeben: Indexmenge ©, M® ¢ M1(R), 2 c R, Zufallsexperiment mit Ergebnissen in (.
Oft: ©, M® uniibersichtlich und gro8.

Bekannt: Fiir alle ¢ € © ist der Erwartungswert

w() = / xdPy(x) e R.

R

Idee: Schétze nur u(19) statt ¥, da es oft zu schwierig ist das ,echte*f zu schitzen.
Praxis: Wiederhole das Experiment n-mal unabhéangig. Dann erhalt man n unabhéngige
identisch verteilte Py-verteilte Zufallsvariablen X, ..., X,, mit einem unbekannten ¢ € 6.
Schétzer fir p(1) statt fir ¥ nennt man auch Standard-Mittelwertschétzer:

1
Xn == Xk

Dieser hat die Eigenschaften:

a) Sei ¥ € ©. Man nimmt nun an, dass das 9 das Richtige ist. Dann ist auch Py das

richtige Wahrscheinlichkeitsmafl. Zu jedem 9 € © gibt es einen Erwartungswert Ey mit

Ey = Ey(X,) - % nB(X) = [ wdPy(e) = p(9).

Man sagt :,,X,, ist erwartungstreuer Schitzer fiir pu(9)*.
b) Nach den Gesetzen der grofien Zahlen gilt

X, = p(9) fir n - oo f.s. (also insbesondere stochastisch).

Man sagt :,Die Folge (X,,) ist konsistent*.
Die Eigenschaften a) und b) sind nattirlich wiinschenswert fiir einen Schétzer.

9.5 Schitzen von Parametern:

Gegeben: GroBe Indexmenge O, sowie (2,4), M® c M (Q).

Idee: ©, M® sehr groff und untibersichtlich. Schétze statt des echten v eine passende
Kenngrofie g() ¢ Re.

Beispiel: Sei Q =R, A=B(R), M® ={P e MY (R,B(R))|P hat 2.tes Moment }.

Setze g :== (g1, 92)T und

01(0) = u(9) = [ wdPy(x)

9:0) = 0*(9) = [ 2 dPy(w) - (D).

R
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Ziel: Schliefe von einem oder mehreren unabhéngigen Ergebnissen auf g(}) moglichst

gut!
Definition: In obiger Situation heifft eine messbare Abbildung

§:(2,A4) > (R, B(RY))

ein Schétzer fir g.

9.6 Beispiel: (Ein Mittelwertschatzer)
n-fache Wiederholung eines Experiments. Setze

©:={PeM'(R): / xdP(x) existiert}

und wéhle n unabhangige R-wertige identisch Py € M®-verteilte Ergebnisse X7, ...

wobei 2 =R und
MO = {Px-.-x Pe M'(RY)|P € ©}.
| ——

d-mal

Ziel: Schatze Mittelwert

g:0 - Rmit g(P) = [de(m).

R

Nehme den Standard-Mittelwertschdtzer

fir z = (z1,...,2,) € R™.

9.7 Erwartungstreue Schatzer:

Seien (£2,.4),(0,B), M® und g: © - R Parameterfunktion mit d = 1 wie in 9.5.

» X,

Definition: Ein Schéatzer g : €2 - R heiflt erwartungstreuer Schdtzer fir g, falls fir alle

¥ € O stets

Eo(@) = [ §(w) dPa(w) = g(9)

gilt.

Deutung: In jeder vorliegenden Situation ergibt sich also die Schatzung g im Mittel

beziiglich des echten ¥ das echte g(¥).2°

25 Ende der fiinfundzwanzigsten Vorlesung vom Fr, 04.07.14
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9.8 Parameterschiatzungen bei Normalverteilungen:

Seien X1, ..., X, reellwertige, unabhangige, identisch NV, ,2-verteilte Zufallsvariablen mit
i € Ro? > 0 unbekannt. Schéitze u,0? aus Beobachtungen X;(w),...,X,(w). Ein
Maximum-Likelihood Ansatz (ML-Ansatz) liefert:

V= (p,0%) €0 :=Rx(0,00)
= (Xy,...,X,) hat Dichte in R?

1 1

1 Z 2
- ¥ (@k—p)
fwﬂ(:ljl, . ,:cn) = — e 202" 2 (@k—p

©

2
N3
<)

=1fw,2 (@15052n)

Um den Rechenaufwand zu verringern, maximiert man diese Funktion, indem man
log( fmgz(:pl, ..., T,)) maximiert. Man setzt dazu wie gew6hnlich den Gradienten gleich
dem Nullvektor und verifiziert mit der Definitheit der Hesse-Matrix, dass es sich tat-
séchlich um ein Maximum der ML-Funktion handelt. Als Maximum erhalt man durch
diese Rechnung

1& 1&
p==—> zpund o? = = > (zp - p)*.
T k=1 M k=1

Fazit: Die ML-Schéatzer fir (u,0?) sind

X_nzlzn:Xk und A?L=

L=

S|

kil(xk ST

Auch allgemein sind dies sinnvolle Schatzer fir p und o2. Ist p bekannt, verwendet
man natiirlich in der Formel des Schétzers fur o2 den echten Wert p statt den zuge-
horigen Schétzer X,,. Solche Situationen treten auch tatséchlich auf, beispielsweise bei
Spannungsschwankungen.

9.9 Allgemeine Varianzschatzer:

Seien X7, ..., X, € L2(9, A, P) reellwertige, unabhéngige, identisch verteilte Zufallsvaria-
blen mit Erwartungswert p € R, Varianz ¢? > 0 und unbekannter Verteilung @ € M!(R).
Dann gilt:

a) Der erwartungstreue Standardmittelwertschatzer ist
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o2 ist erwartungstreu, denn

E(o2) == ZE (Xk—,u))—% o? = o>

c¢) Der Standardvarianzschitzer bei unbekanntem Mittelwert ist

02 ist nicht erwartungstreu, denn
;- ls )2y - 1 ~ 2y ol o
E(02) == Y E((X5 - X,)*) = = -n- B((X; - X,,)*) = ——0” # 0”.
=1 n n

Da ”’1 <1 VneN wird durch a~2 die echte Varianz unterschatzt. Man kann allerdings 0~2
mit —* durchmultiplizieren und erhilt dann offenbar einen erwartungstreuen Schétzer

fiir 02 Also wahlt man
N n

3 1 o _
U N SIS D
Sn n n_]_];l( k )

n-1

als Standardvarianzschatzer bei unbekanntem Mittelwert.

Es folgen nun weitere Qualitéatskriterien fiir Schatzer.

9.10 Konsistenz:

Zum Schétzen eines Parameters g(¢) € R werde ein Experiment n-mal unabhéngig wie-
derholt. Dabei sei n variabel. Was passiert nun fiir n — oo?

Definition: Eine Folge (§,) von Schétzern fiir den unbekannten Parameter g heifit kon-
sistent, falls fir jedes ¥ € © die Zufallsvariablen §,() gegen g(¢) im folgenden Sinne
konvergieren:

a) schwache Konsistenz < stochastisch konvergent, d.h.

Vi eOVe>0: Py(|Gn(V) —g(¥)|>e) = 0 fiir n — oo.
b) starke Konsistenz <> fast sicher konvergent bzgl Py, d.h.

VieO:g,(9) - g(v) Py fs. fir n - oo.

Beispiele:
a) Sei (Xi) € La2(2,A, Py) eine Folge reellwertiger unabhéngiger identisch verteilter
Zufallsvariablen mit Erwartungswert p € R. Dann gilt

1 n
=—2Xk—>p, Py fs. firn—» oo
k=1
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nach dem starken Gesetz der groflen Zahlen 7.9.
b) Der Standardvarianzschatzer ist fur (Xj) € £4(€2, A, Py) auch stark konsistent nach
dem starken Gesetz der groflen Zahlen 7.9.

Ein quantitatives Qualitétskriterium fiir Schatzer ist

9.11 Mittlerer quadratischer Fehler:
Sei § ein Schéatzer fiir den Parameter g(¢) € R. Der assoziierte mittlere quadratische
Fehler ist

R(9,§) = Es((9-9(9))*) 2 0.

Dies ist ein Maf dafiir, wie star § von dem echten g(v) abweicht, sofern ¥ das Richtige
ist.

Ziel: Man mochte nattrlich R(1, §) moglichst klein fiir moglichst viele (oder sogar alle)
Y € © haben.

Definition: Ein Schétzer ¢ heifit gleichmdfig bester Schatzer fir g(17), falls fur alle mog-
lichen Schétzer g von g und v € 0 stets

R(9,9) < R(Y,9)
gilt.

[Es gibt Situationen, in denen solche glm. besten Schétzer existieren, dies ist allerdings
nur die Ausnahme.|
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10 Konfidenzintervalle

Motivation: Gegeben seien ein Messraum (€2,.4) und eine Menge
PO = {PsJ9 e O} c M(Q, A).

Dabei ist das echte 1y € © unbekannt. Fiir eine Parameterfunktion

g:0->McR
ist das korrekte g(ty) zu schétzen.
g:Q->R
Heut, falls
G = g(o)]

,mit hoher Wahrscheinlichkeit klein ist.”

10.1 Definition: (Konfidenzintervall)

Fixiere o > 0 als eine kleine Fehlerwahrscheinlichkeit. Eine Familie (/(w))yeq von In-
tervallen heifit Kofidenzintervall/Konfidenzbereich zu der zu schéitzenden Grofle g mit
Niveau 1 - «, falls

VieO: Py({weQlg(¥) e [(w)})21-a. (44)

Also: In jeder moglichen Situation ¥ € © wird also aus der Realisierung w € € des
Experiments ein Intervall /(w) € R bestimmt, sodass der echte Parameter g(¢)) in diesem
Intervall liegt mit einer Py-Wahrscheinlichkeit von mehr als 1 - a.

Praxis: Die Problemstellung gibt das a > 0 vor. Die Aufgabe ist nun zu allen w € Q
passende Konfidenzintervalle I(w) zu finden.?6

10.2 Mittelwertschiatzer bei Normalverteilungen:

Seien X1, ..., X, reellwertige, unabhangige, identisch NV, ,2-verteilte Zufallsvariablen mit
unbekanntem Erwartungswert p € R und bekannter Varianz o2 > 0. Man hat dann die
Punktschdtzung fir p

X, == X; mit Verteilung Pg- = N, 1,0
k=1 !

S|

Sei ferner 0 < a << 1 gegeben.
a) Zweiseitige Konfidenzintervalle: Zu « suche das so genannte zweiseitige Quantil A >0
mit

NO,l([_/\a )\]) =1-a.

26 Ende der sechsundzwanzigsten Vorlesung vom Mi, 09.07.14
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Damit ergibt sich das zweiseitige Konfidenzintervall

o2 o2
1—(1=N0’1([—)\,>\])=NM102 M—>\ —,/,L+>\ —
'n n n
2 2
:PH(M—)\\/U—SX,LSM+>\\/U—)
n n
__ 2 _ 2
:PM(Xn—A\/U—suanM\/U—).
n n

([vors/ExernZ)

ein zweiseitiges Konfidenzintervall zum Niveau 1 - «.

b) Finseitige Vertrauensintervalle: Man habe aus der Praxis die Vorgabe: zu kleine
Schétzungen sind unerheblich und grofle grofie sind sehr unerwiinscht. Man soll also
sicherstellen, dass nur mit einer Wahrscheinlichkeit kleiner als a zu grofle Schatzungen
auftreten. Vernachlasigge auf der anderen Seite aber die zu kleinen Schéatzungen.

Man sucht nun zu « aus einer Tabelle das so genannte einseitige Quantil u > 0 zu o mit

Also ist

we)

No1([-u,00)) = No1((—o0,u]) =1-qu

Damit ergibt sich das einseitige Konfidenzintervall

Also ist

(-xe2)

ein einseitiges Konfidenzintervall zum Niveau 1 - a.

we
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10.3 Binomialverteilter Fall:

Seien X1,..., X, reellwertige, unabhéngige, identisch (pd; + (1 - p)do)-verteilte Zufalls-
variablen mit p € (0,1) unbekannt.

Man hat dann den Standardmittelwertschétzer

1

Sei ferner 0 < a << 1 gegeben.
Eine Tabelle liefert dann fiir das zweiseitige Quantil A > 0 zu «

1= a = Nos([-\ ])éP(X1+ X TPy /\])

Vnp(1-p)

A ]

1
p(1-p)<;

ol )

[0 5).

ungefahr ein zweiseitiges Konfidenzintervall zum Niveau 1 - a.

Also ist

Eine fir die Praxis wichtige Frage bei Normalverteilungen ist:
Was tut man in 10.2, falls nicht nur p, sondern auch o2 unbekannt sind?
Idee: Ersetze 02 durch den Standardvarianzschatzer

%=—Z(Xk—x>

Das fithrt dann zu den ,approximativen* Konfidenzintervallen

[X (w) - /\\/7 X, (w)+)\\/€]

Dies wird nun exakt untersucht. Dazu ist es notig die Vertellung von

Xp—np
n- s

n

zu untersuchen.

Dazu nun einige Vorbereitungen
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10.4 Mehrdimensionale Normalverteilung:
a) Die d-dimensionale Standardnormalverteilung auf R¢ hat die Dichte

2
=13

e~ 2 mit der 2-Norm |z[3 = 27 2 2

T =7+ + k.

f(x) =

Nl

(2m)

b) Seien X : 2 — RY eine d-dimensional standardnormalverteilte Zufallsvariable, p € R4
und A € GL4(R). Bestimme die Verteilung der Ré-wertigen Zufallsvariable Y (w) :=
(AX (w) + p):

Fiir jede Borelmenge B € B(R?) gilt

PAX+peB)=Pwed™(B-p)= [ ja)de" k" — ) A =)y

AN (B-p) B

[Man definiert die positiv definite Matrix ¥ := A- AT mit det 3 = |det AJ2.]

e 3T AN T AT ) gy

1
) Bf (27)2V/det &
[Wegen (AT)"1A-1 = (AAT)! gilt]
1 1 Ts-1
= | — = ealrm)E (v g
e y
Bf (27)5V/det &
Die Zufallsvariable Y hat also auf R? die Dichte
1

(27)2V/det &

Die assoziierte Verteilung auf R? heif3t d-dimensionale Normalverteilung mit Mittelwert-
vektor p € R und Kovarianzmatriz ¥ € My(R).
c¢) Beispiel: Sei =0 und

e 3w TE T y-p)

fus(x) =

AeO4(R) :={Ae My(R)| A ist orthogonale Matrix}.

Ferner sei X eine Re-wertige standardnormalverteilte Zufallsvariable. Dann ist die Ko-
varianzmatrix

Y =AAT = I,

und die Zufallsvariable AX ist ebenfalls d-dimensional standardnormalverteilt.
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10.5 Satz:

Seien X7,..., X, R-wertige unabhangige identisch N, ;-verteilte Zufallsvariablen. Dann
gilt:

a) Die Standardschétzer

n

— 1 & ~ 1 I
Xp=—> Xpund 82 = —— > (X - X,,)?
n kz::l n-1;7
sind stochastisch unabhéngig.
b) Der Schitzer (n—1)s2 ist x2_,-verteilt.
Beweis:
Es sei A€ O,(R) mit
1 1
vel o
A-l + |=].| [z.B. eine Drehmatrix]
1 .
NG 0
und
X1
x = :
Xn

eine in R™ standardnormalverteilte Zufallsvariable.
Mit 10.4 ¢) folgt dann, dass auch die Zufallsvariable

Y = AX

eine in R” standardnormalverteilte zufallsvariable ist. Wegen der Produktform sind an-
dererseits aber auch die eindimensionale Zufallsvariablen

Yi:=(AX),..., Y, =(4X),

unabhangige identisch Ny i-verteilte Zufallsvariablen.
Betrachte nun die Matrix

1 1 1
P=—1: e M, (R)
"1 1
Diese besitzt die folgenden Eigenschaften:
Xl 1
[L]PX=P-| : |=X,-|:]|eRm
X, 1
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P ist orthogonale Projektion von R™ auf den eindimensionalen Unterraum

1 1
span| | =R|]: | cR",
1 1
denn
1 1 1 1
(X_PX7 >:X1++Xn__(X1++Xn)< , >:O
1 " 1) \1
-
Da A€ O,(R) ist, gilt
0
A(I-P)X ="

*

Also haben AX = APX + A(I - P)X und APX in der ersten Komponente den gleichen
Eintrag. Dieser ist

1
— (X1 +--+ X)),
N )
denn
X o 1 1
APX = AP| ¢ |=X, Al |=—=(X1+--+ X,).
X, 1) vV

Insgesamt hat man also, dass Y] = (AX); = ﬁ()ﬁ +--+X,) = n-X, von den

n

V244 Y2 = (Zy,f)_yf = (ZX,?) —nX_n2 = Z(Xk_X_n)Q = (n—l)s%.
k=1 k=1

k=1

stochastisch unabhéngig ist. Daraus folgen die Behauptungen.?? O]

10.6 Lemma:
Es seien X, Y unabhéngige R-wertige Zufallsvariablen mit zugehorigen Dichtefunktionen
f, g mit

g =0 auf (-00,0] d.h. P(Y >0) =1.

X
Dann ist v eine Zufallsvariable mit zugehoriger Dichtefunktion

n(t) = [ Ftng(ydy teR. (45)

27 Ende der siebenundzwanzigsten Vorlesung vom Fr, 11.07.14
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Beweis:

X
Fiir die Verteilungsfunktion von v erhalt man Vu e R

co  uy

P<§Su>= [ t@eawday) = [ [ 1@ deety)dy
{(2,y)eR?|y>0,z<u-y} 0 oo

=ty

‘“':y‘“jofuf(ty)ydtg(y)dyFugim/ujof(ty)g(y)ydydt
0 —oo S0 0

- [ h(t)dt.

10.7 Die Student-Verteilung: (¢-Verteilung)
Seien N 5 n > 2 und X,S unabhingige R-wertige Zufallsvariablen mit Verteilungen
Px = Np; und Ps = x?_;. Dann ist

X
T.:\/n—l-ﬁ

eine R-wertige Zufallsvariable mit zugehoriger Dichtefunktion
T(2) (1 . 2 )—Z
r(shy/a(n-1)\ n-1/ =

by_1(x) =

Beweis:
Sei Pg = x?_, mit einer Dichtefunktion f,-; wie im Abschnitt tiber die x2-Verteilung
definiert. Die transformierte Zufallsvariable

hat die Dichte
In-1(y) = fa-r((n = 1)y?) - 2y(n - 1).
Lemma 10.6 liefert dann mit einiger Rechnung die Behauptung. O]

Bemerkung: Fiir n - oo konvergiert b,,_; punktweise gegen die Dichtefunktion fj; der
Standardnormalverteilung.

Definition: (Student-Verteilung)
Die Verteilung auf R mit Dichte b,_; (n > 2) heifit (Fisher’sche) t-Verteilung oder Stu-
dentverteilung.
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10.8 Anwendung auf Konfidenzintervalle:
a) Es seien Xj,..., X, unabhingige R-wertige identisch Ny ;-verteilte Zufallsvariablen.
Mit Satz 10.5 folgt dann:

und die Schétzer X,,, SA% sind unabhingig. Mit 10.7 und X := \/n - X,, folgt, dass die

Zufallsvariable
vn(n-1) —
T:= X, =

S AU &
(n-1)s2 \/ 52

ist t,-1-verteilt (d.h.student-verteilt mit n — 1 Freiheitsgraden).

b) Es seien Xj,..., X, unabhingige R-wertige identisch NN, ,2-verteilte Zufallsvariablen.
Es treten die folgenden Probleme auf:

0? bekannt und p unbekannt, p zu schétzen. [vgl. 10.2]

p bekannt und o2 unbekannt, o2 zu schétzen. [vgl. 10.9]

o2 unbekannt und g unbekannt, p zu schétzen. [vgl. 10.10]

.| u unbekannt und o2 unbekannt, o2 zu schétzen. [vgl. 10.11]

10.9 Schatzen der Varianz bei bekanntem Mittelwert:
Man hat den erwartungstreuen Schéatzer

~ 12
2= =Y (Xp—p)?
T k=1
fir die Varianz 02 und 0 < o << 1.
a) Einseitige Konfidenzintervalle: (relevant fiir die Praxis)
Der Schétzer

ist x2-verteilt. Man sucht nun in einer Tabelle fir die y2-Verteilung nach einer Zahl
r >0 zu vorgegebenem Niveau 1 — o mit

nooa no -
l-a=x2([r,0)) =P, (;'0%27‘) =P, (02 < ;-ag).
Also sind
0.2 520
r n
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die einseitigen Konfidenzintervalle zum Niveau 1 - a.

b) Zweiseitige Konfidenzintervalle:

Man sucht nun in einer Tabelle fiir die y2-Verteilung nach Zahlen 0 < a < b zu vorgege-
benem Niveau 1 -« mit

S (01 = P (02222

.A2)
2.

und

(8]
o 2([0,1]) = P, 2 (02 <

> 3

n X /\,rLZ( )7 n . /\11/2( )

die zweiseitigen Konfidenzintervalle zum Niveau 1 — a.

10.10 Schatzen des Mittelwertes bei unbekannter Varianz:
Man hat den erwartungstreuen Schéatzer

~ 1 n —
22— Y (Xp - X,)?

fiir die Varianz o2 und 0 < o << 1.
Nach 10.8 ist die zufallsvariable
n N
T (- p)

2
Sh

t,-1-verteilt.

a) Zweiseitige Konfidenzintervalle: (relevant fiir die Praxis)

Man sucht nun in einer Tabelle fiir die ¢,,_1-Verteilung nach einer Zahl v > 0 zu vorgege-
benem Niveau 1 - o mit

l-a=ty1([-7,7]) = Puo2 (-7 <T<7) = P(—v < \/SZQ(X_n—u) < 7)

Also sind

kmww %?smfw»wv%?]

die zweiseitigen Konfidenzintervalle zum Niveau 1 - «.
Die einseitigen Konfidenzintervalle berechnet man analog zu 10.2.
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Bemerkungen:
a) Das Vorgehen ist vollig analog zu 10.2 mit bekanntem o2, man ersetzt nur das echte

0? durch den Schétzer s% und wahlt v mit Hilfe einer Tabelle fiir die ¢,,_; Verteilung
statt der Np;-Verteilung.

b) Man sieht leicht, dass t,-; schwach gegen Ny ; konvergiert fiir n — oo. In der Praxis
ist ¢,,-1 also fiir groffe n uninteressant. Man ersetzt dann ¢,_; durch Ny ;. In der Praxis
ist also die t,,_;-Verteilung nur fiir kleine n von Bedeutung.

10.11 Schatzen der Varianz bei unbekanntem Mittelwert:
Man hat den erwartungstreuen Schéatzer

R 1 & _
2o V(X - X))

fur die Varianz o2 und 0 < o << 1. Nach Satz 10.5 ist die Zufallsvariable

n—lsA2
2 n

g

X2_,-verteilt. (Statt x2-verteilt wie o2 bei bekanntem z.) Nun geht man mit n - 1 statt

n und s2 statt UA?L analog zu 10.9 vor und erhélt die einseitigen Konfidenzintervalle

1
0. )]
r
und die zweiseitigen konfidenzintervalle

n

B Ot 1®)]

a

zum Niveau 1 — .28

28 Ende der achtundzwanzigsten Vorlesung vom Mi, 16.07.14
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11 Optimale Schatzer (Einfiihrung)

11.1 Wiederholung:
Es seien (£2,.4) ein Messraum (£ Experiment) und

MO = [Pyl0) € ©) € MY (Q, A).

Ferner seien g : © — R eine zu schitzende messbare Kenngrofie (z.b. Erwartungswert
oder Varianz) und § : Q© — R ein moglicher Schétzer fir das echte unbekannte g(4).
Dann gilt:

g soll erwartungstreu sein, d.h.

VieO: Ey(g)=g(?).
Der mittlere quadratische Fehler

R(0,9) = Ey((§ - 9(0))?)

soll nicht zu grof§ sein. Dabei gilt

R(9,9) = Eo(((9 - E9(9)) + (Ea(9) - 9(9)))?) = Varg(9) + (Es(9) - 9(0))*.

Ist g erwartungstreu, so gilt

R(79>§7) = Vam(f]).
Ein Schétzer g fiir g heifit glm bester Schatzer, falls fir alle 1 € © und alle Schatzer
g von g stets

R(9,9) < R(Y,9)
gilt.
Ein Schatzer g fiir g heifit glm bester erwartungstreuer Schétzer, falls fiir alle ©J € ©
und alle erwartungstreuen Schétzer g von g stets

R(9,9) < R(9,9)
gilt.
11.2 Informationsungleichung:
Es seien 2 hochstens abzéhlbar, A :=P(£2), © € R ein Intervall und
MO = {Py| e ©} ¢ MY(Q, A).
Annahme 1: Fur alle w € 2 und 9 € © gelte

fo(9) = Py({w}) >0
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und f,, () sei fir alle w € Q diffbar.
Setze L, (¥) :=1n f,(9¥) mit L (9) =
Dann gilt

> fo(¥)=1. (46)

we)

Fiir einen erwartungstreuen Schétzer § von ¢ gilt dann

9(0) = E¢(9) = ), §(w)fu(9). (47)

we

Annahme 2: Die Summationen in den Gleichungen (46) und (47) diirfen mit Ableitungen
nach ¢ vertauscht werden. Dann folgt fiir die Zufallsvariable

Li(9): we L (1Y)

sofort

0 T 11(0) = T I = Eal100), (13)
Ferner gilt
70D 5 L) = EalG- L)) (19)

Damit ergibt sich wegen (48) sofort
9'(9) = Ey(§- Lo(9)) = Eg(9) Eo(Le(0)) = Ey(L(9) - (9 - Eo(9)))-

Daraus folgt mit der Cauchy-Schwarz Ungleichung

g'(9)* = Ey(Ly(9) - (9 - E9(9)))* < Eg(LL(9)?) - Vary(9). (50)

Dies motiviert die

Definition: (Fisher-Information)
Die Zahl

1(9) = Ey(LL(9)?) = %f'((%); [0, oo]

heifit Fisher-Information des zu Grunde liegenden Experiments zum Parameter 9 € ©.

Eine Umformulierung von (50) liefert die Informationsungleichung

Vara(3) = R(9.) > 3 61
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fiir jeden erwartungstreuen Schétzer § von g unter den Annahmen 1 und 2.

Deutung: Wenn [(?) grof} ist, dann liefert eine Realisierung des Experiments eine gute
Schatzung fiir g(v7).

11.3 Satz: (Additivitat der Fisher-Information)
Es seien (21,.41), (2, Ay) diskrete Messraume und © ¢ R ein Intervall. Fiir ¢ = 1,2 seien

MO = {Pf7 e M* (%, Ap)| 0 € ©}

die Mengen aller moglichen Verteilungen bei diesen beiden , Teilexperimenten“mit den
Fisherinformationen I;(¢}). Betrachte das Produktexperiment (€2 :=Q; x Q5,4 := P(Q))
mit

MO = {Py:= Pél) X Pé2)|19 € O}.

Die beiden Teilexperimente sind dann fir alle 1 € © unabhéngig voneinander. In dieser
Situation gilt

1(9) = L(9) + L(4). (52)
Beweis:
Gleichung (52) folgt mit kurzer Rechnung aus der Produktregel der Differentialrechnung
und den Gleichungen (46) und (48). O

11.4 Beispiele:
a) Es sei Q:={0,1} und Py = By =961 + (1 - 0)dy fir J € (0,1). Dann ist

Fo(9) =9 und £,(9) =1 -9,

Damit ergibt sich fiir die Fisher-Information

1

10)= 555

b) Es sei Q:={0,1}" und Py = By g x---x By y fur ¥ € (0,1). Teil a) und Gleichung (52)

liefern induktiv n

I(1-9)

c) Essei Q:={0,1,...,n} und Py = B, fiir ¥ € (0,1). Nach einiger Rechnung erhalt
man

1(9) =

n

10) = 5 =gy
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d) Es sei Q := Ny und Py = Iy (Poisson-Verteilung) fir J € (0,00). Dann gilt fiur alle

ke .
U

o A
K

fe(@) =e I

Eine kurze Rechnung liefert dann

= fl(0) =e (k- 9).

10)= 1.

e) Es sei ©:= Ny und Py =IIy x --- x IIy (Poisson-Verteilung) fiir 9 € (0,00). Teil d) und
Gleichung (52) liefern induktiv
1(9) = %.

Wende nun diese Ergebnisse auf die Informationsungleichung an, um g(9) := ¥ zu schét-
zen. Dann gilt fiir alle erwartungstreuen Schétzer § von g(J) = J mit ¢'(9):

a) Varg(9) > ﬁ —9(1-9).

1 9(1-9)
1) n
¢) analog zu b)

d) Vary(g) > 1 .

b) Vary(g) >

1(9)
) Varo(3) 2 7o = -

Vergleiche diese unteren Schranken nun mit den konkreten Schétzern:
) ML-Schétzer §(w) = w mit Varianz (1 -4). v/
(1=
) g Ve
n

o e

ML-Schétzer §(w) =1 ¥ wy, mit Varianz
k=1

) analog zu b) v/
) ML-Schétzer §(w) = w mit Varianz 9. v/

n 9
) ML-Schitzer §(w) =1 ¥ w; mit Varianz —. v/
k=1

=

|®

n

Daraus folgt der abschliefende

11.5 Satz:
Bei B; g-und Ilg-verteilten Einzelexperimenten und n-facher unabhangiger Wiederho-
lung ist der Standard-Mittelwertschatzer

. 1 &
g(w)=— Zwk
L=

der gleichméfig beste erwartungstreue Schétzer fir den Mittelwert.?

29 Ende der neunundzwanzigsten Vorlesung vom Fr, 18.07.14
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